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Bevezetés

A kodelmélet egy kovetkez6 kommunikaciés modellel foglalkozik. A fel-
ad6 valamilyen csatorndn keresztiil adatokat akar tovabbitani egy cim-
zettnek, a tovabbitds sordn pedig az adatok egy része megvaltozik, hibak
keletkez(het)nek. Példdul a Marson 1év6 kutatérobotot kell irdnyitani a
foldi tirbazisrol (felado), és tizenetet kiilldenek neki egy paranccsal, de az
tizenet az lirben val6 utazas alatt megvaltozik, igy eléfordulhat, hogy a
robot a hibds parancs hatdsara ellentétes iranyban indul el. A kérdés az,
hogy hogyan tudja a cimzett (a robot) kivalasztani, hogy mely adatok val-
toztak meg, és hogyan tudja a megvaltozott adatokat kijavitani. Ebben az
tizenetek kiilonb6zd kialakitasai, kodolédsai segithetnek.

A Reed-Solomon-féle kédokat Irving S. Reed és Gustave Solomon ta-
laltak fel 1960-ban, de ekkor még nem talaltak hatékony dek6dolé algorit-
must. Ezek a kddok az egyik legjobb hibajavité kédok, mert a kéd elemei a
lehet6 legtdvolabb vannak egymadstol, ami a dekddolés lehetéségeit nove-
li. Az ilyen kédokat MDS (maximal distance separable) kddoknak nevez-
ziik. Ezaltal kival6éan kezelik a véletlenszer(i és szandékos hibédkat is. Egy
kordbbi dolgozatomban bemutattam Peterson 1960-ban kifejlesztett tiinet-
alapt dekédolédsat, amit Elwyn Berlekamp és James Massey tovabbfejlesz-
tett 1969-ben, és ezért ezt a véltozatot Berlekamp-Massey-féle dek6dol6 al-
goritmusnak nevezik. Ezek az algoritmusok el8szor a tiineteket szamoljak
ki, majd meghatdrozzak a hibak helyeit és mértékét. A Berlekamp-Massy
algoritmus négyzetes futasi idejével hatékony a gyakorlatban, és igy més
linearis kédok dekoédolédsara is probéljak alkalmazni.

A Reed-Solomon-féle kodokat 1977-ben a Voyager-programban is hasz-
néltdk, de manapsag is a legnépszer{ibb kddok tobb teriileten is: a digitalis
hattértarolok, CD-k, DVD-k, a digitalis kommunikdciés szerkezetek, a di-
gitdlis videdk vagy az firfelderitésben hasznalt technolégidk teriiletén.

Dolgozatomban bemutatok egy 1ij megkozelitését a Reed-Solomon-féle
kodok dekédolasdnak, amit Shuhong Gao fedezett fel, illetve fejlesztett ki
2002-ben. A modszer hasonlit a Berlekamp-Massey algoritmusra, itt is
a hibak helyének és értékének explicit kifejezése nélkiil taldljuk meg az
tizenetpolinomot. Ez az iizenetpolinom egy bizonyos értelemben "latha-
t6", "észrevehetd", "elkaphat6" az egész dekédold folyamat sordn, és az
algoritmus kozvetleniil a polinomot keresi. A f6 miiveletek a polinomok
interpolécidja, részleges legnagyobb kozos osztdja és maradékos osztasa.
Ezeket mind lehet implementalni gyors Fourier-transzformadltakon alapu-
16 algoritmusokkal.



1. Alapfogalmak

1.1. Kédelméleti alapfogalmak

Példa egy vektortérre: Legyen m,n € IN, p prim és g = p™. Ekkor IFj
vektortér IF, felett, ahol

]FZ: {(xl,x2,...,xn)|Vi:1,...,n:xi E]Fq}.

A tovabbiakban g-ra és n-re mindig az el6z6ek szerint hivatkozunk.

Megjegyzés: A fenti vektortérre tgy is tekinthetiink, mint IF, feletti
n x l-es, vagy 1 x n-es matrixok, igy alkalmasan felirva a matrixszorzas is
értelmezhetd.

1.1. Definicié. Ha F egy véges test, akkor a C C V = F" részhalmazt n hosszii
kédnak nevezziik. V egy linedris alterét eqy n hosszii linedris kédnak nevez-
ziik. Ha F = IF,, akkor pedig C-t bindris kédnak hivjuk.

A C kod elemeit kodszavaknak vagy kédvektoroknak nevezziik.

A kovetkezbekben definidlt fogalmakat egy altalanos F véges test ese-
tén is lehetne definidlni, de mivel most az IF; véges testre koncentralodik
a témank, igy a fogalmak soran erre a véges testre fogunk hivatkozni.

1.2. Definicié. Legyen v = (v1,02,...,0n), 4 = (U1, U2, ..., Uy) € IFZ =V. A
két vektor Hamming-tdvolsigdn azon koordindtdk szdmdt értjiik, amelyekben v és
u eltér, azaz:

du,v)={i:1<i<mn,v; #u;}l.

Ad:V xV — N fiigguényt Hamming-metrikdnak nevezziik, a v € V vektor
stilydn pedig a d(v, 0) tdvolsdgot értjiik, és |v|-vel jeloljiik.

Vegytik észre, hogy Vu, v € IF; vektor esetén
du,v)=|{ill <i<nu—v; #0}|=du—9v,0) = |u—v]|.
Ezt a tulajdonsagot felhasznalva konnyen beldthat6 a kovetkez6 lemma.

1.3. Lemma. Az IFj vektortéren a d leképezés metrika, azaz a kovetkezok teljestil-
nek Vx,y,z € ng esetén:

a) dx,y) > 0ésd(x,y) =0 = x =y,
b) d(x,y) =d(y, x),
c) d(x,y) < d(x,z)+d(z,y).



1.4. Definici6. A ¢ € Fj kozéppontii v € R, sugari gombnek nevezziik a
kovetkezd halmazt:
B,(c) = {x € Fy|d(c,x) <r}.

Mivel [F; véges, ezért ez a gomb is véges sok elemet tartalmaz, és ezt

az elemszdmot egy kis kombinatorikéval kiszdmolhatjuk. Eszrevehets,
hogyha r > n, akkor a B,(c) gomb barmely ¢ € Fj esetén IF; Osszes elemét
tartalmazza, mivel a gombben azok az elemek vannak, amelyek legfel-
jebb r koordinatdban térnek el a kozépponttdl, és trivialis, hogy barmely
elemre igaz, hogy egy madsik elemtdl legfeljebb az 6sszes koordindtaban
kiilonbozik. Masrészt ha r = 0, akkor a gobmbnek csak a kozéppont az
eleme.

Tehat feltehets, hogy 1 < r < n. A B,(c) gomb elemszdmanak megha-
tarozasdhoz definidljuk a kovetkezd i-sugart gombhéjakat a ¢ kozéppont
koral (0 <i <r):

B(i, c) = {x € Fjld(c,x) = i}.

Ezekben a gombhéjakban azok az elemei vannak IF;-nak, amik ponto-
san i tdvolsdgra vannak c-t6l. Vildgos, hogy:

7]
B, (c)|=)_IB(,c)|.

i=0

Egy ilyen gombhéj elemszdma pedig adott i-re ()(g — 1)'. Ez onnan
adédik, hogy (') vélasztds van arra, hogy melyik koordinatdkban kiilon-
b6zz6n az adott elem c-t6l, egy koordindta esetén pedig g — 1 lehetség
van egy kiilonb6z6 koordinatat taldlni, mivel |IF,|= g; és i darab koordi-
natavalasztds van, amik fiiggetlenek, ezért a koordinatak értékeinek kiva-
lasztésdra (g — 1)' lehetéség van. Tehat:

lr] LAy ,
B.(0l= LB 0= Y. (1) 0 - 1.
i=0 i=0
1.5. Definicié. A
d(C) = min{d(x, y)|x,y € C,x ¥y}
szdmot a C kod minimdlis tdvolsdgdnak nevezziik.
1.6. Tétel. Ha C egy linedris kéd és d=d(C), akkor
d = min{d(v,0)|v € C\ {0}}
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Vagyis egy linedris kod minimdlis tdvolsdga megegyezik a legkisebb
stulytd nem-zér6 kodvektor sulyaval.

1.7. Definicié. Egy t € N esetén a C C ¥} kddot t-hibajavito kédnak nevez-
ziik, ha ¥ kiilonbozé u, v € C esetén

d(u,v) > 2t +1.

Megjegyzés. Vildgos, hogy barmely C t-hibajavité kéd esetén d(C) >
2t + 1, ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a t sugara gombok diszjunktak,
amit a kovetkez6 lemma is megfogalmaz.

1.8. Lemma. Ha C t-hibajavité kod, akkor tetszbleges v € Iy vektorhoz legfeljebb
eqy olyan ¢ € C kddszo létezik, amelyre d(c, v) < t.

Ez konnyen beldthat6 indirekt médon. Tegyiik fel, hogy 2 kiilonb6z6
ilyen kodsz6 1étezik egy adott v-re: ¢1 és ¢z, azaz d(c1,v) < tésd(cz, v) < t.
Ekkor a haromszog-egyenl6tlenség alapjan:

2t > d(c1,v) +d(cz,v) > d(c1,c2) > 2t +1, mivel C tjavit6 kod.
Ezzel azt kaptuk, hogy 2t > 2t + 1, ami ellentmondas, tehat a lemma igaz.

1.9. Definici6. Ha a C C ng linedris kod dimenzidja k, akkor linedris [n, k]
koédnak nevezziik.

1.10. Definicié. Ha ¢y, ¢y, ..., cx a C linedris [n, k] kéd egy bdzisa, akkor azt a
k x n-es G mdtrixot, melynek i-edik sora a c; vektor (i =1, ...,k), C generdtor
mdtrixdnak nevezziik.

1.11. Tétel (Singleton-korlat). Ha valamely C linedris [n, k]-kod minimalis td-
volsdga d, akkor
d<mn-—k)+1.

1.12. Definicié. Ha egy linedris [n, k]-kéd minimdlis tdvolsdga d, és teljesiil a
d=n—k+1
eqyenldség, akkor a kédot MDS-kédnak nevezziik.

Megjegyzés. Az MDS a "'Maximal distance separable code” angol ki-
fejezés roviditése, ami magyarul maximaélis elvéalasztési tdvolsagu kodot
jelent. Ezt azért hivjuk igy, mert az adott vektortér linedris kodjai kozott
erre (is) teljesiil, hogy a kédszavak a lehet6 legtavolabb vannak egymastol,
ez pedig a dekddoldsndl bizonyul hasznosnak, ugyanis mivel a kijavithat6
hibdk a kédszavak tavolsagatol fiiggenek (d > 2t + 1), igy az MDS-kédok
a lehet6 legtobb hibat ki tudjdk javitani. Mas széval nincs olyan kéd az
adott vektortérben adott dimenziéval, ami tobb hibat tudna kijavitani.

6



2. Reed-Solomon-féle hibajavité kédok

A tovébbiakban a kovetkez6 jeloléseket rogzitem: g egy primhatvany, IF,
a q elemii véges test, n, k, d egészek a kovetkez6 tulajdonsdgokkal: 1 <
k<n<gésd=n—k+1.

2.1. Felépités

Legyenek ay, ..., a, € IF, kiilonb6zd rogzitett elemei az F, testnek. Egy
rogzitett 1 < k < n esetén a kovetkez6képp épitiink fel egy (1, k, d) Reed-
Solomon-féle hibajavité kédot.

Adott egy k hosszt (mq,my, ..., my) informacio, ahol m; € F; Vi-re.
El6szor képezziik az ehhez tartozoé tizenetpolinomot:

f(x) =mq +max + max> +. .. +mx’l e Fy[x], (1)

majd kiszamitjuk a

ci=fla)eF,i=12...,n (2)
értékeket. Ekkor a megfelel6 kodszo:

c=(c1,c2,...,Cpn).

Ha az 0sszes lehetséges informéciét lekédoljuk, azaz a rogzitett aq,
ap,...,a, elemeket behelyettesitjiik a k-nél kisebb fokt polinomokba, ak-
kor ¢* darab n hosszt kédszét kapunk, és ezek fogjak alkotni a Reed-
Solomon-féle kédunkat. Err6l egyszerfien beldthato, hogy egy IF, feletti,
d = n — k+1 minimalis tdvolsdggal rendelkezd lineéaris [n, k]-kéd, és ezt
nevezziik Reed-Solomon (7, k, d)-kédnak.

2.2. Dekdédolas Shuhong Gao algoritmusaval

Tegytik fel, hogy ab = (b, by, ..., by) € FFj lizenetet kaptuk, és hogy ezt
a ¢ kodszo6 t helyen val6 elrontdsaval/elromlaséval keletkezett, ahol t <
(d —1)/2. A célunk az (1)-beli f(x) tizenetpolinom megtaléldsa, ami a ¢
kodszot definidlta.

El8szor is kiszamitjuk el6re a kovetkez6 polinomot:

Q0 = H(x — a;) € Fy[x].
i=1



Vegyiik észre, hogy go sok esetben ismert. Példdul go = x7 —x, han =g,
ésgo =x"—1,han | g—1ésayay,..., a, egy multiplikativ csoportot
alkotnak IF;-ban.

A b iizenet dekoddolasat végzo algoritmust a kovetkezéképp definial-
juk.

1. Algoritmus: Reed-Solomon-féle kddok dekddolasa

Input: Egy beérkezett b € Fj vektor.

Output: Az my +max + ... + mpxk~1 {izenetpolinom, vagy "Dekédoldsi
hiba".

1. 1épés: (Interpolacid) Taldljuk meg az egyetlen, legfeljebb n — 1-fokt
g1(x) € IFy[x] polinomot, melyre

g1(a;) =b;,1<i<n.

2. lépés: (Részleges legnagyobb kozos oszté) Alkalmazzuk a kiter-
jesztett euklideszi algoritmust a go(x) és g1(x) polinomokra. Azaz elkezd-
jik az euklideszi algoritmus lépéseit, és a futds kozben minden maradék-
hoz kiszdmitjuk azokat a polinomokat, amik sziikségesek a go(x) és g1(x)
azon linedris kombindci6jahoz, ami az adott maradékot el6éllitja (részle-
tesebben l4sd lentebb). Viszont nem szamitjuk végig ezt az algoritmust,
hanem megéllunk akkor, amikor a maradék, jeloljiik most g(x)-szel, foka
kisebb, mint %(n + k). Tegyiik fel, hogy ekkor

u(x)go(x) + v(x)g1(x) = g(x).
3. 1épés: (Maradékos osztas) Osszuk el g(x)-et v(x)-szel, és tegyiik fel,
hogy

8(x) = f(x)o(x) +r(x),

ahol degr(x) < degv(x). Har(x) = 0és f1(x) foka kisebb k-ndl, akkor az
output f1(x), kiilonben az output "Dekddoldsi hiba" (amibdl az kovetkezik,
hogy (d — 1)/2-nél tobb hiba tortént).

Késobb latni fogjuk, hogy a v(x) polinom valéjdban a hibakeres6 poli-
nom, aminek a gyokei megadjdk a hibak helyeit. A fenti dek6dol6 algorit-
musnak viszont nem sziikséges ismernie a hibak helyeit és nagysagat.

A kovetkez6kben bemutatjuk, hogy miért képes a hibahataron beliil a
dekodolasra a Gao-féle algoritmus.

El6szor idézziik fel a kiterjesztett euklideszi algoritmust, amit két, nem-
z€r6, ro, 11 € Fy[x] polinomra alkalmazunk. Legyenek

u0=1,u1 =0,Uo=0,01 =1.



A Kkiterjesztett euklideszi algoritmus maradékos osztasok sorozatdbol
all:
ri_1=qiti + 1y, degri <degr;,i=1,2,...,m,

aholr; #0,1 < i < m, ésry, =0. Tovabba egyidejtileg kiszamitjuk a
kovetkezdket:

Uil = Uj—1 — qilU;
Ui+1 = 0Ui—1 — 4i9;,
minden 1 <i < m-re. (3)

Indukciéval kdnnyen beldthatd, hogy Inko(rg, r1) = r, (ha sziikséges,
t6polinommad alakitva), és hogy

ri:uir0+vir1,0§i§m+1. (4)

2.1. Lemma. Legyen r( és r1 két nem-zérus polinom ¥, felett. Tegyiik fel, hogy a
kiterjesztett euklideszi algoritmus a fenti miiveletekbol dll. Ekkor

)m+l 1 o

,0 =(-1
N m+1 ( )T’m

Bizonyitds. A (3)-bol kovetkezik, hogy

Bl i il
Uis1 Vipl 1 —qi| | vy v |~

Ezt a matrixegyenletet i-szer ismételve kapjuk, hogy

[ul- vi}:[O 11[0 1} [0 1][% vo}
Uisl Vinl 1 —qi) |1 —qia] |1 —qm] (11 o1’

. y ug o A A e
Emlékezziink arra, hogy az {uo 00} matrix a 2 X 2-es egységmatrix,
1 01

Uy = (=1

igy a determindnsok szorzastétele alapjan

UjViy1 — Vil = det { } Hdet { —107]'] = (—1)i.

Uit1 Vi1



A (4) egyenletbdl tudjuk, hogy

ri _ U; 0 1o 0 < 1 <m
Tisl Uiy O] (117 T T

Osszevetve a két eredményt

-1
ol _ | Wi Ui i _ (1) Uisl - 7O T i<
" Uirl Vil Fit1 —Ui1 Ui | i) T T

Mivel 11 = 0, a fenti egyenlet i = m esetébdl kovetkezik a lemma
allitasa.
O

A kovetkezd lemma elengedhetetlen a dek6dol6 algoritmusunkhoz.
2.2, Lemma. Legyen go(x) = wo(x) - ro(x) + €9(x) és g1(x) = wop(x) - r1(x) +
€1(x), ahol Inko(ro(x),r1(x)) =1 és

degri(x) <t,degei(x) <I,i=1,2.
Tegyiik fel, hogy do-ra teljesiil, hogy

degwo(x) > do > 1+t

Alkalmazzuk a kiterjesztett euklideszi algoritmust go(x)-re és g1(x)-re 1igy,
hogy megdllunk, ha a maradék g(x) foka kisebb dy-ndl. Tegyiik fel, hogy ennél a
megdlldsndl

u(x)go(x) + v(x)g1(x) = g(x).
Ekkor

u(x) = —ari(x), v(x) = aro(x)
valamely nulldtdl kiilonbozo o € Fy-ra.

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy a kiterjesztett euklideszi algoritmus ugyan-
azt a hdnyadossorozatot allitja el6 az rg és ry pdrra, mint a go, g1 pdrra.
Pontositva: tegyiik fel, hogy

ri_1=qiti+ iy, degri <degr;, i=1,2,...,m,

ahol 7,41 = 0 és 1y, € Fy \ {0} (mivel Inko(rg, 1) = 1, és az algorit-
mus végén csak a legnagyobb kdzos oszt6 skalarszorosait kaphatjuk ered-
ményként). Legyenek
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up=1, u1 =0, upg =uj—1—qiu;
v0=0, v1=1, Vi1 =01 —q;v;,

V1 <i < m-re.
Ekkor

ri=uirg+0ir, 0 <i <m+1,

tovabbé

degu; < degry <t, degv; < degryp < t.

A 2.1 lemma alapjan

Ums1 = (—1)m+11’1/1’m, Om+1 = (_1)m70/7m- (5)

Definialjuk a kovetkezoket:

gi=uigo+0ig1,2 <i<m+1.
Vilagos, hogy ekkor

Qi—1=14i8i + gi+1, 1 <1 < m.

Még be kell latnunk, hogy a g1, ..., gm+1 polinomok fokai szigortan
csokkennek. Valéban, minden 0 < i < m+1-re g = u;(worg + €o) +
vi(wory + €1) = wo(u;ro + vir1) + (€0 + vi€1) = Wor; + (U;€p + Vi€1).

Mivel deg u;eg +vie; < I+t < dp < degwp minden 0 < i < m + 1-re,
igy

deg g; = degwy + degr; > degwy > do > 1+t,0<i<m,

illetve

deg g1 = deg (upi1€0 + Upi1€1) < [+1

A fenti feltevésiink szerint rq,...,r, fokai szigortan csokkennek, és
igy g1,...,9m+1 fokai is. Ez azt jelenti, hogy go és g1 hdnyadossoroza-
ta pontosan g1, ..., qm, legaldbb az m-edik 1épésig, azaz ry és r; sorozaté-
val megegyezik. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy az u és v sorozatok is
ugyanazok a go, g1 parra, mint az ro, r1 parra. Hasonl6an, csak az m-edik
lépésben fordul el6 el6szor, hogy a g,,+1 maradék foka kisebb dy-nal, és
ebben a 1épésben
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Um+180 T Um+181 = §m+1/

ahol 1,11 és v, az (5) -beli alakban &ll el8. Ezzel pedig beldttuk a
lemmat.
O

Most térjiink vissza az algoritmusunk helyességéhez.

2.3. Tétel. Ha a kapott b iizenet legfeljebb (d — 1) /2 tdvolsdgra van az f(x) iize-
netpolinom dltal definidlt ¢ kodszotol, akkor (1)-ben az 1. Algoritmus eredménye
f(x), kiilonben pedig “Dekddoldsi hiba”.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a kapott vektor, b = (b1, by, ..., by,), t < (d —
1)/2 tavolsdgra van egy adott, ¢ kddszo6tol, ami egy f(x) tizenetpolinom
altal van definidlva az (1) és a (2)-beli médon. Definidljuk a hibakeres6
polinomot a kdvetkez&képp:

wx)= [] x—ay,
1<i<n
ci#b;

igy degw = t. Legyen wy(x) a tarstényez&je w(x)-nek go(x)-ben, azaz

8o(x) = wo(x)w(x).

Tovéabba legyen @w(x) € IFy[x] az az egyetlen polinom, melyre deg @ < ¢
és

w(a;) = (b; — ¢;)/wo(a;), minden 1 < i < n-re, ahol ¢; # b;.

Ekkor Inko(w(x), @w(x)) =1, és

81(x) = wo(x) - (x) + f(x),

mivel mindkét oldalnak kisebb a foka n-nél és ugyanazokat a b; érté-
keket veszi fel a két oldal az a; helyeken kiértékelve, 1 <i < n-re.
Legyen dy = (n + k) /2. Vegyiik észre, hogy
deg (wo(x))=n—t>dy > k—1+t > deg(f(x))+deg (w(x)).
Ekkor a 2.2 lemma alapjan megkapjuk a kdvetkezé polinomokat:

u(x) = —aw(x) és v(x) = aw(x)
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valamely a € F; \ {0} esetén. Igy
g(x) = u(x)go(x) + v(x)g1(x) = v(x)f(x).

Ez azt jelenti, hogy az 1. Algoritmus 3. 1épésében a maradéknak zérénak
kellene lennie és a hdnyados f1(x) megegyezik az f(x)-szel (aminek k-nél
kisebb a foka), mint ahogy azt vartuk.

Maésrészrol tegyiik fel, hogy az algoritmus eredménye egy fi(x) poli-
nom a 3. lépésben. Nyilvanvaldéan az f;(x) polinom is egy koédszéhoz tar-
tozo6 lizenetpolinom (mivel a foka kisebb k-ndl). A 2. 1épésbeli egyenletbdl
kovetkezik, hogy

u(x)go(x) = v(x)(f1(x) — g1(x)),
igy

v(ai)(fi(a) — g1(a;)) =0,1 < i < n.

De v(x) foka t < (d —1)/2, amibdl latszik, hogy f1(a;) = g1(a;) legaldbb
n—t > n—(d—1)/2 értékére az i-nek. Igy a b az fi(x) dltal definialt
kodszotol legfeljebb (d — 1)/2 tévolsdgra van. Kovetkezésképp, ha b min-
den koédszotol (d — 1) /2-nél nagyobb tavolsdgra van, akkor az algoritmus

kénytelen "Dekédoldsi hibat" visszaadni a 3. 1épésben.
O

A 2.3 tétel megmutatja, hogy az egyetlen lehetséges dekoddolasi hiba
akkor jelentkezik, amikor a kiildés sordn fellépd tul sok hiba miatt az ere-
deti k6dsz6 egy masik kodszo (d — 1)/2 sugart gombjébe keriil. Ez egy
olyan eset, amit csak a kapott sz6 alapjan lehetetlen észrevenni.

A fenti bizonyités jobban megvilagitja a dek6dol6 algoritmust. Vegyiik
észre, hogy

80 = Wo(x)w(x) (6)
g1 = wo(x)w(x) + f(x), (7)
ahol w(x) a hibakeres polinom. A 2. 1épésben kiszamitott u(x) és v(x)

polinomok tulajdonképpen rendre —aw(x) és aw(x) valamely nem-nulla
a € Fyra. Igy

go(x)
v(x)

f(x) = g1(x) + u(x). (8)

Az f(x) tizenetpolinom el van rejt6zve g1(x)-ben, bar "lathat6" az algo-
ritmusunk szdmadra, és mar az elején megcélozhatjuk.
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Egy mdsik megkozelitéssel, a 2.2 lemmabol megfigyelhetjiik, hogy u(x)
és v(x) kiszdmithat6ak csak a gg és g1 egyiitthatdinak felsd részeibdl. Valo-
ban, az €p(x) és €1(x) polinomok (az alsé részek) tetszblegesek lehetnek,
igy nem befolyédsoljak az u(x)-hez és v(x)-hez vezet6 szamitdsokat. Ez
alapjan egyszertien figyelmen kiviil hagyhatjuk az egyiitthatokat az als6
részeken. Az | foknak (az €;(x)-ek fokanak) teljesitenie kell, hogy

n—1>1+t,

amibdl kovetkezik, hogy

I <n-2t-—1.

Mivel 2t +1 < d, feltehet, hogy I = n —d. A 2. 1épés kezdeténél
Gjrairhatjuk go(x)-et és g1(x)-et mint

g0(x) = (legfeljebb n — d-foku tagok) + x”*d”so(x), 9)

g1(x) = (legfeljebb n — d-foku tagok) + x”_d”sl(x). (10)
Azaz sp(x) és s1(x) nem mdsok, mint rendre a go(x) és g1(x) egyiitt-

hatéinak fels6 részei. Példaul sp(x) = x~1, ha gg = x1 — x vagy x" — 1.

A 2.2 lemma alapjén alkalmazhatjuk az euklideszi algoritmust kdzvetle-

niil az sp(x)-re és s1(x)-re, hogy megkapjuk u(x)-et és v(x)-et. Itt s1(x)-nek

legfeljebb d — 2 a foka (a d — 1 fels6 egyiitthat6ja g1-nek) és a kapott sz6

tiineteként szolgal. Igy az 1. Algoritmus a kovetkez&képp médosithato:
1a. Algoritmus: Reed-Solomon-féle kédok dekddolasa (mddositva)
Input: Egy beérkezett b = (b, by, ..., b,) € IFg vektor.

Output: BEgy my +mpx +. .. +myxt—1

hiba."
1. 1épés: (Interpolaci6) Keressiik meg az egyetlen g1(x) € IF;[x] legfel-
jebb n — 1-ed fokt polinomot, amelyre

tizenetpolinom, vagy "Dekdédolési

g1(a)=0b;,1<i<n.

2. 1épés: (Részleges legnagyobb kozos osztd) Alkossuk meg az sp(x)
és 51(x) polinomokat (9) és (10) alapjan go(x)-bdl és g1(x)-bdl. Alkalmaz-
zuk a kiterjesztett euklideszi algoritmust so(x)-re és sq(x)-re. Alljunk meg,
amikor a maradék, legyen g(x), foka < (d + 1) /2. Tegytik fel, hogy ebben a
lépésben

u(x)so(x) + v(x)s1(x) = g(x).
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3. 1épés: (Osztas és szorzds) Osszuk el go(x)-et v(x)-szel, és tegyiik fel,
hogy

go(x) = h(x)v(x) +r(x),
ahol degr(x) < deguv(x). Ha r(x) # 0, akkor legyen az output "Deké-
doléasi hiba", kiilonben szamitsuk ki a kovetkezot:

f1(x) = g1(x) + I (x)u(x).
Ha f1(x) foka kisebb k-nél, akkor legyen az output fi(x), kiilonben pe-
dig "Dekoédolasi hiba".
Evvel a médositott algoritmussal a legnagyobb kozos osztét szdmold
1épés olcsébb, de az utolsé 1épés dragabb. A 2.3 tétel erre a médositott
verziora is teljestil.

2.3. Dekédolas hibdkkal és torlésekkel

Egyszerfi az algoritmusunkat atalakitani tigy, hogy torlésekkel is tudjon
dolgozni. Ez egy kivdnatos dolog, mivel a gyakorlatban gyakran van lehe-
téségiink ismerni a hibadk elhelyezkedését, és ez az informaci6 jelentésen
megnoveli a kod teljesitményét.

Legyen b = (b1, by, ...,bu) € [ egy kapott tizenet s darab torléssel.
Ekkor ezeken feliil t hibat javithatunk, ahol

2t+s<d=n—k+1.

Legyen S a torlési poziciok halmaza (azaz azon helyek, ahol hibat ész-
leltiink), és a torlési polinom a kdvetkezé:

s(x) = J(x — ay).
i€S

Ha az eredeti Reed-Solomon kédszavakban az S-beli helyeket figyel-
men kiviil hagyjuk, akkor egy 4j Reed-Solomon-féle kédot kapunk n — s
hosszal, k dimenziéval és d = n —s — k + 1 tdvolsadggal. Ahhoz, hogy b-t
dekoédoljuk, elég egyszertien az S-beli pozicidkat figyelmen kiviil hagy-
nunk és a kapott vektorra alkalmaznunk az 1. vagy az la. Algoritmust.
Pontosabban az 1. vagy az la. Algoritmusban csak le kell cserélniink az
n-et n — s-re, a d-t d — s-re, go(x)-et go(x)/s(x)-re, illetve az interpolaciés
lépésben g1(x)-t6] megkovetelni, hogy legfeljebb n — s — 1-ed fokt legyen,
és teljesitse, hogy ¢1(a;) = b; minden i ¢ S-re. Ez még mindig miikod-
ni fog, mivel az 4talakitott kodra is teljesiilnek a kivanalmak, azaz Reed-
Solomon-féle kod.
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3. A Shuhong Gao dekdédolé algoritmus progra-
mozasa

Az 1. Algoritmust a SAGE online programcsomag segitségével imple-
mentéltam egy futtathaté programbeli fliggvénybe. Azt a specidlis ese-
tet vizsgaltam, amikor a Reed-Solomon-féle kéd a g elemfi véges test egy
multiplikativ részcsoportja altal van generdlva, azaz a kédot meghatéro-
z6 ay,...,a;, € Fy-k egy multiplikativ részcsoport elemei. A fliggvény
paramétereinek a kod alapjaul szolgalo véges testet (IF;), a kod dimenzi6-
jat (k), a multiplikativ részcsoport egy general6 elemét (2; mivel ciklikus,
igy elég egyet megadni) és a megérkezett, dekédolandé iizenetet (b) kell
megadnunk. A fliggvény az 1. Algoritmus lépéseit hajtja végre, és ha ez
az algoritmus az tizenetpolinomot adja vissza, akkor a fliggvény az ezen
polinom segitségével megkonstruélt kddszot eredményezi. Ha viszont az
algoritmus hibat jelez, akkor a fliggvény is. Ha a futds kdozben egyéb hiba
tortént, példaul rossz paramétert adtak meg, akkor azt jelzi a fiiggvény,
altaldban az 1 érték felvételével.

3.1. Forraskod

1||def decoder(F,k,a,b):

2 if not(a in F):

3 print "Az adott kdédgenerdald elem nem a test eleme."

4 return 1

5 if a.multiplicative_order () !=F(a).multiplicative_order
O:

6 a=F(a) #arra az esetre, ha

7 #alapértelmezetten mds testnek az eleme

8 R.<x>=PolynomialRing (F)

9 o=a.multiplicative_order ()

10 if o<=k:

11 print "A k6d dimenzidja nagyobb, mint a hossza,

12 de ez nem lehetséges."

13 return 1

14 if b.__len__()!=o0:

15 print "A dekédolanddé vektor hossza nem

16 egyezik meg a ko6d hosszaval."

17 return 1

18 #paraméterek ellendrizve

19 M=[a~j for j in range(o)]

20 print "A(z)", a, "elem altal generalt multiplikativ

21 részcsoport a ", F, " testben:"

22 print M

23 C=codes .ReedSolomonCode (o,k,F,M)

16



24 print "A C kéd:", C

25 g0=R(x**0-1)

26 print "O. lépés: g0(x)=", gO

27 L=[(a~j,b[j]) for j in range(o)]

28 E=R.divided_difference (L)

29 gl=sum(E[1]*prod((x-a~j) for j in range(l))

30 for 1 in range (o))

31 print "1. lépés: interpoléacidés polinom: gil="

32 print gi

33 g,u,v=xeucalg(g0d,gl,o,k,R)

34 print "2. lépés: a kiterjesztett euklideszi alg.
35 eredménye: g="

36 print g

37 print "és a gl egyilitthatdéja abban a linearis

38 kombinadcidéban, ami gl-bdl és g0-bol eldallitja g-t:
39 print "v=",v

40 r=g.quo_rem(v)

41 f1=r[0]

42 print "3. lépés: leosztjuk g-t maradékosan v-vel,
43 és annak a hanyadosa, ill. maradéka:"

44 print r[0]

45 print r[1]

46 print "Ha a maradék O és a hanyados foka k-nal kisebb,
47 akkor a hanyados egyiitthatdéi a dekddolt kodszd."
48 if ((r[1]1!'=0) | (f1.degree()>=k)):

49 return "Dekd6dolasi hiba."

50 EH=f1.coeffs ()

51 print "Egyilitthatdéi a hanyadosnak:", EH

52 m=[f1(a~j) for j in range(o)]

53 print "A dekdédolas utan kapott koédszd:", m

54 return m

3.2. Magyarazat

A program 2-17. sordban egyrészt a paraméterek helyességét ellendrizziik,
azt feltételezve, hogy a testet j6l adta meg a felhasznal6. Masrészt az 5-7.
sorban azt a fellépd problémat oldottam meg, hogy az a generdld elem
néhany valasztasa esetében (pl. ha a = 2) el6fordult, hogy a multiplikativ
rendjét a beépitett fliggvényétdl lekérdezve nem az IF;-beli multiplikativ
rendjét kaptuk eredményiil. Ezt a multiplikativ rendet az o véltozéban
taroltuk el.

Az 1. Algoritmusbeli go(x) felépitésénél kihaszndltuk, hogy a kéd
alapjaul szolgal6 elemek multiplikativ részcsoportot alkotnak, és mivel o
ennek a csoportnak az elemszama, igy

Qo(x) =x° —1.
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Ezek utdn az 1. Algoritmus interpoléciés 1épése kovetkezik. Ehhez
a SAGE polinomgy{irtikhoz tartozé divided_difference fiiggvényét hasznal-
tuk. Ennek az argumentumaéba egy kétdimenzids vektorokbdl all6 lis-
tat kell megadni ([(x1,y1), (x2,Y2), ..., (Xn, y»)], @ mi esetiinkben [(al,by),
(%, by),...,(a°% b)), ésaz eredmény szintén egy lista (E = [E;|i =0,...,0—
1]), aminek segitségével azt a Lagrange-interpoléciés polinomot tudjuk el-
allitani (L(x)), amit a vektorok els6 koordinatdjanak helyén véve a masodik
koordinatat kapjuk eredményiil (L(x;) = y;). A polinomot pedig, amit az 1.
Algoritmus jeloléseit kovetve gj-gyel jeloliink a mi esetiinkben, a kapott
lista elemeit felhasznélva a kovetkez6képp kapjuk meg:

g1(x) = Z E; H(x —a)).

i=0 j=0
Ezek utan a kiterjesztett euklideszi algoritmust kell végrehajtani, amit
egy kiilon, xeucalg nevii fliggvényben definidltam.

3.2.1. A xeucalg fiiggvény forraskédja

1||def xeucalg(f,g,n,k,R):

2 rO0=R(f);r1=R(g)

3 u0=1;u1=0

4 v0=0;vi=1

5 while True:

6 if (r1==0) or (rl.degree()<(n+k)/2):
7 return [r1,ul,vi]
8 X=r0.quo_rem(ril)

9 q=X[0]

10 r2=X[1]

11 u2=u0-qg*ul

12 v2=v0-q*vl

13 rO0,ri=r1,r2

14 ul,ul=ul,u2

15 vO,vi=vl,v2

3.2.2. A xeucalg fliiggvény magyardzata

A xeucalg fiiggvény a kiterjesztett euklideszi algoritmust hajtja végre a pa-
raméterként megadott f,¢ € R polinomokra, ahol az R polinomgyfirtit
is paraméterként kérjiik be. Az algoritmus akkor &ll meg, amikor az 1.
Algoritmus 4ltal meghatdrozott "T“Lk hatér ald csokken a maradék foka. A
futds alatt pedig hasonléan a fenti algoritmus lépéseit hajtja végre, és ah-
hoz, hogy ez a SAGE-ben megfelelen lefusson, biztositani kell, hogy a
program tényleg az adott gyfirtibeli polinomokként dolgozzon a paramé-
terként megadott polinomokkal, errsl gondoskodtam a 2. sorban.

18



3.2.3. A f6program magyarazatanak folytatasa

A kiterjesztett euklideszi algoritmus végrehajtasa utan (35. sor) az 1. Al-
goritmus tovébbi lépéseit implementédltam. Ehhez felhasznédltam a polino-
mok maradékos osztdsat végrehajtod quo_rem beépitett fliggvényt (40. sor),
majd a coeffs fiiggvényt (51. sor), ami az adott polinomnak az egyiittha-
toit adja vissza a legnagyobb nem 0 kitev6ig. Azaz példaul ha f(x) =
ag + arx? + asx® + agx®, akkor f.coeffs() = [ao,0,a2,0,0,as,a6]. Itt az 1.
Algoritmus véget is ér, hiszen megkaptuk a kédszét meghatarozo tize-
netpolinomot. A kapott iizenet dekédoldsdhoz ezt tigy hasznélhatjuk fel,
hogy sorra kiszdmoljuk ennek a polinomnak a multiplikativ részcsoport
elemein vett behelyettesitési értékét, amit az 52. sorban hajtottam végre.
Igy pedig megkaptuk végiil a kivant kddszot, ha az 1. Algoritmus imple-
mentalt véltozata hibatlanul lefutott.

Ha viszont az {izenetpolinom egyiitthatéira vagyunk kivéncsiak, amit
az 1. Algoritmus is keres, akkor 6vatosnak kell lenniink. Az f.coef fs()
fiiggvény ugyanis csak az tizenetpolinom féegyiitthatéjdig adja vissza az
egylitthatokat, és ha az f foka k — 1-nél kisebb volt, akkor az informaci-
6s vektor végén legaldbb egy darab nulla szerepel, de az f.coef fs ezt mar
nem térolja el és egy k-nél rovidebb vektort ad vissza. Ezt a SAGE-ben a
listdk Osszevondsdval meg lehet oldani tgy, hogy egy k — len(f.coef fs())
elem, csak nullakbol all6 listat hozzdadunk az f.coef fs()-hez, igy kiegé-
sziil egy k hosszu listdva, ami mar a kédolt informéciot tartalmazza.

3.3. Teszteredmények

A dolgozatom elkészitése soran a megirt programot néhany rogzitett pa-
raméter esetén teszteltem gyorsasdgra, illetve hibajavitasi képességre. A
paramétereket a kovetkez6képp vélasztottam: 11 < g < 121, nag—1
oszt6i koziil keriilt ki egy bizonyos korlatot meghaladva, k-nak pedig a
kovetkez6 értékeket valasztottam kerekitve: %, 5, %. Ezek utan azt vizs-
galtam, hogy egy a paraméterektdl fliggd t hibamennyiséget ki tud-e ja-
vitani. Mivel egy (1, k, d) Reed-Solomon-féle hibajavitokod L”T_kj hibat ki
tud javitani, amit jeloljiink H-val, igy t-t a H, H + 1 értékek koziil vélasz-
tottam. Minden ilyen paraméterre generaltam 100 véletlen koédszét, majd ¢
helyen generaltam benniik hibdkat, és a kapott vektorokra végrehajtottam
a programot. Ezeket a teszteredményeket tartalmazzak az alabbi abrék.
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3.3.1. Rogzitett paraméterek: 4 =11, n =10

2

Kezdetben a 11 elemfi test feletti, a 2 4ltal generalt multiplikativ részcso-
port altal meghatdrozott (15, k, d) Reed-Solomon-féle kédokat vizsgéltam.
Ekkor d = n — k + 1, ami alkalmas k-kra kiszdmolhato, ez alapjan pedig a
hibajavitasi képesség is a fentiek alapjan.

A g=11 eset futasi idejei

1.dbra.q =11,n=10

A vizszintes tengelyen az als6 sorban az n értékek, azaz a vizsgélt kod
hossza szerepel. A fels6 sorban pedig a k értékek, azaz a dimenzidk, amik-
b6l azért szerepel mindegyik kétszer, mert minden k értékre kétszer futtat-
tam le a tesztet. El8sz0r tigy, hogy a véletlen generalt kédszavak elrontott
véltozataiban a hibak még éppen a korlaton beliil voltak (azaz a fenti H-
t vették fel), majd masodjdra mdr olyan rontott iizeneteket generéltam,
amikben éppen atlépjiik a korlatot, azaz a fenti H + 1 hiba szerepel ben-
niik.

A fliggtleges tengely a futasi id6t mutatja masodpercben. Mint lathat-
juk, altalaban 0,8 és 1,5 mp kozott mozgott a futdsi id6, az atlag pedig 1
mp alatt maradt egy teszt kivételével.
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3.3.2. Rogzitett paraméterek: g =16,n =15

Kovetkezbleg a 16 elemi test feletti, c altal generalt multiplikativ részcso-
port altal meghatarozott (10, k, d) Reed-Solomon-féle kédokat vizsgaltam,
ahol c-vel a test kiterjesztése kozben kapott komplex elemet jeloltem. Al-
kalmas k dimenzidkra itt is a minimalis tavolsag és a hibajavitdsi képesség
kiszamithato.

A g=16 eset futasi idejei

2.4bra.q=16,n=15

A tengelyek az el6z6 dbrdhoz hasonl6 adatokat mutatnak, azaz a futési
id6t, a kodok dimenziét és hosszait. Az el6z6hoz képest itt az atlagos
futasi id6 1,5 mp koriil mozgott, ez valészintileg annak kdszonhetd, hogy

Py

a 16 nem prim, csak primhatvény, igy a test egy bovitett test.
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3.3.3. Rogzitett paraméterek: g =19, n € {9,18}

A kovetkez6 tesztnél a 19 elemi test feletti, 4, ill. 2 altal generalt multip-
likativ részcsoportok édltal meghatérozott (1, k, d) Reed-Solomon-féle ko-
dokat vizsgdltam. Hasonl6an az eddigiekhez a kédok hosszait az ele-
mek multiplikativ rendjei hatdroztdk meg, jelen esetben a 2-nek 18 a rend-
je, s ezek utan a k-kat a fejezet elején leirt médon szamoltam ki. Ezek
utdn adott dimenzidkra a minimadlis tdvolsdg és a hibajavitdsi képesség
konnyen kiszamithato.

A g=19 eset futasiidejei

3.ébra.q=19,n € {9,18}

Az abra az eddigiekhez hasonl6 adatokat tartalmaz. A futasi idok at-
lagai 0,8 mp koriil mozognak, ami kisebb a 16 elem{i test esetében végzett
kisérletek sordn, ezért kovetkeztettem, hogy gyorsabb a program, ha a test
elemszdma prim, mintha egy primhatvany.
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3.3.4. Rogzitett paraméterek: g = 25, n € {6,8,12,24}

Kovetkezbleg a 25 elemti test feletti, c, ill. alkalmas hatvanyai altal generalt
multiplikativ részcsoportok dltal meghatdrozott (1, k, ) Reed-Solomon-féle
kédokat vizsgaltam (c a 16 esetéhez hasonléan definialt). Ugyanis c rendje
24, és ha egy n rend(i elemet szeretnénk kapni, ahol 1|24, akkor a ¢2*/"
elem megfelel6 vélasztds. A tovdbbi szdmitdsokat az el6z6ekhez hasonlo-
an végeztem.

A q=25 eset futasi idejei

4. 4bra. g =25,n € {6,8,12,24}

Itt mér tobb lehet&ség volt a g — 1-es érték osztodira, és az eredmények is
valtozatosabbak. A 12-nél kisebb hosszti kddok esetén a dekdédolas megint
viszonylag gyorsan lefutott, a 12-es hossztisdgnal mar "lelassult" atlagosan
1,2 mp-re, de leginkabb a legnagyobb, 24-es hossztisdgti kodnal tartott a
legtovabb, atlagosan 1,75 mp-ig a dekoddolds. Bar itt csak szdzalékosan
nagy a kiilonbség, a késébbiekben érdemes lesz emlékezni ezekre.
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3.3.5. Rogzitett paraméterek: g =49, n € {12,24,48}

Ezek utan a 49 elem(i test feletti, c, ill. adott rend(i hatvanyai 4ltal generalt
multiplikativ részcsoportok dltal meghatdrozott (1, k, ) Reed-Solomon-féle
koédokat vizsgaltam (c ismét a kiterjesztett test komplex eleme). A tovabbi
szdmitdsokat az el6z6ekhez hasonléan végeztem.

A q=49 eset futasi idejei

5. 4bra. g = 49, n € {12,24,48}

Hasonl6an az el6z6hoz, itt is amikor a kéd hossza megegyezett g —
1-gyel, megugrott a futasi id6, de itt mar nagyobb mértékben, ugyanis
atlagos 1,2-1,9 mp helyett a 48 hosszti kédok dekédolésa dtlagosan 4,1-4,8
mp-ig tartott.
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3.3.6. Rogzitett paraméterek: g = 81, n € {16,20,80}

Ezek utdn a 81 elem(i test feletti, c, ill. alkalmas rendi hatvanyai 4ltal gene-
ralt multiplikativ részcsoportok altal meghatarozott (1, k, d) Reed-Solomon-

féle kodokat vizsgéltam (c hasonléan az el6z6ekhez a kiterjesztett test komp-
lex eleme). A tovabbi szamitdsokat az el6z6ekhez hasonldéan végeztem.

A g=81 eset futasiidejei

6. dbra. g =81, n € {16,20,80}
Néhany kiugré adattol eltekintve itt is érvényesiil az a tendencia, hogy

minél nagyobb a hossz, annél tovabb tart a programnak lefutnia, kiilono-
sen, ha a hossz megegyezik a test multiplikativ csoportjanak a rendjével.
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3.3.7. Rogzitett paraméterek: g = 109, n € {12,36,108}

2

A kovetkez teszt sordn a 109 elemfi test feletti, 10, ill. alkalmas rendi
hatvanyai 4ltal generdlt multiplikativ részcsoportok altal meghatarozott
(n, k, d) Reed-Solomon-féle kédokat vizsgédltam. Ugyanis 10 multiplikativ
rendje 108, és igy a fentiekhez hasonléan megkaphat6 a tobbi generalo
elem. A tovédbbi szdmitdsokat az el6z6ekhez hasonl6an végeztem.

A q=109 eset futasiidejei

7. é&bra.q =109, n € {12,36,108}

Az &bra alapjan itt is az eddig megtigyelt jelenségek tiikr6z6dnek, mi-
nél hosszabb a kéd, annal tovabb fut a program. Viszont az is észrevehetd,
hogy ez ismét egy prim elemfi test, és pl. a g = 81 esethez képest sokkal
gyorsabban lefutott a program.
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3.3.8. Rogzitett paraméterek: g = 121, n € {15,40,120}

panys

Az utols6 primhatvanynak a 121-et valasztottam, és itt is a testb6vités so-
ran létrejott c komplex elemet és hatvanyait vélasztottam azon részcso-
portok general6 elemének, amik a Reed-Solomon-féle kodokat meghata-

i

roztdk. A tovabbi szamitdsokat az el6z6ekhez hasonldan végeztem.

A gq=121 eset futasiidejei

8. dbra. g = 121, n € {15,40,120}
Kis kédhosszakra itt is megesett, hogy az atlagsebesség 2 mp koriil

mozgott. A ¢ — 1 hosszti kédok viszont itt is kiemelkedek voltak, az atla-
gos 17 mp-es futasi idével.
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3.3.9. Osszegzett 4bra

Néhany prim esetén csak egy pdr tesztet sikeriilt futtatni, de a kovetkez6
Osszesitett diagramban azoknak a futasi idejét is abrazoltam. Az aldbbi
abrabol latszik, hogy a primhatvanyok novekedésével ardnyosan novek-
szik a futdsi id§ is, illetve azt lehet sejteni, hogy egy adott primhatvanynal
a hossz fliggvénében exponencidlis a futasi idé novekvése.

Az 6sszes eset futdsiidejei

9. dbra. Attekints a g € {11,16,19, 25,49, 81,109, 121} értékekre
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