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GEOMETRIAK KARAKTERIZALASA PROJEKTIV-METRIKUS TEREKBEN

1. Bevezet6

A 20. szazad els6 matematikai konferencidjan David Hilbert a szézad matematikajat
szerinte meghatarozo problémak sorat vetette fel. Negyedik helyen emlitette a
klasszikus nemeuklideszi geometriak [30] kozos altalanositasaként felmeriils azon
geometridk meghatarozasat, amelyekben az egyenes rendelkezik a ,legrovidebb ut”
tulajdonsagaval.

Tanitvanyai, P. Funk [14] és G. Hamel [19] munkajaval kezdve, majd sok mas
matematikus, mint W. Blaschke [4], A. V. Pogolerov [37] és Szab6é Zoltan [41]
munkéijanak koszonhetGen méra az Gsszes ilyen . projektiv-metrikus’ geometriat
el tudjuk allitani. Ezekbdl olyan sok van, hogy nem vizsgalhatok egyenként, de
Busemann ramutatott 7], hogy a koziiliik kivalaszthato két legfontosabb tipus, mert
pontosan a Minkowski- és a Hilbert-féle az, amelyben az egyenesek kozti izometriak
projektivitasok (Minkowski-esetben konkrétan affiniftasok).

A Minkowski-geometridkat alaposan ismerhetjiik, hiszen a matematikusok
jelentGs része ezeket normélt vektortérként ismeri, és igen béséges irodalom veszi
szamba jellemzGiket és tulajdonsagaikat [1], [40]. A Hilbert-geometridk kevésbé
ismertek!, de kutatasuk napjainkban egyre Gjabb és valtozatosabb eredményekkel
zarkozik fel [36].

Ahogyan az euklideszié a Minkowski-, a hiperbolikus geometria kozvetlen &l-
talanositasa a Hilbert-geometria, igy utébbiak megismerésében elsérendii feladat
az euklideszi, illetve hiperbolikus geometriaban megszokott konfiguraciok tulajdon-
sagainak vizsgalata. Kérdések két vonatkozasban meriilnek fel.

(1) Vajon az egyes konfiguraciok mely tulajdonsédgai maradnak meg az altala-
nos esetben, és melyek azok, amelyek tovibb mar nem jellemzik a konfiguraciot?

(2) Milyen kovetkezménnyel jar a geometria egészére, ha egy konfiguracio
valamely tulajdonsaga megmarad? Van-e olyan konfiguracio és annak valamilyen
tulajdonsaga, amelyek egyiittesen kizarjak az altalanositas lehetGségét (vagyis a
geometria euklideszi, illetve hiperbolikus)?

Mindkét kérdés esetén felmeriil, hogy amennyiben egy tulajdonsigot nem
altalanossdgban, hanem csak egy-két esetben irunk elg, akkor is kovetkezik-e ugyanaz
az eredmény?

Ebben a disszertacioban olyan vizsgalatokat mutatunk be, amelyek kivétel
nélkiil a klasszikus euklideszi, illetve hiperbolikus geometridk Minkowski-, illetve
Hilbert-geometridk kozti karakterizacivjahoz vezetnek.

Az értekezésben haromszogek Ceva- és Menelaosz-tulajdonsaganak Hilbert-ge-
ometriaban valo érvényesiilését és oldalfelez6 merdlegesek, illetve magassagvonalak

1Elsésorban ezért mutatjuk be a Hilbert-geometriakat kicsit részletesebben.
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konkurencidjat vizsgalva jutunk el karakterizacios tételekhez mind Hilbert-, mind
Minkowski-geometridk esetén ([Km|, [KKh], [KKc]).

Vizsgaltuk azt is, hogy egy projektiv metrika klasszikus-e, ha benne egy hiper-
bola kvadratikus gorbe, de a valaszok bemutatéisa talmutat jelen értekezés téméjan,
ezért csak megjegyezziik, hogy a Minkowski- és a Hilbert-geometria esetében is
sikeriilt igazolni [KKq|, hogy egy hiperbola akkor és csak akkor kvadratikus, ha a
geometria euklideszi, illetve Bolyai-féle hiperbolikus.

A disszertacidban a sajat eredményeket tartalmazo tanulmanyokra bettijelek-
kel, a tovabbi referencidkra szdmozéassal hivatkozunk.
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2. ElGismeretek

A nem elfajulé haromszogeket a rovidség kedvéért trigonnak nevezziik. Ha rogzi-
tlink egy origot, akkor az A, B, ... pontokat azonosithatjuk a helyvektorukkal, és a
vektoridlis irasmod szerint is jeloljik: a, b, ...

A sik origd kézépponti, egységsugart korének paraméteres felirasara hasznalni
fogjuk a révid u, = (cos7,sin7) és ul = (—sin7,cos 1) jeloléseket.

A c(t),h(a),... vektor-skalar fliggvények derivaltjaira adott pontban hasznal-
juk a €(tg) jeldlést, illetve egyenértékien a %(to) jelolést is.

A kozos pontra illeszkedd affin egyenesek halmazét egyenesnyaldbnak, a kozos
pontot pedig ezen egyenesnyaldb centrumdnak nevezziik. Ha az egyenesnyalab cent-
ruma végtelen tavoli pont, akkor pdrhuzamos egyenesnyaldbrol beszéliink. Szakaszok
egy halmazarol azt mondjuk, hogy egy egyenesnyaldbra illeszkednek, ha egyeneseik
nyalabot alkotnak.

Affin térben a korlatos méasodrendt feliileteket ellipszoidnak (két dimenzio-
ban ellipszisnek) nevezziik. Euklideszi geometriaban ez éppen egy gémbfeliilet (két
dimenzioban korvonal) affin képe [31]. A tovabbiakban, gyakran a fogalmak némi
zavarat kockaztatva, de a kontextusbol vildgos modon szintén ellipszoidnak (két
dimenziéban ellipszisnek) hivjuk azt a korlatos, nyilt, konvex tartomanyt?, melynek
hatéra ellipszoid (két dimenzidban ellipszis).

Egy szigoriian konvex sikbeli tartomany hatérat ovdlisnak nevezziik. Egy ova-
list egyértelmiien meghataroz a tdmaszfiigguénye, amely minden irdnyhoz hozzaren-
deli a ra mer6leges tamaszhiperfélsikok (két dimenzioban tamaszegyenesek) origotol
mért elGjeles téavolsaga koziil a nagyobbat. Az ovalis tamaszfiiggvénye megszamlal-
hatdan sok iranytol eltekintve differencidlhato [38, Note 2, 31. o.]. Erre tekintettel
a kétszeres differencialhatosagot a masodrendd Taylor-sorfejtés létezésével szokas
definialni, amiért a kétszeres differencidlhatosag is majdnem mindeniitt fennall,
vagyis ennek feltételezése az altalanossagot alig szoritja meg. A tovabbiakban az
ovalisokrél mindig feltessziik a kétszeres differencialhatosagot.

2.1. Osztéviszony és kettdsviszony

2.1. Definicié. Az A, B és C' # B kollinearis pontok (A, B; C) affin osztéviszonya
az a valos szam, amelyre (A, B; C)BC = AC. A

Vilagos, hogy az osztoviszony folytonosan fiigg a benne szerepld pontoktol,
kiveve a B = C' esetet. Az osztéviszony egyik legfontosabb megjelenése az affin
geometriaban a Ceva- és a Menelaosz-tétel (lasd [31, 39. o.]).

2A magyar nyelvi irodalomban ezt gyakran az ellipszoid (illetve ellipszis) belsejének nevezik.
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2.2. Definicié. Egy ABCA trigon (C', A', B')-tripletjén harom olyan, a cstcsoktol
kiilonbozs C’, A’ és B’ pontot értiink, amelyek rendre az AB, BC' és C A egyeneseken
vannak.

-7 o ~~ / N RS
2.1. Abra. Ceva-pontharmas és Menelaosz-pontharmas

Az ABC trigon egy (C', A’, B)-tripletjét

(pl) Menelaosz-tripletnek (vagy Menelaosz tipusi tripletnek) nevezzik, ha a C’,
A’ és B’ pontok kollinearisak, illetve

(p2) Ceva-tripletnek (vagy Ceva tipusi tripletnek) nevezziik, ha az AA’, BB’ és
CC’ egyenesek konkurensek.

Valos szamok egy (a, (3, ) harmasat

(nl) Menelaosz tipusinak nevezzik, ha o - 8- v = —1, illetve

(n2) Ceva tipusinak nevezzik, ha - -y = +1.

A vonatkozo klasszikus affin geometriai tételek a kovetkezok.

2.3. Tétel. (Ceva-tétel [31, 113. 0.]) Az affin térben az ABC trigon egy (C', A’, B')-
tripletje akkor és csak akkor Ceva tipusi, ha az (A, B;C"),(B,C;A), (C, A; B"))

szdamhdrmas Ceva tipusi.

2.4. Tétel. (Menelaosz-tétel [31, 114. o.]) Affin térben az ABCA trigon egy
(C", A, B')-tripletje akkor és csak akkor Menelaosz tipusi, ha Menelaosz tipusi
az (A, B; A"), (B, C; A", (C, A; B')) szdmhdrmas.

Projektiv terekben a kettdsviszonyt a homogén koordinatédk hasznalatéval
definialjak, de ha a négy pont kozos affin térbe esik, akkor az osztoviszonyokkal is
megadhato.

2.5. Definici6. A kollinearis A, B és C # B, D # B pontok affin kettdsviszonya az

(A,B;C,D) = (A, B;C)/(A, B; D) valos szam. A

Mivel az osztoviszony kivételektdl eltekintve folytonosan fligg a benne szereplé
pontoktol, ez a kettGsviszonyra is érvényes.

A kettésviszony alkalmazasa lehetGvé teszi a klasszikus Ceva- és Menelaosz-
tétel egyesitett projektiv targyalasat (lasd [KKp, 2.2. tétel]). Ehhez a 2.1. Abra bal
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oldalan szerepld eredeti Ceva-konfiguraciot kiegészitjiik egyenesekkel és pontokkal
a bévitéssel szarmaztatott projektiv sikon (lasd a 2.2. Abrat).

2.2. Abra. Projektiv Ceva-konfiguracié

2.6. Tétel. ([KKp, 2.2 Tétel|) Legyen fa, fp és fc az ABCA trigon csicsain
dtmend egy-eqy egyenes, €s legyen X, Y és Z rendre az ABC/A oldalegyenesein
egy-eqy pont. Az A’, B' és C' pont legyen rendre az fa, fB és fc egyenes metszete
a szemkozti oldal egyenesével.

(1) Ha fa, fB €s fc konkurensek, és az X, Y, Z pontok kollinedrisak, akkor

(A, B:C', 2)(B,C; A', X)(C, A B',Y) = 1. (2.1)

(2) Ha (2.1) teljesiil, akkor az X,Y,Z pontok pontosan akkor kollinedrisak, ha az
fa, B és fo egyenesek konkurensek.

2.2. Ellipszoidmetszetek és a John—Lowner-ellipszoid

Egy ellipszoid felismerhets a sikmetszetei altal.

2.7. Lemma. ([16, Lemma 12.1]) Az R™ (n > 2) egy korldtos, nyilt konvexr H
halmaza akkor és csak akkor egy C' centrumi ellipszoid, ha a C-n dtmend bdrmely
kétdimenzios sikkal valo metszete egy ellipszis.

Szokasos kompaktsagi megfontolasokkal belathato, hogy az R™ térben min-
den K konvex test (konvex halmaz bels§ pontokkal) esetén van egy maximalis
térfogata beirt tn. John-ellipszoid [24], és egy minimalis térfogata koriilirt an.
Lowner-ellipszoid (lasd pl. [17]).

2.8. Lemma. (|21, Theorem 2.1]) Legyen K C R™ egy konvez test, és legyen € 2 K
eqy 6t tartalmazo ellipszoid. Ekkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(1) &€ minimdlis térfogati.
(2) Vannak ey, ..., e, € OKNOE érintési pontok, és léteznek \q,..., A\, (Mm > n)
pozitiv szdmok gy, hogy Y iv Nie; =0, és I, =Y.' Ni(ee]), ahol I,
az (n X n)-es négyzetes mdtriz.

5
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A szamunkra érdekes kétdimenzios esetben a kovetkezok fogalmazhatok meg.

2.9. Lemma. ([KKc| Lemma 2.2) A sikban minden olyan nem tres, nyilt, konvex
H halmazhoz, amely nem ellipszis, létezik egy olyan, H-t tartalmazé & ellipszis,
amelyre az OE \ H halmaznak legaldbb 6 kilonbozdé pontja van, és €\ H nem dres.

A John-Lo&wner-ellipszoidokra vonatkozé alabbi lemma egyes allitasaira sziik-
ségiink lesz késGbbi bizonyitasainkban.

2.10. Lemma. ([KKh, Lemma 3.3]) Legyen H egy konvex tartomdny a sikban. Ekkor
(1) létezik a H-nak egy E koréirt ellipszise legaldbb hdrom kilonbozé Ey, Eo, Fs
érintési ponttal a IH N OE halmazban igy, hogy a zdrt Fy EsEs/\ tartalmazza

a & ellipszis C' centrumdt, és

(2) ha H £ &, akkor ezek az érintési pontok vdlaszthatdk gy, hogy kizilik az
egyiknek minden kérnyezetében teljesiil a OH \ 9E # ( feltétel.

Legyenek t1,to és ts a két alakzat kézos érintdi az E, Es, illetve E3 pontban. Ekkor

(3) ha E1E3Es/\ a belsejében tartalmazza a C pontot, akkor t1,ts,ts egy trigont
alkot az My = ta Ntg, My = t3 Nty és M3 = t1 Nty csiucsokkal 1ugy, hogy e
trigon az FE1, Fo, E3 érintési pontok kivételével a belsejében tartalmazza az €
ellipszist;

(4) ha az E1EsE3/A hdromszog valamelyik oldala tartalmazza C-t, mondjuk, C' €
EyEs, akkor a hdrom érintd a siknak eqy pdrhuzamosok kézotti olyan félsdvidt
hatdrozza meg, amelynek (esetleg idedlis) csicsai Ma = t1 Nts, M3 = ta Ny,
és ez a belsejében tartalmazza a & ellipszist, kivéve az Fy, Es, E3 érintési
pontokat.

Ha B1, Bs, Bs rendre az ExEs3, EsE, és B\ Ey szakaszok felezdpontja, akkor

(5) az M;B; (i =1,2,3) egyenesek a C' pontban taldlkoznak.

Bizonyitas. Tekintsiik a minimalis teriiletti £ ellipszist, mely tartalmazza H-t, és
legyen ennek kozéppontjaban az O origo. (1) A 2.8. Lemma (2) allitasa szerint
van egy (b >)m > 3 egész szam Ggy, hogy léteznek Fy, ..., E,, érintési pontok a
OH N OE halmazban azzal a feltétellel, hogy valamely pozitiv linearis kombinéciojuk
eltiinik.

Ez azt jelenti, hogy az origd ezeknek az érintési pontoknak a konvex burka-
ban van. Emiatt valamelyik harmojuk altal alkotott (zart) trigon — mondjuk, az
FyEyE3/A — szintén tartalmazza az origot.

(2) Transzforméljuk az (1)-ben adott konfiguraciot egy @ linearis affinitassal
oly modon, hogy a D = ®(£) képhalmaz az origd centrumi egységsugart korlemez
legyen. Legyen E! = ®(E;) (i = 1,2,3), és H' = ®(H).

Az (1) szerint az O kozéppont az Ef ELE4A trigonban van.
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Legyenek ¢; € (—m, 7] olyan szamok, hogy E! = u.,, és a H' tamaszfiiggvényét
jelolje hqy. Vegyiik ezutan az a; := limsup{a : hyy ([e;,a]) = {1}} (i = 1,2,3)
szamokat. Ha a; végtelen, akkor H = £, de ennek az ellenkez§jét tettiik fel. Tegyiik
fel, hogy a3, = min;eqy 2.3y a4, k € {1,2,3}.

Az F; = @71 (u.,40,) (i = 1,2,3) pontok a OH és O halmazok érintkezési
pontjai, tovabba az I} F5 F3/A trigon tartalmazza az O kézéppontot, és az F; minden
N kérnyezetében igaz, hogy (OH \ ) NN # 0.

A (3) és (4) allitas egyszert kovetkezménye az £ ellipszis szigoru konvexitasa-
nak. Az (5) allitast azonnal megkapjuk, ha az ellipszist egy linearis affinitassal egy

korré transzformaljuk. -

E lemmakat kiegésziti a kdvetkezd, melynek igazolasahoz elegendd figyelem-
be venni, hogy egy ellipszoid szimmetriacentruma egyértelmtien meghatarozott, és
egy centralisan szimmetrikus test kozéppontjara vald tiikrozés az egyértelmitien
meghatarozott John-Lowner-ellipszoidjat is invaridnsan hagyja.

2.11. Lemma. Egy centrdlisan szimmetrikus, korldtos, konver test és a koré irt
John—Lowner-ellipszoid kdzéppontja megegyezik.

2.3. A Minkowski-geometriakrdl

Legyen Z, az indikdtriz, egy nyilt, szigorian konvex, az origéra kozéppontosan
szimmetrikus, korlatos tartomany az R™ térben. Jol ismert ([30], [31]), hogy a
dr: R™ x R™ — R fiiggvény, melyet

dz(x,y)=mf{A>0:(y —x)/A €1}

definial, egy metrika az R™ téren. Ezt Minkowski-metrikanak nevezzik. Az affin
teret ezzel a metrikaval Minkowski-geometridnak nevezziik?, amit (R, dz) jeldl.

A Kkollinearis A, B és C # B pontok (ilyen sorrendben vett) dz-metrikus
0sztoviszonydn az

d2(AC)  ha C € AB

. _ ) T dz(C,B)»
(A,B;0)4, = { e

dz(C,B)’

egyébként,

valos szamot értjiik.Vilagos, hogy ez megegyezik az affin osztoviszonnyal, igy Ceva
és Menelaosz tételei a metrikus osztoviszonnyal is teljesiilnek.

3 ,Azoknak a normaknak a tanulmanyozasa, amelyek kiilonboznek az euklideszitél, elsédlegesen
Minkowskitol ered."[12] Innentdl terjedt el az irodalomban a Minkowski-geometria elnevezés.
Minkowski e targykoérhoz sorolhatéan 18971911 kozott hat jelentés tanulmanyt publikalt. Maga
a téma két szdlon indult. Brunn konvexitaselméleti és az absztrakt linearis terek olaszorszagi
iskoldjanak munkéassagat Minkowski fiizte Ossze.
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2.12. Definici6. ([40, Definition 3.2.2]) A C szimmetriacentrumua Z indikatrixszal
meghatarozott Minkowski-geometridban az £ egyenes bal-merdleges az m egyenesre,
ha az m-lel parhuzamos, C-n 4tmendé m’ egyenesnek az Z-vel vett metszéspontjan

atmend, ¢-lel parhuzamos ¢’ egyenes érinti Z-t. Jelolése: £ L, m. A

7z ¢

m
2.3. Abra. Mer6legesség Minkowski-geometridban

Ez a mer6legesség nem szimmetrikus relacio, ezért lattuk el a ,bal” el6taggal.
Ennek inverze a 1 ; jobb-merdlegesség, vagyis £ L, m < m L; L.

A definici6 kévetkezménye, hogy az ugyanazon egyenesre bal-, illetve jobb-
merdéleges egyenesek egymassal parhuzamosak (lasd a 2.3. Abrat). Az is igaz tovab-
b4, hogy a szigorta konvexség kovetkeztében két egyenes pontosan akkor parhuzamos,
ha a rajuk bal-, illetve jobb-meréleges egyenesek egymassal parhuzamosak. Kovet-
kezésképpen metsz6 egyenesekre bal(jobb)-merdleges egyenesek is metszok.

A bal- és a jobb-merdlegesség 2-nél magasabb dimenzioban akkor és csak akkor
esik egybe, ha Z egy ellipszoid. A sikban ez az egybeesés pontosan akkor teljestil,
ha 0T egy Radon-gérbe (lasd [10]).

Az euklideszi geometriaban minden haromszog oldalfelezé merélegesei a harom-
sz0g koré irt kor kozéppontjara illeszkednek, a magassagvonalai pedig a hdromszog
magassagpontjara. Minkowski-geometriaban az altaldban meglévs kétféle merdle-
gesség a haromszogek magassagpontjara is kétféle allitast ad: a jobb-merdleges
magassagvonalak (jobb-magassdgok), illetve a bal-merdleges magassagvonalak (bal-
magassdgok) egyeneseinek egy pontra illeszkedésére is vannak tételek (5.2. Tétel és
5.4. Tétel). Ha a jobb-mersleges magassiagvonalak egy ponton mennek at, e pon-
tot jobb-ortocentrumnak nevezziik, ha a bal-meréleges magassidgvonalakra igaz ez,
akkor bal-ortocentrumnak nevezzik.

Hasonléképpen kiilon tételeket igazolhatunk haromszogekre a bal-meréleges-
ségnek eleget tévs oldalfelezs merdleges egyenesek metszéspontjanak (bal-biszek-
tordlis kézéppont), illetve a jobb-merdlegességnek eleget tévs oldalfelezs merdleges
egyenesek metszéspontjanak (jobb-biszektordlis kozéppont) létezéserdl (5.3. Tétel és
5.1. Tétel).
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2.4. Abra. Kétpontekvidisztans g gorbe és f szakaszfelezd meréleges

Sikban két ponttol megegyezd tavolsagra 1évé pontok halmazat kétpontekvi-
disztans gorbének nevezziik. Egy szakasz felez6 merdleges egyenese altaldban nem
egyezik meg a végpontjai altal meghatarozott kétpontekvidisztans gorbével. Erre
mutat példat a 2.4. Abra. Az indikétrix 9T hataran 1évé A és B pontok szakaszanak
felez6pontja F', felez6 merdleges egyenese f, mig kétpontekvidisztans gorbéje g. Ez
nyilvan atmegy az F' felez6ponton és az indikatrix O kézéppontjan, kézéppontosan
szimmetrikus F-re, tovabba aszimptotija az f egyenes.

Az euklideszi geometria Minkowski-geometriak kozti karakterizaciojara az [1]
kényvben mintegy 300 kritériumot taldlhatunk. Ezek egy része a kiilonféle meréle-
gességfogalmakhoz kapcsolodik, mint példaul az [11], hogy egy Minkowski-sik akkor
és csak akkor euklideszi, ha az egységkor barmely x és'y vektordra (x+y) Ly (x—y).

2.4. A hiperbolikus geometriarél modellekkel

Mivel eredményeink igazolasat vissza tudjuk vezetni sikbeli megfontolasokra, most
elegendd a kétdimenzios modellekkel foglalkoznunk.

A H? hiperbolikus sik aldbbi modelljei az (R2-vel megfelelGen azonositott)
euklideszi sik egy-egy tartomanyérol valo paraméterezésnek tekinthet6k. Ebben az
értelemben a szogtarté paraméterezés adja a Poincaré-féle kormodellt, a geodetiku-
sokat tarté paraméterezés pedig a Cayley-Klein-modellt?.

Ez utobbit K¢ jeldli, és ugy kapjuk [30], hogy pontjai a B? belsé pontjai,
egyenesei a B! kérlap nyilt harjai, az X,Y € K¢ pontok kozotti tavolsagot pedig
d(X,Y) = o|In\/(A, B; X,Y)| definialja, ahol A és B a B! kérlap X és Y pontra
illeszked hirjanak az S' kérvonalra es§ pontjai.

A KP Poincaré-féle kdrmodellben egyeneseknek nevezziik az dtmércket és az
S' kort merdlegesen metszS korok Bl-be esé iveit, az X,Y € K? pontok kozotti
tavolsagot pedig d(X,Y) = o|In(A, B; X,Y)| adja, ahol A és B az X és Y pontra
illeszkeds, az S! kort merélegesen metszé kor két metszéspontja az S korrel.

4Vagy annak affin transzformaltjai, melyeket affin CK-modellnek neveziink.
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A ®: B! — B! transzformécio, melyre ®(p, ) = (o, %)7 bijektiven képezi a
B! egységkorlapot 6nmagara, megtartja az origén athaladé egyeneseket, az egység-
kort merdlegesen metszé minden korivet a koriv metszéspontjait 6sszekoté hurba
visz, és a kettGsviszonyt a négyzetébe viszi, ezért a két modell kozott a : KD — K¢
leképezéssel leirt kapcsolat izometria [30, 118. oldal].

Egy hiperbolikus ¢ egyenesre tiikrozés a Poincaré-modellben annak az inverzio-
nak a B'-re vett megszoritasa, melynek alapkore az S kort a t koriv végpontjaiban
merdlegesen metsz6 T kor. Eszerint adott kiilonb6z6 P és P’ pontok esetén a P-t a
P’-be vivé tiikrozés tengelye egy olyan kornek a Bl-be es6 ive, amely dtmegy a két
ponton, és merdlegesen metszi S'-et. Pontosan egy ilyen kor van, ezért pontosan
egy olyan tengelyes tiikrozés van, amely a két pontot felcseréli.

Az egységkor kozéppontjan dtmend egyenesre hiperbolikus értelemben merd-
leges egyenesek a Cayley—Klein-modellben euklideszi értelemben is merglegesek,
ugyanis ® egy O-n atmend ¢ egyenesre merdleges Poincaré-modellbeli egyenest
(amely ott egy f-re és S'-re is merdleges kor ive) az invaridns f-re euklideszi érte-
lemben meréleges egyenesbe viszi.

2.5. Abra. Merdlegesség a Cayley—Klein- és a Poincaré-modellben

Mi jellemzi a Cayley—Klein-modellben a merdleges ¢ és m egyeneseket? Az
el6z6k szerint az £ végpontjain d&tmend, S-re meréleges ®~1(¢) koriv és az m vég-
pontjain Atmend, S'-re meréleges ®~1(m) koériv a Poincaré-modell két mersleges
egyenese. Ezért a ®~1({) korének kozéppontjabol a masik két korhoz htzhato érin-
tGszakaszok hossza (a kozéppont és a metszéspontok tavolsaga) megegyezik, tehat
e kozéppont rajta van a masik két kor hatvanyvonalan. Ez az egyenes pedig meg-

egyezik a masik két kor metszéspontjain athaladdé m egyenessel. Tehat a merdleges
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eqyenesek végpontjaiban az S'-hez hizott érinték a mdsik egyenes euklideszi sikbeli
kiterjesztésén metszik egymdst.

A két modell kozti kapcesolatbol kovetkezik, hogy barmelyik modellt tekintjiik
is, tiikrozésekkel a modell barmely pontja ,,bevihetd” a kor kézéppontjaba, vagyis az
euklideszi értelemben kiemelt kézéppont a hiperbolikus geometria szempontjabol
nem kiilénbozik a tobbitsl. Ez lehetévé teszi, hogy konfiguraciokkal kapcsolatos
tételek igazolésa, illetve bizonyos szamitasok konnyebb elvégezhet&sége érdekében
a modellt eleve tgy vélasszuk, hogy valamely célszertien valasztott pont a kozép-
pontban legyen. Ezt fogjuk kévetni pl. a hiperbolikus Ceva-tétel (2.15. Tétel) és
a hiperbolikus Menelaosz-tétel (2.14. Tétel), tovabba a haromszogek magassag-
vonalainak (4.4. Tétel), illetve oldalfelez6 merdleges egyeneseinek egy nyalabhoz
tartozasanak (4.3. Tétel) igazolasakor.

2.13. Definici6. A kollinearis A, B # A, C # B (ilyen sorrendben vett) pontok
hiperbolikus (metrikus) osztéviszonya®

shd(A,C) -
(4,B:C) = {‘shd(aB)’ ha U € 4B,

hd(A,C 1
m, egyébként. N

A C pont (3.1) szerint bijektiv kapcsolatban van (A, B; C) értékével.

2.14. Tétel. (Hiperbolikus Menelaosz-tétel [33, 467—468. 0.]) A hiperbolikus térben
az ABCNA trigon egy (C', A', B')-tripletje akkor és csak akkor Menelaosz tipusi, ha
az ((A, B; C"),(B,C; A"),(C, A; B')) szamhdrmas Menelaosz tipusi.

Bizonyitas. Hasznaljuk a Cayley-Klein-modellt! Tegyiik fel, hogy a (C’, A’, B')-
triplet Menelaosz tipusi, ¢ egyenesiik a K egy atmérgje. Ekkor a trigon A, B, C
csticsai nincsenek az atmérén, és Ta, Tr, Tc merdleges vetiileteikre AT4, BTg,
CTe az f-re merdleges szakaszok euklideszi értelemben is (lasd a 2.6. Abrat).

2.6. Abra. Hiperbolikus Menelaosz-tétel

5A hiperbolikus megnevezés nem a térre, hanem a formula hiperbolikus fiiggvényeire utal. A
hasznalt metrikat, ha nem lenne egyértelm, akkor az als6 indexben egyértelmii utaléssal jelezziik.
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A hiperbolikus sik szinusz-tétele [30, 123. o.| szerint

shd(A,C") sh(B,A") shd(C,B’)
shd(C’, B) shd(A’,C) shd(B', A)
_ shd(T4, A) shd(T, B) shd(T¢, C)
N Shd(TB, ) Shd(Tc, C) Shd(TA, A)

(4, B;C")| KB,C; A)| [{C, A; B')| =

=1

teljesiil. Mivel £ a trigonnak pontosan 0 vagy 2 oldalat metszi a Pasch-axiéma miatt,
az osztoviszonyok szorzata —1.

Megforditva tegyiik fol, hogy egy (C’, A’, B) tripletre az osztoviszonyok
(v,a,8) := ((4, B; C"),(B,C; A"),{(C, A; B")) szamharmasa Menelaosz tipusu. Ek-
kor a tripletbdl két pont (mondjuk, B’ és A’) egyenesének és a harmadik oldalnak
a C* metszéspontja az el6z6 két ponttal a (C*, A’, B') Menelaosz-tripletet alkotja.
Igy bizonyitasunk elss része szerint (v*, a, 8) := ((A, B; C*), (B, C; A"), (C, A; B'))
is Menelaosz tipust. A vaf = v*af = —1 kivetkeztében v* = v, és igy a tétel

el6tti észrevételre tekintettel C' = C*. -

2.15. Tétel. (Hiperbolikus Ceva-tétel [33, 467—468. o.]) A hiperbolikus térben

az ABCA trigon egqy (C', A’, B')-tripletje akkor és csak akkor Ceva tipusd, ha az
((A,B;C"),(B,C; A"),(C, A; B)) szamhdrmas Ceva tipusi.

Bizonyitas. Annak megmutatasat, hogy az M pontra illeszkeds egyeneseket ado
Ceva tipusu tripletre a megfelel§ osztoviszonyok szamhérmasa Ceva tipusu, vissza-
vezetjiik a Menelaosz-tétel sziikséges részére (lasd a 2.7. Abrat).

2.7. Abra. Hiperbolikus Ceva-tétel

Az ABA’ trigonra és C'M egyenesre, valamint az AA’C trigonra és a BM
egyenesre felirt Menelaosz-tétel szerint

(A, B; C) (B, A'; C)| (A, A; M)| = 1 = [(C, A; B')| (A, A'; M)| [(A", C; B).

Ezek szorzata az aranyok beirasat kovets egyszertisités utan éppen az allitas, mivel
az M ponton atmend egyenesek koziil pontosan 1 vagy 3 metszi a trigon oldalait.
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A megforditasnal hasonléan jarhatunk el, mint a Menelaosz-tétel esetén: a trip-
let két pontja altal meghatarozott egyenesek kézos M pontjan at hizott harmadik
egyenesnek a harmadik oldallal vett metszéspontja egy Ceva-tripletet eredményez,
amelynek megfelels osztoviszonyok szamharmasa Ceva tipusa. A régi és uj Ceva
tipust szdmhéarmas két tényezdje megegyezik, ezért a harmadik is, és ez az 0szto6-

pontok megegyezését eredményezi. -

Az euklideszi geometria barmely héromszoge oldalainak felez§ merdlegesei
és magassagvonalai is konkurensek. Hiperbolikus geometridban altalaban sem az
oldalfelez6 merd&leges egyenesek, sem a magassagvonalak egyenesei nem illeszkednek
kozos pontra, s6t az oldalt a felezGpontjaban metszé meréleges egyenes altaldban
nem az oldal végpontjainak ekvidisztans gorbéje.

Hiberbolikus sikon egyenesek egy halmazat nyaldbnak nevezziik, ha affin ki-
terjesztéseik nyalabot alkotnak.

2.8. Abra. Paranyalab, parhuzamossag és hipernyaldb

Egy nyalabot aszerint, hogy centruma a B! belsejébe, hatarara vagy kiilsé
pontjaba esik, rendre (S) sugdrnyaldbnak, (P) paranyaldbnak, illetve (H) hipernya-
ldbnak nevezziik. Egy (H) hipernyalab hiperbolikus egyeneseihez mindig van olyan
hiperbolikus egyenes, mely mindre meréleges, hiszen a nyaldb centruméboél a K-hoz
hiizott érint6k érintési pontjait 0sszekotd egyenes éppen ilyen.

Ha egy haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy nyaldbhoz tartoznak, akkor
azt mondjuk, hogy van biszektordlis centruma. Ha magassdgvonalai tartoznak egy
egyenesnyaldbhoz, akkor ortocentrumrdl beszéliink.

2.16. Tétel. (Hiperbolikus biszektoralis centrum tétele [33, p. 350]) Hiperbolikus
térben barmely trigon oldalfelezd merdlegesei egy nyaldbhoz tartoznak.

Bizonyitas. Legyen ABCA egy trigon, ennek oldalfelez6 pontjai a csticsokkal szem-
kozti oldalakon rendre Fs, Fp és Fo. Elegendd azt megmutatni, hogy ha két ol-
dalfelez8 merdleges egyenes egy nyalabhoz tartozik, akkor a harmadik is ehhez a
nyaldbhoz tartozik.
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Ta B'TcC'A! Tp

2.9. Abra. Oldalfelezé merdlegesek sugar-, hiper- és paranyalab esetén

(S) Tegyiik fel, hogy két oldal felezs merdGlegese egy sugarnyalabhoz tartozik,
legyenek ezek az AC és a BC oldalak FgO és F40 felezé merdleges egyenesei.
Helyezziik el ugy az ABC trigont a KC kérben, hogy e metszéspont az O-ba essen.
Ekkor az O-n 4&tmend F40 és FgO a modellben euklideszi értelemben is meréleges.
Tovabba a d(O, A) = d(O,C). Az O valasztasa miatt igy az OA és OC szakaszok
euklideszi tavolsaga is megegyezik, hasonloképpen az OB szakaszéval is. Azt kaptuk,

hogy FA0 és FgO a megfelels oldalaknak euklideszi értelemben is felezé merdle-
ges egyenesei. Igy AO és BO szakaszok hiperbolikus és euklideszi hosszisaga is
megegyezik, vagyis FoO mer6leges az AB oldalra (lasd a 2.9. Abrat). Eszerint a
harmadik oldal felezé merdleges egyenese is a sugarsorhoz tartozik.

(H) Tegyiik fel, hogy az AC oldal F és a BC oldal F4 pontjin d&tmend felezd
merGleges egyenese egy hipernyalabot hataroznak meg. Ekkor van pontosan egy
k6z6s merdleges m egyenesiik. Vegyiink fel olyan Cayley—Klein-modellt, amelynek O
kdzéppontja ezen az egyenesen helyezkedik el agy, hogy az abban allitott [ meréleges
egyenes atmegy az AB oldalt felez6 F ponton! Legyen T4, T és T az A, B és C
talppontja m-en. Az FgB’ és az F)4 A’ egyenes a modellben is meréleges m-re, ezért
a rajuk vonatkozo tiikrozés felcseréli A-t C-vel és Ty-t To-vel, illetve C-t B-vel
és To-t Tg-vel. Ezért AT és BTg ugyanolyan hosszi, és az dtmérdre merdleges
a modellben, tehat euklideszi ételemben szimmetrikusak az [ egyenesre, vagyis [
merdleges az AB szakaszra, és ez igazolja az allitast.

(P) Tegylik fel, hogy az Fa és Fp oldalfelez§ pontokon atmend merdleges
egyenesek a hataron 1évé P pontban metszik egymast. Ekkor az Fo-n atmend
oldalfelezé merdleges egyenes az el6z6 ketts egyikével sem lehet k6z0s sugar-, vagy
hipernyaldbban, mert akkor (S) és (H) szerint az els§ két egyenes is abban lenne.

Ha tehat az F felez6pontbeli mergleges egyenes nem menne at a P ponton,
akkor az egyiket a @), a masikat az R pontban metszené, vagyis megegyezne a QR
harral. Am Fe nem lehet ezen a huaron, hiszen az Fu Fp egyenes elvalasztja az AB
és a QR szakaszokat.
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2.17. Tétel. (Hiperbolikus magassagpont tétele [23, Theorem 3|) Hiperbolikus tér-
ben bdarmely trigon magassdagvonalai egy nyaldbhoz tartoznak.

Bizonyitas. Az ABCA trigon A, illetve B cstcson dtmend m 4, illetve mp magas-
sagvonala egy nyalabhoz tartozik. Azt igazoljuk, hogy a harmadik m¢ is ehhez
a nyalabhoz tartozik. E nyaldbok lehetséges tipusai jol latszanak a Cayley—Klein-
modellben, ha annak kézéppontjaul a C' cstcsot valasztjuk.

2.10. Abra. A magassagvonalak metszéspontja a harom nyaldbtipus esetén

Ekkor az m 4, illetve mp magassagvonalak egyenesei euklideszi értelemben is
merdlegesek a CB, illetve C'A egyenesre. Az euklideszi sikon az M metszéspont-
juk létezik, ezért M az ABCA trigon euklideszi magassagpontja. Eszerint MC
az euklideszi értelemben merdleges az AB egyenesre. Mivel CM atmegy a mo-
dell kdzéppontjan, hiperbolikus értelemben is merdleges A B-re, amiért a harmadik
hiperbolikus magassag is atmegy M-en. -

2.5. A Hilbert-geometriakrél

Tekintsiik R™ egy korlatos, konvex, nyilt H tartoményat, és abban tetszéleges X,
Y pontparokat, melyek mondjuk az AB hurra illeszkednek.

B
A
oH

2.11. Abra. A Hilbert-metrika definiciéja

A porzitiv k konstanssal adott

5In(A,B;X,Y), ha X #Y,

(2.2)
0, ha X =Y,

dy: H— R, dH(X,Y):{

fiiggvény egy metrika [30], melyet Hilbert-metrikdnak neveziink.
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A dy; metrika nyilvan folytonos mindkét valtozojaban, igy a (H,dy) par egy
nem kompakt, teljes metrikus teret alkot, melyben az affin egyenesek szakaszai
rendelkeznek a legrévidebb ut tulajdonsaggal.

Ha a H tartomany egy n-szimplex belseje, akkor (H,dz) izomorf egy
Minkowski-geometriaval, vagyis egy n-dimenzios normalt vektortérrel [20,34]. Ennek
a megforditasa is igaz: ha a Hilbert-geometria izomorf egy normalt véges dimenzids
vektortérrel, akkor egy szimplex belseje [13]. Két dimenziéban ez azt jelenti, hogy ha
‘H egy konvex sokszog, amelynek Hilbert-geometriaja izomorf egy kétdimenzios nor-
malt vektortérrel, akkor a meghatarozott metrika egy Minkowski-metrika, melynek
a sokszog az indikitrixa, am a sziikséges feltétel kdvetkeztében ez csak haromszog
lehet [42, 9. o.].

Ha OH nem tartalmaz két nem kollinearis szakaszt, akkor dy, teljesiti a szigoru
haromszog-egyenlGtlenséget, vagyis az affin szakasz az egyetlen geodetikus.

2.18. Definicié. Az affin tér egy szigortan konvex, korlatos, nyilt H tartoményanak
a dy Hilbert-metrikaval alkotott (H,dy) parjat Hilbert-geometridnak nevezziik. A

Egy affin ¢ egyenesnek a H tartomannyal vett metszetét a Hilbert-geometria
/ egyenesének nevezzik.”

Tegyiik fel, hogy két kiilonb6z6 X és Y pont a (H,dy) Hilbert-geometridban
tart valamely régzitett P ponthoz gy, hogy kozos egyenesiik végig parhuzamos a
P ponton atmend ¢ egyenessel, amelynek pontjai a 9H hataron A és B. A mozgo X
és Y pontok egyenesének pontjai a hataron legyenek A* és B* tgy, hogy Y van az
A* s X kozott. Igy a parhuzamossagra tekintettel A* — A és B* — B is teljesiil.

2.12. Abra. A Hilbert-metrika Finsler fiiggvényének kiszamitasdhoz

6 A Hilbert-geometriat David Hilbert fedezte fel. Elészor egy levélben ir réla, amelyet Felix Kleinnek
1894-ben kiildétt. Klein mar joval kordbban kidolgozott konstrukciojat ([28]) koveti, amikor az
R3 tér egy konvex tartomanyan kettSsviszony logaritmuséaval definialja pontok tavolsagat. Ered-
ményeit egy évvel kés6bb az altala szerkesztett folyoiratban jelenteti meg [22]. Klein munkajara
A. Cayley egy homogén koordinatakkal felirt formulaja volt hatassal ([8]).

7A " jelet csak akkor tessziik ki, ha egy szovegkornyezetben szerepel az £ és 7 egyenes.
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A Hilbert-tavolsag definicidjat és az In(1 + ) fliggvény sorfejtését hasznalva
barmely d Minkowski-metrikara kapjuk, hogy

ko (d(A",X) d(B"Y)
dnlX,Y) = 21<am Y) dB" Q

L ( (A", Y) +d(X,Y) d(B*,XHd(X,Y))
—at d(A%,Y) d(B*, X)
_k d(X,Y) . d(X,)Y)
5|+ dey) (i)
k d(X,Y) d(X,Y)
-3 (e w) (i i)
_k:[d(X,Y) _ldQ(X,Y) L d(X,Y) _ldQ(X,Y)
2|d(A*)Y) 2d?*(A*)Y) d(B*,X) 2d*(B*,X)
Ebbél atosztassal, majd hataratmenettel adodik, hogy
du(X,Y) k 1 1 .
XV P ZZ(X Y) [d(P, N d(P,B)} = (P 0). (23)

Ez csak a P ponttoél és az £ egyenestd] fligg, igy a Hilbert-geometria az
k 1 1
Pu(P,v) = 5| ) 2.4
Finsler-fiiggvénnyel a H tartomanyon adott Finsler sokasag, ahol A és B a OH
metszete a P ponton atmend, v iranyvektora egyenessel.
Ha a P ponton 4tmend minden ¢ egyenesen tekintjiik a P-t6l 1/®(P,¢) ta-
volsagnal nem messzebb 1évé pontokat, akkor ezek halmaza egy P-re centralisan

szimmetrikus szigortian konvex Zp tartomény.

2.19. Definicié. Az Zp mint indikatrix altal az R™-en meghatarozott dz Minkowski-
metrika adta (R", dz) Minkowski-geometriat a P ponthoz tartozd lokdlis Minkowski-
geometridnak nevezzik. A

Vilagos, hogy a P ponthoz tartozé lokalis Minkowski-geometria a P pont
elegendden kicsiny kérnyezetében j6 kozelitése a Hilbert-geometridnak.

A merdlegesség fogalma a Birkhoff-merdlegesség mintajara alakul. Az S talp-
pontja az £ egy T pontja, ha dy(S,T) < dy(S,X) minden X € ¢ pontra. Mivel
a tavolsag folytonos, nem negativ fiiggvény, felveszi minimumat, vagyis minden S
pontnak minden ¢ egyenesen van talppontja.

2.20. Definicié. Egy m egyenes merdleges® egy 6t a T pontban metsz6 ¢ egyenesre,
ha m minden pontjanak T az egyetlen talppontja. Jelolése: m L £. A

8Fz a linearis metrikus terekre megfogalmazott Birkhoff-féle merslegesség megfelelsje [3].
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Jegyezziik meg, hogy m L ¢ altaldban nem vonja maga utan, hogy ¢ 1 m, de
minden pontbo6l minden egyenesre lehet merélegest allitani, amit most igazolunk.

2.21. Lemma. ([6, (28.11)]) Egy (H,dy) Hilbert-geometrigban egy m egyenes akkor
és csak akkor merdleges eqy £ egyenesre, ha az m egyenesnek a OH gorbével vett
metszéspontjaiban a tdmaszegyenesek konkurensek az £ egyenessel.

Bizonyitas. Elegenddség. Legyenek X és 'Y az m egyenes metszéspontjai a OH gor-
bével; t1 és to ezekben a pontokban a OH gbrbe tamaszegyenesei; ezek kozos (esetleg
idealis) pontja f-lel W; az | és m metszéspontja F; G € m és H € { tetszGleges
F-t61 kiilonboz6 pontok; végiil GH metszéspontjai OH-tal és a tamaszegyenesekkel
Yy, Y', X', X (lasd a 2.13. Abrat).

2.13. Abra. Mersleges konstrukcidja

A GH és m kozotti W centrumu perspektivitas megtartja a kett&sviszonyt,
ezért (G, F; X,Y) = (G, H; Xo,Yp). A kettGsviszony monotonitasa szerint viszont
(G,H; Xo,Yy) > (G, H; X', Y"), ezért dy (G, F) > dy (G, H). Kovetkezésképpen F'
talppont, és m merdleges az | egyenesre.

Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy G az ¢ egyenesen kiviili, H az ¢ futé pontja,
X' és Y’ a GH pontjai O0H-n. Egyszertien lathato folytonossagi és konvexségi
megfontolasokkal, hogy a H tartomany X’ és Y’ pontokon 4tmend tartoegyeneseinek
metszéspontja pontosan egyszer esik ¢-re. Vagyis H-nak pontosan egy olyan helyzete
van az £ egyenesen, hogy ¢ és a két tartoegyenes konkurens (vagy parhuzamos). A
korabbi megallapitas szerint erre a jol meghatarozott Hy pontra az m egyenes
merGleges az | egyenesre.

Ezen konstrukcioval adott m esetén az Osszes olyan l egyenest megkapjuk,
amelyre m merdleges. Ha OH sima gorbe, akkor a tartoegyenesek egyértelmien

meghatarozott érintsk, és az ¢ egyenesek egy nyalabot alkotnak. -
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Egy adott ¢ egyenesre pontosan akkor lehet minden rajta kivili P pontbol
merdlegest dllitani, ha minden X pontnak egyértelmien meghatdrozott talppontja van
l-en [6, (21.7)]; és ezzel az egyenes is egyértelmd. Az egyértelmtien meghatéarozott
talppont létezése viszont azzal ekvivalens, hogy a korok konvexek (amibdl szigora
konvexségiik is kovetkezik) [6, (21.9)]. Ennek kovetkezménye, hogy pontbdl egyenesre
a merdleges dllitdsinak unicitdsa ekvivalens azzal, hogy a korok (szigorian) konvezek.

2.22. Definicié. Az f egyenes H-mersleges az ¢ egyenesre (f Ly £),ha ¢ L f a

2.20. Definicio értelmében. A

A tovabbiakban a H-mer6legességet hasznaljuk, és nem az eredeti 2.20. Defi-
nicié szerinti Birkhoff-mer&legességet.

A (H, dy) Hilbert-geometria metrikaja kettGsviszonnyal definialt, ezért minden
olyan ® kolline4cié, melyre H invaridns, a Hilbert-geometria izometridjat adja.
Ennek forditottja is igaz (6, (22.10)|: a Hilbert-geometria minden egyes izometridja
a projektiv tér olyan kollinedcicjanak megszoritdsa a H tartomdnyra, amely a H
tartomdnyt invaridnsan hagyja.

2.23. Definicié. Ha egy involutorikus izometridnak egyetlen fixpontja van — a
pont-képpont parok C felez6pontja —, akkor a C'-re vonatkozd centrdlis tiikrézésnek
nevezziik. Ha a fixpontok egy ¢ egyenest alkotnak, akkor az ¢-re vonatkozo tengelyes

titkrozésrsl beszéliink [6, 127. o.]. A

Ha egy nem identikus izometria egy ¢ egyenest pontonként fixen hagy, akkor
ez az { tengelyre vonatkozo tiikrozés [6, (23.8)]. Ha pedig létezik az ¢ egyenesre
vonatkozo titkrozés, akkor m L ¢ maga utan vonja, hogy ¢ L m [6, (23.9)].

2.24. Definicié. Legyen A és A’ két kiilonbozs pont. Kétpontekvidisztins alakzatnak

nevezziik azon X pontok Fa 4 halmazat, amelyekre dy (A, X) = dy(A’, X). A

2.14. Abra. Felez6 meréleges és kétpontekvidisztans gorbe

Egy kétdimenzios Hilbert-geometriaban is beszélhetiink egy szakasz felezs
merdleges egyenesérdl, am ez altaldban nem a kétpontekvidisztans alakzat. Ha egy
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¢ egyenesre létezik 7, tiikkrozés, és a kiilonbozs A és B pontokra 79(A) = B, akkor
e két pont ekvidisztans alakzata az ¢ (melyre ekkor AB meréleges) [6, (23.5)]. Ha
minden egyenesre létezik tiikrozés, akkor a geometria hiperbolikus [6, (29.3)], amiért
a szakaszfelezd merGleges egyenesek és a kétpontekvidisztans gorbék egybeesnek.

Hilbert-geometridban tébbféle médon is bevezethetd gorbiilet.

A Riemann-sokasagok metszetgorbiiletét altalanositja a Finsler-sokasagokra
bevezetett zdszldgirbiilet fogalma. Megéllapithatd, hogy egy Hilbert-geometria zasz-
logorbiilete konstans —1. A Funk—Berwald-tétel a Finsler-geometria egyik alapvetd
eredménye ([2, 15]): Legyen F egy differencidlhaté és szigorian konvex Finsler-
metrika az R™ egy korldtos, nyilt, konvex H tartomdnydn. Tegyiik fel, hogy F teljes,
zdszlogorbiilete pedig konstans —1, tovdbbd a dx tdvolsdgfigguénye projektiv metrikdt
hatdroz meg. Ekkor d Hilbert-metrika H-n.

A Busemann-féle gérbiiletfogalom inkdbb mindgségi tulajdonsagot fejez ki, szem-
ben a differencidlgeometridban szokasos mennyiségivel. Ez egyike a metrikus terek
gorbiilet-fogalmainak, és [5, 173. o.] alapjan kell6en sima Riemann-sokasagokban
ekvivalens az Alexandrov-féle gorbiilettel.

2.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (H, ds;) Hilbert-geometrianak a P pontban
nempozitiv gorbiilete van, ha P-nek van olyan kornyezete, amelynek minden A, B, C
pontjara, illetve az AB és AC szakasz dy; metrika szerinti Fy és Fi felez6pontjara

2dy(Fe, Fp) < dy(B,C).

Azt mondjuk, hogy P-ben a gorbiilet nemnegativ, ha a forditott iranya egyenlétlen-
ség all fenn. A gorbiiletet P-ben indetermindlinak nevezziik, ha nem nempozitiv, és

nem nemnegativ P-ben. A

Ismeretes [32], hogy ha a H Hilbert-geometria P pontjaban a gorbiilet nem-
pozitiv, akkor P a H projektiv centruma, és ennek forditottja is igaz, s6t nincsen
nemnegativ gorbiiletd pont sem, és ha minden pontban nempozitiv a gorbiilet, akkor
a geometria hiperbolikus.

Amennyiben OH egy ellipszis, akkor két érint6 W metszéspontja az érintési
pontokat 0sszek6té m egyenes polusa, és az m tetszéleges pontjanak polarisa atmegy
W-n, emiatt a merdlegesség szimmetrikus [6, (28.12)]. Forditva, a mer&legesség
szimmetridja a Hilbert-geometridk koziil pontosan az ellipszoiddal megadottakban,
vagyis a hiperbolikus geometriaban teljesiil [26, Theorem 2|.

A lokalis Minkowski-metrika szerinti merGlegesség megegyezik a Hilbert-
metrika szerinti merglegességgel ([25, Theorem 2]), amiért ha egy Hilbert-geometria
minden pontjiban lokdlisan euklideszi, akkor hiperbolikus [25].
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Egy Hilbert-geometriaban akkor és csak akkor van tengelyes tiikrézés minden
hipersikra vonatkozoan, ha a geometria hiperbolikus. A sziikséges feltétel élesithetd:
ha csak egyetlen pontra illeszked6 hipersikokra léteznek a tiikrézések, mar akkor
is hiperbolikus a geometria [6, (29.2) masodik allitdsal. Ugyanez igaz a pontra
vonatkozo tikrozésre is [32].

A Hilbert-geometria lokalisan Minkowski-geometria, igy az

/2 1
O72((w1, 22), 1)

A(B) = //U(scl,xg)dxldxg, ahol o(zy1,29) = 77{/
—7/2
B
formuléval definialhatjuk barmely B tartomany H-teriletét. A hiperbolikus geo-
metridban minden aszimptotikus® haromszog H-teriilete 7, ahogyan az a Poincaré-
modellbdl azonnal lathatd, és valojaban a szogdefektus. Ez a tulajdonsag karakteri-
zalja a hiperbolikus geometriat a Hilbert-geometriak kozott [9].

9Egy haromszog aszimptotikus, ha csticsai a Hilbert-geometria hatarara esnek.
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3. Elgkészuletek

3.1. Néhany technikai lemma

Legyenek a (H, dy)-val adott Hilbert-geometriaban A, B és C kollineéris pontok,
és legyen ABNOH = {P,Q} tugy, hogy A a P és B kozott van. Tekintsiik az
AB egyenesnek egy olyan affin koordinata-rendszerét, hogy P koordinataja 0, és
A koordinatéaja 1. Legyenek ebben a koordinata-rendszerben ¢, b és ca Q, B és C
pontok koordinatai a ¢ > b > 1 és 0 < ¢ < ¢ feltételekkel.

3.1. Abra. A hiperbolikus osztéviszony kifejezése koordinatakkal

3.1. Lemma. [KKc, Lemma 2.3] A hiperbolikus metrikus osztoviszonyra

c—b b—1
A, B;C) = 1+ . 3.1
( ) PRI - (3.1)
Bizonyitas. A hiperbolikus metrikus osztoviszony 2.13. Definici6ja szerint
( ( . ( » ( b)) sign(zc—b) o )) sign(Zc—b)
sh sign(c— In (‘q ) (Zq _( q—c
(g—c) c(q—b)
|<A7 B; C>‘ sign(1—o) sign(1—0o)
sh (“gn(l 9y - “1)) ( . )7 B (c<q—1>) 2
e c(g—1) q—c
_ ((elg = b)) =) — (bq — )T ) (c(q ~ 1) (g — ) "5
- sign(c—b)
((g = c)sien1=9) — (c(q — 1))582(1=9) (b(q — c)e(q — b))~

Ebben hérom esetet kell megvizsgalnunk: 0 < c< 1,1 <c<bésb<c<q.
A 0 < ¢ < 1 esetében sign(l — ¢) = 1, tovabba sign(c — b) = —1, és ezért

((clg— b))t = (blg —¢))™Y) (c(g — 1)(g — ¢))/?
((g—c)—c(qg—1)) (b(g —c)c(q—b))~1/2
(b—c)g(q—1)"? (b—c) [q—1

q(1—c)(blg—b)"2  (1—c)VbV g—0b

(A, B;C)| =
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Ha 1 < ¢ < b, kovetkezésképpen sign(1 — ¢) = —1, tovabba sign(c — b) = —1, akkor

((elg=0)"" = (blg —¢))™") (clg = 1) (g —¢))"1/?
((g—¢)=t = (clg — 1)) 1) (b(g (q—b))-1/2

_ (blg—¢)—clg—b)) (clg = 1)(g — ¢)*/?

" (elg—1) = (g — ) (b(g — c)c(q — b))*/2
(b-—0@-1" _ (b=o [  b-1

c(g—1

—c)c

(A, B; C)| =

C—OVb(g—012  (e—wb\ T a-b

Ha b < c < g, és igy sign(1 — ¢) = —1, tovabba sign(c — b) = 1, akkor
((q‘b—bq 0)) (elg =g —¢)) 7'

(= )7F = (elg = 1)71) (g — c)elq — b))/

(C( —b)—b(qg— C)) (c(qg—1)(q — ))1/2
(¢ —1) = (g— ) (b(g — c)e(g — b))/

(4, B; C)| =

(c—b Y2 (c—b) b—1

) (4 -
DI ED e AT

Mindhérom eset megvizsgalasaval a lemmaét igazoltuk.

Ahogyan arra a 2.13. Definicional mar utaltunk, a (3.1) kovetkezménye, hogy
egy egyenesen két pontot rogzitve kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést kapunk
az egyenes A-tol és B-t6l kiilonbozd pontjai és R\ {—1,0, 1} kozott (—1 az idedlis
pontnak felel meg).

A kovetkezs, differencialhato gorbékre vonatkozo technikai lemmaéakhoz sziik-
séges alapvetd differencialgeometriai ismeretek a [29] konyvben talalhatok.

3.2. Lemma. ([KKh, Lemma 3.4]) Legyenek r,p: (—¢,e) — R? kétszer folytonosan
differencidlhato gorbék kis € > 0 értékekre gy, hogy p(7) = p(T)u,, és r(r) =
r(T)u,, aholp,r: (—€,e) — Ry, tovdbbd azr(7)/p(T) az 1 minimumértéket kizdrdlag
a T =0 helyen veszi fel.

Ekkor az r, illetve p gorbék r(r), illetve p(T) pontbeli érintd egyenesei egy
olyan m(7) pontban metszik egymdst, amely a p(0) ponthoz tart, amint 7 — 0,

mégpedig gy, hogy ez az Op(T) egyenesnek ugyanazon az oldaldn van, mint a p(0).

Bizonyitas. Legyen \: (—e,e) — [1,00) olyan, hogy r(7) = A(7)p(7). Akkor ez
egyértelmien a 0-ban veszi fel az 1 minimumértéket. Igy A(0) = 0, és A(0) > 0. Ez
pedig azt jelenti, hogy A szigortiian monoton csdkkens 7 < 0 esetén, és szigortian
monoton novekvd 7 > 0 esetén.
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3.2. Abra. Az érintS egyenesek metszése

Minthogy ¥ = Ap + Ap, P | & akkor és csak akkor teljesiil, ha A =0, igy az
m(7) egyértelmien meghatarozott minden 7 # 0 értékre.
Lathatoan fennall

: r
:|:|mfp|£+p:m::|:|mfr\f+r, (3.2)
bl i
vagyis £[m — p|[¢|p + [¢||[p[p = £[m — r[[p|t + [p|[¢r.
Mivel p = pu, + put ¢ = 7u, +ru’ és u, L ul teljesiil, azt kapjuk, hogy

|m — p|[t[p = [m — r||p|r, (3.3)
+|m — p|[t|p + p[p||F| = £|m — r[|p|7 + r|||p]. (3.4)

A p-vel megszorzott (3.4) egyenlGségbe a (3.3) szerinti behelyettesités azt adja, hogy
£[m — r[[p|rp + p?[p[|F] = £[m —r||p|pr + pr[t[|p], igy

ZBHr=p) A A1 (3.5)

o =P App—p(Ap + \p) -\

tm-—r

A T'Hospital-szabaly szerint ez a lim, o [m(7) — r(7)| = 0 egyenlGséghez vezet.
Masrészt felhasznalva a (3.3) egyenlGséget, tovabba a (3.5) egyenlGség (3.2)-be
valo behelyettesitése azt eredményezi, hogy
A(A—=1) A—1

- D+p=m= —T +r.
3 P+p 3

Tekintetbe véve, hogy A > 1, ez utdbbi azt vonja maga utéan, hogy m az Op(7),
illetve Or(7) egyenesnek ugyanazon az oldalan van, mint m(0) = r(0) = p(0).
Ezzel a bizonyités teljes.
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3.3. Lemma. (|[Km, Lemma 2.4]) Legyenek r,p: [0;1] — R? folytonosan differenci-
dalhato gorbék, melyek derivdltja nem tinik el.

(1) Ha (i) r || p, (ii) T || p, és ezek a gorbék metszik egymdst, akkor r = p.

(2) Hat(0) || p(0), ést(1) || p(1), akkor létezik egy olyan ty € (0,1) érték, amelyre

t(to) || B(to)-

Bizonyitas. (1) Az (i) és (ii) feltételekbdl kovetkezik olyan differencialhato, nem
eltiing valos A, illetve p fiiggvények létezése, hogy r = Ap, illetve r = up teljesiil.
Az els6 egyenlGség derivaltjaba behelyettesitve a masodikat, azt kapjuk, hogy up =
Ap + Ap, ezért 0 = Ap + (A — p)p. Ha p }f p, akkor ebbdl A = 0 adodik, és ez maga
utan vonja az allitast. Ha p || p, akkor p egy szakasz, igy kapjuk az allitast.

(2) Elegendd a kozépértéktételt alkalmazni az arccos ‘gjfgl figgvényre.

3.2. Ellipszisek egy Segre-tipusi jellemzése
Az ellipsziskarakterizéacios tételiink a kovetkezs konfiguraciora vonatkozik.

3.4. Konfiguracié. A 9H ovalison 1évé kiilonb6zs E; (i = 1,2, 3) pontokra jeldlje ¢;
az E; Ey, egyenest (i, j, k kiilonbozok), t7¢ pedig a H érint6jét az E; ponton keresztiil.
Jeldlje tovabba f7t azt az egyenest, amelyet az l; = ELE; és (), = E;E; egyenesek
(4,k = 1,2,3) harmonikusan valasztanak el t]*-tol. A

3.3. Abra. Konfiguracio ellipsziskarakterizaciohoz

3.5. Tétel. [KKh, Theorem 4.2] Tekintsiink egy 3.4. Konfigurdcidt.
(i) Ha H egy ellipszis, akkor az f1t, f3t, fI* egyenesek konkurensek.
(ii) Ha az f1t, f3, fI* egy nyaldb egyenesei az By, By, B3 € OH pontok tetszéleges
vdlasztdsa esetén, akkor H egy ellipszis.

Erdemes megjegyezni, hogy ezen tétel dualisa — a Ceva- és a Menelaosz-
tétel révén — ekvivalens Segre egy eredményével [39, §3|, amely bar véges testekre
vonatkozik, de csak a test kommutativitasat hasznalja, amint arra [27, 6.15. Tétel]
is rAmutat.
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Bizonyitas. ElGszor is jegyezziik meg, hogy a projektivitasok azon til, hogy megtart-
jak a kett&sviszonyt, differencialhatok is, igy egy gorbe érintéjét mindig a képgorbe
érintGjébe viszik.

(i) Egy alkalmas affinitassal egy & ellipszis atvihet6 egy D korlemezbe. Mint-
hogy a projektiv csoport haromszorosan tranzitiven hat minden kipszeleten'®, ezért
feltehetjiik, hogy FE1, Es, F5 egy szabalyos haromszoget hataroz meg a 0D koron.
Ezért az fT, fP, fP egyenesek nyilvanvaléan a D kozéppontjiban metszik egymast,
ami bizonyitja a (i) allitast.

w(E2)

3.4. Abra. A @ az & ellipszistartoméanyt a D korlemezbe, az E; Fs F3/\ ha-
romszoget szabalyos haromszogbe transzformalja.

(ii) A feltétel valtozatlan marad, amennyiben a konfiguraciot egy projektiv
leképezéssel transzformaljuk, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy a rogzitett Eq, Eo
és B3, valamint az F := fJ* N f3* N f3* pont koordinatai a kévetkezsk: Ey = (0, 1),
Ey, =(0,-1), B3 =(1,0) és F = (1/2,0).

Ekkor az f{t, f3t és fI' egyenesek egyértelmtien meghatdrozottak, és az

(01,005 83E, f3) = (bo, U357, fT1) = (U3,01;t5, f3Y) = —1 feltételekbsl rendre az
y=1,y=—1¢és x =1 egyenleteket kapjuk a t]t, ¢3¢ és t3' érints egyenesekre.

Valasszunk ezutan egy altalanos H € OH pontot ugy, hogy kiillonb6zzén az
FE1, Es pontoktol. Legyen tovabba 08y az az egyértelmiien meghatéarozott ellipszis,
amely atmegy az E1, F és H pontokon, valamint t§ := t]¢ és t§ := t}! az érintéi.
Tovabbi jeldléseket vezetiink be (lasd a 3.5. Abrat):
(1) 7 a H érints egyenese a H pontban;
(2) l; a HE; egyenes (i=1,2); (5 az E1E, egyenes;
(3) f}* az E; (i = 1,2) ponton d&tmend azon egyenes, amelyre —1 = (¢;, l;; t}, f11),
ahol {7,j,k} = {1,2,3};
(4) f} az az egyenes a H ponton keresztiil, amelyre —1 = ({1, lo; t}%, f7).

10Ez kupszetel-involaciok alkalmazasaval kénnyen igazolhato.
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Analog modon bevezetjiik ugyanezeket az egyeneseket az g ellipszis esetében is, a
‘H fels§ indexet minden esetben £-re cserélve.

H £
ti" =17

t3t =5

3.5. Abra. Harmonikus sugarnyalabok bevezetése

Mivel két kozds pontban az érint6k megegyeznek: t§ = 1t és t§ =t} ezért e
pontokban a harmonikus negyedikek is megegyeznek: f7* = f& (i = 1,2).

Minthogy az f£, f§ és fH egyenesek a (i) szerint egy nyalabhoz tartoznak,
tovabba az f1t, f3t és fIf egyenesek is egy nyaldbhoz tartoznak a (ii) feltétel szerint,
arra kovetkeztethetiink, hogy az f} és f§ egyenesek a H ponton kiviil az f{tNf3t =
£ N f§ pontban is metszik egymést, amiért meg kell egyezniiik.

Igy azt kaptuk, hogy th = t%. Ez ad értelmet a kovetkezs jelolések bevezeté-
sének: t; :=t§ =1t (i = 1,2) és ty :=t§, = t}t.

Legyen r: (—m, 7] — R, egy olyan leképezés, amelyre az r(¢)u, helyvektor
H, végpontja az OH, gérbén van minden ¢ € (—m, 7| esetén.

tq Y

®
£y
H,

@M
\ Es=H(0

(@)
OH 0n,,
to
[ ]

3.6. Abra. A 9 paraméterezése

Ekkor a §7{ érintévektora a ¢ paramétert H, pontban 7(¢)u, + r(p)uz,

amely parhuzamos a H, ponton atmend, egyértelmt 0, ellipszis érintGjével.
Az 0Ey,, ellipszis atmegy az Eq, Ea, H pontokon, és az érintéi az F1, illetve

E> pontban t1, illetve t3, ezért egyenlete %3 —|— y* = 1 valamely a = a(H,) értékre.
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Ebbe az egyenletbe beirva a H, pont koordinétéit, azt kapjuk, hogy

cos? r2(p) cos?
1=r2 ( + sin? ), vagyis a® = ——1-— T 3.6
@2 ® gy T r2(p)sin’p (3.6)

Maésrészt az ellipszis érint§jének meredeksége az (x,y) pontban dy/dx =
—x/ya?, és ennek értéke a H, pontban

r(p)sinp +r(p)cosp dy —x  —cose
r(p)cosp —r(p)sing dr  ya?  aZsing’

Eszerint

2 2
(@)  (1—a?)sinpcosp (1- 71;(2?(250;1132) sin ¢ cos ¢

r(p)  a?sin®p+cosp % sin? ¢ + cos? ¢

= (1 —7%(p)) tge.

Minden olyan ¢ helyen, ahol r(¢) # 1, ebbdl azt kapjuk, hogy

() _
rD1-r2p) B

Ebbdl integréalassal adodik, hogy

1, [1=r2(p)|

B) nrz,,(‘ig’»:_ln|cos@|+co

valamely ¢y allanddval, amibél

(¢) = ———r
T =
4 V1t ecpcos?p

kovetkezik valamely c¢; konstansra. Ha ezt behelyettesitjiik a (3.6) Osszefiiggésbe,
akkor a?(1 4 ¢;) = 1 adédik, és igy a ugyanaz az allandé minden 0y, ellipszis
esetére, amelyek ezért egyetlen rogzitett OE ellipszissel egyeznek meg. Ez azt jelenti,
hogy OH egy részhalmaza a (14 c1) - 22 + y? = 1 egyenletii OE ellipszisnek.

Vegyiik azonban figyelembe, hogy OH tartalmaza az F3 = (1,0) pontot is,
kovetkezésképpen ¢; = 0, és igy OH az origd kozéppontu egységkor. Ez igazolja az
(ii) allitast. -

Megjegyezziik, hogy a [KKp] cikk tovabb ftizi ezen eredménynek az egymasba
irt hdromszogek perspektivitasara vonatkozo tartalmét.
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3.3. Ceva tipusu tétel ovalisba irt haromszégekre
A 3.4. Konfiguraci6 bévitésén fogunk dolgozni.

3.6. Konfiguracié. A 3.4. Konfiguraciot az alabbiakkal bévitjiik.

Legyen az X; pont a 0; = m nyilt szakaszon kozel az F; ponthoz minden
i = 1,2,3 esetén, ahol {j,k} = {1,2,3} \ {i}, és jelolje rendre az Fy X3, E3X; és
E1 X5 egyeneseket ¢4, 0 és (5.

AVy=0n0, Vo =05n1, és Va3 = 0] N L, metszéspontok altal alkotott nyilt
szakaszok legyenek o) = VaVs, o = V3Vy és o = V1 Vs

Vegyiik tovabba az X! = t; N#y, XL = to Ny, Xi = t3N /0 és az X]t =
OHN(H\{E3}), XJ = OHN (U5 \{E1}), X3t = OH N (¢} \ {E2}) metszéspontokat
is az érintskon, illetve a OH gorbén. Ezek a metszéspontok 1étrejonnek, amennyiben
az X, pontokat elegendGen kozel valasztjuk ki az E; (i = 1,2, 3) pontokhoz.

Végezetiil legyen az XoF1 Fo<t, X3FEoF3<t, X1 F3F1< szogek nagysaga rendre
&1, &2, &3, mig az X! By Fa<, X FsE3<, X E3E)< szogeké pedig rendre aq, as, as,

és az E3F1FEy<, E1FEyFE3<, EsFE3FEq< szogeké rendre (1, Bs, O3. A

3.7. Abra. Kibgvitett 3.4. Konfiguracié

3.7. Tétel. [KKh, Theorem 4.4] Tekintsiink egy 3.6-konfigurdcict. Minden i =1,2,3
esetén jeldlje B; a o; szakasz euklideszi felezépontjdt, és B a nyilt o) szakasz H-
felezdpontjdat. Az f1, fa, f3 eqyenesek akkor és csak akkor tartoznak egy nyaldbhoz,
ha az X1, Xo és X3 pontok vdlaszthatdk gy bdrmely €,5 > 0 esetén, hogy

|BI* — By| + |B} — By| + |B¥ — B3| < ¢,
| X1 — Eq| + | Xo — Es| + | X3 — E3] < 6.
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Bizonyitas. Mivel dy (V;, Bf*) = dy(B]*, Vi), ahol {i, j, k} = {1,2,3}, a (2.2) Sssze-
fiiggésbol (E;, X} Vi, BR) = (Ej, X[t BI*, V) kovetkezik, igy

1= =
(B XL V(B XL V) (B — Vil — Vi 1
(Ej, X Bl | XE = VRllXE = Vil (B, X5 BE)>

Ett6l kezdve feltételezziik, hogy & — 0 mindegyik i = 1,2, 3 értékre. Ekkor X[t —
Ey, az EjX;{ szakasz affin felez6pontja a B; ponthoz konvergl, és ezért B — B,

akkor és csak akkor, ha (Ej, X} BH) — 1. Mivel igaz, hogy l'ﬁ%;ivvk_‘l —1,a (3.7)
k J

Osszefiiggés szerint teljesiil a
|E; — Vil

Ej, X5 Bl ~
(ja k> z) |X}z{_Vk|

aszimptotikus egyenlGség, amely az el6z6 kévetkeztetés szerint azt jelenti, hogy
B} — B; akkor és csak akkor, ha |E; — V;| ~ | X}t — V4. (3.8)
A szinusztétel felhasznalasaval kapjuk a kdvetkez6 aszimptotikus egyenléségeket:

(X[ — Vil
|E; — Vil
_ XL - Bl - Vi — By - X - X
|E; — Ej|sin&;/sin(8; — & + &)
Sm(li%o% sin(Br + ax) — % sin(B — &) — | X} — X}
sin(B; —&;+&:)

sin(8; — & + &) |Ej — Ex|

sin fi

sin &; |Ei — Ej
y ( sin(B +ax)  sin(Br —&) X - X;i‘)
Sin(ﬂk + o + f]) Sin(ﬁk — & + 5]) |Ej - Ekl

_sin(B — & + &) loil

sin&; lok|
" ( tg(Br + ax) B tg(Be — k) X - Xﬁ\)
sing; + cos; tg(Br + ar)  sing; + cosé;tg(Br — &) |Ej — Ex|
_osin(B =& + &) loil
B sin &; lo|
( sin§; (tg(Bk + ax) — t8(Bk — k) X *X/tc|>
(sing; + cos&; tg(Be + o)) (sing; + cos & tg(Be — &) |Ej — Bl
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Sil’lfj |0'Z"

sin&; |og|
y ( sin(B; — &5 + &) (ta(Br + ax) — t8(Be — &k))
(sing; + cos&; tg(Br + ar))(sin&; + cos&; tg(Br — &)
sin(By — & + &)X - X}i|>

|Ej — Ek‘ sinfj
_ sing; |oi sin B, (tg(Bk + k) —tg f) _ sing; |oi|  sinf;sinay
sin&; |oy| tg(Br + o) tg B sin; |ox| sin(Bg + ) sin By,

Ha ezt behelyettesitjiik a (3.8) Osszefiiggésbe, a kiovetezs feltételekhez jutunk:

sin &; |1 sin 35 sin a3
sin &9 - @ sin(B3 + a3) sin B3’
sin€s  |oa|  sinfssinag
siné; |o1] sin(By + o) sin By’
sin €3 |os| sin (31 sin

sin &; ~ @ sin(B2 + ) sin By

Bt - B, —

B} - B, «—

Bt —» By «—

Minthogy vélaszthatunk tgy egyébként tetszéleges & — 0, & — 0 és &3 — 0
szogeket, hogy ezen aszimptotikus egyenlGségek koziil az els6 kettd teljesiiljon, és
ekkor a harmadik teljesiilése pontosan a szorzatuktol szorzatuktol fiigg. Ilyen szdgek
&1,&9, &3 eszerint akkor és csak akkor valaszthatok, ha

sin o sin g sin ag = sin(By + o) sin(B2 + ag) sin(fs + a3). (3.9)

Jelolje az f1lo<t, fols<t, f3l1 <t szgek nagysagat rendre 1, g, V3, és a f1ls<t, fol1<,
f3lo<t szogekét rendre ¢, ¢o, ¢3. Nyilvan ¢; + ¢; = 5; minden i = 1, 2,3 szamra
(lasd a 3.8. Abrat).

3.8. Abra. Konstrukci6 a felez6pontokkal
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Vegyiik észre, hogy

—sinay /sin(By + aq)

—1 = (l3,0a;t1, f1) =

sin ¢ / sin 1y
—sinas/sin(Bs + o
—1 = (41,45;ta, f2) = Sinzq/52/s§n2¢2 :
—sinag/sin(f3 + «
—1 = (b, 0153, f3) = Singq/sg/sgnibs :

igy a (3.9) egyenlGség ekvivalens az

__ sin ¢ sin ¢z sin @3
" sine)y sin s sin ¥
egyenlséggel. Legyen F; := f; N o; minden ¢ = 1,2, 3 szamra. Ekkor a szinusztétel

alapjan kapjuk, hogy

|o1] sin ¢o
|os| sin ¢y

|03| sin ¢
|oa| singy’

|02| sin @3

Ei, By F,
( 1, L2235 3) |01|S1n1/13

(Es, E3; Fy) =

s (E3, By Fy) =

A Ceva-tétel szerint ezeknek az aranyoknak a szorzata akkor és csak akkor egyenld 1-
gyel, ha az f1, fo és f3 egyenesek egy nyalabhoz tartoznak. Ez bizonyitja a tételt.
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4. A hiperbolikus geometria karakterizacioi a
Hilbert-geometriak kozott

4.1. Karakterizacié Ceva- és Menelaosz-tulajdonsaggal

Hilbert-geometridkban altaldban egyik tétel sem érvényes, s6t egy ezeknél sokkal
gyengébb feltétel is karakterizalja a hiperbolikus geometriat.

4.1. Teétel. ([KKc, Theorem 3.1]) Egy Hilbert-geometrigban akkor és csak ak-
kor létezik minden ABCA trigonhoz olyan (C',A’,B’) Ceva-triplet, hogy az
(A, B;C"),(B,C; A", (C, A; B')) szdmhdrmas Ceva tipusi, ha ez a geometria hi-
perbolikus.

Bizonyitas. Vizsgaljuk a (H,dy) Hilbert-geometriat! Ha H egy ellipszoid, akkor a
2.15. Tétel szerint teljesiil a Ceva tétel, ezért elég a forditott allitast igazolni.

Tekintettel a 2.7. Lemmaéra elegendd a sikban dolgoznunk.

Indirekt médon bizonyitunk. Tételezziik fel, hogy OH nem ellipszis, de minden
haromszogben igaz Ceva tétele.

Ekkor a 2.9. Lemma szerint van egy olyan £ D H ellipszis, hogy a 9 N OH
halmaznak létezik legalabb hat kiilonb6z6 P; (i = 1,. .., 6) pontja, és E\H tartalmaz
bels§ pontot. Valasszunk ebbdl egy Py € £ \ ‘H pontot Ggy, hogy ennek egy U
kornyezete is a £ \ H halmaz része legyen.

A PyP; (i =1,2,3,4,5) egyenesek nyilvanvaldéan paronként kiilonbozsk, igy
koziiliik pontosan egy olyan van, amely gy valasztja el a rd nem es6 maradék négy
pontot, hogy pontosan ketts-ketts esik a két kiilonbozé oldaléra. Tegyiik fel, hogy
az indexek valasztasaval ez a szeparédld egyenes PyPs, a Py és P, pontok vannak az
egyik, a Py és Ps pontok a masik oldalan; tovabba a P, P, szakasz az P, Ps szakaszt
egy A € £NH pontban metszi. Ha A € PyPs, akkor mozditsuk el a Py pontot
egy kicsit gy, hogy maradjon az U kérnyezetben, de a PyP;3 egyenes szeparalja
egymastol a Py P, és PyPs szakaszt. Igy mar A ¢ PyPs (lasd 4.1. Abra jobb oldalan).

4.1. Abra. Ceva-konfiguricié és egy haromszog az ellenpéldahoz
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Legyen B = PyP3 N\ P, Py, és C = PyP3 N P, Ps. Ekkor ABCA egy trigon.
Azonnal észrevehetjiik, hogy a nyilt P Py és P Ps szakaszok egyszerre egyenesei
a (H,dy) Hilbert-geometridnak, valamint az (£,dg) hiperbolikus geometrianak,

ugyanis végpontjaik az egyes geometridkat meghatarozé mindkét konvex halmaznak
a hataran vannak (metszéspontok).

Tovabba a nyilt PsE = H N P3Py szakasz az (€, dg) hiperbolikus geometrianak
egyenese, mig a PsH = H N P3Py nyilt szakasz a (H,dy) Hilbert-geometrianak

egyenese, és raadasul az is teljesiil, hogy PsH C PsE.
A tétel feltétele szerint létezik az ABC/A haromszognek egy olyan (C', A’, B')
Ceva-tripletje, amelyre

az ((A, B; Oy, (B,C; AV, (C, A; B')4) szamharmas Ceva tipust. (4.1)

A két geometria kozos egyenesei esetében a hiperbolikus osztéviszonyok meg-
egyeznek, mig a harmadik egyenespar esetében (B, C; A')y # (B,C; A')¢ a 3.1. Lem-
ma kovetkeztében. Igy a (4.1) Ssszefiiggés azt eredményezi, hogy

a ((A,B;C"Ye,(B,C; A')e, (C, A; B')¢) szamharmas nem Ceva tipust.

Ez viszont ellentmondésban van a 2.15. Hiperbolikus Ceva-tétellel, amely el-

lentmondéas mutatja a tétel igazsagat. -

4.2. Tétel. ([KKc, Theorem 3.2]) Egy (H,dy) Hilbert-geometridban akkor és csak
akkor létezik minden ABC/\ trigonhoz olyan (C', A’, B') Menelaosz-triplet, amely-
re az ((A,B;C"),(B,C; A", (C, A; B')) szdmhdrmas Menelaosz tipusi, ha (H, dy)
hiperbolikus.

Bizonyitas. Ha H egy ellipszoid, akkor a 2.14 tétel szerint Menelaosz tétele teljesiil.
Figyelemmel a 2.7. Lemmara, ezuttal is elegendd a sikban dolgoznunk, és erre
tekintettel a tovabbiakban H egy sfkbeli nyilt, szigortan konvex tartoményt jelol.
Feltéve, hogy minden tripletre teljesiilnek a tétel feltételei, és hogy H nem
ellipszis, ellentmondashoz fogunk jutni.

A 2.9. Lemma szerint van egy olyan & ellipszis, amely esetén a 0 N OH
halmaznak létezik legalabb hat kiilonb6z6 P; (i = 0,1,...,5) pontja, és £ \ H
tartalmaz egy belsé pontot.

Valasszunk egy Py € £ \ ‘H pontot ebbdl a nem iires halmazbol agy, hogy e
pontnak egy U kiornyezete is a £ \ H halmaz része legyen.

Hasonléan a Ceva-karakterizacié bizonyitasihoz (lasd a 4.2. Abrat), most is
talalhatunk olyan P; (1 =0,1,...,6) pontokat, hogy

(i) a PByP; (i =1,...,5) egyenesek paronként kiilonbozok;
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(ii) a PyPs; egyenes elvalasztja a Py Py és a Py Ps szakaszt;
(iii) az A = PyPy N Py P5 pont a £ N H metszetben van;
(iv) az A pont nincsen az PyP; egyenesen.

4.2. Abra. Menelaosz-konfiguracioé és egy haromszog az ellenpéldédhoz

Az elvalasztasok miatt létrejonnek a B = PyPs N PP, és C = PyP3 N Py Ps
metszéspontok, és e pontokkal az ABC'A egy trigon.

A konvex H és £ tartoméanyok hatardnak metszéspontjait Gsszekots szaka-
szok egyenesei a H-val adott Hilbert-geometrianak és az £-vel adott hiperbolikus
geometridnak is. Ilyen k6z0s egyenesek a nyilt P Py és P, P5 szakaszok.

Megéllapithatjuk tovabba, hogy a nyilt PsE = H N P3P, szakasz az (€,dg)
hiperbolikus geometrianak egyenese, mig a H N P3Py = PsH C P3E nyilt szakasz
a (H,d) Hilbert-geometrianak egyenese.

A tétel feltétele szerint létezik az ABCA trigonnak egy olyan (C’, A’, B')
Menelaosz-tripletje, amelyre az ((A, B; C')4, (B, C; A") 4, (C, A; B')3;) szamharmas
Menelaosz tipust.

A két geometria kozos egyenesei esetében a hiperbolikus osztéviszonyok
megegyeznek, mig a harmadik egyenespar esetében a 3.1. Lemma kévetkeztében
(B,C; ANy # (B, C; Al)e, igy

<A7 B7 C/>H<Ca Aa B/>'H<B7 Ca A/>H # <A7 B7 C/>£<C’ Aa B/>5<Ba Ca A/>€ = -1

Ez ellentmondas, hiszen a bal oldali szimok Menelaosz tipustuak. -

Erdemes megjegyezni, hogy hasonlo probléma a Minkowski-geometridkban fel
sem vetddik, hiszen a pontok metrikus osztoviszonya megegyezik az affin osztovi-
szonnyal, és ezért a Ceva-tétel és a Menelaosz-tétel pontosan ugyanigy teljesiil, mint
az affin geometriaban.
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4.2. Karakterizacié biszektoralis centrummal

Az euklideszi geometridban érvényes tétel szerint az oldalfelezd merdlegesek egy pont-
ra, a koriilirt kor kozéppontjara illeszkednek. Ugyanez a hiperbolikus geometriaban
csak annyiban igaz, hogy az oldalfelezd merglegesek nyalabot alkotnak (2.16. Tétel).

Felvet6dik a kérdés, hogy a Hilbert-geometriaban milyen feltétellel teljesiil
egy ilyen allitas, és ha teljesiil, akkor mit mondhatunk a geometriarol? A valaszt a
‘H-merdlegességre adjuk meg.

4.3. Tétel. ([KKh, Theorem 5.1]) Egy Hilbert-geometrigban akkor és csak akkor
létezik minden hdromszognek biszektordlis centruma, ha a geometria hiperbolikus.

4.3. Abra. Trigon oldalfelezé H-mer6legesei Hilbert-geometridban
Bizonyitas. Vizsgaljuk a (H,dy) Hilbert-geometriat! Ha H egy ellipszoid, akkor
a 2.16. Tétel szerint teljesiil a Ceva tétel, ezért elég a forditott allitast igazolni. A
2.7. Lemmara tekintettel elegendd a sikban dogoznunk.

Indirekt bizonyitast végezve tegyiik fel, hogy H nem ellipszis.

A 2.10. Lemma (1) része szerint van egy minimalis teriilett & ellipszis a H koré
irva, a JH N OE-ban 1évE legalabb harom kiilonb6z6 Ey, Fo, F3 érintkezési ponttal
azzal a tulajdonsaggal, hogy a zart F1FoFE3/\ trigon tartalmazza az origot.

Tekintstik a 2.10. Lemma (4) részében leirt konfiguraciot.

M;j /

By M E,

Es | M

4.4, Abra. A w projektivitas hatésa, ha az O € EoFs
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Valasszunk egy S’ sikot ugy, hogy az £ = S NS’ egyenes messe a to és t3
érinté egyeneseket, tovabba az S’ egyik X féltere tartalmazza az My, M3 pontokat
és az & ellipszist. Valasszunk most egy P pontot S’ U S-en kiviil a ¥ féltérben.
Legyen w az S siknak az S’ sikba val6 perspektiv vetitése a P pontbol. Ez a @
vetités a 2.10. Lemma (4) részében leirt S sikbeli konfiguraciot az S’ siknak egy a
2.10. Lemma (3) részében leirt konfiguraciojaba viszi (lasd a 4.4. Abrat).

Eszerint, mivel a tétel allitasa projektiv jellegi, feltételezhets, hogy olyan
konfiguracioval allunk szemben, amelyet a 2.10. Lemma (3) része ir le. B6vitsiik ezt
a konfiguraciot egy 3.6. Konfiguraciora (lasd a 4.5. Abrat) ugy, hogy

EZ|X1—E1|—|—|X2—E2‘+|X3—E3|. (42)

MF

4.5. Abra. Biszektoralis kozéppontok konstrukcidja H és € esetén

A 2.10. Lemma (5) része szerint az M;B; (i = 1,2,3) egyenesek talalkoznak
az &£ ellipszis O centruméaban, amely az F; F;E3/\ belsejében van, és ezért az £
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ellipszis O kozéppontja a V3 VoV3A trigonnak is a belsejében van, amennyiben az €
érték elegendGen kicsi, amit mostantol fogva fel is tesziink.

A 3.1. Lemmanak megfelelGen az ¢, ¢}, 5 egyenesek rendre az itt megadott
sorrendben tartalmazzak az alabbi pontokat (lasd a 4.5. Abrat):

Ey = Vo < Bt < B <V3 < X3 < X} < X¥,
Es < V3 < B} <BS <V; < X; < X]t < X{, (4.3)
Ey <Vi < B <Bf <Vy < Xy < X3t < X§.

Vegyiik a H, illetve € tartoméanyok t7¢, illetve t¢ érinté egyeneseit azok X¢,

illetve X7t pontjainal minden i € {1,2, 3} értékre.

Legyen M]t =t} Nty, MJt =]t Nt3, és MJt = 3t Nty, tovabba Mf = t§ Nty
M§ =15 Nt3, és M§ = t§ Nty (lasd a 4.5. Abrat).

A 3.2. Lemma szerint a t1, o, t3 érint6k rendre az itt megadott sorrendben
tartalmazzak az

My < Ey < M3 < M{ < M}, Ms < Ey < My < ME < M},

4.4
M, < E3 < My < M$ < M} (44)

pontokat (lasd a 4.5. Abrat).

Figyelembe véve, hogy a V1 VoV3A trigon az Int H N Int £ metszetben van, ha
e — 0, akkor e haromszog tart az E1 EsFE3/\ trigonhoz euklideszi értelemben, igy a
3.2. Lemma azt eredményezi, hogy

Mt — M;, és Mf — M; minden i € {1,2,3} értékre. (4.5)
Maésrészt a 3.5. és a 3.7. Tétel azt eredményezi, hogy
Bf = B;, ¢ BY = B; mindenic {1,2,3} értékre, (4.6)

amint € — 0.

A (4.5) és (4.6) megallapitasok szerint a V3 VoV3A trigon C hiperbolikus bi-
szektorélis centruma konvergél az £ ellipszis O centruméhoz, amint € — 0, és ezért a
C biszektoralis centrum a V3 VoV3A trigon belsejében van, ha e elegendGen kicsiny.

Tegyiik fel, hogy a V1 VoV3 A trigonnak szintén van egy H-biszektoralis kozép-
pontja (a H geometridban), legyen ez C’'. A (4.5) és a (4.6) Osszefiiggések szerint
a H-biszektoralis C’ kozéppont a & ellipszis O kozéppontjahoz is konvergal, amint
e — 0, ezért V1VoV3 /A trigon belsejében van, ha € elegendGen kicsiny.

Tekintettel a (4.3) és (4.4) Osszefiiggésekre, a MBIt és M{ B szakaszoknak
minden i € {1,2, 3} értékre van egy kozos pontja, amely az ¢ egyenesnek ugyanazon

az oldalan van, mint az M;.
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Ebbél kovetkezik, hogy C” az Mf Bf egyeneseknek a bal oldali nyilt félsikjaban
van (ahol az egyeneseket ME-t6l BY felé iranyitjuk) minden i € {1,2,3} értékre.
Ez ellentmond annak a ténynek, hogy e harom félsik metszete tires, ezért a C’

létezésére vonatkozo feltevés nem tarthato, és igy a tételt bizonyitottuk. -

4.3. Karakterizacié ortocentrummal

Az euklideszi geometridban érvényes tétel szerint a haromszégek magassagvona-
lai egy pontra, a magassagpontra illeszkednek. A hiperbolikus geometridban ez-
zel szemben csak annyit allithatunk, hogy a magassidgvonalak nyaldbot alkotnak
(2.17. Tétel).

Itt is felvetédik a kérdés, hogy ez milyen Hilbert-geometridkban teljesiil? A
véalaszt most is a H-merslegességre adjuk meg.

4.4. Tétel. ([KKh, Theorem 5.2|) Ha egy Hilbert-geometrigban minden trigonnak
van ortocentruma, akkor az hiperbolikus geometria.

/Vi

Vi

4.6. Abra. Trigon magassagvonalainak egyenesei Hilbert-geometriaban

Bizonyitas. Mivel trigonok oldalaira merdleges egyenesek illeszkedésérsl van szo
most is, akar az oldalfelez6 merdlegesek esetében, a 4.3. Tétel bizonyitéasanak 1épéseit
kovethetjiik, csak ezittal a felezGpontokra vonatkozo megfontoléasok nélkiil.

A bizonyitast most is elegendd a sikban elvégezni, ahol most is tekintjiik a
(H,dy) tartomanya koré irt minimalis £ ellipszist. Ezutan vessziik az E; érintési
pontok (i = 1,2, 3) haromszogét, oldalain a cstcsokhoz kozeli X, Xo, X3 pontokkal,
majd az altaluk meghatarozott V3 VoV3 A trigont az érintési pontok haromszdgének
belsejében. Tovabba tekintjiikk e haromszog oldalegyeneseinek a OH és OE hatéar-
gorbékkel vett X7¢, illetve X¢ metszéspontjaiban vett t7¢, illetve t{ érint6knek a

kozos érintokkel vett M illetve ME metszéspontjait (lasd a 4.7. Abrat) minden
1 =1,2,3 értékre.
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4.7. Abra. Haromszog, melynek magassagai belsé pontokban talalkoznak

A (4.5) Osszefiiggésnek megfelelGen a Vi Vo V3 A trigon V;ME (i = 1,2,3) hiper-
bolikus magassagvonalainak A metszéspontja konvergal az & ellipszis O kézéppont-
jahoz, amint ¢ — 0, ahol ¢ ezittal is a (4.2) altal adott. Igy az A pont az V1 VaV3A
trigon belsejében van, ha € elegendgen kicsiny.

Tegyiik fel, hogy a Vi1VaV3A trigon V; M (i = 1,2,3) magassigvonalai is
metszik egymast egy kozos A’ pontban.

A (4.5) szerint az A’ pont szintén konvergal az & ellipszis O centruméhoz. Igy
ez a pont a V1 Vo V3 /A trigon belsejében van, ha e elegendGen kicsiny.

A (4.4) bsszefiiggéseket figyelembe véve V; = V;MM* N V;M{ minden i €
{1,2,3} értékre, és ezért A’ a bal nyilt félsikjaban van mindegyik iranyitott V; M¢
egyenesnek, amelyeken V; < M¢ minden i € {1,2,3} értékre.
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Ez viszont ellentmond annak a ténynek, hogy ezeknek a félsikoknak a metszete
iires. Ezért az A’ létezésére vonatkozo feltevést el kell vetniink. Vagyis amennyiben
‘H nem egyezik meg az & ellipszissel, akkor van olyan trigon, amelynek nincsen
ortocentruma, ellentétben a tétel feltételével. Igy a geometria valoban hiperbolikus.

Jegyezziik meg, hogy a H-mer6legesség helyett a Birkhoff-merdlegességet
(2.20. Definicié) hasznalva nem jutottunk eredményre, és az irodalomban sem talal-
tunk akar csak hasonlé eredményt sem.
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5. Az euklideszi geometria karakterizaciéi a
Minkowski-geometriak ko6zott

A Hilbert-geometridknal mar megvizsgalt Ceva- és Menelaosz-tulajdonsag minden
Minkowski-geometriaban teljesiil, hiszen a metrikus és affin osztoviszony megegyezik.
Ellenben haromszogekkel kapcsolatos olyan nevezetes konfiguraciok, illetve pontok,
amelyek a merd&legességgel kapcsolatosak, mar karakterisztikusak.

Mind a biszektoralis centrum, mind az ortocentrum esetében bebizonyitjuk,
hogy a korabban bevezetett bal-, illetve jobb-merslegesség esetén létezésiik karakte-
rizalja az euklideszi geometriat a Minkowski-geometriak k6z6tt. Mig Hilbert-esetben
a Birkhoff-merd&legességre nem tudtunk karakterizalast igazolni, addig Minkowski-
geometridban a 2.12. Definici6 szerinti bal-mersSlegesség, illetve annak inverzeként
bevezetett jobb-merdlegesség fogalmat alkalmazva is bebizonyithatjuk a karakteri-
zaciot [Km].

Az indikatrix Z hatargorbéjérsl feltessziik a kétszeres differencialhatdsagot.

5.1. Karakterizacié jobb-biszektoralis és jobb-ortocentrummal

El6szor a jobb-merdleges oldalfelezd egyenesek, majd a jobb-merdleges magassag-
vonalak egyeneseinek konkurenciajat vizsgaljuk meg.

A biszektoralis centrum kérdésével kezdjiik. A 2.12. Definicié utan tett megélla-
pitasunk szerint egy trigon harom (akér bal-, akar jobb-) oldalfelez8 merdlegese koziil
barmely ketté metszi egymast. A vizsgalatnak tehat a paronkénti metszéspontok
megegyezésére kell vonatkoznia.

5.1. Tétel. (|[Km, Theorem 3.1|) Egy Minkowski-geometridban a jobb-merdleges
oldalfelezdk akkor és csak akkor konkurensek minden hdromszégre, ha a geometria
euklideszi.

Bizonyitas. Elegenddség. Euklideszi geometridban a jobb-merdleges oldalfelezs egye-
nesek a kozonséges oldalfelez6 merdGlegesek, ezért egy ponton mennek at.

Sziikségesség. Mivel a késGbbiekben hivatkozni fogunk ennek a bizonyitasnak
egyes részleteire, a {6 lépéseket megszamozzuk.

(A1l.LEPES) A 2.7. Lemmara tekintettel elegends azt megmutatni, hogy az
indikatrix hataranak minden, az origon atmend kétdimenzios sikkal vald metszete
egy ellipszis.

Tekintsiink egy O origon atmend sikot, és legyen Z’ ennek metszete az indikatrix
hataraval. Tekintsiik tovabba az Z' minimalis teriiletd koriilirt £ John-Lowner-
ellipszisét. Indirekt bizonyitast végziink. Feltéve, hogy Z' # &, ellentmondésra
akarunk jutni.

42

PhD-értekezés (© Kozma Jozsef (2018. januar 10.)


http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kozma/

GEOMETRIAK KARAKTERIZALASA PROJEKTIV-METRIKUS TEREKBEN

Tekintsiik a siknak egy olyan affinitdsat, amely az O origét fixen hagyja, és az
& ellipszist egy O kozépponti C korbe viszi, a Z'-t pedig egy Z gorbébe, amely szim-
metrikus az origora, és a korbe van beleirva. Minthogy minden affinitds megtartja
a pontok és az egyenesek illeszkedését, megtartja az egyenesek jobb-merélegességét
is. Erre tekintettel elegendd egy kozéppontosan szimmetrikus Z gorbével és koriilirt,
Z-vel koncentrikus C korével foglalkoznunk.

Vegyiik észre, hogy ezen feltételek mellett a kor egy érint&je akkor és csak akkor
jobb-merdéleges a kor egy masik érintjére, ha euklideszi értelemben merdlegesek,
ezért a tovabbiakban elhagyjuk az euklideszi jelz6t.

(A2.LEPES) A 2.10. Lemmanak megfelelGen létezik harom kiilénb6z6 pont az
ZNC halmazban. A kbézéppontos szimmetriara tekintettel a két gérbe metszéspontjai
az O-ra szimmetrikus parokban fordulnak els, ezért van legalabb négy kéz6s pontunk.
Két esetet kell vizsgalnunk aszerint, hogy az Z N C halmaz pontjainak szama (1)
5-nél nem kevesebb, illetve (2) négy.

1. Eset Az T és az £ gorbéknek van legalabb 6t k6z6s pontja.

(A3.LEPES) A szimmetrikus gorbék kozos pontjai atellenes parokat alkotnak,
ezért kivalaszthatunk E; (i = 1,...,5) pontokat tugy, hogy (E1, Es) és (Es, E4)
atellenes pontok legyenek. A k6zos érintéket ezekben a pontok jeldlje rendre ;.

Ekkor a t3 és t5 érinté metszi a t; és to érintéket, tovabba vagy ts3, vagy ts
nem merdleges rajuk. Ha sziikséges, cseréljiik fel az indexeket ugy, hogy t3 és to ne
legyen merdleges, igy feltételezhetjiik, hogy van négy E; < E4 < Fo < E3 pontunk
sorban a C koriiljarasa szerint gy, hogy t1 || t2, és t3 nem jobb-mersleges a to-re.

(A4.LEPES) A két kiilonbozd gérbe kozéppontos szimmetridjanak kovetkez-
ményeképpen a C(E1Ey) = Z(E1E,) és a C(EqE2) = I(E4E>) egyenlSség nem
allhatnak fenn egyidejileg, kiilonben C = 7 kovetkezne. Igy az altalanossag megszo-
ritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy C(E1E,) # Z(E1Ey). M

(A5. LEPES) A t9 és t3 érint6k nem parhuzamosok, mert Fs és E3 nem
atellenes pontok, az C(E1E4) nyilt iv minden érintje pedig metszi a to és t3 érintét
is. A 3.3. Lemma az C(E1E,) és Z(E1E,) ivre azt adja, hogy lennie kell olyan
P¢ € C(E\Ey) ¢s PE € I(E, Ey4) pontoknak, amelyekre

(i) OPf ff OPF;
(ii) ezekben a pontokban a t§, illetve tI érinték parhuzamosak.
Tovabba az is igaz, hogy
(iii) t§ és t¥ metszi mind a to, mind a t3 érintét; és
(iv) OPE, illetve OPE nem meréleges a t3, to egyikére sem,
ha ugyanis nem igy lenne, akkor egy Pf-hez elég kozeli pont vélaszthato PS helyett.

UHa C(E1E4) # I(E1 E4), akkor felcserélhetjiik az 1 és 2 indexeket anélkiil, hogy megsziintetnénk
a t3 és to nem merdleges viszonyéat.
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(A6. LEPES) Legyen My = to Nt3, MS = t§ Nty, M§ = t§ Nty, M =
tF Nts, ME = tF Nty, és jeldlje az My MEMZEA trigon oldalainak felezSpontjait
Bf B BL; az MyMSMSA trigon oldalainak felez6pontjait BS, BS, illetve BS
(lasd az 5.1. Abrat).

5.1. Abra. Jobb-meréleges oldalfelezék, ha S€ # PF

Az My M§MS A trigon euklideszi oldalfelezé merdlegeseinek van egy kozds
S¢ pontja. Ez kiilonbozik Bf—tfﬂ, minthogy a trigon nem derékszégli hdromszog.
Tovabba az is igaz, hogy B¢ SC || E;O az i = 2,3 indexekre, és B$SC || PEO.

A feltevés szerint az My MEMZENA trigon B illetve BZ felezépontokon atme-
né jobb-mersleges oldalfelezsinek metszéspontja ST, az My MZ MEA trigon jobb-
biszektoralis centruma. Az M; M§MS A és My MZEMZE /A haromszdgek kézépponto-
san hasonléak az M; pontra vonatkozoan, mivel t§ || t¥. Ez a y hasonlosag a BS
pontot a B pontba viszi (i = 1,2, 3), ezért a BE SC egyeneseket a veliik parhuzamos,
a B} pontokon atmend egyenesekbe viszi (i = 2,3). Igy x az S€ metszéspontot
az ST metszéspontba viszi, ahol S¢ kiilonbézik B pontoktol. Kévetkezésképpen
azt kaptuk, hogy PCO || BYS¢ || BfST. A BT felez6ponton d&tmend jobb-meréleges
felez6 egyenesnek 4t kell mennie az S7 ponton, amely metszéspontja a masik két
jobb-merdleges oldalfelezé egyenesnek, és igy egyrészt parhuzamos a PO egyenes-
sel, masrészt parhuzamos a PLO egyenessel a jobb-merélegesség definicioja szerint.
Ez az ellentmondas igazolja a Tételt ebben az esetben.

2. Eset. Az T és C gorbéknek pontosan négy kézos pontja van.

(A7.LEPES) Ugy szamozhatjuk meg a kozos pontokat, hogy a C egy koriilja-
rasadban a sorrendjiikk Fy < Ey < Ey < E3 legyen.
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Ha OFE; nem merdleges OFEs-ra, akkor az e pontbeli érintékre ¢; || to, és t3
nem jobb-mer6leges a ty érintére.

Tovabba a kovetkez6 nyilt iveknek nincsen kozos pontja, vagyis C(F1E4) N
I(FE1Ey) =0, és C(E4Ey) NZ(E Es) = 0.

Igy visszaléphetiink az A4.1épés végéhez, folytathatjuk az A5. lépéssel, és a
bizonyités teljessé tételéhez befejezhetjiik a A 6. 1épéssel.

(A8. LEPES) Ha OF5 merdleges OFj3-ra, akkor kozos atellenes pontokbol
allo két parral van dolgunk, melyekre teljesiil, hogy Fy < E; < E3 < FE3 a C egy
koriiljarasaban, és hogy a megfelel6 pontbeli t3 érinté merdleges a to érintére.

Ha alkalmazzuk a 3.3. Lemmat az C(E3E;) és Z(E3FE;) nyilt ivekre, akkor
talalhatunk olyan PBC , PI pontokat az O-val egy egyenesen, amelyekben a C, illetve
T gorbéhez huzott t§, illetve tZ érinté parhuzamos. Az is teljesiil, hogy ezek az
érint6k nem parhuzamosak a to érintével. Jeldlje as az <(E3OPY) szdget.

(A9.LEPES) Alkalmazhatjuk a 3.2. Lemmat az C(E4E;) és Z(E4E) ivekre,
hogy talaljunk olyan P¢, illetve P{ pontokat a megfelels iveken az E; ponthoz
tetsz6legesen kozel tgy, hogy

() OPE || OPY,
(i) a C, illetve Z gorbe t§, illetve tT érintGje e pontokban nem parhuzamos,
(iii) t§ NtF kozel van az E, ponthoz, mégpedig az OPf egyenesnek ugyanazon az
oldalan, mint ahol az F4 pont van.
A P pontot valaszthatjuk az E4 ponthoz olyan kézel, hogy a <(PEOE,) sz6g o
nagysaga kisebb, mint min(as, 7/2 — as).

(A10.LEPES) A t§ metszi a t érint6t egy M pontban, mivel £4 is metszi, és a
t¢€ &s t, érint6 iranya is kozel van egymashoz. A tF hasonlé okbol metszi a to érintét
egy MZ pontban, a <IP1‘:M§E2 és <P MZ Ey szdgek pedig egyardnt hegyesszogek.

M
o—
b oyr

ME Mg B> BI

5.2. Abra. A 2. eset: ha a t3 és to érinték merdlegesek
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A tg metszi a ty érintét egy MY pontban, a t5 metszi a ty érintst egy MT
pontban, mivel 0 < as < /2, tovibbéa a <P MY Ey, <P ML E, sz6gek hegyesek,
és a <P§OPF szog tompa. Eszerint a t{ metszi a t§ érintét egy MS pontban, és a
<P§ M§ PE s26g hegyes. Mivel a t§ és t7 iranya csak egy kicsit kiilénbozik, t7 és tZ
metszi egymast egy MZ pontban (lasd az 5.2. Abrat).

Eszerint az MM MS /A és MEMZME N is 1étezik, és minden szdge hegyes.

(A11.LEPES) Jeldlje a trigon M csiicesal szemkozti oldalanak felezépontjat
B (i = 1,2,3). A Bf és B pontokon dtmené jobb-meréleges oldalfelezék egy-
beesnek az euklideszi oldalfelezé merdlegesekkel, és metszéspontjuk SZ. Ez a pont
az MEMZEIMZIN trigon euklideszi koriilirt kérének kézéppontja, és egyben jobb-
merdleges biszektorélis centrum is, amely kiilénbézik mindegyik BZ felezSponttol,
minthogy a haromszognek nincsen derékszoge. Igy BEST a harmadik euklideszi ol-
dalfelez8 meréleges, amely meréleges a t7 érintére. Ugyanakkor a BZ ST egyenesnek
a harmadik jobb-mersleges oldalfelezének kell lennie, amely parhuzamos a PZO
egyenessel, és kovetkezésképpen meréleges a t§ érintére. De a t7 és t§ érinték nem
parhuzamosak, ami ellentmondas, a bizonyitas pedig teljes.

5.2. Tétel. ([Km, Theorem 3.2]|) Egy Minkowski-geometria akkor és csak akkor
euklideszi, ha minden hdromszogre a jobb-merdleges magassdagvonalak konkurensek.

Bizonyitas. A sziikségesség vilagos, igy csak elegend@séget kell igazolnunk.
(B1.LEPES) Az 5.1. Tétel Al. és A2. lépései alapjan két eset van.
1. Eset. [CNZ| > 5. (Az 5.3. Abran a C N Z metszetnek csak négy pontja latszik.)

5.3. Abra. Magassigvonalak az elsé esetben
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(B2.LEPES) Pontosan gy, mint az 5.1. Tétel bizonyitasa soran, annak A3.—
A5. lépéseivel olyan konfiguraciohoz juthatunk, ahol a P € C és PL € Z pontbeli
érint6k parhuzamosak, ugyanakkor az OPE és OPf egyenesek nem péarhuzamosak,
amelyen az érint6k metszéspontjait ugyanigy jeloltiik, mint elézéleg.

(B3.LEPES) Az M1M§M3C A trigon jobb-merdleges magassiagvonalainak van
egy kozos SC pontja, minthogy a konfiguracié tulajdonsagai szerint azok egyben
euklideszi magassagvonalak is, tovabba MSSC || E;O az i = 2,3 indexekre, és
MESC || OPE.

Jeloljiik az My MIMZIA trigon MZ, illetve MZ csicsain atmend jobb-
magassagainak metszéspontjat ST-vel. Mivel az My M§MS /A és My MZIMZN tri-
gonok nyilvanvaloan kézéppontosan hasonléak az M; centrummal, az M, ST, S¢
pontok egy egyenesre esnek, és nyilvanvaléoan kiilonbozéek. Igy az M, ST parhu-
a harmadik jobb-magassag parhuzamos a PLO egyenessel. Ez egy ellentmondas,
amely igazolja a tételt ebben az els6 esetben.

2. Eset |CNZ| = 4.

(B4.LEPES) Az A7.1épéssel folytathatjuk, és lezarhatjuk a bizonyitast, amikor
FE5 és F5 nem merdlegesek.

(B5. LEPES) Mar csak azt az esetet kell tekinteni, amikor ¢35 merdleges (és
egyben jobb-mergleges is) a to érintére.

A C gérbén valasszuk a PE, illetve P§ pontokat az Fj, illetve E3 ponthoz
kozel tgy, hogy |<(E1OPF)| = |<(E3OFS)| = a teljesiiljon, és a szdgek azonos
modon iranyitottak. A C gérbéhez ezekben a pontokban hiizott érintsket jeldlje t§
(i =1,3), az OPE félegyeneseknek a T gorbén 1évé pontjat pedig PE (i = 1,3). Az
T gérbéhez ezen pontokon keresztiil hiizott érintdk jeldlése tZ (i = 1,3) (lasd az
5.4. Abrat).

%— 1

t1 P¢ 2

BN\

o PA\'P5
t? x I
E,

tt O By

e\ Z B\
o Tia ¥ : t3 ET

E%— t2 E2 : s

5.4. Abra. 2. eset: amikor Es | Fj
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Vilagos, hogy a t§, tg és to érint6k egy trigont hataroznak meg, mint ahogyan
att, tL és ty érintck az ML MEMZA trigon oldalegyenesei.

A 1§ és t; egyenesek &ltal bezart szog nyilvanvaléan o, ugyantgy, mint a t§
egyenes ¢és az OF; egyenesek szoge. A 3.2. Lemma kovetkezményeként megallapit-
hato, hogy a tT és t5 altal bezart as sz6g nagyobb, mint a; és hasonloképpen a tZ
és OE; kozotti ap nagyobb, mint a.

A jobb-merélegességnek megfelelsen az MEMZIMZI A trigon jobb-magassagai
rendre parhuzamosak az OPZ, OPZ, OF, egyenesekkel, igy az M7 csticson atmend
magassag az MZ csticson atmend magassagot a haromszogon kiviil metszi, mig az
Mgz csticson atmend magassag az MQI csticson atmend magassagot a haromszog
belsejében metszi. Ebbdl kovetkezik, hogy a hdrom magassidg nem mehet at egy

ponton. Ez bizonyitja a Tételt erre az utolsé estre. -

5.2. Karakterizacié bal-biszektoralis és bal-ortocentrummal

Elgszor a bal-mergleges oldalfelezd egyenesek, majd a bal-meréleges magassagvona-
lak konkurenciajat vizsgaljuk.

5.3. Tétel. ([Km, Theorem 4.1]) Egy Minkowski-geometria akkor és csak akkor
euklideszi, ha minden trigon bal-merdleges oldalfelezd egyenesei konkurensek.

Bizonyitas. Nyilvan elegends a sziikségességet igazolnunk.

(C1. LEPES) Megismételhetjiik az 5.1. Tétel A1l. lépését, és kapunk egy
kozéppontosan szimmetrikus, kétszeresen differencialhatd Z gorbét, valamint annak
koriilirt C korét, mely vele koncentrikus (ez a gérbe John-Lowner-ellipszise).

Most olyan trigont konstrualunk, amelynek harom oldalfelezé bal-merélegese
nem mehet 4t egy ponton. Ennek 1éte igazolja az allitast.

(C2. LEPES) A 2.10. Lemma szerint létezik legalabb harom pont a Z N C
halmazban. A 2.10. Lemma (2) része szerint pedig a kozos pontok koziil (legalabb)
egynek tetszslegesen kis kornyezetében a gorbék kiilonboznek. Mivel a kézds pontok
atellenes parokban fordulnak els, van négy kiillonb6z6 kézos F; pont agy, hogy

(1) E5 és E; atellenes pontok;
(2) E5 és E, atellenes pontok;
(3) Ej olyan, hogy hozza tetszélegesen kozel vannak olyan kiilénbézs PE € C és

PL € T pontok, amelyek az O-boél kiindul6é ugyanazon félegyenesen vannak,

és e pontokban az C gorbe t§, illetve a Z gorbe t7 érintGje metszik egymast a

PP PL egyenesnek azon az oldalan, ahol F; van (lasd a 3.2. Lemmat);

(4) a C gorbe egy koriiljarasiban a pontok sorrendje £y < PS < Ey < Ey < Es.
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Jelolje a gorbék kozos E; pontbeli kézos érintéit t; (i = 2,3). A kor 1§, to, illetve
t3 érint6je euklideszi értelemben meréleges az OPE, OE,, illetve OF3 egyenesre,
ezért koziiliik semelyik ketté sem parhuzamos. Mivel a t§ és t7 iranya kozel van
egymashoz, a P{ pontot megfelelGen kozelinek vélasztva az E; ponthoz, a t7 érints
metszi a to és t3 érintSket is (lasd az 5.5. Abra bal oldali részét). A bal-merdlegesség
definiciojanak megfeleléen a t egyenes bal-merdleges az OPE egyenesre.

Az O?l , O—EQ> és O—Eg> vektorok nyilvanvaldéan linearisan fiiggetlenek, igy
valaszthato tgy egy A;AsAs/A haromszdg, hogy AsAs || OPS, AsA; || OEs,
A1 Az || OF,, és az Ay, Ay, Az cstcsok koriiljarasa ugyanaz, mint az Fs, P¢, Fy
pontoké (lasd az 5.5. Abra jobb oldali részét).

As
Es t2 \ \

5.5. Abra. Bal-meréleges oldalfelezék, ha S€ # B .

1. eset. Az O—E2> és O—Eg vektorok nem meré6legesek.

(C3.LEPES) Jeldlje az A; As A3/ haromszdg A; A; oldalainak felez6pontjait
By, {i,j, k} = {1,2,3} (lasd az 5.5. Abra jobb oldali részét).

Vegyiink olyan By FC, By Iy, illetve B3 Fy egyeneseket, hogy By FE || t§, BoFy ||
to, illetve BsF3 || t5. Mivel ezek az egyenesek (euklideszi értelemben) merdlegesek a
trigonban a nekik megfelels oldalakra, van egy S¢ kozos pontjuk, amely az euklideszi
koriilirt kor kbzéppontja. Mivel az O FEs és O F5 egyenesek nem merdlegesek, az As Aq
és AsA; egyenesek szintén nem merdlegesek, igy S¢ # B.

Tekintsiik most a By FE || t7 egyenest. Ennek &t kell mennie a feltevés szerint
az A1 As Az trigon ST = ByF5 N B3 F3 bal-biszektoralis centruman. Mivel S¢ =
ByFyN B3 Fy, és S¢ # By, azt kapjuk, hogy B, FL = BlFlc. Azonban ez ellentmond
annak, hogy 7 Jf t§, ami bizonyitja a Tételt erre az esetre.
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2. eset. Az Fy és E3 vektorok merglegesek.

(C4.LEPES) Ha az Fy, E3 és Fs, E, pontparokon tul tovabbi 4tellenes pontpar
is van a C NZ halmazban, és Fg € (C(E1, F2) az egyik ilyen par pontja, akkor a 6
és 3 indexek felcserélésével egy olyan konfiguracidhoz juthatunk, amelyben t3 és to
nem merdlegesek, és ekkor a bizonyitas az A3.1épés szerint zarul.

(C5.LEPEs) Ha CNZ = {E, Es, E5, E, }, akkor az 5.1. Tétel bizonyitasdban
a méasodik eset B4.lépését kell kovetniink. Tekintsiik az 5.6. Abra konfiguraciojat,
amely egy megfelelen modositott valtozata az 5.4. Abra konfiguraciojanak.

GI
C
¢ D1 Gl: B3 /Al
1 tg tg '
---------- -\ e\ - - - - A
PEE, : 2 Y
P; P Fy
[e% i3 Fg <
tF s Py B, Y B2
D3 c FI
E4 o E3 1 F3 3
C z E t3 G% A3
) LGS
G2 t2 E2 :

5.6. Abra. Bal-merdleges oldalfelezsk, ha s¢ = B;

Tekintsiik a D; = t$ Nt (i = 1,3) pontokat, és vezessiik be a D;GS és D;GF
(i =1,3) jeloléseket a D; pontokbdl kiindulo azon félegyenesekre a megfelels érint
egyeneseken, amelyek nem tartalmazzak az érintési pontot. Vilagos, hogy az iranyi-
tott <(GS D1GT) szogeknek az iranyitasa megfelel a C és T gorbék koriiljarasanak.

(C6 LEPES) Tekintsiik a ElFlc || ﬁng, EQFQ H EQGQ és EgFg || bgGg
félegyeneseket. Ezeknek a félegyeneseknek az egyenesei a derékszogi A; As Az ha-
romszog megfelels oldalainak oldalfelezd merdlegesei, ezért euklideszi tulajdonsaguk
szerint atmennek a haromszog koré irt kor Bs kozéppontjan.

A BiFf || D1G¥ és B3Ff || D3G% félegyenesek egyenesei bal-merdleges
oldalfelez6i az A1 As A3/\ trigon megfelel§ oldalainak, ezért a feltevés szerint egy
ponton mennek at, a trigon bal-biszektoralis centruman.

Figyelembe véve az iranyitott <(FE By FL) és <(F§ B3FT) szdgek iranyitasat,
azt taldljuk, hogy a By FL és B3FZI félegyenesek az BoFy egyenest a By pontjanak
ellentétes oldalain metszik. Igy a trigon harom bal-merdleges oldalfelezs egyenese
nem mehet at egy ponton. Ez az ellentmondéas bizonyitja a tételiinket ebben az

esetben, és ezzel a bizonyitas teljes. -
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A bal-merdleges magassagvonalak metszéspontjanak a vizsgélata van hatra.

5.4. Tétel. ([Km, Theorem 4.2]) Egy Minkowski-geometria akkor és csak akkor
euklideszi, ha minden trigon bal-merdleges magassdgvonalai konkurensek.

Bizonyitas. Elegenddség. Euklideszi geometridban a bal-merdlegesek egyben merd-
legesek euklideszi értelemben is, ezért a bal-magassagvonalak egyenesei a magassag-
vonalakéival egyeznek meg, s ezért konkurensek.

Sziikségesség. Feltessziik, hogy minden trigonban egy ponton mennek at a
bal-meréleges magassagvonalak.

(D1.LEPES) Megismételhetjiik az el6z6 bizonyitas C1—C3.1épéseit. Ekkor —
amint ott is — megkonstrualhatunk egy A; As A3/ trigont ugy, hogy A1 As | OFs,
ApAs || OPE, A3A; || OF; teljesiiljon, tovabba az A; Ay Az kériiljarasa ugyanaz,
mint az Es, P¢, F, pontokeé.

Két esetet kell megvizsgalnunk.

1. eset. Az OF5 és OFE3 egyenesek nem merdlegesek.

=\

Fy

<3

5.7. Abra. Bal-merélegesség és magassagok, amikor S€ # Ay

(D2. LEPES) Hasonlé megfontolasokat alkalmazunk, mint a C3. 1épés soran.

Vilasszuk az Ay FC, Ay Fy és A3 F3 egyeneseket tigy, hogy Ay FE || 1§, Ao Fy || ta,
és A3F3 || ts. Ezek euklideszi értelemben merdlegesek a trigon megfelels szemkozti
oldalara, igy atmennek annak euklideszi S¢ magassagpontjan.

Tekintsiik most az A FE || t¥ egyenest. Az A1 FL, AyF, és A3F3 egyenesek
az Ay As A3/ trigon bal-merdleges magassagvonalainak egyenesei, ezért a feltevés
szerint egy ponton mennek at: a trigon ST bal-ortocentruman.

Mivel t§ J ¢, teljesiil az, hogy A;F¢ # A;Ff. Am ez ellentmond annak,
hOgy SC = Ay Fy N A3F3 = SI7 mivel A; # SC S AlFlc n AlFlz = {Al} Ez az
ellentmondas igazolja az allitast az 1. esetben.
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2. eset. Az OF, és OF3 egyenesek merdlegesek (lasd az 5.8. Abrat).

e
Bk % & 7
t1 D, Gg : FZ !
_____ 3 G3 el 3 Ay .
ae £ : F¢ F
; PINA PIN IS
€ o A ;
1 . H
D3
tZ Ey 0] E3 1
T '
¢ { Lt \A3
2 E2 : M

5.8. Abra. Bal-merdlegesség és magassagok, amikor S¢ = As.

(D3.LEPES) A bizonyitast a korabbi C4—CS5. lépésekkel folytathatjuk, és a
C6. lépésnek a kovetkezdk szerint modositott valtozataval fejezhetjiik be.

Tekintsiik az ZlFlc || Eng, ZQF2 || to és 23F3C || bgGg félegyeneseket. Az
A;FE (i =1,3) és AyF; egyenesek az Ay Ay A3/\ derékszogt haromszog (euklideszi)
magassagvonalai, tehat 4tmennek a trigon A, ortocentruman.

Tekintsiik most az A FL || D1GT és A3FY || D3GZ félegyeneseket. Az A;F*
(i = 1,3) és AsFy egyenesek az A1 Ay Az/\ derékszogt haromszog bal-merdleges
magassagvonalainak egyenesei, igy a feltevés szerint at kell menniiik a trigon bal-
ortocentruman.

Ugyanakkor megvizsgalva az <(FC A FL) és <(F§ A3FY) iranyitott szogeket,
azt talaljuk, hogy az A; F¥ és A3F{ félegyenesek az Ao Fy egyeneset az Ao pontjanak
kiilénb&z6 oldalain metszik, tehat A; FE, Ay Fy és A3FY nem mehet at egy ponton.
Ez az ellentmondas igazolja a tételiinket ebben az utolso esetben.

A bizonyitas teljes.
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Jelolések

A B, C
l,m,n
AB
ABCA
a,b,c
AB

la

AB
AB

(4, B;0)
(A, B;C)q
<A’B;C>d
(A,B;C,D)
(a,b;c,d)
d, dz, dy
P*, R™, H”
D, H

oD, OH
mln
oV =
(M, d)

Bn

Snfl

pontok

egyenesek

a kiilonb6z6 A és B pontokon atmend egyenes
haromszog A, B, C csucsokkal

vektorok, valos n-esek

vektor az affin térben (A kezdds-, B végpontu reprezentanssal)

vektor normaja, hossza, abszolut értéke
A kezddSpontu, B-t tartalmazoé félegyenes
nyilt szakasz A és B végpontokkal

affin osztoviszony

metrikus osztoviszony a d metrikaval
hiperbolikus osztéviszony a d metrikaval
kettGsviszony

kett@sviszony (vektorokkal)

tavolsag (fliggvény)

n-dimenziés projektiv, affin, hiperbolikus tér
nyilt tartomény vagy test

a D és ‘H tartomany vagy test hatara
merdlegesség, m mer6leges n-re

terek transzformacioi

metrikus tér (M alaphalmaz, d metrika)
n-dimenzios egységgémb

n-dimenziés egységgomb feliilete
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Osszefoglal6

Az értekezésben két projektiv-metrikus geometria, a Hilbert-, illetve a Minkowski-
féle geometria tertiletén folytatott azon vizsgalatainkat mutatjuk be, melyek soran
geometriai konfiguraciokkal a hiperbolikus, illetve az euklideszi geometriat tudjuk
karakterizalni.

A Minkowski-geometridkat a matematikusok jelentss része normalt vektortér-
ként ismeri, és igen bdséges irodalom veszi szamba jellemzsit és tulajdonsagait [1].
A Hilbert-geometria kutatasa napjainkban egyre ajabb és valtozatosabb eredmé-
nyekkel zarkozik fel [36].

Ahogyan az euklideszié a Minkowski-, a hiperbolikus geometria kdzvetlen alta-
lanositasa a Hilbert-geometria, melyek megismerésében elsérendii feladat az eukli-
deszi, illetve hiperbolikus geometridban megszokott konfiguraciok tulajdonsagainak
vizsgélata.

A kutatas altalanos kiindulopontja ezért az a kérdés volt, hogy egyes — més
geometridkban alaposan jellemzett — konfiguracioknak a Minkowski- és a Hilbert-
geometriaban milyen tulajdonsagai vannak, illetve teljesiilésiik milyen tovabbi ko6-
vetkezményekkel jar? Ennek értelmében attekintjiik a vizsgalt geometriak alaptu-
lajdonsagait is, igy a Minkowski-geometriak mellett a hiperbolikus geometriat és a
Hilbert-geometridkat is ismertetjiik, majd a kovetkezs kérdéseket vizsgéljuk:

(1) Vajon az egyes konfigurdcicknak mely tulajdonsdgai maradnak meg az dltaldnos
esetben, és melyek azok, amelyek tovabb mdr nem jellemzik a konfigurdcict?
(2) Milyen kovetkezménnyel jar a geometria egészére, ha egy konfigurdcio valamely
tulajdonsdganak megmaraddsdt kéveteljik meg?
(3) Van-e olyan konfigurdcid és annak valamilyen tulajdonsdga, amely kizdrja az
dltaldnositds lehetdségét (vagyis a geometria euklideszi, illetve hiperbolikus)?
Mindegyik kérdés esetén érdekes annak felvetése is, hogy ha egy tulajdonsdg teljesti-
lését nem dltaldnossdgban, hanem csak eqy-két esetben irjuk eld, akkor az ugyanazt
az eredményt adja-e?

Az értekezés olyan vizsgalatainkrol ad képet, amelyek kivétel nélkiil a klasszikus
euklideszi, illetve hiperbolikus geometridk Minkowski-, illetve Hilbert-geometriak
kozti karakterizaciojahoz vezetnek.”

A haromszogekkel kapcsolatos olyan ismert konfiguraciokat vizsgalatunk, ame-
lyekre vonatkozodlag analog tételek teljesiilnek az euklideszi és a hiperbolikus geomet-
ridban is. Ilyenek a Ceva- és Menelaosz-tételek, amelyek automatikusan teljesiilnek
a Minkowski-geometridkban, és a hiperbolikus osztéviszonnyal a hiperbolikus sikon

* Az értekezésben szerepls fogalmakra, allitasokra az egyszert azonosithatosag kedvéért tgy hivat-
kozunk, hogy az ottani sorszamuk elé a ,,D:" utalast szuarjuk be.
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is igazolhatok (D: 2.14. HIPERBOLIKUS MENELAOSZ-TETEL és D: 215. HIPER-
BOLIKUS CEVA-TETEL), de ilyen a haromszogek magassagvonalainak, illetve oldal-
felez6 mergleges egyeneseinek egy nyalabhoz tartozéasa is (D: 217. HIPERBOLIKUS
MAGASSAGPONT-TETEL és D: 216. HIPERBOLIKUS BISZEKTORALIS CENTRUM-
TETEL). Mivel a Birkhoff-meré&legességi relacio (D: 212. DEFINICIO) nem szimmet-
rikus, kiilén problémaként foglalkozunk a Minkowski-, illetve a Hilbert-geometriaban
a hdaromszogek oldalfelezd merdlegeseinek, illetve magassdgvonalainak egy pontra
illeszkedésével a Birkhoff-merglegesség (a tovabbiakban bal-merslegesség), illetve
annak a megkiilonboztetésiil jobb-merdlegességnek, illetve H-merdlegességnek elne-
vezett inverze esetében.

Kutatasunk soran fontos szerephez jutnak a szigortian konvex tartoméanyok
koriil-, illetve befrt (minimaélis, illetve maximalis térfogati) John-, illetve Lowner-
ellipszoidjai. Ezeknek a tartomannyal valo érintési pontjaira vonatkozé alapvetd
allitasokat is attekintjiik (D:210. LEMMA és D: 211. LEMMA).

Tobb technikai jellegt allitds mellett egy ellipsziskarakterizéciés eredményt és
egy ovalisokba irt haromszogekre vonatkozd Ceva-tipusi tételt is igazolunk. Ezek
onmagukban is érdekesek (D: 35. TETEL és D: 37. TETEL). Az ellipsziskarakteri-
zacios eredményiink egy harmonikus elvalasztasra épits jellemzés, amelynek dualisa
— a Ceva- és a Menelaosz-tétel révén — ekvivalens Segre egy tételével.

A Hilbert-geometridkra vonatkozoéan igazoljuk, hogy a hiperbolikus geometridt
karakterizdlja, ha minden trigon rendelkezik

* a Ceva-tulajdonsdggal (D:41. TETEL);

* a Menelaosz-tulajdonsdggal (D: 42. TETEL);

x biszektordlis centrummal’® (D: 43. TETEL);

x ortocentrummal’® (D: 44. TETEL).
Az utobbi két allitas kapesan utalnunk kell arra, hogy azok a D: 220. DEFINICIO
szerinti (Birkhofl-féle) merdlegesség H-merdlegességnek nevezett inverzét hasznal-
jak, mert a Birkhoff-féle merdlegesség esetében nem jutottunk eredményre, és az
irodalomban sem talaltunk arra vonatkozo tételt.

Minkowski-terekben igazoljuk, hogy az euklideszi geometridt karakterizdlja a
Minkowski-geometridn beliil, ha minden trigon

* jobb-merdleges oldalfelezdi konkurensek (D:51. TETEL);

* jobb-merdleges magassdgainak egyenesei konkurensek (D:52. TETEL);
* bal-merdleges oldalfelezdi konkurensek (D:53. TETEL);

* bal-merdleges magassdgainak egyenesei konkurensek (D: 54. TETEL).

12Vagyis az oldalfelez8 merdlegesek egy nyaldbhoz tartoznak.
13Vagyis a magassagvonalak egyenesei egy nyalabhoz tartoznak.
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Karakterizaciés eredményeinket altaldban indirekt modon bizonyitjuk a
Hilbert-geometriat megado vagy a Minkowski-geometriat definialo szigortan konvex
tartomany és a koré irt minimalis térfogati John-Léwner-ellipszoid 6sszehasonlité-
saval. Ennek soran mindig elegendének bizonyult (D: 27. LEMMA) a sikbeli esetben
eljarni,vagyis egy szigorian konvex hatarold gorbét és egy ellipszist Gsszevetni e
két gorbe kozos pontjainak szdma és elrendez&dése alapjan. Valojadban minden eset-
ben olyan nem elfajulé haromszoget adunk meg, mely nem teljesitheti az adott
feltételeket. Emiatt bizonyos értelemben minden eredményiink tekinthetd akdr el-
lipsziskarakterizdcids tételnek is.

Végiil megjegyezziik még, hogy habar az tilmutat ezen értekezés keretein, a
hiperbolak esetén is valaszt kerestiink hasonlé kérdésre: vajon egy projektiv metrika
klasszikus, ha benne egy metrikus hiperbola kvadratikus? A Minkowski- és a Hilbert-
geometria esetében is sikeriilt igazolni [KKq], hogy egy hiperbola akkor és csak akkor
kvadratikus, ha a geometria euklideszi, illetve Bolyai-féle hiperbolikus.
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Summary

In the dissertation, we present our research in the fields of projective metric geomet-
ries, in the course of which, we characterize the hyperbolic and Euclidean geometry
among Hilbert, respectively Minkowski geometries by geometric configurations.

Most mathematicians know Minkowski geometries as normed vector spaces,
and a wide literature counts their attributes and properties [1|. The research of
Hilbert geometry falls into line in our days, with further various results [36].

Likewise Minkowski geometry is a straight generalisation of the Euclidean
geometry, an immediate generalisation of hyperbolic geometry is Hilbert geometry.
That is why investigations of properties of configurations well known from Euclidean
and hyperbolic geometries is of prime importance in exploring these geometries.

Therefore, the general starting point of our dissertation was the quest-
ion: what kind of properties do have some configurations — deliberately
characterized in other geometries — in Minkowski and Hilbert geometries,
furthermore, in case of fulfilling certain conditions, what sort of consequen-
ces shall we have take into account? Pursuant to this, a survey of the ba-
sic features of geometries under investigation is given. Beyond that of Min-
kowski geometries, a description of the hyperbolic and Hilbert geometries is
given,
and afterwards the following questions are investigated:

(1) What properties of the particular configurations continue in the general case,
and which properties will stop to characterize the configuration?
(2) What kind of consequences implies for the whole geometry if a certain property
of a configuration is required to retain?
(3) Are there any configuration and a particular property of it which block the way
of generalisation (i.e. the geometry will be Euclidean, respectively, hyperbolic)?
In case of all questions worth to bring up the following problem: if the fulfilment of
a property is not a general requirement, but holds only for some specific cases, then
will it result in the same result?

The dissertation draws a picture of investigations which lead, without ex-
ception, to characterisation of classic Euclidean, respectively hyperbolic geometries
among Minkowski, respectively Hilbert geometries”.

We start with investigation of some significant configurations in connection
with triangles, analogous theorems about which are well known in hyperbolic geo-
metry, as well. A proof, in the Cayley—Klein model, is shown for the hyperbolic

*For the sake of easier identification, notions and statements from the dissertation are referred so
that reference ,,D:" is inserted before their numbers.
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version of the Ceva’s and Menelaus’ theorems (HYPERBOLIC MENELAUS’ THEOR-
EM D: 214 and HyrPERBOLIC CEVA’S THEOREM D: 2.15) which automatically
come true in Minkowski geometries, as well as for the statement that altitudes,
respectively orthogonal bisectors of triangles belong to a bundle (THEOREM ON
HYPERBOLIC ORTHOCENTRE D:217 and THEOREM ON HYPERBOLIC BISEC-
TORAL CENTRE D: 216).

As the Birkhoff-orthogonality (DEFINITION D: 2.12) is not symmetric, conc-
urrency of perpendicular bisectors and that of altitudes should be treated sepa-
rately in Minkowski and Hibert geometries in the case of Birkhoff-perpendicularity
(left-perpendicularity for later use), and in the case of its inverse relation, called
right-perpendicularity, or ‘H-perpendicularity, for the sake of distinction.

In the course of our research the inscribed (maximal volume) respectively
the circumscribed (minimal volume) ellipsoids (called Loewner, repsectively, John
ellipsoids) of strictly convex bodies play a prominent role. Some basic statements
regarding the tangent points of these ellipsoids to the convex bodies are considered:
LEMMA D: 210 and LEMMA D:211.

Besides several statements of technical kind, we prove a result about ellipse
characterisation, and a theorem of Ceva type about inscribed triangles of ovals, which
are interesting on their own, as well (THEOREM D: 35 and THEOREM D: 37). The
ellipse characterisation is build upon harmonic division, dual of which is equivalent
to — by means of Ceva’s and Menelaus’ theorem — a theorem of Segre.

With respect to Hilbert geometries is proven that hiperbolic geometry is cha-
racterized by the property that every trigon possesses

* the Ceva property (THEOREM D:41);

* the Menelaus property (THEOREM D: 42);

x a bisectoral centre’. (THEOREM D: 43);

x an orthocentre’® (THEOREM D: 44).
As regards latter two statements, we have to mention that they apply the inverse
of the Birkhoff-perpendicularity, called H-perpendicularity, (DEFINITION D: 220)
as we could not achieve any result in the case of Birkhoff-perpendicularity, and we
could not find any reference to a result of that kind in the literature.

In Minkowski spaces, it is proven equally for the case of the left- and the
right-perpendicularity that the Fuclidean geometry is characterised by the property
that every trigon possesses

* the right-bisectoral centre (THEOREM D:51);
* the right-orthocentre (THEOREM D: 52);

141 e., perpendicular bisectors belong to a bundle.
157 e., altitudes belong to a bundle.
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* the left-bisectoral centre (THEOREM D: 53);
* the left-orthocentre (THEOREM D: 54).

In our indirect proofs the defining strictly convex bodies of the Hilbert- or
Minkowski-geometries and their circumscribed minimal volume John-L&éwner ellip-
soids are compared. The demonstrations can be restricted to the (two dimensional)
planar case (LEMMA D:27), that is, to a strictly convex curve and an ellipse.
We suppose that they do not coincide, and in each case, according to the number
and the arrangement of the common points of the two borders, we look for such a
non-degenerate triangle that can not fulfill the given assumption. That is why our
results can be considered ellipse characterisation theorems with good reason too.

Finally, albeit it outreaches the subject of our dissertation, we notice that we
have considered similar question for hyperbolas: Is a projective metric a classic
one if a hyperbola is quadratic in it? We could prove, in the case of the Minkowski
and the Hilbert geometries equally, that a hyperbola is quadratic if and only if the
geometry is a Euclidean, respectively, a hyperbolic geometry.
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