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1. fejezet
Bevezetés

Az értekezés kozponti téméja konvex testek kozelitése (idegen szoval approximécioja)
politopokkal. A probléma réviden, didhéjban a kovetkezs. Adott egy K konvex test a
d-dimenzi6s Euklideszi térben. A kozelitést kétféleképpen végezziik. Az elsé probléma,
hogy politopok egy adott P csaladjabol valasszuk ki azt a P politopot, ami K-hoz
(bizonyos értelemben) a legkozelebb van, és értsiik meg P geometriai viselkedését. A
méasodik megkozelités, hogy a kozelité politopot véletlenszertien konstrualjuk, valami-
lyen modellt kovetve. Az igy kapott véletlen politop geometriai jellemzsinek (példaul
lapok szama, kevert térfogatok) megértése a kdzponti kérdés.

Ezek a problémak mind elméleti szempontbol, mind gyakorlati alkalmazésok szem-
pontjabol alapvetd jelentGségiiek. A matematika egyik "legnagyobb" gondolata volt,
hogy végtelen természet problémékat oly mdédon kezeljiink, mint véges probléméak
hataresetei. A konvex testek elméletében a végesités nyilvanvaléan politopokon ke-
resztiil torténik. Gyakorlati alkalmazasokhoz pedig elegendd a szamitogép feliiletdbra-
zolésara gondolni. A komputer —nyilvanvalé okok miatt— minden feliiletet poliedralis
felilletként abrazol. Az elméleti és gyakorlati alkalmazasok bemutatésa nem témaja a
dolgozatnak, az érdekldds olvasonak javasoljuk a [43] és a [30] cikkeket, valamint a [39]

monografia 11.2. szakaszat.

1.1. A dolgozat felépitése

Az értekezés 6t logikai egységbe szervezédik. Az els6, bevezets fejezetben a dolgo-
zat tartalmarol, felépitésérdl irunk. Ennek a fejezetnek a végén talalhato a hasznélt
jelolések bevezetése is. A mésodik és harmadik fejezetek a dolgozat legfontosabb részei.

Ezekben a politopapproximéciok elméletének két {6 tertiiletét targyaljuk: torténeti at-
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tekintést adunk, illetve 0j eredményeket bizonyitunk. A negyedik fejezetben az al-
kalmazott konvex geometriai ismereteket réviden, pontokba rendezve Gsszefoglaljuk.
Végiil az utolso, 6todik fejezetben a dolgozat tartalmi kivonata taldlhato angol és
magyar nyelven.

Torekedtiink arra, hogy a két {6 rész, vagyis a masodik és a harmadik fejezet
kiilon—kiilon is jol olvashato, kerek egészet alkosson, ezért bizonyos jelolések, definiciok
és fogalmak tekintetében a dolgozat tobbszordsen redundans. A negyedik fejezetben
leirt matematikai alapismeretekkel is a dolgozat olvashatoségét szerettiik volna novel-
ni. Legjobb tudoméasunk szerint néhény felhasznalt fogalomrol, tételrsl nincs konnyen
hozzaférheté magyar nyelvii referencia, ezért is éreztiik fontosnak, hogy az egyetemi
torzsanyagban nem szerepl$ ismereteket legalabb vazlatosan sszegytjtsiik.

A dolgozat a szerzé kovetkezs négy cikkjén alapszik:

. Barany, F. Fodor, V. Vigh: Intrinsic volumes of inscribed random polytopes in
smooth convex bodies, (2009), 1-17, kozlésre benytjtva, elektronikusan elérhet
arXiv:0906.0309v1.

o K. J. Boroczky, F. Fodor, M. Reitzner, V. Vigh: Mean width of random polytopes
in a reasonable smooth convex body, J. Multivariate Anal., 100 (2009), 2287
2295.

e K. J. Boroczky, F. Fodor, V. Vigh: Approximating 3-dimensional convex bodies
by polytopes with a restricted number of edges, Beitrige Algebra Geom., 49
(2008), no. 1, 177-193.

e V. Vigh: Typical faces of best approximating polytopes with a restricted number
of edges, Acta Sci. Math. (Szeged), 75 (2009), no. 1-2, 313-327.

A dolgozat 6 eredményeit ado tételek és bizonyitasaik tartalmilag lényegében meg-

egyeznek az ezekben leirtakkal.

1.2. Témamegjelolés

A dolgozat témaja sima hatara konvex testek approximaéacioja politopokkal. Az ered-
ményeink a politopapproximaciok elméletnek két nagy teriiletére esnek, bizonyitunk
1j eredményeket legjobban kozelité politopokra vonatkozoan, illetve konvex testbe irt

uniform véletlen politopokra vonatkozodan. A legjobban kozelits politopok és a véletlen
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politopok elmélete bar kiilonb6z6 modszereket hasznal, a két teriilet kozott nyilvan-
valo a kapcsolat, errél P. M. Gruber [35] 1997-es 6sszehasonlitod cikkében olvashatunk
részletesen.

Mindkét teriileten alapvetd célunk, hogy meghatéarozzuk egy rogzitett konvex test
és egy hozza konstrualt politop valamilyen matematikai értelemben vett tavolsagat.
Legjobban kozelité politoprol akkor beszéliink, ha politépot gy definialjuk, hogy a
vizsgalt tavolsdg az elérhets legkisebb legyen. Példaul megkérdezhetjiik, hogy egy
adott K konvex testbe legfeljebb mekkora térfogati, 2010 csticsut politép irhato. Itt
a politop és a K konvex test tavolsagat a térfogatuk kiilonbsége méri. Ez a tavolsag
nyilvan beirt politop esetén akkor a legkisebb, ha a politop térfogata a legnagyobb. Az
ilyen tipusi kérdések megvalaszolasa azonban altalaban reménytelen. Fejes Toth Laszlo
[28] észrevette, hogy ha a fenti példaban a cstcsok szamat egyre nagyobbra valasztjuk,
akkor a legjobban kozelit6 politop térfogata aszimptotikusan szabélyos viselkedést mu-
tat. Erdekes probléma tovabba a legjobban kozelit politop egyéb geometrai tulajdon-
sdgainak aszimptotikus vizsgalata is. Osszefoglalava, roviden azt mondhatjuk, hogy a
legjobban kozelit politopok geometriai viselkedésének aszimptotikus leirasa a kdzponti
kérdés a tobb mint 30 éves multra visszatekinté elméletben. A dolgozat 2. fejezetében
egy 3-dimenziés approximacios problémat fogunk megoldani.

Véletlen politoppal torténd kozelités esetén a politopunkat valamilyen véletlen mo-
dell szerint konstrualjuk. Ebben a dolgozatban a torténetileg legelszor kialakult mod-
ellel foglalkozunk részletesen: adott egy K konvex test, a belsejébdl egyméstol fiig-
getlentil véalasztunk n véletlen pontot az egyenletes eloszlés szerint. A pontok konvex
burkat a K-ba irt uniform véletlen politopnak nevezziik és K,-nel jeloljiik (1.1 abra).
A legelss felmeriils kérdések a K, geometriai jellemzdi (kevert térfogatok, k-dimenzios
lapok szdma) varhato értékének kiszamitasa. Rogzitett n esetén az elézGekhez hason-
l6an itt sem remélhetiink valaszt, ezért elsGsorban aszimptotikus eredményeket varunk,
amint n tart a végtelenbe. Tovabbi érdekes probléma a varhato érték helyett a szoras,
illetve egyéb magasabb renddi momentumok vizsgalata, valamint a kapcsolodé nagy
szam torvények és centralis hatareloszlas tételek igazolasa. A dolgozat 3. fejezetében
az uniform véletlen politopok elméletébe illeszkeds eredményeket bizonyitunk, féként
K, kevert térfogatainak szoraséra koncentralva.

A bizonyitasokban hasznalt eszkozok elsGsorban geometriai, analitikus és kombi-
natorikus természetiiek. A szakirodalomban is tobb helyen megtalalhaté kijelentés,
amely szerint ,minden érdekesség, ami egy konvex testtel torténhet, a hatéra kdzelében

torténik”, a mi esetiinkben is hatvanyozottan igaz. Mind a legjobban kozelits politopok,
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mind a véletlen politopok esetében kulcsfontossagi a konvex test hataranak kezelése.
Ebben a disszertacioban csak megfelel§en sima hatara konvex testekkel dolgozunk.
Az egyik {6 gondolatunk lesz, hogy a konvex test hatarat lokalisan masodrendben

kozelitjiik, és ezen kozelités segitségével becsiiliink tovabb.

1.1. 4bra. Véletlen politop

1.3. Jelolések

A d-dimenzios Euklideszi teret E¢ jeloli. Altalaban feltessziik, hogy rogzitve van egy
koordinatarendszer, az origot o jeldli, a szokasos skalarszorzatot (-, -), az altala indukalt
normat pedig || - ||. Az x,y € E¢ pontok tavolsagét |zy| vagy d(x,y) jeldlheti, ez utob-
bit két halmaz tavolsagara is hasznaljuk: d(A, B) = inf{d(a,b)|a € A,b € B}. Egy
H C E9 ponthalmaz 4&tmérGjén pontpérjai tavolsdganak szuprémumat értjiik, diam H-
val jeloljiik, konvex burkara [H]-t vagy conv H-t frunk. Altaldban nem kiilonboztetjiik
meg az Euklideszi teret és a "mogotte” levs vektorteret, hacsak ezt kiilon nem emlitjiik.
A pont és vektor fogalmak koziil a kornyezetbe jobban ill6t fogjuk hasznalni. A tér
pontjara latin kisbettiket hasznalunk, ezek egy halmazéara nagybetiiket. Specialisan
K mindig kompakt, konvex halmazt jelol, melynek int K belseje nem iires. Az ilyen
halmazokat konvex testeknek nevezziik. Kalligrafikus nagybetiikkel altalaban ponthal-

mazok egy halmazat jeloljiik, specidlisan K¢ a d-dimenziés konvex testek halmazat
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jelbli.

Egy K kompakt, konvex halmaz affin burkat aff K, relativ belsejét relint K fogja
jelolni. K tamaszfiiggvényének a hy(x) = sup{(z,y)|ly € K} fliggvényt nevezziik.
A lemez vagy sikidom kifejezés mindig 2-dimenziés objektumra utal, egységkornek a
2-dimenzids, 1 sugaru korlemezt hivjuk. A d-dimenzios, o kozépponti egységgémbre
Bd-vel hivatkozunk, térfogatat rg-vel, mig hatarat S '-gyel jeloljiik. Altalaban a tér-
fogatfiiggvény jele \y(-) lesz. V;(K)-t az K test i-edik kevert téfogatéara fogjuk hasznal-
ni. (Bévebben a kevert térfogatokrol a 4.2 szakaszban olvashatunk.) K%n tébbféle
metrika is bevezethetd, rendre dg és dg jeloli a Hausdorff-tavolsagot és a szimmetrikus
differencia metrikat. Ezekrdl, és egyéb metrikakrol bévebb informaciot a 4.1 részben
talalhatunk. Ha K%n topologiara van sziikségiink, akkor mindig a &z altal indukalt
topologiat hasznaljuk.

Egy K € K? konvex testnek K jeloli a hatarat. Ezen mindig a (d — 1)-dimenzios
Hausdorff-mérték, H?1(-) szerint integralunk. (A Hausdorff-mértékrsl bévebben a 4.3
szakaszban frunk.) Azt mondjuk, hogy K C? sima hatéart, ha 0K C? sokaséag, azaz
ha minden z € K pontnak van egy olyan (gémb)kornyezete, amire az az f fliggvény,
ami az z-beli o, érintSsikbol képez El-be, és leirja K hatéarat, az ebben a kérnyezetben
kétszer folytonosan differencidlhaté. A mésodik alapformat z-ben Q, jeldli, ez C?
simasag esetén megegyezik az adott pontban az f fiiggvény masodik derivaltjabol szar-
maz6 kvadratikus alakkal (tovabbiakban ¢,). Ez az alak a konvexitas miatt pozitiv
szemi-definit. Sajatértékei a f6gorbiiletek, determinénsa (a megfelel6 matrix deter-
minansa) pedig a feliilet adott pontbeli Gauss-gorbiilete, x(x). Az el6bbiekbdl vilagos,
hogy minden = € 0K esetén k(z) > 0. Megjegyezziik, hogy ha minden x € 0K-re
r(x) > 0 is all, akkor azt mondjuk K CZ%-beli.

Végezetiil néhany jelolés sorozatok, fliggvények nagysagrendi és aszimptotikus visel-
kedésének jellemzéséhez. Ha f(t) és g(t) H C R — R fiiggvények, akkor azt mondjuk,
hogy f(t) < g(t), ha létezik egy olyan ¢ konstans, hogy |f(¢)| < ¢- ¢g(t) minden t € H
esetén. A ¢ konstans tobbnyire a dimenziétol, a rogzitett konvex testtdl, illetve a
probléma egyéb paramétereitdl fiigghet, ezt a szévegben mindig jelezziik. A H halmazt
konkrét esetekben mindig alkalmasan valasztjuk, tipikusan a pozitiv egészeknek (igy
sorozatokrol szol az allitas), vagy a (0,0) intervallumnak. Ha f < g és g < f, akkor
roviden f = g¢-t frunk, és azt mondjuk, hogy f és g azonos nagysagrendii. Két sorozatot
aszimptotikusan egyenlének hivunk, ha limn_m% =1, és ezt f(n) ~ g(n) (n —
oo)-nel jeloljik. Gyakran hasznaljuk tovabba a standard n-elemd halmazra a [n] =

{1,2,...,n} jelolést. A valoszintiségszamitéasban bevett jelolésekkel is dolgozunk: P(-)
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a valoszintséget, E(-) a varhato értéket, Var(-) a szorasnégyzetet jeloli majd, 1(-)

pedig indikator fliggvényt jelent.



2. fejezet

Legjobban kozelité politépok

2.1. Torténeti attekintés

Sima hatéara konvex testek legjobban kozelitd politopjainak geometridajat koriilbeliil 30
éve vizsgaljak részletesebben, azonban az elsé eredmények tébb mint 70 éve sziilet-
tek. A politépapproximaciok elmélete — mint annyi mas elmélet — Fejes Toth Laszlo
munkassagabol ered. Az elsé vizsgélatok korre illetve gombre vonatkoztak. Klasszikus
eredmény példaul, hogy az egységkor koré irt minimaélis teriiletd, illetve az egységkorbe
irt maximalis teriiletdi n-szog is a szabélyos n-szog. A Jensen-egyenlGtlenséget fel-
hasznalva bizonyithatd, hogy 2-dimenziéban a (megfelels) szabéalyos n-szog kozeliti
legjobban az egységkort 1ényegében minden matematikailag érdekes értelemben.

3-dimenzidban rokon probléma, hogy az egységgdmb koré irt n-lapi politopok koziil
melyiknek legkisebb a térfogata. Az els6 eredmények n = 4 illetve n = 6 esetekben
valaszoltak meg a kérdést, a megoldas szabalyos tetraéder illetve kocka. Forradalmi
eredmény volt Fejes Toth Laszlo 1948-as cikke, amelyben a hires Momentum tételt
bizonyitotta gombfeliileten. Ezzel egyszertien kezelhets az n = 4 és n = 6 esetek mellett
az n = 12 eset is, azaz belathato, hogy az egységgdmb koré irt 12 lapu politopok koziil
a dodekaéder térfogata a miniméalis. Tovabba a Momentum tétel tetszéleges n-re jo
also becslést ad barmely koriilirt politop minimalis téfogatara, st a gdbmbét legjobban
kozelits koriilirt, legfeljebb n lapt politép térfogatanak aszimptotikus viselkedése is
levezethetd bel6le, amint n — oo.

Késébb Fejes Toth Laszlo a Momentum tétel sikvaltozatat is belatta (lasd [28]). Ez
lényegében azt mondja ki, hogy ha egy konvex hatszogben kijeloliink n bazispontot,

majd tekintjiik a hozzajuk tartozo Dirichlet-Voronoi cellakat, és ezeken a celldkon in-
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tegraljuk a bazisponttol vett tavolsag négyzetét, akkor ezen integrélok osszege legalabb
akkora, mint ha a cellak szabalyos hatszogek lennének. Ennek az allitdsnak késGbb szé-
mos altalanositasa, illetve variansa sziiletett, ezek a politopapproximaciok elméletében
fontos szerepet jatszanak (lasd példaul [23]). A dolgozat ezen fejezetének egyik {6 esz-
koze is két, a Momentum tételhez hasonld geometriai egyenlStlenség lesz (lasd a 2.5.5.
és a 2.5.6. lemmakat).

[tt jegyezziik meg, hogy Sas Ernd [58] munkajaban bizonyitotta, hogy egy 7 teriilet
konvex sikidomba mindig irhaté n-szog, amelynek teriilete legalabb akkora, mint az
egységkorbe irhato szabalyos n-szogé. Tovabba Fejes Toth Laszlo azt is belatta, hogy ha
a sikidom nem ellipszis, akkor szigoru egyenl6tlenség is elérhets. Az eredményt A. M.
Macbeath [49] altalanositotta magasabb dimenziokra. Tekintve, hogy egy affin transz-
formécié ugyanazzal a szorzoval valtoztatja meg barmely test térfogatéat, a térfogat-
approximéacié affin invarians, azaz a fenti tétel azt is mondja, hogy sikban az ellipszis a
beirt sokszogekkel "legrosszabbul kozelithetd" konvex sikidom, ha a kozelités "josdgat"
a teriiletkiilonbséggel mérjiik. Az analog allitas, azaz, hogy barmely 7 teriiletti konvex
lemez koré irhato olyan n-szog, amelynek teriilete legfeljebb akkora, mint az egységkor
koré irt szabalyos n-szogé nem teljesiil, ahogy azt Fejes Toth Laszlo példaval is igazolta
[28].

Rogzitett n esetén a fenti eredményeknél tobb valdszintileg nem varhaté. Szintén
Fejes Toth Laszlo vetette fel azonban a kovetkezd problémat: legyen adott egy K d-
dimenzios konvex test. Legyen P, a legkisebb térfogatii K koré irt politop, amelynek
legfeljebb n lapja van. Az a kérdés, hogy aszimptotikusan hogyan viselkedik K és
P, térfogatkiilonbsége, amint n tart a végtelenbe. Ez a korabban vizsgaltak jelentss
altalanositédsa. A kérdést nem csak a fenti, nagyon specialis forméaban fogalmazta meg
Fejes Toth Laszlo. Erdekes megvizsgalni a probléméat egyéb metrikékra is, vagyis a
cél a térfogatkiilonbség helyett K és P, valamely egyéb tavolsaganak minimalizélasa.
(A d-dimenziés konvex testek K¢ terén értelmezett metrikakrol a 4.1 szakaszban frunk
részletesebben.) Ezen kiviil Fejes Toth Laszlo a kérdést feltette K koré irt politopok
helyett K-ba irt, illetve K-hoz hozzairt politopok esetén is (utobbi azt jelenti, hogy a
politop és K kolcsonos helyzetére nem tesziink semmilyen megszoritast). Itt jegyez-
ziik meg, hogy a dolgozatban a beirt és koriilirt terminologiat a kdvetkezd, szokasostol
némileg eltéré értelemben hasznaljuk: a P politép a K konvex testbe van irva, ha K
tartalmazza P-t (K 2O P); a P politop a K konvex test koré irt, ha P tartalmazza K-t
(K C P). Bizonyos esetekben matematikailag indokolt feltenni, hogy egy beirt politop

csucsai a K hataran vannak (példaul ha a beirt politop csticsainak szama korlatozott),
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illetve hogy egy kortilirt politop hiperlapjai érintik K-t (ha a kortlirt politop hiperlap-
jainak szama korlatozott), azonban tovabbi altalanositasként a hiperlapok vagy csu-
csok szamara tett korlatozéas helyett valamely k-dimenzios lapok szémaéra is tehetiink
megszoritast (0 < k < d — 1). Altalaban, példaul ha egy 3-dimenziés politép éleinek
szamara tesziink megszoritast, nem teljesiil az, hogy a legjobban kozelité beirt politop
cstucsai K hatéarara esnek, illetve hogy a legjobban kozelit6 koriilirt politop hiperlapjai
érintik K-t. A négy leggyakrabban targyalt eset, amikor beirt politopot tekintiink n
cstccsal, koriilirt politopot n hiperlappal, valamint hozzéirt politopot n cstccsal vagy
hiperlappal. Ezen problémakorben az utobbi 30 évben szamtalan publikéci6 sziiletett,
és még szamos megvalaszolatlan kérdés van, ezek koziil néhanyat a fejezet végén, a 2.9
szakaszban gy(jtottiink csokorba.

A probléma megfogalmazésa utédn azonnal vilagos, hogy a kérdés nem érdekes abban
az esetben példaul, ha K politop. Ebben az esetben ugyanis, ha n elég nagy, akkor a
legjobban kozelité politop megegyezik K-val. Mar Fejes Toth Laszlo is "sima" hatara
konvex testekre fogalmazta meg a kérdéseket. Azt mondjuk, hogy egy K € K¢ konvex
test OK hatara C* sima, ha 0K egy k-szor folytonosan differencidlhaté (d—1)-dimenzios
sokasag, vagyis barmely x € 0K hatarpontnak van egy kornyezete, melyben 0K egy k-
szor folytonosan differencialhaté fiiggvény grafikonja. (Tipikusan ezt a paraméterezést
az x-ben k-hoz hizott o, érintGsikon értelmezettnek tekintjitk majd.) Tovabba, ha
0K C* sima (k > 2), és a Gauss-féle szorzatgorbiilet minden pontban szigortian pozi-
tiv, akkor C’f_ simasagrol beszéliink. Az elmélet fejlédésének egyik mozgatdja, hogy a
simasagi feltételt a lehets legtovabb gyengitsiik. Megjegyezziik, hogy a megszokottol
eltérGen a "sima hatar", ha egyéb modon nem tessziik vilagossa, akkor mindig C?
simasagot jelent. A kovetkezGkben roviden attekintjiikk a sima hatara konvex testek
aszimptotikus approximaciojarol ismert eddigi eredményeket.

Adott sima hatara K-ra Fejes Toth Laszlo [28] munkajaban nem csak felvetette a
problémékat, de tobb 2- és 3-dimenzios probléma esetén le is irta a megsejtett aszimp-
totikus formulédkat. Ezen sejtések nagy tobbségét igazolta a sikban D. E. McClure és R.
A. Vitale [50]-ben, abban az esetben, ha a konvex lemez hatara C? sima. Ezen sikbeli
problémaknél a kozelités nagységrendje minden esetben 1/n%-nek bizonyult. Attors
eredményt ért el R. Schneider [59] munkajaban C?% sima hatart testekre, Hausdorff-
metrikdban val6 kozelités esetén tetszéleges dimenziéban bizonyitott aszimptotikus for-
mulakat. A pontos eredmény megfogalmazasa el6tt felelevenitjiik, hogy mit értiink két
sorozat aszimptotikus egyenlGségén. Legyen f(n) és g(n) két sorozat, és tegyiik fel,

hogy g(n) # 0 minden n-re fennall. Az f és g sorozatokat aszimptotikusan egyenlének
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hivjuk, ha lim,,_ % =1, és ezt f(n) ~ g(n) (n — oo)-nel jeloljiik. Ezzel a jelolés-
sel R. Schneider 1981-es eredménye a kovetkezSképpen irhato le: legyen P, az a K
koré irt politop, melynek legfeljebb n hiperlapja van, és K-t6l vett Hausdorff-tavolsaga

minimalis. Ekkor

1 d—1 —2
og(K,P,) ~c- (/ k()2 dm) -na1 han — oo. (2.1)
oK

Itt dy (-, - ) kompakt, konvex halmazok Hausdorff tavolsagat jeloli, vagyis ha K, L €
K¢ két kompakt, konvex halmaz, amelyeknek belseje nem iires, B¢ a d-dimenzios
egységgomb, akkor 0y (K,L) = inf{\ > 0 | K € L+ ABY L C K + AB%}. A
(2.1) formulaban szerepls ¢ konstans csak d-tél fiigg (tehat K-t6l nem), K hatéran
a Hausdorff-mérték szerint integralunk (lasd 4.3 szakasz), x(x) pedig az x € 0K pont-
beli Gauss-gorbiilet. A tovabbiakban adott k-dimenzios konvex test hataran mindig
a megfelels (k — 1)-dimenzios Hausdorff-mérték szerint integralunk, akkor is, ha ezt
kiilon nem jelezziik. A (2.1) formulat R. Schneider mind a négy alapprobléma esetére
belatta, tehat a (2.1) formula érvényben marad akkor is, ha a P, K-ba beirt legjob-
ban kozelit politop legfeljebb n csticesal, vagy a P, K-hoz hozzairt legjobban kozelité
politop legfeljebb n csticesal vagy hiperlappal rendelkezik. Egyediil a (2.1) jobb oldalan
szerepld ¢ konstans valtozik attol fiiggGen, hogy a négy esetbdl melyiket vizsgaljuk.

A kés6bbi aszimptotikus formuldk mindegyikének szerkezete lényegében megegyezik
a (2.1) formulaéval. Egy ilyen aszimptotikus formula bal oldalan a rogzitett K konvex
test és a P, legjobban kozelité politop valamilyen metrikiban vett tavolsidga all. Itt
n mindig a politopra tett mennyiségi megszoritasra utal, vagyis P,-nek legfeljebb n k-
dimenzios lapja van (0 < k < d—1), tipikusan & = 0 vagy k = d— 1. Az aszimptotikus
formula jobb oldalédn 1évé mennyiség harom részbdl all. A ¢ konstans minden esetben
csak a problématol (tehat a dimenziotol, k-tol, a hasznalt metrikatol és a politop K-hoz
viszonyitott elhelyezkedésétsl) fligg. A masodik tényez6 a konstans K-tol fiiggs része,
ennek szerkezete a kovetkezs: a K test hataran integraljuk a Gauss-gorbiilet megfelels
hatvanyat, majd az integralnak vessziik valamilyen hatvanyat. Mindkét hatvanyozas
esetén a kitevék a problématol fliiggnek. A harmadik a nagysigrendet meghatarozo
tényez6, amely minden esetben nTTT, Tt jegyezziik meg, hogy az aszimptotikus
formula jobb oldalanak K-to6l fiiggd része térfogatapproximacioé esetén éppen K af-
fin felszinének a megfelel6 hatvanya. Ez a probléma — korabban mar emlitett — affin
fiiggetlensége miatt nem megleps, masrészt talan ramutat az elsd sejtések lehetséges
eredetére (lasd [28]).
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A szimmetrikus differencia metrikaban (ez a két test halmazelméleti értelemben vett
szimmetrikus differencidjanak a térfogatat méri) torténd kozelités, vagyis térfogatapp-
roximécio esetén, 3-dimenzioban P. M. Gruber bizonyitott elGszor aszimptotikus for-
mulakat [31] (beirt politép, n cstcesal) és [32] (koriilirt politop, n lappal) munkaiban.
Ezutdn 1993-ban sikeriilt neki az eddigi eredményeket kiterjeszteni tetszéleges dimen-
zibba C? hatara testek esetén ([33], [34]). Ezen munkiiban Hausdorfl-metrikaban
Banach-Mazur tévolsag szerint és szimmetrikus differencia metrikdban kozelitett. Az
atlagszélességek kiilonbsége, vagyis az Li-metrika esete sokaig nyitott maradt, mig [29]
cikkben S. Glasauer és P. M. Gruber ezt is megoldotta polaritas segitségével. A korab-
ban még nem targyalt eseteket pedig M. Ludwig [46] oldotta meg. Ezzel lényegében
teljessé valt a kép a négy alapprobléma esetén, minden koézismert metrikara, abban az
esetben, ha K hatara C% sima. Jegyezziik meg, hogy (2.1)-ben szerepl§ ¢ konstans
meghatarozasa nehéz feladat. A d = 2 és d = 3 esetekben az altalunk targyalt Gsszes
metrikara ismert a pontos értékiik, mig a d > 3 esetekben lényegében mind a négy alap-
problémara ismert az aszimptotikus viselkedés, amint a dimenzi6 tart a végtelenbe. (A
¢ konstansrol bévebben lasd példaul [23]-t és [59]-t.)

Logikusan meriil fel a kérdés, hogy a K hatarara megkovetelt C% simasagi feltevés
sziikséges-e. Szintén P. M. Gruber valamint P. Kenderov [40] munkéija nyomén az méar
a kezdetektdl fogva ismert volt, hogy C! simaség feltevése nem elegendd altaldban egy
(2.1) tipusu aszimptotikus formula létezéséhez. Ifj. Boroczky Karolynak [16] cikkében
sikeriilt kezelni a 0 gorbiiletd részeket, és bizonyitotta, hogy minden korabbi aszimp-
totikus eredmény érvényes marad, ha K hatarardl csupan C? simasagot tételeziink
fel.

Itt csak roviden megemlitjiik a "masik irdnyba'" tett 1épéseket, vagyis azt, hogy
a K konvex test hatarara tett erGsebb differencidlhatosagi feltétel esetén mit tudunk
mondani a (2.1) tipusu aszimptotikus formula hibatagjarol, adhato-e magasabb rendd
sorfejtés a konvex test és a legjobban kozelits politop tavolsagara 1/n hatvanyai sz-
erint? M. Ludwig bizonyitotta ([44] és [45]), hogy ha a K siklemez hatara C?, akkor a
legjobban kozelit6 n-szog K-t6l mért tavolsagara (szimmetrikus differencia metrikaban
¢s Hausdorff-metrikdban) olyan sorfejtés adhato, melynek fétagja 1/n?, masodik tagja
1/n? rendt, hibatagja pedig 1/n° nagysagrendd. K koré irt, minimalis teriilett n-szog
esetén, ha K hatara C'° akkor S. Tabachnikov [71] tétele szerint a teriiletkiilonbség-
re végtelen sorfejtés adhato 1/n? fiiggvényeként. A magasabb dimenziokban ismert
eredményekrdl ifj. Boroczky Karoly [18] és P. M. Gruber [38] munkéiban olvashatunk

bévebben.
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Az utobbi idében a politopapproximécios problémakor két djabb aspektusa felé
fordult az érdeklédés. Egyrészrél, régota az egyik legfontosabb nyitott probléma volt e
teriileten az, hogy adjunk aszimptotikus formulat abban az esetben, ha nem a legjobban
kozelit6 politop csticsainak vagy hiperlapjainak szama, hanem valamilyen k-dimenzios
lapjainak szama (0 < k < d — 1) korlatozott. Masrészrél, P. M. Gruber munkassaga-
bol eredeztethets az tgynevezett tipikus lapok vizsgalata. Ezt a kérdéskort egyelére
csak 3-dimenzioban tekintették, lényege, hogy 0K lokalis metrikaja szerint a legjobban
kozelité politopok lapjai aszimptotikusan szabalyossdgot mutatnak.

A1<k<d—2(d>3) esetben altalaban (2.1) tipust aszimptotikus formula nem
ismert a legjobban kozelits politop és a K test tavolsagara. Ifj. Bordczky Karoly [17]
munkijaban arra a részeredményre jutott, hogy ha K hatéra C? sima és n elegendGen
nagy, akkor léteznek olyan c¢; és ¢y pozitiv konstansok, amelyek csak k-tol és d-t6l

fiiggenek, és Hausdorff-metrikdban val6 kozelités esetén:

1 % -2 1 % =2
- (/ K(x)? dx) -na1 < og(K,P,) <cs- (/ k(x)? dx) -na-T. (2.2)
oK oK

Ifj. Boroczky Kéaroly [17] cikkében hasonlo eredményeket igazol minden kordbban
targyalt metrikat hasznélva. Az els6 eset, amikor megfelels, "koztes dimenziés" lap
létezik, ha d = 3 és k = 1. A dolgozat egyik {6 eredménye (2.2.1. tétel) ennek a prob-
léméanak a megoldésa, vagyis aszimptotikus formulat bizonyitunk egy C? sima hatar,
3-dimenzids K konvex test, valamint olyan K koré és K-ba irt legjobban kozelits
politopok Hausdorff-tavolsdgaira, melyeknek élszama korlatozott. A szimmetrikus dif-
ferencia metrikdra megfogalmazott analég problémaéra ifj. Boroczky Kéaroly, S. Gomez
és Tick Péter talalt megoldast [22].

A tipikus lapok vizsgalata P. M. Gruber [36] munkajaval kezdédott. (A "tipikus
lapok" pontos definiciojat csak az eredmény pontos megfogalmazaséanal, a 2.2 fejeztben
adjuk majd meg.) P. M. Gruber [36] és [37] cikkeiben bizonyitotta, hogy egy C? sima
hatard, 3-dimenzios K konvex testet legfeljebb n-csticsii beirt politopokkal kozelitve,
a legjobban kozelité politopok tipikus lapjai aszimptotikusan szabalyos haromszogek,
ahogy n tart a végtelenbe. Hasonlo allitas teljesiil legfeljebb n lapu koriilirt politopokkal
valo kozelités esetén, itt a tipikus lapok aszimptotikusan szabalyos hatszogek lesznek.
P. M. Gruber a kozelitésre a Hausdorff-metrikat, a Banach-Mazur tavolsagot és a
Schneider-féle tavolsagot hasznalta. Ifj. Boroczky Karoly, Tick Péter és Wintsche
Gergely [24] folytatta ezt a munkat, kiterjesztették a fenti eredményeket C? sima hatéra
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3-dimenzids testekre, valamint megmutattak, hogy a beirt eset szimmetrikus differen-
cia metrika esetén is igaz. A dolgozat ezen fejezetének masodik f6 eredménye (2.2.2.
tétel), hogy bizonyos geometriai egyenlGtlenségek stabilitdasat hasznélva megmutatjuk,
hogy egy C? sima hatari K 3-dimenzios konvex test korlatozott élszami, Hausdorff-
metrikaban legjobban kozelitd politopjainak tipikus lapjai aszimptotikusan bizonyos
értelemben vett négyzetek, azokban az esetekben, amikor K-ba beirt, vagy amikor K

koré irt politopokat vizsgalunk.

2.2. A fejezet 6 eredményei

Ebben a szakaszban kimondjuk a fejezet két {6 eredményét. Ezen eredmények a szerzd
ifj. Boroczky Karollyal és Fodor Ferenccel kozos [21] cikkében, valamint a szerzs |72
munkajaban taldlhatok meg.

Legyen K € K? kompakt, konvex halmaz, amelynek belseje nem iires, hatara C?
sima. Jelolje P¢(K) (P!(K)) a K koré irt (K-ba beleirt) olyan politopok halmazat,
amiknek legfeljebb n éle van. Emlékeztetiink ra, hogy P politop K-ba irt, illetve K
koré irt, ha rendre P C K, illetve P O K teljesiil. Valasszuk PS € Ps-t agy, hogy

(K, PS) = int{8y (K, P) : P € P¢(K))}.

[lyen P¢ létezik K kompaktsaga miatt (de nem feltétleniil csak egy ilyen van). Hason-
16an definialjuk a beirt esetre a P’ politopokat. Ezzekkel a jelolésekkel és feltételekkel

a kovetkezd aszimptotikus formula teljesiil:

2.2.1. Tétel (|21] Boroczky, Fodor, Vigh).
, 1 1
5u(K, P2, 6u(K, Pi) ~ -/ W20 dz- 2, han — oo, (2.3)
2 oK n
Maésodik 6 tételiink megfogalmazasahoz tovabbi el6készitésre van sziikség.
Ha C' és D két konvex lemez a sikon, akkor azt mondjuk, hogy C' e-kozel van D-hez,

ha létezik x € C' és y € D ugy, hogy
(1+e) ' (C—2)cD—ycC(1+¢e)-(C—2).

Legyen @) egy pozitiv definit, nem elfajuloé kvadratikus alak az Euklideszi sikon, a
hozza tartozo pozitiv definit, szimmetrikus matrixot jeloljiik C-vel. Jol ismert, hogy
C = AT A alakban frhat6, ahol A alkalmas, nem szingularis métrix (ez a feliras al-

talaban nem egyértelmii). Jelolje az A-hoz tartozo linearis transzforméaciot 4. Egy P
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poligont @-szerint szabalyosnak mondunk, ha p4(P) euklideszi értelemben szabéalyos,
azaz minden szoge és oldala egyenls. Az "egységnyi" jelz6t mindig abban az értelemben
hasznéljuk, hogy v 4(P) egységnyi teriilett (a szokasos teriiletértelmezés szerint). A Q-
szerint szabalyos négyszoget egyszertien QQ-négyzetnek hivjuk. Ez a definicio fiiggetlen
A megvalasztasatol.

Altalaban egy z € 9K pontban a felillet masodik alapformajat Q,-szel fogjuk
jelolni. A kovetkezs egyszertisité konvencidt fogjuk hasznalni. Adott z € dK pont
esetén a K-hoz x-ben huzott o, érintésikot azonositjuk R2-tel, és feltessziik, hogy az
r egy megfelels kornyezetében 0K a o, sikon értelmezett f fiiggvény grafikonja. Igy
az els6 alapforma megegyezik a szokasos skalarszorzéassal, ami miatt a (), kvadratikus
alakhoz tartozé matrix x(z) determinansa éppen a Gauss-féle szorzatgorbiiletet adja.

Most méar definialhatjuk mit értiink tipikus lapokon. Megjegyezziik, hogy a definicio
megegyezik [24| definiciojaval. Legyen p : 0K — R egy olyan nem negativ fliiggvény
OK-n, hogy ha r(zx) > 0, akkor p(z) > 0. Legyen {R,} 3-dimenzios politopok egy
sorozata, és jelolje f(n) az R, 3-dimenzids politép (2-dimenziés) lapjainak szamat.
Tegyiik fel, hogy o € int R, és f(n) — oo amint n — oo. Tegyiik fel tovabba, hogy
létezik egy v(n) pozitiv tagi nullsorozat a kévetkezs tulajdonsagokkal. Legfeljebb v(n)
rész kivételével minden R, minden F' lapjara teljesiil, hogy F' egy k-szog; egyértelmtien
létezik egy olyan xp € OK pont, hogy u(zr) merdleges F-re; @, pozitiv definit, és F

v(n)-kozel van egy Q,,-szabalyos k-szoghoz, amelynek tertilete

faK p(x)dz
fm)p(zr)

Mindenezen feltevések egyiittes teljesiilése mellett azt mondjuk, hogy az { R, } politop-
sorozat tipikus lapjai a p stirtiségfiiggvényre nézve aszimptotikusan szabalyos k-szogek,
amint n — oo. Jegyezziik meg, hogy a p fiiggvénytdl csak a lapok teriilete fiigg, az
alakjukat kizarolag K hatarozza meg.

A 2.2.1. tétel jeloléseit hasznélva a kovetkezd tételt mondhatjuk ki.

2.2.2. Tétel ([72] Vigh). Legyen K € K? egy konvex test C* sima hatdrral. A {P¢} és
{P?} legjobban kizelitd politopsorozatok tipikus lapjai a kY/*(x) strdségfigguény szerinti

négyzetek, amint n — oo.

A két tétel bizonyitasa kozos lemmakon nyugszik. A kévetkezs szakaszban lefrjuk

a bizonyitasok vazlatos menetét segitve ezzel a bizonyitasok konnyebb megértését.
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2.3. A bizonyitasok el6késziiletei

Megjegyezziik, hogy a fejezetben kozolt bizonyitasok lényegében megegyeznek a [21] és
[72] cikkekben leirtakkal.

A 2.2.1. tétel belatasat két lépésben végezziik. Egyrészt megkonstrualjuk a K kon-
vex testet "jol kozelité" politopok egy sorozatat, amivel aszimptotikusan helyes felsé
becslést adunk a legjobban kozelité politépsorozat és K Hausdorff-tavolsagara, mas-
részt geometriai és algebrai egyenl6tlenségeket hasznélva a tavolsagra aszimptotikusan
pontos als6 becslést is adunk. A 2.2.2. tételhez az als6 korlathoz hasznalt egyen-
I6tlenségek stabilitasara lesz sziikségiink, hogy aztédn egy indirekt bizonyitassal célba
érjlink.

A bizonyitasok mogotti f6 gondolatok a kovetkezsk. ElGszor is K hatarat két részre
vagjuk szét, az ugy nevezett "gorbiilg" és "lapos" darabokra. Ezekre gy gondolunk,
hogy a gorbiil6 részben vannak a szigortian pozitiv gorbeletd pontok, a lapos részben
pedig a nulla gorbiilettiek. A lapos rész feletti becslések kezelésénél ifj. Boroczky Karoly
[16] munkajara tamaszkodunk, latni fogjuk, hogy a korabbi eredményekbdl kovetkezik,
hogy itt a legjobban kozelité politopnak csak kevés éle van.

A gorbiils rész tobb munkat igényel. Az otlet az lesz, hogy a hatart kicsi, megfelels
méreti foltokra osztjuk fel. A 2.5.7. lemma, az ugynevezett Transzfer lemma segit-
ségével megmutatjuk, hogy a hatar ezen kis foltjai (lokalisan) jol kozelithetSk specialis
oszkulalé paraboloidokkal. Ezzel a problémat leforditjuk a sikba. Az utolso 1épésben
pedig a 2.5.5. és 2.5.6. lemmak segitségével sikbeli geometriai becsléseket alkalmazunk.

A bizonyitasokat csak a koriilirt esetben fogjuk teljes részletességgel elvégezni, mivel
a beirt eset belatasa analég modon torténik. Az egyes fejezetek végén csak vazolni
fogjuk, hogy a beirt eset igazolasdhoz milyen kisebb moédositasok sziikségesek.

A (2.3) formulat a kovetkezs (ekvivalens) formaban bizonyitjuk. Elegendd belatni,
hogy léteznek 7 > 0 és g9 > 0 abszolut konstansok tigy, hogy minden ¢y > ¢ > 0 esetén
létezik ng = ng(e) kiiszobindex, melyre ha n > nyg, akkor

1—7e
2n

1
/ £ (2) de < 6y (K, PS) < rre / kY2 () dz .
oK 2n Jok

Hasonl6 atfogalmazas adhato a 2.2.2. tétel esetén. Elég megmutatni, hogy létezik
olyan gy > 0, amelyre barmely gy > ¢ > 0 esetén létezik ng = ny(e) kiiszébindex, hogy
minden n > nyp-ra legfeljebb ¢ rész kivételével P° minden F' lapja F' egy négyszog;
tovdabba minden F-hez egyértelmten létezik egy xp € OK pont, amelyhez tartozo

u(zp) kiils6 normalis merdleges F-re is, valamint @, pozitiv definit, és F' e-kozel van
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egy Q. ,-szabélyos négyzethez, melynek tertilete

Lok kY2(x) dz
fn)2(zp)

ahol f(n) jeloli P¢ lapjainak a szamat.

Ezek utan az atfogalmazasok bevezetjiik a O(-) jelolést, mivel ezzel kényelme-
sebben és rovidebben fogalmazhatjuk meg a késébbi allitasainkat. Azt mondjuk, hogy
f(z) = O(g(x)), ha létezik ¢ konstans, ami csak a K testtdl fiigg, hogy |f(x)| < ¢- g(z)
minden szébajovs x-re. f és g altalanos fiiggyvények lehetnek, de a jeldlést tipikusan
O(e) forméaban hasznaljuk majd, ami azt jelenti, hogy a becstilt "hiba" legfeljebb kons-
tansszor €. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy ¢ > 0 rogzitett valos szam, amely

elegendden Kkicsi.

2.4. A "gorbuls" és "lapos" részek

Ebben a szakaszban megkezdjiik a bizonyitast. Els6 lépésként szétvagjuk 0 K-t a mar
emlitett lapos és gorbiil§ részekre, ez a vagas fligg az el6z6 szakaszban rogzitett e-tol.
Ehhez sziikségiink lesz [16] f6 eredményeire. Ezen alitasok lényegében megoldjédk majd
a lapos részek feletti konstrukeciot.

A kovetkezs eredmények [16]-bol szarmaznak. Egy P konvex politop hataranak
egy Jordan-mérhetd darabjat poliedrikus hiperfeliiletnek nevezziik. Legyen Z C 0K
Jordan-mérhetd, nyilt halmaz, ekkor definialjuk Y = Y (Z)-t a kovetkezSképpen. Y C
0P azon y pontokbdl all, melyekre 1étezik olyan u kiils6 normélisa P-nek y-ban, hogy
u szintén kils6 normalisa K-nak valamilyen z € Z pontban. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy az Y poliedrikus hiperfeliilet approximalja Z-t. Adott 5 > 0 esetén legyen ¥(/3)

azon pontok halmaza 0K-bol, ahol a minimélis f6gorbiilet kisebb mint .

2.4.1. Lemma ([16]). Rdgzitsik € > 0. FEkkor minden olyan elegendden kicsi [3-ra,
melyre X(3) Jordan-mérhetd, 3(5)-ra teljesilnek a kévetkezdk: Elég nagy m esetén

létezik Y,, C K poliedrdlis hiperfeliilet, amelynek legfeljebb m csicsa van, approximdlja

X(B)-t, és

2

5u(S(8), Vo) < — .

m

A 2.4.1. lemmat ¢ helyett £ /2vel alkalmazva, és Y,,-t egy rogzitett int K-beli pontbol

egy kicsi, alkalmas konstanszorosara felnagyitva nyerjiik az alabbi kévetkezményt.
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2.4.2. Kovetkezmény. A 2./.1. lemma dllitisa igaz marad a Y,, C K feltételt Y,, N

int K = 0-re cserélve.

Ezek utan mar szétviaghatjuk a hatart a megfelels, e-tol fliggé modon. Jegyezziik
meg, hogy € > 0 rogzitve van. Vélasszuk 5 > 0-t ugy, hogy X(3) elég kicsi legyen, és

igy kielégitse a 2.4.1. lemma és 2.4.2. kovetkezmény feltételeit, valamint teljestiljon réa

/ K2 () da < E/ kY2 (x) d.
%(6) 2 Jox

Definialjuk a kovetkezs részeket 0K -n.

a kovetkezd Osszefiiggés:

X' = OK\X(B). (2.4)

Ekkor léteznek 0K relativ nyilt, Jordan-mérhets X és X részhalmazai 0 K-nak, melyek

teljesitik a kovetkezd harom feltételt.
i) cl X Crelint X’ és cl X’ C relint X;

ii) Létezik n = n(e) > 0 ugy, hogy minden = € cl X, pontban minden f&gorbiilet
legalabb n;

i) [y &2 (x)de > (1—¢) [, % (z) da.

Az X C 0K halmazt fogjuk a hatar gorbils részének nevezni.
A kovetkez§ szakaszban a bizonyitasokhoz hasznéalt legfontosabb lemmakat gyjtjiik

ki és bizonyitjuk.

2.5. A bizonyitasokhoz hasznalt allitdsok és lemmak

Miel6tt a fejezet f6 lemmait bizonyitanank, kimondunk harom allitast, melyeket tobb-
szor alkalmazunk a tovabbiakban. Ezek mindegyike elemi szamoléssal igazolhato, ezért

a biznyitasuktol eltekintiink.

2.5.1. Allitas. Ha C, D és E hdrom konvezx lemez, 0 < € < 1 pedig eqy pozitiv valds,

és C e-kozel van D-hez, valamint D e-kozel van E-hez, akkor C 3e-kozel van E-hez.

2.5.2. Allitas. Legyen ¥y és Xy kettd (2-dimenzids) sik E3-ban gy, hogy a bezdrt
szogilik kisebb mint e, és tegyiik fel, hogy D eqy konvex lemez a ¥y sikban. Jeldlje p azt
a tengely korili forgatdst, ami Ye-t ¥1-be viszi. Ekkor p(ps,(D)) e-kizel van D-hez,

ahol py, a Xg-re torténd merdleges vetités.
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2.5.3. Allitas. Legyen g1 és g két olyan pozitiv definit kvadratikus alak az Euklideszi

sikon, amelyekre
1+ q(e) < gox) < (1 +%)q(2).

Ekkor létezik qi-szerinti eqység négyzet, amely e-kézel van eqy qo-szerinti eqység négy-

zethez.

2.5.1. Univerzalis delta 1étezése

Az egyik f6 otletiink az lesz, hogy a problémat lokalizaljuk, vagyis 0K-n kis foltokat
jeloliink ki, ahol a feliilet mar jol kozelithetd lesz speciélis paraboloidokkal. Ebben lesz
kulcs az alabbi technikai lemma.

Jelolje u(z) a kiils6 normalist egy 2z € 0K pontban. Legyen tovabba C' egy konvex
poligon mely az x € relint C' pontban érinti K-t, és tegyiik fel, hogy int K merd6leges
vetiilete aff C-re lefedi C-t. Egy f: C — R fiiggvényre

L(f) ={z = f(F)u(z) : z€ C}

jeloli az f grafikonjat. Legyen fo : C' — R az a konvex, C? sima fiiggvény, melyre
I'(fe) C OK.

qy jeloli azt a kvadratikus alakot, mely fc fiiggvény masodik derivaltjabol szarmazik
az y € C pontban, specidlisan ¢, = Q.. (g, fiigg C-t6l is.) Tovabb4, pc : E* — aff C
jeloli az aff C-re torténs merdleges vetitést, mig Ilpx : C — IK a 0K-ra torténd

legkozelebbi pont leképezés, mas néven a metrikus projekcio.

2.5.4. Lemma. Minden ¢ > 0-ra, létezik eqy 6(K,e) = 6 > 0 gy, hogy ha C C z+6B>
eqy konvex poligon, mely az x € X' NrelintC' pontban érinti K-t, akkor a kiévetkezdk
teljestilnek. T'(fc) C Xo, €s

minden y € C, (14+*)7'Q, < ¢, < (1 +&*)Q., (2.5)
barmely z € T'(fo), (u(z),u(z)) = (1 +¢)* (2.6)
pe(lpx (C)) 2 (1 —€)(C — z) + . (2.7)

Bizonyitds. Minden x € cl X'-re létezik egy (x-t6l fiiggs) d,(K,e3/10) > 0 tgy hogy
(2.5), (2.6) és (2.7) mind teljesiil ¢ helyett £3/10-t irva. Ez egyszertien f kétszeresen
folytonos differencialhatosagabol adodik. Legyen B, = x + (d,/2)B3.
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U B, Decl X'.

zec X/
Mivel ¢l X’ kompakt, azért a fentib6l kivalaszthato egy véges fedés, vagyis létezik
egy véges V C cl X' gy hogy

U B, Decl X'.
xeV

Legyen

mingey 0,
4
Valasszunk egy tetszéleges € cl X’ pontot, legyen B = = + B3, y € BN C,

5:

valamint z = (y, f(y)). Vilagos, hogy van egy megfelels * € V amelyre = € Bj,
amelybdl a definiciok miatt z € 2B; is adodik.

Bz definicioja miatt nyilvan (u(x),u(Z)) = 1 —&3/10 és (u(z),u(z)) = 1 — £3/10
fennall, amibdl (2.6) kovetkezik. (2.6)-bdl (2.7) is azonnal adodik. Ehhez elég meggon-
dolni, hogy mi torténik a vetitésekkor.

(2.5) bizonyitasaban néhany hosszadalmasabb rutinszert szamolast mell§ziink.

Legyen fvaz a C? fiiggvény, amit a oz érintdsikon értelmeziink, és ami —hasonléan
f-hez— leirja OK-t * egy megfelel6 kornyezetében.

Megjegyezziik, hogy

(1-£%/10)Qz < @ < (1 +£%/10)Q5,

és
(1-£%/10)Qz = G = (1+¢%/10)Q5

teljesiil, ahol y* = p,_(2) és " = p,.(x). Tovabba a mar bizonyitott (2.6)-bdl

kovetkezik, hogy tetszdleges w-re
(1=€°/10°Gur = qu = (1+€°/10)°,-.

Mivel Q. = q., azért (2.5)-t is belattuk. ]

2.5.2. A Momentum lemmak

Ebben a szakaszban két geometriai egyenlStlenséget, illetve azoknak a stabilitasat

fogjuk bizonyitani. Ezeket az 6nmagukban is érdekes allitasokat tobbszor is alkalmazni
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fogjuk késsbb. Itt kiilonvalik a beirt és a kortilirt eset. A koriilirt esethez a 2.5.5. lem-

mat, mig a beirt esethez a 2.5.6. lemmat hasznaljuk.

2.5.5. Lemma (Momentum lemma). Legyen q(x) egy pozitiv definit kvadratikus alak
R%-n és a < 0 valds szam. Legyen tovibbd G = [p1,pa, - - -, pr| eqy k-sz26g {p;} csiicsok-
kal. Ekkor

2
mEaGX(q(x) —a) 2 . A(G)+/detq. (2.8)
Tovdbbd, ha k # 4, akkor
meag(q(a:) —a)>1,04- % - A(G)y/det q. (2.9)

Valamint, ha € < 0,01 és

- A(G)+/det gq, (2.10)

max(g(z) —a) < (L +¢)-

o

akkor G O(/e)-kozel van eqy q-négyzethez.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy a = 0, hiszen ezzel a bal oldalt csokkentettiik. Ezutan
egy linedris transzformacio alkalmazaséaval elérhetd, hogy q(x) = x?. Ett6l a bizonyi-
tandd nem modosul, mivel mindkét oldal ugyanannyiszorosara valtozik. A tovabbiak-
ban ezen feltevések mellett bizonyitunk.

El6szor (2.8) és (2.9) egyenlStlenségeket igazoljuk. Mivel az 22 egy konvex fiiggvény,
ezért

max ZE2 = Imax ZL’Z.

xeG ze{pi}
Legyen p; az egyik olyan cstics, ahol a jobb oldali maximum realizalodik. Igy tudjuk,
hogy G-t tartalmazza egy R = d(o,p;) sugard, o kozéppontu kor. Kozismert, hogy
egy adott korbe irt k-szogek koziil a szabalyosnak van a legnagyobb teriilete. Ebbdl
azonnal kovetkezik, hogy
Ag) < Tk 311212% b

Kihasznalva, hogy 0 < sin2f < 1, atrendezés utan (2.8)-t kapjuk. Masrészrdl, ha
k # 4, akkor sin(27/k) < 0,96, ebbdl pedig kapjuk (2.9)-t.

Rateériink (2.10) bizonyitasara. (2.9) miatt feltehetjiik, hogy G négyszog. G cstcsai
pozitiv koriiljaras szerint legyenek p, po, p3, ps, gy vélasztva meg az indexelést, hogy

|p1| legyen (az egyik) maximalis. A p;op;1Z-t jeloljiik ¢;-vel (ps = py).
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P1

2.1. dbra. A G négyszog

Els6 lépésben tegyiik fel tovabba azt is, hogy o € G. Ekkor egyrészt nyilvanvaléan

max 2 = p;°.
zeG

Masrészrdl, felirhatjuk G teriiletét négy haromszog teriiletének 6sszegeként:

4 . 4.
i||Pi1] SH1 Q; SN ©;
A(G):Zl ’p||p2+1‘ ¥ §p12212 QD
Ezt beirva a feltételbe azt kapjuk, hogy
L S sing;
1 R R
(1+o) <212
Ebb¢l azonnal kiovetkezik, hogy minden i-re |p; — m/2| < O(y/e) teljesiil.
Mésrészroél,
4 . 4
A(Q) = >_1 [pil|pisa | sin s < 2 |Pz‘\|pz‘+1’7
2 2
ebbdl a feltételt kihasznalva adodik, hogy

4
4p} < (1+¢) ) [pillpisal-
1
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Ebb6l rendezés utéan, kihasznélva, hogy 1 —e < (1 4¢) !
4

Z |pi
1 p1

ebbdl pedig kozvetleniil kovetkezik, hogy

1—e<

N

Ipi| > (1 — 4e)[p1].

Kaptuk tehat, hogy a kozépponti szogek O(+/€)-kozel vannak a derékszoghoz, mig a
csicsokba mutatd vektorok hosszainak aranya 4e-kozel van 1-hez. Ezekbdl (2.10) elemi
szamolassal adodik.

Ha o ¢ G, akkor alkalmazzuk az allitast G — p sokszogre, ahol p G-nek az origbhoz
legkozelebbi pontja. Ehhez elég azt belatni, hogy max,cg—p 2? < max,cq 2. Valasszuk
ki G-nek azt az oldalat, amelyikre p illeszkedik (ha p éppen cstcs, akkor valamelyiket
a kettd koziil), és hizzunk parhuzamost o-n keresztiil ezzel az oldallal. Ez az egyenes
két félkorre vagja az o kozéppontu, |op;| sugara kort, ezek koziil az egyik tartalmazza
a teljes G-t. Vegyiik észre, hogy ennek a félkornek az op-vel vett eltolja is tartalmazza

G-t. Ebbdl az allitas kovetkezik, és a bizonyitas teljes. ]

2.5.6. Lemma (Momentum lemma). Legyen q(z) egy pozitiv definit kvadratikus alak
R2-n, és a olyan valds szam, hogy o > q(x) minden v € G esetén teljesiiljon. Legyen
tovabbda G = [p1,pa, ..., k| eqy k-szog {p;} csicsokkal. Ekkor

2
max(a — q(z)) 2 . A(G)+/detq.

zeG

Tovabbd, ha k # 4, akkor

max(a — q(z)) > 1,04 - % - A(G)+/det q.

zeG

Valamaint, ha € < 0,01 és

- A(G)+/det q,

max(a — ¢(z)) < (1 +¢)-

E N

akkor G O(/e)-kozel van eqy q-négyzethez.

Bizonyitds. Az el6bb bizonyitott 2.5.5. lemmat szeretnénk felhasznalni. ElGszor ismét
tegytk fel, hogy o € G. Mivel g(0) = 0, ezért kévetkezik, hogy max,cq(a — q(z)) =
a > maxgeq q(z), ahol az egyenlStlenségnél kihasznaltuk a lemma azon feltételét, hogy

a > q(z) minden x € G esetén. Tovabb becsiilhetjiik a jobb oldalt a 2.5.5. lemma
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szerint és az allitas els6 két része azonnal kovetkezik. A harmadik rész igazolasidhoz
pedig elég azt meggondolni, hogy max,cq(a—¢q(x)) > max,eq q(x) miatt alkalmazhato
a 2.5.5. lemma harmadik allitasa.

Hétra van még az o ¢ G eset. Hasonloan az el6z6 bizonyitashoz, itt is feltehetjiik,
hogy ¢(z) = 2% (a valtozhat).

Elsszor legyen k = 4. Jelolje p G-nek az origohoz legkozelebbi pontjat, és legyen
d = |op|. Mivel az origo kozéppontti \/a sugart kor tartalmazza G-t a lemma feltétele
szerint, ezért a p kozéppontiu va — d? sugara kor is tartalmazza G-t. Tovabba a p-re
illeszkedd, op-re meréleges egyenes szeparalja G-t az origotol. Ezekbdl adodik, hogy
egy Vo — d2 sugaru felkor tartalmazza G-t, amelybol
max(a — ¢(z)) = a — d* > 1,04-%-g(a—d2) = 1,04-%-14(6’).

zeG

Végiil legyen G egy haromszog, o ¢ GG. Hasonléan az el6bbihez lathato, hogy G p-re
illeszkedd oldala legfeljebb 2v/a — d?, a hozza tartoz6 magasséag legfeljebb v a — d?, igy

A(G) < Yoo d — o — @2 amelybo]

max(a — q(z)) = a — d* > A(G) > 1,04 - ZA(G).

zeG

Ezzel a lemmat bizonyitottuk. [

2.5.3. A Transzfer lemma

Ebben a részben egy technikai jellegi allitast mondunk ki, aminek segitségével az alsod
korlatot latjuk majd be. Ehhez eloljaroban tesziink néhany megjegyzést, valamint
emlékeztetiink néhény jelolésre.

Legyen x € 0K, valamint legyen C' egy z-ben érinté (konvex) lemez, és legyen f
az a kétszer folytonosan differencialhato fiiggvény, ami leirja K-t C' felett (vagyis 0K
f grafja C felett). Azonositsuk aff C-t R2-tel, az orig6 legyen x (vagyis x = (o, f(0)).
Jelolje [, f els6 derivaltjat egy y € C pontban, valamint g, a masodik derivaltbol
szarmazo kvadratikus alakot ugyanebben a pontban. Ismét megjegyezziik, hogy a C?
simasag miatt ), = ¢,. Alkalmazzuk a Taylor-tételt; legyenek a,y € C', ekkor létezik
t € (0,1) ugy hogy

1

fy) = fla) +l(y)(y —a) + §qa+t(y_a>(y —a).

Legyenek €’ és C olyan konvex lemezek, hogy €' C relint C' C relint C. Tovébba
legyen P olyan K kéré irt politop, amire C' C pge (P). ¢ fogja jelolni azt a darabonként
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linearis, C feletti fiiggvényt, aminek grafikonja OP. P azon lapjait Fi,..., Fy-val
jeloljiik, amelyekre teljesiil, hogy a relativ belsejiik ¢ grafikonjat C felett metszi. Tovab-
ba feltessziik azt is, hogy relint F; pontosan akkor metszi ¢ grafikonjat C” felett, ha
i <k < k. Végiil legyen

Hz:CﬂpRz(Fl), ha i = 17,]{7

- — N

—
—
—_ AN

4 @,f@))g
L

2.2. abra. Egy F; lap és II; merGleges vetiilete

Feltessziik, hogy minden Fj-hez, létezik egy a; € 5’, ugy hogy F; normalvekto-
ra parhuzamos f grafjanak (a;, f(a;)) pontbeli kiils6 normalvektoraval. Ekkor aff F;

egyenlete a kovetkezSképpen alakul:
f((l,) + lai(y — ai) +o; = 0

valamilyen alkalmas «; € R szdmokkal.
Vegyiik észre, hogy a Taylor-formula szerint létezik olyan folytonos ¢;(y — a;) fligg-
vény é—n, hogy
) = flai) +lo,(y — a;) + gi(y — a2),

és minden y € C esetén van olyan z € C , amelyre

1
9i(y —a;) = 5%@ — a;)
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teljesiil. Megjegyezziik, hogy i,j = 1,...k és y € II; esetén,
9i(y — a;) — a; < gi(y — a;) — a

teljestil (karakterizaljuk a lapokat).

Ennyi el6zetes megjegyzés utan kimondhatjuk a lemménkat.

2.5.7. Lemma (Transzfer lemma). Legyen ¢ € (0,1/4). A bevezetett jeloléseket
haszndlva tegyiik fel, hogy Q. pozitiv deinfit minden z € C esetén, valamint (1 +
e)'Q: S q. £ (1+)Q, és (u(x),u(w)) > (1+¢)~t teljesil w =z — f(z)u(x)-re.

(i) Ha K C P, akkor minden o; <0, és

ou(P,K) = (1 —2¢) max max (1 Q.(y —a;) — ) .

i=1,...,k yell;

(i) Ha P C K, akkor minden «; > 0. Bevezetve az o, = (1 +¢e)ay; (i =1,...,k)
jeldlést, azt kapjuk, hogy 3 Q.(y —a;) < of (y eI, i=1,...,k), és

ou(P,K) 2 (1 —4e) max max (of — 1 Q.(y — a;)).

i=1,..., k yell;

Bizonyitds. Minden i = 1,. .., k esetén vezessiik be a IT; = [II;, {a;}] jelolést.
El6szor legyen K C P. Ekkor f(y) > ¢;(y) minden y € C' és ¢ = 1,...,k esetén.
Meg fogjuk mutatni, hogy

(1+€)0n(P, K) = max max(f(y) - ¢i(y)). (2.11)

Mivel a f(y) — ¢i(y) fiiggvény konvex, ezért feltehetjiik, hogy y a II; egyik cstucsa,
valamint mivel f(y) — ¢;(y) éppen a;-nél minimalis, igy feletehetd az is, hogy y € II;.
Legyen w = y — ¢;(y)u(x) € F;, és jelolje T az érints sikot v = y — f(y)u(x) € OK
pontban. Mivel T szeparélja K-to6l a w-t, és mivel u(v) kiils6 normalisra (u(z), u(v)) >

(1+¢e)7! teljesiil, ezért

0n(P,K) > d(w,T) = (1L +)"'(f(y) — 9iy)),

ahol d(w,T) a w pont és T sik tavolsaga. A fenti egyenl6tlenségbdl (2.11) kovetkezik.

Minden y € II; esetén, a Taylor-formula szerint létezik olyan z € II; C C, amelyre
fly) —ily) = % q-(y —a;) — oy , ahol ¢, (y — a;) —2a; < 2(14¢€)dy(P, K) (2.11) miatt.
lgy

(14+2)0u(P.K) = 5¢.(y—a)— o
> 3Qu(y—a) — i — §la:(y — ;) — Quly — ai)|
> 1Q.(y—a;) —a;—edu(PK).
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Ezzel az 1) pontot igazoltuk.
Ratériink az P C K esetre, ekkor ¢;(y) > f(y) mindeny € C' ési = 1,...,k esetén.
Belatjuk a kovetkezét:

(14+¢)og(P,K) 2 max «o; > max max(y;(y) — f(y)). (2.12)

=1,k i=1,....k yell,
A maésodik egyenldtlenség azon ténybdl adodik, hogy a ¢;(y) — f(y) figgvény konkav
és pi(a;) — fla;) = a;. (2.12) els6 egyenl6tlenségének belatasahoz legyen w = a; —
vila;)u(x) € aff F; és v = a; — f(a;)u(z) € OK. Mivel aff F; szeparalja P-t és v-t, és
az u(a;) kiilsé normalisra teljesiil, hogy (u(x),u(a;)) > (1+¢)7, igy
0n (P, K) > d(v,aff F}) > (1+¢) " (¢i(a;) — f(ai)) = (1 +¢)" oy,

ebbdl (2.12) adodik.

Minden y € II; esetén, a Taylor-formula szerint létezik olyan z € II; C C, amelyre
ei(y) — fly) = 2i — £ ¢:.(y — a;), ahol a;,¢.(y — a;) < 265 (P, K) (2.12) miatt. Innen
kapjuk, hogy

(1+€)5H(P7K) 2 ai_%q,z(y_ai)

> af = 5Quly — @) = 3la-(y — ar) = Quly — a;)] — (af — )
> o — %Qm(y —a;) — 3y (P, K).
Ezzel a 2.5.7. lemma bizonyitasa teljes. O

2.6. Jol kozelité politop konstrualasa

Ebben a fejezetben tehat konstrualni szeretnénk egy Hausdorff-metrikdban ”j61” kozelits,
K koré irt R, politopot, aminek legfeljebb n éle van. Itt két dologra kell iigyelniink.
Egyrészt, hogy a kapott politop elég kozel legyen K-hoz, masrészt, hogy ne legyen til
sok éle. El6szor megmutatjuk, hogy egy pont koérnyezetében hogyan kell jol kozelits
feliiletet konstrualni. Utana valasztunk egy iigyesen definialt halmazt, amelynek pont-
jai koril a lokalis konstrukciot végrehajtjuk, majd ezeket sszeillesztjiik. Belatjuk a

kovetkezd lemmét.

2.6.1. Lemma. Léteznek g és ¢ csak K-tol fliggd konstansok gy, hogy ha 0 < € < &
ésn > N, ahol N fligg e-tol és K-tol is, akkor létezik R, K koré irt politop, amelynek
legfeljebb (1 + ce)n éle van, és

or (K, Ry)

%faK kY/2(z) dx

Sl+c-e. (2.13)
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Bizonyitds. Az egyszeriibb jellés kedvéért legyen

]:/ kY% (x) dx.
0K

Minden xz € X’ és o > 0, legyen o, a K-hoz z-ben huzott érintésik, és legyen
E(w,0) ={z€Ty: §Qu(z—1) <%}

Vegyiik észre, hogy £(x, o) egy ellipszis, amelyre gondolhatunk tgy, mint egy o sugaru
% Q.-szerinti korre. Az X definicidja miatt @, mindkét f6gorbiilete legalabb n > 0 (ami
fligg e-tol). Ezért, ha o < i&/ﬁ, akkor &£(z, 0) Euklideszi értelemben vett atmérdje
legfeljebb 4, ahol §-t a 2.5.4. lemma definiélja.

Rogzitsiink egy megfelels € > 0-t. Legyen y € 0K egy tetszbleges pont K hataran.
Els6 lépésként megkonstrualjuk R, y-hoz kozeli részét. Emlékeztetdiil, legyen o, az
érintGsikja OK-nak az y pontban. Tekintsikk az S,(z) = 1’253 - Qy(2) kvadratikus
alakot (z € o,). Ezen S,(z — y) kvadratikus alak grafja o, felett egy paraboloid

feliilet lesz (tovabbiakban ezt € jeloli), amelyre teljestil, hogy nem metszi int K-t y egy
megfelel6en kicsi kornyzetében. Vegyiink fel egy () -szerinti négyzethalot o,-n, ugy

hogy ezen négyzetek tertilete
21/(nk(y)"?)

legyen. T, természetesen fiigg n-t6l. Ez a négyzethalo Euklideszi értelemben parale-
logrammahal6, de mi a tovabbiakban is négyzethalonak hivjuk, elemeit pedig négyze-
teknek. Tehét ezt a o,-n levé négyztehalot A-val fogjuk jellni, minden benne levé N
négyzet kozéppontja pedig legyen ay. Vegyiik észre, hogy minden N méretét éppen
ugy valaszottuk, hogy

I 1
max L Q= —ax) = o = /8K W) de - o (2.14)
(Vesd 6ssze 2.5.5. lemmaval.)
Legyen v = \/\gw igy teljesiil, hogy
N —ay C E(y,ev). (2.15)

Feltehetjiik, hogy n olyan nagy, hogy £(y, 12v) Euklideszi atmérdje legfeljebb 4.
Jeldlje A a négyzethalo azon négyzeteinek halmazat, amelyek teljesen &(y, 12v)-

ban vannak. Legyenek w és f konvex fiiggvények UA'-n tgy, hogy w(z) = Sy(z —

y), és I'(f) € OK. Létezik egy darabonként lineéris, konvex ¢ fliggvény UA-n tgy,

hogy ¢ minden N € A’ négyzeten linedris és olay) = w(ay), vagyis minden négyzet
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koézéppontjaban érinti 2-t. Legyen Ky = I'(p) az igy kapott poliedrélis feliilet. Vegyiik
észre, hogy a lapjai merdéleges vetiiletei o,-n épp A négyzetei. Adunk egy felsé korlatot
L(f) és Ky Hausdorfi-tavolsagara.

(2.14)-bol és a Taylor-tételbdl kovetkezik, hogy

~ Jore 612 (x) da
< — — - < .
or(Ay, T'(w)) < max max(w(z) — ¢(2)) max max Sy(z —an) < o
(2.16)
Most nézziik a paraboloid és 0K tavolsagat, hasznaljuk a 2.5.4. lemmat és ismét a
Taylor-tételt:
ou(P(f),T(W) <  max (f(z) —w(z) < max (H=Q,(z—y) - Sy(z — )

— 2

z€€(x,12v) z€€(x,12v)
2881¢
_ 3 ) — 9. 192,23 _
= zeg(lﬁ(zy)g Qu(z—y) =2 12°v% — (2.17)
A két egyenlGtlenségbdl kapjuk, hogy
~ 1/2 d
Su(A, T(f)) < (14 O(e s #() dw 2.18
y

2n

Most méar megkonstrualhatjuk a megfelels RS politopot. Legyen vy, ...y, pontok
egy maximaélis halmaza X'-bél tgy, hogy a Ik (relint€(y;, v)) halmazok péaronként
diszjunktak. Definialjuk az M (esetleg nem korlatos) poliédert, amelyet a oy, ..., 0y,
érintGsikok hataroznak meg. Az M poliéder y;-ben érinté minden C! lapjara legyen
C; = CI N E(y;, 4v). Ha n elég nagy, akkor a Iyx(Ch),. .., sk (Ck) halmazok nem
fednek at, és lefedik X’-t. Minden ¢ = 1,..., k-re legyen A; az Osszes Kyi—beli olyan F
lap uni6ja, amelyre ok F' Ny C; # 0, vagyis pe,A; C E(x, 5v). Végiil, a lapos rész
feletti konstrukciohoz, legyen m = en, és tekintsiik az Y,, poliedralis hiperfeliiletet,
amely approximéalja () = 0K \clX'-t, lasd 2.4.2. kovetkezményt. Legyen tovabba Ay
azon F lapok uni6ja, amelyekre IIyx FF' N X(5) # 0. Az RS politopot a kévetkezSképp
definialjuk:

R, = [Ao, Ay, ... Ayl (2.19)

A Ao, Ay, ..., Ay halmazok konstrukcidja, valamint a 2.4.2. kévetkezmény és (2.18)

miatt azonnal azt kapjuk, hogy

K C R;, és

faK kY2(x) da

u( R) < (140(e) - 22

(2.20)

Igy mar csak RS éleinek szamét kell megbecsiilniink.
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Legyen G az R{ azon élei altal definialt graf, amelyek két A;-ben 1évs lap met-
szeteiként adodnak (valamilyen ¢ > 1-re), G’ pedig az R maradék élei altal definialt
graf.

Elgszor a G graf e(G) élszamat becsiiljiik. Legyen i = 1,..., k, m; pedig jelolje a
A; halmaz elemeinek szaméat. Vegyiik észre, hogy

E(yi3v) C C; C E(y;, 4v). (2.21)
A 2.5.4. lemmabol és (2.15)-bol kovetkezik, hogy
peNi Cyi+ (14 42)(Ci — yi). (2.22)

Felhasznalva , hogy A(pc, F) = 21 /(nk(y;)*/?) minden A-beli F lapra teljesiil, valamint
a 2.5.4. lemmabdl azt kapjuk, hogy

/24
nr(y;) Y2 A(C)) n Jqoo k() de
< (1+0() - — (1+0()) - = . HoxC . 2.23
mi < (1+0(e) - (+0E) 5 TEEET e
Mivel A; minden lapja négyszog, azonnal adodik, hogy
k
e(G) <) 2m; < (1+0(e)) . (2.24)
i=1
Ratériink G'-re, el6szor G’ cstcsainak szamat becsiljik. Minden i = 1,..., k-re

legyen u; A; és G' azon kozos v cstucsainak szama, amelyekre létezik egy olyan [v, w]
éle G'-nek, amelyben w valamilyen A; egy csticsa (j > 1, esetleg j = 7). Tovabba pg
legyen G' azon v cstucsainak szama, melyekre vagy v a Ay egy csticsa, vagy van olyan
[v,w] éle G'-nek, amire w a Aq csicsa.

Tekintsiik G’ egy olyan [v,w] élét, ahol v a A; csucsa (1 > 1). A v = pg,v és
w' = pe,w pontokra (2.20)-bdl kivetkezik, hogy

0<g(t)=38,(tw + (1 —t)' —y;) <I/n fortel0,1].

Mivel g(t) = 1_253 Qy, (t(w' —v"))+at+b alkalmas a, b € R szamokkal, ezért a g(0) < I/n

és g(1) —2¢(1/2) < I/n egyenl6tlenségekbdl adodik, hogy

Qy,(w' =) < 25 B <32 (2.25)

-3 " n = n
Elgszor tegyiik fel, hogy w valamilyen A; cstcsa (j > 1), mig v a A; F lapjanak
csucsa. A (2.21)-bél kovetkezik, hogy alkalmazva (2.22)-t Cj-re (j # i) azt nyerjiik,

hogy
po, 0 (yi + (L —e)(Ci — yi) = 0,
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valamilyen v > 0 abszoltt konstanssal. Felhasznélva, hogy A(pc, F) = 21/ (nk(y;)"/?)
és (2.22)-t az kovetkezik, hogy

(U2 A(C
pi < O(e) - (yl)2IA(Cz) =0() n- /H . k(x)? d. (2.26)

Most megbecsiiljik még po-t. Ha [v,w] olyan éle G'-nek, hogy v egy A; csicsa
(i > 1) és w pedig Ag csticsa, akkor Ag definicioja és (2.25) miatt IlgC;NX = (). Mivel
Ag-nak legfeljebb en cstuicsa van, mig A;-nek legfeljebb 4m; (i > 1), ezért, felhasznalva

(2.23)-t és X tulajdonsagait, azt kapjuk, hogy

n- faK\X w(z)'? dz

o < en+ dm; < en+ < 2en.
HaKCzZﬂXQ) fBK 5(;5)”2 dz
Ezt a becslést és a (2.26) becsléseket minden ¢ = 1,..., k-ra Gsszerakva azt nyerjiik,

hogy G'-nek legfeljebb O(e)n cstcsa lehet. Mivel G’ sikgraf, ezért éleinek e(G') szama
legfeljebb csticsai szaméanak haromszorosa lehet, vagyis belattuk, hogy e(G’') = O(e)n.
Végil emiatt, és (2.24) miatt kovetkezik, hogy RS-nek legfeljebb (14 O(e))n éle lehet,

amivel a 2.6.1. lemma bizonyitésa teljes. O
A fenti bizonyitasbol a kovetkezd allitas is adodik:

2.6.2. Kovetkezmény. Legyen K konvex test R3-ben C? sima hatdrral, P, pedig a
Hausdorff-metrikiban K legjobban kézelitd korilirt politopja, amelynek legfeljebb n éle
van. Ekkor

A

1.

lim sup O (K, Itn)
n—oo g5 Jor K2 (2) dz

Ezzel a fels6 korlatot a koriilirt esetben belattuk.

A beirt esethez sziikséges mddositasok

Minden eddigi jelolést megtartunk. Egy y € X’ pont esetén az S, kvadratikus alakot

most S, = H;B Q,nal definialjuk. Igy, az S,(z — y) (mint 2 € o, egy fiiggvénye)

grafinkonja o, felett egy ) paraboloid, amelynek o, N (y+ § B?) feletti része teljesen K-

ban van a 2.5.4. lemma szerint. A (),-szerinti négyzetracsot ugyantugy definidljuk mint

a koriilirt esetben, az « értéke pedig legyen o = %—vel adva. Ebben az esetben
(vesd Ossze a 2.5.6. lemméaval)
max S,(z —ay) = a, (2.27)

zeN

max(a — Sy(z —an)) = a= Lre ~/8K/€1/2($)dx' (2.28)

zeN 2n
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Hasonléan a korabbihoz, legyen A’ azon négyzetek halmaza, amelyek £(x,12v)-ben
vannak. Legyenck w és f azok a konvex fiiggvények UA'-n, amelyekre w(z) = Sy(z —
y) és I'(f) € OK. A Taylor-tétel szerint létezik egy konvex, darabonként lineéris ¢
fiiggvény UA-n ugy, hogy ¢ linearis minden N € N négyzeten, p(ay) = w(ay) + «,
valamint /~Xy = I'(¢) grafikon I'(w)-ba van irva, azaz /~Xy cstcsai rajta vannak I'(w)-n.
Ezekkel a definiciokkal (2.18) ismét kévetkezik.

A bizonyitas hatralevs része teljesen analog a koriilirt esettel, csak most a 2.4.1.

lemmaét kell hasznalnunk a 2.4.2. kévetkezmény helyett a lapos részek kezeléséhez.

2.7. Also6 korlat

Ratériink az als6 korlat bizonyitasara. Mar belattuk, hogy

lim sup[2n - (0 (K, P,))] < / K12 () dx (2.29)
n—00 0K

Elég megmutatni, hogy létezik €9 > 0 (amely csak K-t0l fiigg), hogy minden g5 >
€ > 0 esetén van egy olyan pozitiv egész N., hogy barmely n > N.-re

u(K,P) 2 (L=1¢) [ (@) de- 5 (230)
oK 2n
ahol v egy abszolut konstans.

Rogzitsiink egy € > 0-t. Konstrudlunk egy K koré irt M = M(e) segédpolitopot
ugy, hogy M a kovetkezd tulajdonségokat teljesiti. Ha C' olyan lapja M-nek, amelyre
[IxC C X', akkor diam C' < ¢, ahol -t a 2.5.4. lemmabol kapjuk. Jeldlje C M bsszes
olyan C lapjanak halmazat, amelyre Il C N X # () teljesiil. Ekkor minden C' € C

esetén egyértelmiien létezik zo € X' gy, hogy u(zc) C-nek is kiils6 normalisa. Legyen

C={rc+(1—-2)(C—uc)|CeC, Hog(we+ (1 —2)(C —zc))NX # 0}

“ e,

2.7.1. Lemma.
S 62(ze) - A(C) > (1- 0(e)) / K1/2(z) da.
ceC oK
(2.29)-bol kovetkezik, hogy létezik w = w(K) > 0 ugy, hogy ha F' P, egy lapja, és
3C € C amire Iy (C) NIk (F) # 0, akkor diam F' < %/iﬁ Ha n elég nagy, akkor min-
den F-re legfeljebb egy olyan C' létezik, hogy Isx (F) NIlyx (C) # 0. (Megjegyezziik,
hogy N. nem fiigg n-t8l.) Jeloljiik Co-vel P, azon lapjait, amelyek C' felett vannak.
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s stz

5(PY,K) Z (1 - 0(e)) - max max max(f(y) — ¢(y))-

CGC FECC yeHF
A 2.5.5. lemmébol (Momentum lemma) és a 2.5.7. lemmabol (Transzfer lemma)

egy C feletti lokalis becslés adodik:

mex max(f(y) — p(y)) = max ;ggf %(gp(y —ap) —ap) 2
2 (1~ 0(e)) - max max 5 S (Quely —ar) — ) 2

2 (1= 0(e)) - a1 A(F) - (det Q)" = 2:31)
= (1=0(e)) - &"*(ye) - max Ag)

A tovabbi becsléshez a kovetkezd elemi egyenlGtlenséget hasznaljuk.

2.7.2. Lemma. Legyen a;,b; € Ry minden 1 = 1,2,...,m-re. Ha létezik eqy \ valds,
amelyre minden i = 1,2,...,m esetén a;/b; < \ teljesul akkor Y " a;/ > by S

Bizonyitds. Ha Osszegezziik az a; < \b; egyenldtlenségeket, akkor >~ a; £ 3 Ab; adodik,

amelybdl > b;-vel valo osztéassal nyerjiik az allitast. O]
Mivel A(F)/kp < maxpec, A(F)/kp barmely F € Cc esetén, ezért

max A(F)/kp 2 (> AE)N/(D kr).

FeCo FeCe

Jelolje ng a C felett elhasznalt élek szamat. Ekkor

A(F
s Horty— ar) —ar) 2 (100 w0 S0
z (1-0(e))- % : /41/2(310)%?.

Alkalmazzuk a 2.7.1. és a 2.7.2. lemmat ismét. A kovetkezd egyenlStlenséglancot

kapjuk:
1 KY2(zc) - A(C)
mer s 10— o) 2 (1-06) 5oy (G ) 2
kY2 (x0) -

Mivel ¢ tetszsleges volt, ezért (2.3) bizonyitasat befejeztiik. O
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A beirt esethez sziikséges mddositasok

Ismét a koriilirt esethez hasznalt M politopot hasznaljuk, valamint a 2.5.7. és a 2.5.6.
lemmakat alkalmazzuk. Ugyanazokat a jeloléseket hasznéaljuk mint a koriilirt esetben:
ar, stb. minden F' € Cco lapjara Pi-nek. Ebben az esetben ap > 0, és (a 2.5.7.,
Tanszfer lemmaval 6sszhangban) bevezetjik az o = (1 + ¢)ar jelolést. A (2.31)
becslések helyett, 2.5.7. és 2.5.6. lemmakbol a kovetkezdket kapjuk:

on(F K) 2 (1-0(e)) maxmax max(af — 3 Que(y — ar))

1/2 '
= (1—-0(¢)) - max max k(o) A(HF). (2.32)
ceC Feco kp

Innen a koriilirt eset szamoléasa 1épésrdl 1épésre kévethetd.

2.8. A 2.2.2. tétel bizonyitasa

Itt is csak a korilirt esetet bizonyitjuk részletesen, a beirt eset nagyon hasonléan
kezelhets, a szakasz végén roviden ramutatunk az eltérésekre. A bizonyitas soran
lépésenként igazoljuk az allitast indirekt érvéleséket hasznélva.

A tétel kdvetkezs, ekvivalens atfogalmazasét igazoljuk. Létezik olyan gy > 0, amely-
re barmely g9 > € > 0 esetén létezik nyg = ng(e) kiiszobindex, hogy minden n > ny-ra
legfeljebb ¢ rész kivételével PS¢ minden F' lapja F' egy négyszog; tovibba minden F-
hez egyértelmten létezik egy zp € OK pont, amelyhez tartozd u(zp) kiils6 normalis
merGleges F-re is, valamint ()., pozitiv definit, és F' e-kozel van egy (@),,-szabélyos

négyzethez, melynek teriilete

Jox kY2(x) dz
fn)e! 2 (xp)
ahol f(n) jeloli P¢ lapjainak a szamat.
A mar bizonyitott(2.3) aszimptotikus formulabol kovetkezik, hogy létezik egy b,, > 0

pozitiv nullsorozat (limb,, = 0) amelyre a kovetkezd teljesiil

1 1
op(K,PY) < (1+by)- 5/ kY2 (x) dz - e (2.33)
0K

Rogzitsiik e > 0 tetszlegesen. Ismét megkonstrualjuk M = M (e) segédpolitopunkat
a K koriil. Felelevenitjiik a jeloléseket, illetve azt, hogy M mely tulajdonsigait hasz-
naljuk majd ki. Ha C olyan lapja M-nek, amelyre Iy C C X', akkor diam C' < 4,
ahol 0-t a 2.5.4. lemmabol kapjuk. Jeldlje C M bsszes olyan C' lapjanak halmazéat
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melyre TlyxC N X # () teljesiil. Ekkor minden C' € 5, esetén egyértelmiien létezik
xo € X' agy, hogy u(zc) C-nek is kiils6 normélisa. Legyen

C={rc+(1—-2)(C—ac)|CeC, Uog(we+ (1 —2e)(C —zc))NX # 0}

A 2.2.1. tételben igazolt aszimptotikus formuldbol kovetkezik, hogy létezik w =
w(K,e) > 0 ugy, hogy ha F' P¢ egy lapja, és létezik olyan C' € C, amelyre Myx (C) N
ok (F) # 0, akkor diam F' < w/+/n. Ebbél adodik, hogy ha n > N, akkor P¢ minden
F lapjahoz legfeljebb egy olyan C' € C létezik, amelyre Iyx (F) N Igr (C) # 0. (Ne
feledjiik, hogy C-ben a lapokat e-t6l fiiggGen kicsinyitettiik, igy a projekciok nem fedik
teljesen OK-t, koztiik kis "rések" vannak.) Jeloljiik Co-vel PS azon lapjainak halmazat,
amelyek C' "felett" vannak; vagyis, az affC-re vett merdleges vetiiletiik metszi C-t, és
amelyeknek kiils6 normaélisa hegyesszoget zar be u(xc)-vel. Minden F' € Co esetén
jeloljiik ezt a merdleges vetiiletet 1y = po(F)-fel, és legyen xp € OK az a pont a K
hatéaran, amelyre az u(x ) kiilsé normélis F' lapnak is kiils6 normalisa; kr pedig legyen
F oldalszama. Jegyezziik meg, hogy ha n elég nagy, akkor ap = po(zr) benne van
C-ben. Definidljuk az ap értéket ugy, hogy rr — apu(xc) € aff F' teljesiiljon. Ezek az
ar konstansok lényegében az F' lap és 0K tavolsagat mérik, azért kell ket bevezetni,
mert altalaban nem tehetjiik fel, hogy P¢ lapjai értintik K-t. Vegyiik észre, hogy a
definiciok miatt ap < 0. Jeloljik F-fel a P¢ politop lapjainak halmazat, valamint
legyen Fy :={F € F :lpx FNX # 0} és Fy := F\F;. Szemléletesen F, a gorbiils
rész feletti lapokat jelenti, Fy pedig a maradékot.

Elsg 1épésként megmutatjuk, hogy 0K lapos része felett nagyon kevés él van a
gorbiils részhez képest. A kovetkezs egyenltlenségsorozatot a 2.5.7. ésa 2.5.5. lemmaék
alkalmazasaval kaphatjuk.

c > _ 1 _ _
On (P K) 2 (1= 0(e)) maxmax max(; Quc(y — ar) — ar)

kY2 (zc) - P
kY2 (x0) - P
> (1-0(9))- (max max (zc) - A )> :

ceC FECcnFy kr

(2.34)

Most el6szor hasznéljuk fel a korabban bizonyitott 2.7.2. lemmat, majd alkalmazzuk
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a 2.7.1. lemmat, mely szerint az inetgral kozelité osszegiink € pontossagu:

1/2 .
max max n (xc) A(HF> >
CE(//’\ FGCCQF+ kF
. ZerZFeccmﬂ(“l/Z(xC) - A(Tlg)) N

ZCeé ZFeCcﬂﬂ ke B

2(1—0(5»/ K2 (z) A - ——

Y
oK 2ny

> (1-0(e))

ahol ny éppen az F -ban 1évs élek szama. (Vegyiik észre, hogy a nevezében 1évé
szummaban az éleket valoban kétszer szamoljuk, kivéve néhény esetet, de ezektdl a
becslés helyes marad.) A kapott eredményt (2.33)-tal Gsszevetve nyerjiik, hogy ha
b, < g, akkor ny > (1 — O(e))n.

Jegyezziik meg, hogy minden F € F, lapra, egyértelmiien létezik xp € 0K pont
tgy, hogy u(zp) kiilsé normalis az F' lapnak is kiilsé normalisa, és @, pozitiv definit.

A kovetkezG becslés tartalmazza a bizonyitas legfontosabb otletét. Mar lattuk,
hogy ny > (1 — O(g))n, ha n elég nagy. Ebbdl és a 2.2.1. tételben kimondott, méar
tobbszor hivatkozott, (2.3) aszimptotikus formulabol kévetkezGen "korbemehetiink" a

becslésiinkkel. Ha n elég nagy, akkor a kdvetkezd teljestil:

kY2(xc) - A(TlR) ) 1
_ /2 S
> (1-0(e))max max_ max (3 Qu.(y — ar) — ap). (2.35)

CceC FECoNFy yellp

Osszuk tovabb a F. -ben 1év6 lapokat két tjabb osztalyba. Tartalmazza F,s, C Fi
azokat az F' € F, elemeket, amelyekre
1
max (5 Qoo (y — ar) — ar) 2 (L+ ¥/e) - — - A(Ilp)w'2(xc),
y€llp kg
és legyen Fy, = Fi \ Frsq, @ masik osztaly. A 2.5.5. lemma (2.10) pontjaval dsszevetve
lathatjuk, hogy az Fs,-beli elemek mar O( ¥/e)-kézel vannak egy Q..-négyzethez.
(Végig éltiink a feltevéssel, hogy F' C' "felett" van.)
Folytassuk (2.35) becsléseit! Alkalmazzuk ismét 2.5.5. lemmat, valamint hasznaljuk
fel Foq €s Frsq definicioit:
1
B2 b, A Gy ) —ar) 2
1/2 - A(TI
> max(max max r(ze) - Allr)

ceC FeCenFsq kr ’

KY2(zc) - A(TIR)
1+ e) -
’ rélgé\( FE(IZI;%};‘—”W( + \/g) kF

)
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Ezt Osszevetve (2.35)-val, a 2.7.2. lemma kétszeri alkalmazasaval a kovetkezdket
nyerjiik:

1/2 - A(TI
max max v (we) - Allly) >
CG(/Z\ FeConNF4 kF

2065 ZFeccmfsq (’11/2 (zc) - A(Ilp))
ZCeé ZFECCﬁqu krp 7

ZCG€ZFeCCmfnSq("€1/2(xC) - A(Ilg))
T 90 Soec Sreconrn b

> (1 - 0O(g)) max(

Indirekt tegytik fel, hogy

2Mipsq = Z Z kp > 2n,e.

Cel FECoNFasy

Ujbol a 2.7.2. lemmat hasznalva kovetkezik, hogy

1/2 CA(TT
max max K (zc) (ITr) >
cel FeCcnFy kr

2066 ZFeccmﬂ(“m(“UO) - A(Tlg))
2Ny + (1 — /£)2n,s,

X ATy
> (14 &)1 - 0(5))20@ Y rer, Allp)

2n+

(1-0(e))

Ez pedig nyilvanval6 ellentmondés, hiszen (1 4+ /2)(1 — O(e)) > 1, ha ¢ elég kicsi.
Ezért belattuk, hogy n,s, < V/en,, ebbdl pedig | Fosq| < /2| F4| azonnal adodik.
Az F,, halmaz definicidja szerint tudjuk, hogy minden F' € F, esetén

mix(} Qe (y — ar) — ap) < (14 VE) - 1+ AT (ac).

yellp
Vagyis a 2.5.5. lemma (2.10) pontjanak feltételei teljesiilnek, és igy minden F' € Fy,-ra
[Ip ‘Ye-kozel van egy Q),.-négyzethez. Tovabba, ha e elég kicsi, akkor a 2.5.5. lem-
ma (2.9) egyenlStlenségébdl kovetkezik, hogy Fs,-ban csak négyszogek vannak, vagyis
minden F' € Fy, esetén kp = 4.

Megmutatjuk, hogy minden F' € F,, egy Q,.-négyzethez is kozel van. Ehhez
elég utalnunk (2.5) és (2.6) pontokra a 2.5.4. lemmaban, és a 2.5.1., 2.5.2. és 2.5.3.
allitasokra. Ezekbdl az eredmény régton kovetkezik.

Végiil ratériink a teriiletekre. Mar belattuk, hogy majdnem minden lap F,,-ban
van. Fy,-t tovabb bontjuk két részhalmazara. Az egyszertiség kedvéért vezessiik be a

T = V2 (xo) AT
o b, 1 () Al
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jelolést. Legyen tehét
Fu ={F € Fy: 5" (xc)A(Ilp) > (1 — V/e)T, F € Cc}

és Fn = Fs\Fur- Indirekt tegyiik fel, hogy |Fn| > (1 — /)| Fsqyl-
Egyrészt vegyiik észre, hogy

ZCG€ZF€CCOFSq(H1/2(xC) - A(Ilp)) [ Ful|T + | Fn|(1 = /)T _
Fal | Fql

TV £ (1-VAT.

| N
| Fql

=T

MaAsrészrél

ZCGCAZFGCCH}‘SQ (”1/2(x0> -A(Tlg)) B
4|f5q|
_ 2065 ZFechfsq ("‘31/2 (zc) - A(llp))
20e5 ZFGCcﬂfsq kp
2 (1-0() | w5
K2 (xe) - A(llp) (1= 0(e))

> (1— =
= - Ol s 8%, ke —

v

Ezen két becslés ellentmondo, ha ¢ elég kicsi. Tovabba a becsléseket rendezve azt
kapjuk, hogy

1 (1-0(e))
4

v

T
— T.
4

= (1- O(s))/ kY% (x) dz

0K 2n
A 2.5.4. lemmabol kovetkezik végiil, hogy ha F' € Fj,, akkor
2 [ k' (z) da

nk'/2(zp)

2 [ ' (z) da

nkl/2(xp)

(1+0(Ve)) > A(F) = (1-0(Ve))

Itt kihasznaltuk, hogy (zp) és k(z¢), valamint A(F') és A(Ilr) egymashoz e-kozel
vannak.

Osszefoglalva a koévetkezét lattuk be: g : VO < € < g¢ : AN(g) > 0 tgy hogy,
ha n > N(g), akkor /e rész kivételével a PS¢ politop minden F' lapjara teljesiil, hogy
egyértelmien létezik egy xr € OK pont ugy, hogy u(zr) az F lapnak is kiils6 normaélisa,

tovabba Q.. pozitiv definit; F' 1/z-kozel van egy Q. .-szerinti négyzethez, és teriilete

e-nyi pontossaggal
2 [ k' (z)da

nkl/2(xp)
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Ezzel a tételt a koriilirt esetben megmutattuk.
A beirt eset bizonyitasa teljesen analog a fentiekkel. Két aprobb eltérés mutatkozik,
egyrészt a 2.5.7. lemma maéasodik részét hasznéljuk az elsé helyett, masrészt a 2.5.6.

lemmat alkalmazzuk a 2.5.5. lemma helyett.

2.9. Nyitott problémak

Ebben a szakaszban néhény nyitott probléméat gytjtottiink 6ssze, melyek eredménye-
inkhez szorosan koétGdnek.

A simasagi feltételek gyengitése, mint azt a bevezetSben is emlitettiik, az egyik
kézponti probléma. Itt természetesen vetédik fel, hogy az eredményeink igazak-e még
altalanosabb feltételek mellett? P. M. Gruber és P. Kenderov [40] méar megmutatta,
hogy altalaban a C' simasig nem elegends. Azt mondjuk, hogy a K konvex testnek
létezik gordiils gombje, ha létezik egy o > 0 szam, hogy minden z € 0K pontot
tartalmaz egy olyan g sugara gémb, amely teljesen K-ban van. D. Hug [41]-ben belatta,
hogy K-nak pontosan akkor van gordiils gdmbje, ha 0K C! sima, és az u,, r € OK-ban
hizott kiilsé normélis,  Lipschitz-folytonos fiiggvénye. Specialisan, ha 0K C? sima,

akkor K-nak van gordiil6 gombje - ahogy azt mar W. Blaschke is észrvette.

2.9.1. nyitott probléma. Ervényesek-e 2.2.1. és 2.2.2. tételek abban az esetben, ha
K hatdrdrol nem tessziik fel, hogy C? sima, csak annyit, hogy K-nak létezik gordiild
gombje? Altaldnosabban, igazak maradnak-e o kordbban igazolt aszimptotikus ered-

mények, ha K-rdl csak a gordild gomb létezését tesszik fel?

Megjegyezziik, hogy az eddig hasznalt bizonyitasi technikdk nem latszanak alkal-
masnak a kérdés megvalaszolasara.
Tudjuk, hogy aszimptotikus formula létezését nem varhatjuk teljes altalanossagban,

mégis a kovetkezd probléma kiilonosen érdekes.

2.9.2. nyitott probléma. [gaz-e tetszileges K 3-dimenzios, konvex testre, hogy

1
limsupn - oy(K,P) < = / kY2 (x) d.
oK

n—oo 2

A kérdést természetesen barmilyen "approximécio-tipusra" felvethetjiik. Az ismert
pozitiv eredmény M. Ludwig [47] nevéhez flizodik, aki a sikban, teriiletapproximécio
esetén bizonyitott a fentihez hasonlo6 becslést. A bizonyitas egy Hadwiger-tipusu tételen

mulik. Ezt az eredményt M. Ludwig és M. Reitzner [48]-ben kiterjesztette tetszéleges
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dimenzidba, azonban ezzel csak a szimmetrikus differencia metrika esetét oldottak meg,
a fenti probléma a tobbi metrikdban a szerzé legjobb tudomasa szerint nyitott.
Tovéabbi fontos probléma, amely jelen munkédhoz nagyon szorosan kapcsolodik, hogy
folytassuk a "koztes dimenzios" esetek targyalasat, tehat bizonyitsunk magasabb (d >
4) dimenziokban is hasonlé aszimptotikus formuldkat a 1 < k < d — 2 esetekben.
Habéar az altalunk is hasznélt technika alkalmazasanak latszolag nincs akadélya, mégis

a probléma geometridja és kombinatorikdja meglehet&sen nehéznek tiinik.

2.9.3. nyitott probléma. Bizonyitsunk aszimptotikus formuldat d > 4 dimenzidban,
ahol a legjobban kozelitd politop k lapjainak szdma korldtozott, valamilyen 1 < k < d—2

esetén!

A tipikus lapok vizsgalatarol magasabb dimenziéban nincs altalunk ismert ered-
mény. A kérdés ettdl fliggetleniil mindenképpen érdeklédésre tarthat szamot. Mi most
egy mas tipusi, geometriai jellegti problémat vetiink fel, amelyet mar tobb korabbi
munkaban is megfogalmaztak. A kittizés szandékosan nem pontos, minden ebben az

irdanyban tett lépés tidvozlends lenne.

2.9.4. nyitott probléma. Ertsik meg a legjobban kizelité politdpok kevert térfo-

gatainak (ldsd 4.2. szakaszt) aszimptotikus viselkedését!



3. fejezet

Véletlen politopok

3.1. Bevezetés és eredmények

Ebben a szakaszban a fejezet f6 eredményeit fogjuk elhelyezni a véletlen poitépok
elméletében. A szakasz els6 felében kiemeltiik az elmélet fejlédése szempontjabol al-
talunk legfontosabbnak tartott mérfoldkoveket. A véletlen politopok témakorben tobb
szaz tudomanyos publikacié sziiletett, részletesebb torténeti attekintést kaphatunk a
[74], [64] és [7] cikkebdl valamint a [65] konyvbdl. A szakasz masodik részében a fejezet
f6 eredményeit targyaljuk, itt adjuk meg az eredményekhez szorosabban kapcsolodod

torténeti attekintést is.

3.1.1. Az elmélet fejl6dése

Sylvester négy pont problémaja

A véletlen politopok elmélete kialakuldsanak kezdeteként J. J. Sylvester 1864-ben, a
londoni Educational Timesban kittizott 1941. problémajat (|69]) szokéas megjelolni. Mai
nyelvezetre koriilbeliil a kovetkezSképp fordithato le a feladat:

Mutassuk meg, hogy annak a valdszinisége, hogy négy, az Fuklideszi sikon véletlentil
vdlasztott pont konvex burka eqy hdromszog éppen 1/4!

A feladatra szamos megoldas érkezett, koztiik alig-alig akadt két egyforma. J. J.
Sylvester a feladatrol irt [70] cikkében megéllapitotta, hogy a kérdés igy nem pon-
tos, nincs egyértelmi megoldasa. A fenti kittizéssel a gond az, hogy a sikon nincs
természetes valoszintiségi mérték, ami szerint a pontokat valaszthatjuk. J. J. Sylvester
tjrafogalmazta a kérdést a kovetkezSképpen: Rdgzitsink a sikon eqy K konvex lemezt.

Mi a valdszinidsége, hogy négy, a K-bol eqyenletesen és fiiggetleniil vdlasztott véletlen

40
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pont konvex helyzetben van? Tovdbbd milyen K esetén lesz ez a valdszintiség minimd-
lis illetve maximadlis? Ez a feladat Sylvester négy pont problémdjaként hiresiilt el, a
megoldésa méar onmagéaban is nehéz, arra tobb mint 50 évet kellett varni. W. Blaschke
[14] és [15] munkiiban megmutatta, hogy a targyalt valoszintiség haromszog esetén a
legnagyobb, mig korre (illetve tetszéleges ellipszisre) a legkisebb.

Az azoéta eltelt masfél évszazad soran Sylvester négy pont probléméja rendkiviil

gyiimolcsozd kiindulasnak bizonyult, hosszu idére meghatarozta a f6 kutatasi irdnyokat.
(Barany Imre 2000-es [5] és 2001-es [6] cikkeiben adott aszimptotikus formulat a va-
loszintiségre sima hatari K esetén. Legjobb tudomaéasunk szerint a kérdés abban az
esetben, ha K politop még nyitott.) Sylvester négy pont problémajanak természetes
altalanositasa, hogy 4 pont helyett n pontot tekintiink, illetve tekinthetjiik a problémat
magasabb dimenzioban is. Igy el is jutottunk a véletlen politop kovetkezs fogalmahoz:
Legyen K egy konvex test a d-dimenzios Euklideszi térben. (Konvex test alatt egy kon-
vex, kompakt halmazt értiink, melynek belseje nem {ires.) Legyen zq,xs,...,2, € K
n db egymaéstol fiiggetleniil, az egyenletes eloszlas szerint valasztott pont K-bol. Az
X, = (z1, 9, ...,x,) rendezett halmazt véletlen mintanak, a minta K,, = [X,,] konvex
burkat a K-ba irt uniform véletlen politopnak nevezziik. A K konvex testet szokés a K,
véletlen politophoz tartozé anyatestnek is nevezni. A definicioban szerepld egyenletes
eloszlas éppen a K-ra megszoritott Lebesgue-mérték azon konstansszorosahoz tartozik,
ami K-t 1-gyel méri; igy K-n egy valoszintiségi mértéket kapunk.
Itt jegyezziik meg, hogy véletlen politépot szédmos egyéb modon is definialhatunk,
ezeket ebben a dolgozatban nem targyaljuk. A mas modellek irant érdekl6dé olva-
sonak ajanljuk R. Schneider 2007-es [64] attekint6 cikkét, valamint R. Schneider és W.
Weil [65] nagyszert konyvét.

A Rényi-Sulanke-féle eredmények

1963-ban Rényi Alfréd és R. Sulanke munkassédganak koszonhetGen a véletlen politopok
kutatésaban 1j, azota is rohamosan fejl6dé fejezet kezdddott. [55], [56] és [57] munkaik-
ban a sikban bizonyitottak K, viselkedésérél aszimptotikus eredményeket, amint n —
oo. Elsg, 1963-ban megjelent [55] cikkiikben egy K konvex lemezbe irt véletlen poligon
cstcsai szamanak varhato értékére adtak aszimptotikus formulédt, amint n — oo, ab-
ban az esetben, ha K poligon, illetve ha K hatara C? sima. Jegyezziik meg, hogy
a két esetben, vagyis amikor K poligon, illetve amikor K hatara C? sima a kapott

nagysagrendek eltérnek, és a bizonyitasokban hasznalt gondolatmenetek is lényegesen
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kiilonboznek. Megismételjiik, hogy egy K € K? konvex test 9K hatara C* sima, ha
OK egy k-szor folytonosan differencialhato (d — 1)-dimenzids sokasag, vagyis barmely
xr € 0K hatarpontnak van egy kornyezete, melyben 0K egy k-szor folytonosan dif-
ferencialhato fiiggvény grafikonja. Tovabbé, ha 0K C* sima (k > 2), és a Gauss-féle
szorzatgorbiilet minden pontban szigortian pozitiv, akkor C’_’i simasagrol beszéliink.
Mar ennél a legelsé eredménynél vilagossa valt, hogy lényeges eltérés mutatkozik a két
eset kozt, amikor K politép, illetve amikor K hatara sima.

Egy évvel késébb, [56]-ben Rényi Alfréd és R. Sulanke megoldott egy rokon prob-
léméat, meghataroztdk az uniform véletlen poligon teriilete varhato értékének aszimp-
totikus viselkedését (n — oo) akkor, ha K egy négyzet, illetve ha K hatara C7 sima.
Belattak, hogy ha a K stklemez hatara C? sima, és K, jeloli a bele irt uniform véletlen
poligont, akkor

I(8/3) 1

n2/3’

A(K) — B(A(K,)) ~ (12A(K))2 / W3 da

oK
ahol A(-) a teriiletet jeldli, és két sorozatot aszimptotikusan egyenlének hivunk, ha
lim,, o0 g(—g =1, és ezt f(n) ~ g(n) (n — oo)-nel jeloljiikk. K hatarén az ivhossz (1-
dimenzios Hausdorfl-mérték) szerint inegraltunk, I'(-) pedig a gamma fiiggvény. Ha
K négyzet, akkor a vonatkozo formula igy alakul:

A(K) — A(K,) ~ 5. A(K) - ln_n

3 n

Lathatjuk, hogy a két viselkedés kozt nagységrendi eltérés van.

Utolso cikkiikben, [57]-ban mar a koriilirt esettel, vagyis nem az altalunk tar-
gyalt modellel foglalkoztak. Erdekességként megjegyezziik, hogy késébb kideriilt, hogy
Rényi Alfréd és R. Sulanke nem tudott Sylvester kérdésérdl, illetve a kapcsolodo ered-
ményekrdl, kutatasaikat inkdbb egyéb, integralgeometriai eredmények motivaltak. A
két problémakor szoros kapcsolatara csak késébb deriilt fény.

Rényi Alfréd és R. Sulanke fenti harom cikke ([55], [56] és [57]) szamtalan tovabbi
munkat motivalt, az els6dleges cél a K-t leir6 geometriai mennyiségek, féként K, k-
dimenzios lapjai szamanak (0 < k < d—1), a K anyatesttdl vett Hausdorff-tavolsagnak
és a kevert térfogatainak varhato értékének meghatarozasa volt, precizebben szolva,
azok aszimptotikus nagysagrendi viselkedésének leirasa. Részletes attekintésre java-
soljuk a [35], [64] és [65] munkakat. Jegyezziik meg, hogy a nagysagrendi viselkedések
minden probléma esetén lényegesen kiilonboznek sima hatari K esetén és abban az
esetben, ha K politop. A kiévetkezs szakasz erre a jelenségre mélyebb, geometriai

magyarazatot ad.
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A gazdasagos sapkafedési tétel és az tiszotest

1988-ban Barany Imre és D. G. Larman eredményei az elmélet fejlédésének ijabb lokést
adtak, ezek pontos megfogalmazasihoz el6bb néhany fogalmat definialnunk kell. Ha
f(t) és g(t) H C R — R fliggvények, akkor azt mondjuk, hogy f(t) < g(t), ha létezik
egy olyan ¢ konstans, hogy |f(t)] < ¢ ¢g(tf) minden t € H esetén. A ¢ konstans a
mi esetliinkben mindig a dimenziotol és a rogzitett K konvex testtdl fiigg, hacsak a
szovegkornyezetben masképp nem jelezziik. Ha f < g és g < f, akkor réviden f = g-t
irunk, és azt mondjuk, hogy f és g azonos nagysagrendd. A K d-dimenzioés konvex
test sapkajanak nevezziik a C' = K N H, halmazt, ahol H, a H hipersikhoz tartozo
zart féltér. Minden x € K ponthoz hozzarendelhetjiik az 6t tartalmazé sapkik koziil
a minimalis térfogatu térfogatat: v(z) = min{\;(C)|z € C és C sapkija K-nak}.
Legyen t > 0 valos szam, ekkor a K konvex test ¢t paraméterhez tartozo K(v(z) > t)

uszotestjét ugy kapjuk, hogy "K-rol levagjuk az Osszes t térfogati sapkajat", vagyis
Kuv>t)={re K|v(z)>t}.
A K test t paraméterhez tartozo K (t) vizes része pedig

K(t) = {z € K |létezik C sapkaja K-nak, amire x € C' és \y(C) =t}
= {zeK|v(x) <t}

Ezen elnevezés hatterében az a szemléletes tény &ll, hogy ha az egység térfogatia K
testbe beletoltiink ¢ egységnyi vizet, akkor éppen a vizes rész pontjai keriilhetnek viz
ala, ha K-t megfelel6 helyzetben tartjuk.
Barany Imre és D. G. Larman [11] azt igazolta, hogy minden K egységnyi térfogatu
konvex test esetén
EOu(K\K.)) = A(K (1/n), (3.1)

ahol mindkét oldalt az n pozitiv egész fliggvényeként tekintjiik, E(-) pedig a varhato
értéket jeloli. A tétel azt allitja tehat, hogy a K, altal K-bol nem fedett rész térfo-
gatdnak (ami éppen K és K, testek szimmetrikus differencia tévolsaga) varhato értéke
nagysagrendileg ugy viselkedik, mint az 1/n-hez tartozo vizes rész térfogata. Ezen tétel
ereje abban rejlik, hogy minden konvex testre igaz, igy a bal oldalon szereplé mennyiség
nagysagrendjének kiszamitasat visszavezettiik egy determinisztikus, geometriai prob-
lémaéra.

A fenti eredmény Bérany Imre és D. G. Larman [11] és Barany Imre [2| gazdaségos

sapkafedési tételén mulik. A gazdasagos sapkafedési tétel lényegében azt allitja, hogy
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tetszbleges K konvex test vizes részét le lehet fedni nem tal nagy sapkakkal, gy hogy

nem hasznalunk el sok sapkét.

3.1.1. Tétel (Gazdasigos sapkafedési tétel, [11] Barany, Larman). Legyen K € K¢
egységnyi térfogati konvex test és 0 < € < (2d)~2 pozitiv valds szam. Ekkor léteznek K -
nak Cy,Cs, ..., Cy, sapkdi, és C1,Ch, ... C! konvex halmazok igy, hogy a kévetkezdk
mindegyike teljesiil:

i) mindeni=1,...,m esetén C! C C;,
i) UrC! C K(e) C UnG;,
iii) minden i = 1,...,m esetén A\g(C;) < € és N\g(C}) > ¢,
w) minden e térfogati C' sapkdt tartalmaz egy alkalmas C; sapka.

A gazdasagos sapkafedési tétel a 3. fejezet egyik féreredményének, a 3.1.5. tételnek

a bizonyitasaban kulcsfontossagi.

3.1.2. Uj eredmények és a kapcsolodé torténeti elszmények
Véletlen politopok atlagszélességének varhatd értékérdl

Legyen L egy d-dimenzios konvex test, és tegyiik fel, hogy az orig6 L belsejében van:
0€ L. Az L test u € S9! iranyt szélességén az wy(u) = hy(u) + hy(—u) mennyiséget
értjiik. Jeloljiik tovabba W (- )-vel az atlagszélességet, vagyis

2 1
W(L)=— h du = — du.
( ) dl-f,d /Sdl L(u) “ d/€d gd—1 wL<U) “

Itt kg a d-dimenziés B? egységgdmb térfogatat, mig S?! a hatérat, vagyis a (d — 1)-
dimenzios szférat jeloli; hy az L test tamaszfiiggvénye. (B6vebben a kevert térfoga-
tokrol, specidlisan az atlagszélességrol is 4.2. szakaszban frunk.) Az atlagszélesség
tehat valoban nem mas, mint az L Osszes iranyu szélességeinek atlaga. Itt jegyezziik
meg, hogy egy adott k-dimenzios konvex test hatdran mindig a megfelels, (K — 1)-
dimenziés Hausdorff-mérték szerint integralunk, ezt kiilon sehol nem jeloljik. (A
Hausdorff-mértekrdl a 4.3. szakaszban irunk bdvebben.)

Legyen K € K? egységnyi térfogatt konvex test. Jeloljiik K,-nel a K-ba irt uni-
form véletlen politopot, vagyis legyenek xq,xs,...,x, € K egymastol fiiggetleniil, az
egyenletes eloszlas szerint valasztott véletlen pontok K-ban, K, = [x1,...,z,]| pedig

ezen pontok konvex burka. R. Schneider 1987-ben [60| cikkében bizonyitotta, hogy
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nitt < W(K) —E(W(K,)) <nt. (3.2)

Emlékeztetiink ra, hogy a < jelolésben 1évs konstansok K-tol és d-t6l fiiggenek. A
(3.2) formulaban a fels6 korlat akkor optimalis, ha K politop. Sima hatara konvex
testekre a (3.2) formulaban szerepls becsléseknél lényegesen tobbet allithatunk. Ha a
K test hatdra C? sima, akkor R. Schneider és W. Weil [66] munkajaban igazolta a

kovetkezd aszimptotikus formulat:

o1(
W(K) — EW(K,) ~

2
@) / ) de — (33)
d(d+ 1)1 kgrgt] /oK ndtt
ahol k(- ) az adott pontbeli Gauss-gorbiiletet jeloli, 0K-n a (d—1)-dimenzioés Hausdorff-
meérték szerint integralunk. Két sorozatot aszimptotikusan egyenlének hivunk, ha
lim,, o0 % =1, és ezt f(n) ~ g(n) (n — oco)-nel jeloljiik.

M. Reitzner [53] munkajaban igazolta, hogy (3.3) aszimptotikus formula abban
az esetben is teljesiil ha K hatararol csak C3 simasagot tételeziink fel. A 3.1.2.
tételiinkben tovabb bévitjilk (3.3) aszimptotikus formula érvényességi korét, kiter-
jesztve ezzel M. Reitzer korabbi tételét. Ehhez el6késziiletként definiadljuk a gordiilé
gomb fogalmat. Azt mondjuk, hogy a K konvex testnek létezik gordild gombje, ha
létezik egy o > 0 szam, hogy minden x € JK pontot tartalmaz egy olyan ¢ sugari
gomb, mely teljesen K-ban van. D. Hug [41]-ben belétta, hogy K-nak pontosan akkor
van gordiils gdmbje, ha K C! sima, és az u(z), x € dK-hez tartozo kiilsé normalis, x
Lipschitz-folytonos fiiggvénye. Specialisan, ha 0K C? sima, akkor K-nak van gordiils
gémbje - ahogy azt mar W. Blaschke is észrevette.

A kovetkezd tétel a szerzé ifj. Bordczky Karollyal, Fodor Ferenccel és Matthias

Reitznerrel kozos [20] cikkének egyik eredménye.

3.1.2. Tétel (|20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh). A (3.3) aszimptotikus formula

tetszdleges olyan K eqységnyi térfogati konvex testre teljesiil, melynek létezik gordild

gombje:
o (-2 1
W(K) - EW(K,) ~ (;“f) 2 / () da - — (3.4)
d(d + 1)1 kgrit) 7K ndat

A 3.1.2. tétel allitasa optiméalis abban az értelemben, hogy a 0K-ra tett simasa-
gi feltétel mar lényegesen nem gyengithets. A kévetkezs [20]-b6l szarmazo példaban
megadunk egy K konvex testet, melynek hatara mindeniitt C' sima és egyetlen pont

kivételével C¢° is, de a (3.3) formula nem teljesiil K-ra.
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3.1.3. Példa (|20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh). Legyen K € K? d-dimenzids
konvex test amire a kivetkezdk teljesilnek: o € 0K, 0K C sima minden OK\o
pontban, valamint az f(x) = HxH&%l fiiggvény R N B4 halmazon vett grafikonja

része 0K -nak. Ekkor E(W(K) — W(K,)) > vnﬁ ahol v > 0 csak d-tdl figg, és

4d 2
3R+ S d

Osszehasonlitasképpen néhany példat adunk arra, hogy mi ismert K, térfogatanak
ill. tetsz6leges kevert térfogatanak varhato értékérsl. Béarany Imre és D. G. Larman
[11] cikkiikben igazoltak K, térfogatanak varhato értékérsl, hogy léteznek vq,v, > 0
K-t6l fiiggs konstansok gy, hogy minden K-ra teljesiil, hogy

yin Hlogn)? ! < Mg(K) — EXg(K,) < yon~ 2/ @), (3.5)

Itt, (3.2) formulaval ellentétben, az also korlat politopokra optimélis, mig a fels korlat
sima hatara konvex testekre. 1993-ban Béarany Imre és Ch. Buchta [8] munkajukban
aszimptotikus formulat igazolt a térfogatkiilonbség varhato értékére, abban az esetben,
ha az anyatest K politop.

Sima hatara konvex testekre elszor Barany Imre [3] igazolta a vonatkozo aszimp-
totikus formulat K, minden kevert térfogatara (lasd 4.2. szakasz), abban az esetben
ha K hatara C3. Ezt az eredményt M. Reitzner |53] cikkében kiterjesztette C3 hatara

konvex testekre:

Tim (AIK))M Vo(K) — EVy(Ky)] = cas /a . rai(2) Ty (2) de. (3.6)

Itt Vi(-) az s-edik kevert térfogatot jeloli (lasd 4.2. szakasz), 7;(-) pedig a j-edik
normalt, elemi szimmetrikus fiiggvénye az adott pontbeli f6gorbiileteknek. A ¢4 > 0
konstans csak d-t6l és s-t6l fligg.

C. Schiitt [68] ezt az eredményt a térfogat esetén tovabb altalanositotta, és belatta,
hogy (3.6) teljestil, ha azon x € 0K pontok (d—1)-dimenziés Hausdorff-mértéke pozitiv,
melyekre x(z) > 0.

Véletlen politopok kevert térfogatainak szoérasarol

Egészen a legutobbi idékig a K, uniform véletlen politopot jellemzd geometriai mennyi-
ségek szordsat egyéltalan nem sikeriilt kezelni. W. Weil és J. A. Wieacker 1993-
as [74] osszefoglalo cikkében azt irta, hogy az egyik {6 nyitott probléma a szorasok

meghatarozasa. Az elss ilyen jellegli eredmény K.-H. Kiifer [42| nevéhez flizodik,
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O(n~(@+3)/(d+1) felss becslést bizonyitott a d-dimenziés egységgdémbbe irt uniform
véletlen politop térfogatanak szorasara.

2003-ban M. Reitzner [52] munkajaban attorést ért el, C% hatara K konvex testbe
irt K, uniform véletlen politop térfogatanak szorasara adott aszimptotikus felsé becs-
lést:

Var A\y(K,) < c(K)n~(@3/d+D) (3.7)

ahol a ¢(K) konstans K-tol és a dimenziotol fiigg, Var (- ) pedig a szorasnégyzetet. Itt
jegyezziik meg, hogy az egyszeriiség kedvéért formulainkat mindig a szoérasnégyzettel
irjuk fel a tovabbiakban is, ennek ellenére a szévegben altalaban egyszertien a szorast
hasznaljuk. (3.7.) bizonyitasanak alapotlete az Efron-Stein egyenlétlenség (lasd [27]
és [26]) alkalmazasa. Jegyezziik meg, hogy ebbdl a fels§ becslésbdl és (3.6) formulabol
egyiitt kovetkezik a nagy szamok erds torvénye K, térfogatara (lasd 3.1.7. tételt és
bizonyitésat).

Barany Imre és M. Reitzner [12] cikkiikben bizonyitotték a (3.7)-tal analog becslést,
ha K politép. Pontosabban azt, hogy:

Var \g(K,) < C(K)%(log n)+t (3.8)

ahol a ¢(K') konstans ismét csak K-tol és a dimenziotol fiigg.
[54] cikkében M. Reitznernek sikeriilt illeszkedd alsé becslést is adni K, térfogatanak

szoréséra, abban az esetben, ha K hatara C7 sima, vagyis belatta, hogy
Var A\g(K,) > ¢(K)n~(@+3/(d+1), (3.9)

Ezt az als6 becslést Barany Imre és M. Reitzner [12]-ben kiterjesztette tetszSleges K

konvex testre a kovetkezd forméaban:
1
Var A\g(K,,) > E/\d(K(l/n)). (3.10)

Itt K(1/n) a K test 1/n paramétert vizes része.

Az f(K,) véletlen valtozo, ami éppen a K, uniform véletlen politép s-dimenzids
lapjainak szama (s = 0,1,...,d — 1), szorasat a [52]-ben és [12|-ben talalhatéo mod-
szerekkel szintén lehet becsiilni. T. Schreiber és J. E. Yukich [67] figyelemre mélto
cikkében pontos aszimptotikus formulat adott Var fo(K,)-ra abban az esetben, ha K
az egységgomb. A modszer a kordbbiaktol teljesen eltér. Az eljarast modositva P. Cal-
ka, T. Schreiber és J. E. Yukich [25] minden V;(K,) valtozo szérasara aszimptotikus
formulat bizonyitott, ha az anyatest gomb. A modszer tetszéleges sima hatara konvex

testre valo kiterjesztése egyelére nem megoldott.
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A kovetkezd tételekben, melyek ezen fejezet {6 eredményei, meghatarozzuk K, tet-
sz6leges kevert térfogata szorasanak nagysagrendjét abban az esetben, ha K anyatest
hatara C2 sima. A bizonyitast részletesen csak abban az esetben végezziik el, ha K
az egységegdmb, az altalanos esethez sziikséges modositéasokat csak vazoljuk. A tételek
a szerz6 ifj. Boroczky Karollyal, Fodor Ferenccel és Matthias Reitznerrel kozos [20],

valamint Barany Imrével és Fodor Ferenccel k6zos [10] munkaibol szarmaznak.

3.1.4. Tétel (|10] Barany, Fodor, Vigh). Legyen B C E? a d-dimenzids eqységgimb.

Legyen tovdbbd B2 a Be-b6l eqymadstdl fiiggetleniil, az egyenletes eloszlds szerint vdlasz-

tott n véletlen pont konvexr burka. Ekkor minden s =1,...,d esetén
Var V,(BY) ~ n_%, amint n — 00. (3.11)

3.1.5. Tétel (|10] Barany, Fodor, Vigh). Legyen K € K% egy d-dimenzios konvex
test, melynek hatdra C% sima. Legyen tovdbbd K, a K-bol egymdstdl figgetleniil, az
eqyenletes eloszlds szerint vdlasztott n véletlen pont konvex burka. Ekkor minden s =
1,...,d esetén

da+3

Var Vi (K,) =~ n™ a1 amint n — oo. (3.12)

A fenti tételt altalanosithatjuk az atlagszélesség esetére. (Emlékeztetiink ra, hogy
a W(-) atlagszélesség a Vi(-) kevert térfogat konstansszorosa.) A 3.1.2. tétellel
Osszhangban elegendd feltenniink, hogy K-nak létezik gordils gombje.

3.1.6. Tétel (|20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh). Ha K € K2 olyan egységnyi tér-
fogati, d-dimenzios konvex test, melynek létezik gordild gombje, akkor a 3.1.5. tételben
bevezetett K, véletlen politop dtlagszélességének szordsnégyzetére
Var W (K,) ~ n” T amint n — oo. (3.13)
A 3.14., a 3.1.5. és a 3.1.6. tételek mindegyikének igazolasa két részbdl all, iga-
zolnunk kell illeszkedd also és felsG becsléseket a szorasra. Mint mar jeleztik, a 3.1.4.
és a 3.1.5. tételek igazolasa nagyon hasonlo, ezért csak el6bbit végezziik el részletesen.
A 3.1.6. tételben az alsé korlat megmutatasa szintén a 3.1.4. tétel bizonyitasaval analog
modon torténik, ezért ezt ebben a dolgozatban egyaltalan nem fogjuk belatni. A fels
korlatok igazolasa viszont a 3.1.4. és a 3.1.5. tételek esetén a gazdasagos sapkafedési
tételen mulik, mig 3.1.6. tétel esetén integralgeometriai eszkozoket alkalmazunk, ezért
ezt mindkét esetben részletezni fogjuk.
A 3.1.5. tételben igazolt fels6 korlatbol és (3.6) formulabdl kovetkezik a nagy

szamok erds torvénye a K, uniform véletlen politop kevert térfogataira:
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3.1.7. Tétel ([10] Barany, Fodor, Vigh). Legyen K € K¢ d-dimenzids konvex test,
melynek hatdra C% sima. Legyen tovdbbd K, a konver burka n K-bol egymdstdl fiig-
getlentil, az egyenletes eloszlds szerint vdlasztott véletlen pontnak. Ekkor minden s =

1,...,d esetén 1 valosziniséggel teljesiil, hogy

lim (Vo(K) = Vo(K,)) - nt = gy - Ag(K)TT /a . T (@) y(z)dz.  (3.14)

)
n—oo

Megjegyezziik, hogy a szorasra adott alsdé becslések fontos szerepet jatszanak az
ismert centralis hatareloszlas tételek bizonyitasaban. Bévebb informécioért javasoljuk
[54],[13] és [73] cikkeket.

Felhivnank a figyelmet arra is, hogy a 3.1.2. és 3.1.6. tételekben szerepel az a
feltevés, hogy K egységnyi térfogatii. Ez nem jelent lényeges megszoritast, de sokszor
egyszertsiti a formulakat, mert igy K a Lebesgue-mérték és az uniform valoszintségi
mérték egybeesik. Ezt a szamolasoknal tovabbi utalasok nélkiil ki fogjuk hasznélni.
A 3.1.4., 3.1.5 és 3.1.7. tételek esetében ezzel a feltevéssel nem éltiink.

A fejezet hatralevs részében a kimondott tételeinket fogjuk igazolni illetve a fejezet
végén csokorba gytjtottiink néhany nyitott problémat. A bizonyitasok lényegében
megegyeznek a [20] és [10] cikkekben leirtakkal.

3.2. A 3.1.2. tétel és a 3.1.3. példa bizonyitasa

A 3.1.2. tétel és a 3.1.3. példa helyességének igazolasihoz elGszor R. Schneider és J.
A. Wieacker [66] Otletei alapjan, integralgeometriai eszkozoket hasznélva a K, uniform
véletlen politop atlagszélességére egy formulat adunk.

Vezessiik be a kovetkezs jelolést: ¢ > 0 és u € S esetén legyen C(u,t) = {x €
K : (u,z) > hg(u) —t}, vagyis C(u,t) a K testbdl levagott ¢ mélységt, u norméalisi
sapkat jelenti. Egy sapka normalisan mindig a definiélé hipersik azon normalisét értjiik,
amelyik a "sapkadba" mutat. A sapka mélységén a definial6 hipersik és a K testhez
huzott, u kiils6normalisu tdmaszhipersik tavolsagat értjiik.

Emlékeztetiink ra, hogy az xy,...,z, € K véletlen pontok atal alkotott rendezett

mintat X,, = (z1,...,z,)-nel jeloljik. Vezessiik be a kovetkezs indikatorfiiggvényt:

1, ha 0 <t < hK(U) — hKn(u)
0, egyébként .

o(t,u, X,,) = {

Masképpen definidlva, rogzitett ¢ és u esetén o(t,u, X,,) = 1 pontosan akkor teljesiil,

ha az x1,...,x, pontok egyike sem esik C'(u,t)-be, egyébként (¢, u, X,) = 0.
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t /C(u,t)

3.1. dbra. C'(u,t) sapka

A varhato érték definicojat beirva, majd a Fubini tételt alkalmazva nyerjiik, hogy

E(W(K) — W(K,)) = dﬁd [ ) = b ) du

w (u)
= // / o(t,u, X,,) dt du dX,
d/‘id n Jgd—1
wi (u
= (1-V t)))" dt du.
2 [ [ viewny aw

Léteznek 7g,m9 > 0 K-tol fiiggd konstansok ugy, hogy V(C(u,t)) > 31% teljesiil

lnn)

minden n > ng, u € S¥ 1 ést > Yol i esetén. Ezért han > ng, akkor

m.\H

E(W(K) — W = /S B / V(C(u,1))" dt du+O(n~3). (3.15)

A 3.1.3. példa helyességének igazolasa

Az eddigiek alapjan belathatjuk, hogy a 3.1.3. példaban konstruélt konvex testre
valoban més nagysagrendd lesz az atlagszélességek kiilonbségének varhato értéke.
Legyen ug a d. bazis vektor ellentettje. 71,72, ... mindegyike csupan d-t6l fiiged
pozitiv konstanst fog jeldlni. Legyen f(z) = |lz||***, ahol v = 55. Tekintsiik a hatar
x — f(z)ug pontjat, ahol x € R¥* N (B¥\o), a kiilsé normélis az x — f(z)uo pontban
pedig legyen u. Szamolassal igazolhato, hogy v ||z ||* < ||lu — uOH < fYQHxHa és ebben
a pontban minden fégorbiilet legalabb ~s||z[ 27 > yullu — uol| "« . Legyen Z(n) =
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5911 (ug + nare BY). Ekkor ha n elég nagy, u € =(n) és t < n~ata | akkor

l—a d—1

V(C(u, b)) < yst® n w5 < ysn L

Ebbél pedig (a 3.15) alkalmazasaval nyerjiik, hogy

E(W(K) — W(K,)) > / R du >

A 3.1.2. tétel bizonyitasa

A 3.1.2. tétel igazolasahoz elGszor felelevenitiink néhany definiciot és tételt. A K
konvex test 0K hatara altalanositott értelemben kétszer differencidlhato az x € 0K
pontban, ha létezik egy @ kvadratikus alak RY'-n a kovetkezd tulajdonsigokkal:
helyezziik el K-t a térben tigy, hogy = o pontban érintse R%~!. Ekkor 0K o egy

gombkornyezetében egy R?~1-n értelmezett f konvex fiiggvény grafikonja, amelyre

f(2) =3 Q(2) +ol||=I[*), (3.16)

amint z tart a nullahoz. Az altalanositott Gauss gorbiiletet az = pontban k(z) = det @
osszefiiggéssel definialjuk. Az Alexandrov-tétel (lasd példaul R. Schneider [61] vagy
P. M. Gruber [39]) szerint 0K az altalanositott értelmeben kétszer differencialhato
H4 l-majdnem mindeniitt.

Legyen tehat K konvex test o > 0 sugari gordiil6 gombbel. Emlékeztetiink ra, hogy
u(z) jeloli a K-hoz hazott kiils6 normalist egy x € JK pontban. Ha f egy mérhetd
fiiggvény S9-1-n, akkor [61] monografia (2.5.30) &llitdsa szerint

. (u) du = . (u(z))k(z) d. (3.17)

Legyen x € OK tetszéleges, ekkor a gordiil gomb létezése miatt teljesiil, hogy

d—1 d+1

2rg-102 12

V(Clula), ) = LS

ha t € [0, ). (3.18)
Tovabba ha k(x) létezik és pozitiv, akkor (3.16)-bdl kovetkezik, hogy

d+1 22 Kg_1
limt= 5 V(C(ulz), 1) = ———4=L | 3.19
lim (Clu(z), 1)) @1 D)} (3.19)
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A gamma fliggvénnyel kapcsolatos aszimptotikus formulékra lesz sziikségiink, ezeket
idézziik most fel E. Artin [1] munkajabol. Ha o > 0, akkor a béta fiiggvény gamma
fiiggvénnyel valo elGallitdsabol és a Stirling formulabol kévetkezik, hogy

! T'(o)(n+1
lim no‘/ 7711 —7)"dr = lim n"‘M =I(a).

Valamint ha W <7 <1, akkor (1 —7)" <e™ <n~(@+) Egzért ha f(n) €

(0, 1)-ra teljesil f(n) > % minden elég nagy n-re, akkor
f(n)
/ 711 — 1) dr ~ T(a)n™?,
0

amint n — oco. Legyen > 0 és w > 0, ekkor a 7 = wt S helyettesités utan nyerjiik,

hogy

9(n) ) 2 2(8+1 2(8+1
/ (1 — wt ) dt ~ SISy -F( B+ )) no o (3.20)
0 (d+ Dw o d+1

(a+1)Inn ) 2

feltéve, hogy g(n) € (O,ufﬁ) minden n esetén, és g(n) > (**5——)7T minden elég

2(8+1)

nagy n-re, ahol a = =5~

Ratériink a 3.1.2. tétel bizonyitasara. Valasszuk ng-t gy, hogy (3.15) teljesiiljon,

valamint legyen

) Yo(nnya
o) = nrtro [T - vic o) at

ahol n > ngy és u € S, Ekkor (3.15) szerint kapjuk, hogy

lim na T B(W(K) — W(K,)) = lim [ 60,(u(z))k(z) da. (3.21)

n—eo n=o Jok
(3.18) és (3.20) (B = 0 valasztassal) miatt minden u € S9! esetén 6, (u) < v teljesiil
alkalmas 7 csak K-t6l fiiggé konstanssal. Tovabba k(z) < ¢~@ Y minden z € 0K
esetén, igy alkalmazhatjuk Lebesgue majorans konvergencia tételét.
Legyen x € 0K, amelyre x(z) létezik és pozitiv. Ekkor minden e € (0,1) esetén
(3.19)-bol kovetkezik, hogy létezik t. > 0 gy, hogy

2%/‘%—1 d+1 Q%de—l dtl
(1—5)-m-t <V(C(u(x),t)) < (1+5)-m-t :

ha t € (0,t.). Igy (3.20) formulabél, 8 = 0 vélasztassal kivetkezik, hogy

2% (2) T (2
lim 6, (u(x)) = ( )dl (d+1)i'
e (d+1)a1drgrg ]

Ebbdl pedig 3.1.2. tétel a (3.21) alkalmazésa utan kovetkezik.
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3.3. A 3.1.6. tétel bizonyitasa

Ebben a részben a 3.1.6. tétellel foglalkozunk. Amint mér kordbban jeleztiik, a bi-
zonyitasbol csak a fels§ becslést végezziik el. Az alsé becslés a 3.4. szakaszban muta-
totthoz hasonldéan torténik.

Els6 eszkoziink a becslésben az Efron-Stein egyenlétlenség (lasd M. Reitzner [52]),

ezt a kovetkezd formaban hasznaljuk:
VarW(K,,) < (n + DE(W (K, 1) — W(K,))*. (3.22)

Elére bocsajtjuk még a kovetkezs elemi egyenlGtlenséget, amely minden a € (0,1)

esetén fennall:

a(l - a)" < % (1- g)" (3.23)

A fenti (3.23) formula atszorzéassal adodik a kovetkezd nyilvanvalo egyenlétlenségekbdl:

(1-3)" a\" _ an
(U A S
(1 —a) (1+3) >3
Valamilyent > 0,u € S tésxy,..., 2,41 € K esetén, legyen X, 11 = (21,. .., Tni1),
Kpp = [x1,...,Tp1] 68 K, = |21, ..., 2,]. Definidljuk a kévetkezd fiiggvényt:

L, ha hKn (u> St< h'Kn+1(u)
0, egyébként .

@(tv u, Xn+1) = {

A (3.22) Efron-Stein egyenl6tlenség és a Fubini tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

2
VaWV(K,) < n/ (/ hi, ., (u) — hg, (u) du) dX,1
Kn+1 Sd 1

—af th -
Kn+1 Sdl Sdl

hKn+1 hKn dU du an-H

va) wg (u)
-, / // f, et
Kn+1l Jgd—1 Jgd—1

X@(s,v, Xpi1) ds dt dv du d X,

= /Sdl/Sdl/wK /WK(U C(u,t)NC(v,s))

C(u,t) UC(v,s)))"ds dt dv du.
Rogzitett v € S1 és s,t > 0 esetén legyen

S(u,t;s) = {v € S Clu,t) N C(v, s) # 0},
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tovabbé ha v € X(u, t; s), akkor
Vi (u,t0,5) = max{V(C(u, 1), V(C(v,5)).

Az eddigiekbdl elég nagy n esetén kovetkezik, hogy

d
VarW(K,) < n/ / // Vi(u,t;v,s)
Sd—1 S (u,t;s)

x(1—=Vy(u,t;v,8)"dv ds dt du + O(n?). (3.24)

\H

A (3.24) formula jobb oldalanak tovabbi becsléséhez sziikségiink lesz Y (u, t; s) mé-
retére rogzitett u € S%'-re. Abbol, hogy létezik o sugart gordiils gomb az = €
C(u,t) N OK pontban kovetkezik, hogy ||u(z) — ul] < \/Z;, ha t < p. Legyen most
0<s<t<p HawveX(ut;s), akkor ||[v —ul| < 49_%75% és ezért a (d — 1)-simenzios
Hausdorff-mértéke a X (u, t; s) halmaznak legfeljebb 'yt n , alkalmas d-t6l fiiggs v > 0

konstanssal. Legyen ~* = = dlfl , és becsiiljik (3.24)-t. Az els6 lépésben (3.18)-t

majd (3.23)-t alkalmazzuk, méasodik lépésben pedig (3.20) segitségével nyerjiik, hogy

1

Yo(21)d
VarW (K. <L n

1 - V*t%)n ds dt du+ O(n™?)
Gd—1

Yo
<
0

Ezzel az allitast belattuk.

lnn
( d+3

t‘“ (1—775 ) dt + O(n™2) < n~ @i,

3.4. Als6 becslés a kevert térfogatok szérasara

Ebben a szakaszban a 3.1.4. tétel egyik felét mutatjuk meg, alsé becslést adunk a B¢
egységgombe irt K,, = BY uniform véletlen politop s-edik kevert térfogatanak szorasara.
A bizonyitas otlete a [54] cikkben leirthoz hasonlo lesz, vagyis kicsi, fiiggetlen sapkakat
adunk meg, és belatjuk, hogy a szoras minden ilyen sapkdban nagy. A becslést végiil
a szorés specialis tulajdonsagaibdl kapjuk.

Elgszor egy technikai jellegii lemmat igazolunk. G(d,s) a d-dimenzids tér s-di-
menzios Grassmann sokasagat jeloli, v, a megfelels Haar-mértéket. (B&vebben lasd a

fiiggelék 4.4. szakaszat.)

3.4.1. Lemma. Régzitett z € S9! és elegendden kicsi o > 0 esetén

v{A € G(d,s)| Z(z,A) <a} =o',
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Bizonyitds. Legyen L € G(d,s — 1) linearis altér a z vektor 2zt ortogonalis komple-
menterében. Ekkor minden e € L+ N S9! esetén, amelyre Z(e, 2) < a teljesiil, az A =
linspan (L U {e}) altér z-vel bezart szoge legfeljebb . Forditva is vilagos modon igaz:
minden A € G(d,s) altér irhato egy alkalmas L altér és e vektor linearis burkaként.

Elemi szémolassal igazolhat6, hogy a v,-mértéke ennek a halmaznak ~ a~*. O]

Sziikségiink lesz a Kubota formulara is (lasd 4.4. szakaszt, vagy [65]-t), amelynek

segitségével a kevert térfogatok specialis vetiiletek térfogataibol kifejezhetdk.
V.(K) = e(d, 5) / M(K|L)va(dL), (3.25)
G(d,s)
ahol ¢(d, s) konstans csak d-t6l és s-t6l fiigg, K |L pedig a K test L altérre valéo merdleges
vetiilete.

Minden z € SS9t és t € (0,1) esetén definidljuk a H(z,t) = {z | (z,2) = 1 — ¢}
hipersikot és bevezetjiik az x; = (1—t)x jelolést. Jegyezziik meg, hogy mivel az o kbzép-
pontti B? egységgdombbel dolgozunk, ezért minden x € S9! pont egyszerre tekinthetd
B? egy hatarpontjanak és az abba a pontba hiizott egységnyi kiilsé normalisnak. Ezzel
a kényelmes egyszertsitéssel a tovabbiakban is élni fogunk. Legyen C(z,t) azon H(x,t)
altal levagott sapkija B%nek, ami a ketts koziil kisebb térfogatt. Az x pontot a
C(x,t) sapka kozéppontjanak fogjuk nevezni. Vilagos, hogy B(x,t) = H(x,t) N B?
egy (d — 1)-dimenziés, x; kézéppontti gémb. A B(z,t) gomb sugara pedig /(2 — 1),
amibdl kovetkezik, hogy

(2, + VIBY N H(x,t) C H(x,t) N B C (z, + V2tBY) N H(x, 1). (3.26)
Ebbdl pedig minden ¢t € (0,1) esetén kapjuk, hogy
C(z,t) C x4+ 2VtB (3.27)

A tovabbiakban nagyon kicsi ¢ értékekkel fogunk dolgozni (lasd (3.32) késébb), igy
minden < tipusi egyenlétlenség t — 0 feltevéssel értendd.

[rjunk egy szabalyos (d— 1)-szimplexet B(z,t)-be, cstcsait jeldljiik wy, wo, . .., wy €
OB(z,t)-vel. A (3.26) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a [wy,...,w,] szimplex tar-
talmazza azt a (d — 1)-dimenzios, v/t/d sugarti gémbot, amelynek kozéppontja ;.
Vezessiik be a wy =  jeldlést is. Igy A = [wo,wy, ..., w,] egy d-dimenzids szimplex,
amelyet tartalmaz a C(z,t) sapka.

Minden j = 0,1, ..., d-re definidljuk a

Aj = A](l’,t) = wj; -+ Zj([wg,wl, e ,U}d] — wj)
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3.2. abra. A A; szimplexek

kis szimplexeket. A; tehat a A szimplex w;-bél, 1/(4d) aranyban kicsinyitett képe.
A (3.26) Osszefiiggésbdl azonnal adodik, hogy A\i(A;(z,t)) ~ 5. Valasszunk egy

z; pontot minden A;(z,t)-bdl, és legyen

Yi(x,t) =8N (x + ﬂBd)

8
valamint
So(x,t) = SN <x + Qd\/EBd> .
Legyen A(z) = [z0,...,24] és N pedig a A(z) szimplex z, csticsahoz tartozo kiilsé

normaélisainak halmaza (vagyis a zy pontbeli norméalkup). A kévetkezd allitast fogjuk
belatni:
Yi(x,t) C STIAN C Sy, t). (3.28)

(3.28). bizonyitdsa. Valasszunk egy tetszéleges v € S471-t tgy, hogy (v,z) = 0 tel-
jestiljon. A A; definici6jabol és (3.26) Osszefliggésbdl azt kapjuk, hogy

Vi

57 < Mae(v) = (20,0) < 2V/t,

ahol ha() () a A(z) tamaszfiiggvénye. Hasonloan

< (20,7) = hag) () <t

N | o+
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Ezekbdl kovetkezik, hogy egy extremalis u eleme az N normalkiapnak a v irdnyban

(u = (u,x)x + (u,v)v) teljesiti, hogy

Vit

T < tan(Z(u, x)) < 2dv/t.

Ebbdl a (3.28) allitas kovetkezik. O

A (3.28) formulabol dualizalassal kapjuk, hogy :
Y5(x,t) C{ My —20) | A >0,y € [20, 21, - .., 2a]} T X7(x,1), (3.29)

ahol X3(z,t) = {y | (y,u) < 0,Vu € X;(z,t)} a szokasos dudlis kipja ¥;-nek. Jegyez-
ziikk meg, hogy (3.28) allitasbol az is kovetkezik, hogy létezik egy - abszolut konstans
gy, hogy
BN\C(z,9t) C 20 + Z5(z,1). (3.30)
Rogzitsiik z-t, t-t és z; € Aj(x,t)-t minden j = 1,...,d-re. Legyen F' = [21,. .., z4].
Vezessiik be a V, : Ag (z,t) — R fiiggvényt a kovetkezképpen:

~

Vi(zo) = As(lz0, F[L)vs(dL).

/LeG(d,s),LﬂEQ;é@

V, természetesen fiigg F-t6l, ha ezt a fiiggést kiilon jelezni szeretnénk, akkor Vs(zo; F)-t

frunk.

3.4.2. Lemma. Ha Z a Ag(z,t)-b6l az egyenletes eloszlds szerint vdlasztott véletlen

pont, akkor
Var V,(Z) > t4+1.

Bizonyitds. Legyen w a Ag(x,t) z-szel szemkozti lapjanak salypontja, tovabba legyen

w1:§x+%w ésw2:%x+§w. Vezessiik be a

\Ifl = (wl—E’g(:ﬂ,t))ﬂAo(x,t),
Uy = (wy+ T4z, 1)) N Ao(x, t)

jeloléseket. Ekkor létezik egy olyan 7y > 0 konstans, hogy
Aa(¥5) = 0Aa(Ao(z, 1)), (3.31)

teljestil, és minden Z; € Uy és Zy € Wy esetén (2o, 21, ..., 2q] C [Z1, 21, - - -, 24)-
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Rogzitsiink egy L € G(d, s) alteret, amelyre L N Xy # @, majd valasszuk ki egy
e1,...,es ortonorméalt bazisat a rogzitett L alteriinknek tgy, hogy e; € L N Xy tel-
jestiljon.

Tekintsiik a kovetkezs, wy és ey altal adott, zart félteret : H = {y | (y,e1) >
(wq, e1)}, valamint a G = H; N (Z; + ¥3(x,t)) halmazt. Ekkor G C [F, Z] és GN
[F, Zs] C {wy}. Ezekbdl kivetkezik, hogy

Mivel

s+1

AGID) >tV =,

ezért

A ~

Vi(Z)) = Vi(Zo) > t75 v, ({L | LN Sy # 0}).

A Y5 halmaz definicidja miatt a L N Xy # ) feltétel ekvivalens azzal, hogy LN (x +
2dv/tB) # 0. A 3.4.1. lemmabol igy kovetkezik, hogy

Vi(Z)) = Vi(Zo) > 7.

Az eddigiek alkalmazéasaval pedig adodik, hogy

VarVi(2) = SE(V(Z) - V(%)) 2
> %E[(VS(Zl) —Vi(Z2))?1(Z1 € WUy, Zy € Wy)] >

> td+1E[1(Zl € \111, Zy € \II2>] > td+1,
ahol az utolsé becslésnél (3.31)-t hasznaltuk. Ezt akartuk bizonyitani. O

Az also6 korlatot elég nagy n-ekre belatni. Legyen
t, =n T, (3.32)

igy V(C(x,t,)) ~ 1/n minden x € S esetén. Valasszuk ki yy, ..., ¥, € ST ! pontok
egy olyan halmazat, ami maximalis (telitett) a kovetkezd tulajdonsagra nézve: ha i # j,
akkor

i = yill = 27Vt
Ebbdl kovetkezik, hogy a C(y;,~t,) sapkak (j € [m]) paronként diszjunktak. A maxi-
malitas miatt

d—1
m > (3.33)
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Minden j € [m] esetén jelolje A(y;,t,) a mar definialt szimplexet a C(y;,t,) sap-
kaban, és minden i = 0,1, ..., d-re tekintsiik a hozza tartozo kis A;(y;, t,,) szimplexeket
is. Jelolje A; (j € [m]) azt az eseményt, hogy minden A;(y;,t,), i =0,...,d kis szimp-
lex pontosan egy pontot tartalmaz zi,...,z, pontok kozil, tovabba C(y;,~t,) sapka
ezeken kiviil mar nem tartalmaz maésik véletlen pontot. Jegyezziik meg, hogy a A;
halmazok megadéasabol, valamint (3.27) és (3.30) tulajdonsagokbol kivetkezik, hogy

minden ¢ = 0,...,d esetén
V(Ai(yjatn)) > 1/” es V(C(ij’ytn)) < 1/”

Ebb6l minden j =1,..., m-re

P(A;) > (di 1> (%) " (1 — %)n_d_l > 1. (3.34)

Ha A; esemény bekovetkezik, akkor legyen Z; a Ay(y;,t,)-be esé véletlen pont,
és jelolje F; azon pontok konvex burkat, amelyek valamilyen A;(y;,t,)-be esnek, ahol
i=1,...,d. Ha J C [m] és A; bekovetkezik, minden j € J-re, akkor Vi(Z;; F;) (j € J)
véletlen valtozok (3.30) miatt egymastol fiiggetleniil jarulnak hozza a szorashoz.

Vezessiik be azt a diszkrét F szigma algebrat, amit a fenti A; események gene-
ralnak. Tekintsiik a F-re vett feltételes szordsnégyzetet, és hasznaljuk ki az ismert

tulajdonségait:
VarVi(K,) = EVar (Vi(Ky)|F) + Var E(Vi(Ky)| F)
> E(Var Vi(K,) | F).
Legyen J C [m] indexhalmaz, és jelolje A(J) azt az eseményt, hogy az A; események

koziil pontosan azok kovetkeztek be, amelyekre 7 € J, a tobbi pedig nem. Ekkor
Var (V5 (K,,)|F) szétbonthato a kdvetkezd Osszegre:

Var (V, Z Var (Vo (K,)|A(T)) - 1(A(J)). (3.35)

A fent emlitett fliggetlen hozzajarulas miatt, a szérasnégyzetet csak a megfelels Z;

valtozora szamolva kapjuk, hogy

Var (Va(K,)|A(J)) > Y Var 7 Vi(K,,).

jeJ

Ezt irjuk vissza (3.35)-ba

> Var (Vi(K,)A()) - 1A() > > 1A() (D Var 7, Vi(Ky)),

JClm] JC[m] =
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és rendezziik at gy, hogy Var z,V,(K,) egyiitthatojat figyeljiik:

> 1A Var 7, Vi(K. ZVarZV DO 1(A() =

JC[m) jeJ icJ

— Z\/ar 2, Vs(Ky) - 1(4;).

Igy nyertiik, hogy

Var (Vy(K,) | F) > Z Var 2, Vi(K,,)

> Z Var 7.V, Vs(Z;; Fj).
1(4;
ahol a szorast a Z; € Ao(y;,t,) véletlen valtozora nézve szamoljuk. Felhasznalva
a 3.4.2. lemmaét, valamint a (3.32), (3.33) és (3.34) allitasokat azt kapjuk, hogy

VarVi(K,) > E( Yt >n’E (ZI(Aj)>
j=1

1(4;)=1

> n? i
n ‘m>n 41,

Ezzel az als6 becslést belattuk.

3.5. Fels6 becslés a kevert térfogatok szérasara

Ebben a szakaszban a 3.1.4. tétel bizonyitasanak méasodik részét végezziik el, fels
korlatot bizonyftunk a K, = B¢ egységgdmbbe irt uniform véletlen politép kevert
térfogatainak szorasara. Emlékezetetiink néhany korabban bevezetett jelolésre, illetve
felidézziik a gazdasigos sapkafedési tételt is.

A K d-dimenzi6s konvex test sapkdjanak nevezzilkk a C' = K N H, halmazt, ahol
H, a H hipersikhoz tartozo zart féltér. Minden z € K ponthoz hozzérendelhetjiik az
6t tartalmazo sapkak koziil a minimalis térfogattu térfogatat: v(x) = min{\;(C) |z €
C' és C sapkaja K-nak}. Legyen t > 0 valos szam, ekkor a K konvex test ¢ paraméter-
hez tartozo K(v(x) > t) uszdtestjét ugy kapjuk, hogy "K-rol levagjuk az Osszes t

térfogatn sapkajat", vagyis

Kw>t) = {z e K|létezik C sapkaja K-nak, amire x € C' és \y(C) =t}
= {zeK|v(zx) >t}
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A K test t paraméterhez tartozd K(t) vizes része pedig

K({t)={re K|v(z) <t}

3.3. dbra. Az 1sz0 test és a vizes rész

3.5.1. Tétel (Gazdasagos sapkafedési tétel). Legyen K € K% eqységnyi térfogati kon-

vex test és 0 < e < (2d)™2¢ pozitiv valds szdm. Ekkor léteznek K-nak Cy,Cs,. .., Cy,
sapkdi, és C1,C), ..., C) konver halmazok gy, hogy a kovetkezdk mindegyike teljesiil:
i) mindeni=1,...,m esetén C! C C;,

i) UPCl C K(g) C UGy,
iii) minden i =1,...,m esetén \g(C;) < € és \g(C]) > ¢,
i) minden e térfogati C sapkdt tartalmaz egy alkalmas C; sapka.
A gazdasagos sapkafedési tétel egy nyilvanvald kovetkezménye, hogy
m-e << \(K(g)) <m-e.
Kiszamithaté a B? d-dimenziés egységgdmb vizes részének térfogata is:
dt1

Na(Ble)) me 2.

Legyen tehat K = B? az egységgomb és K, a bele irt uniform véletlen politop.
Legyen T, az az esemény, hogy a K(v > (clogn)/nV(K)) tszotestet tartalmazza
K,,. Itt ¢ = ¢4 egy nagy konstans, amelyet kés6bb véalasztunk meg. T a 7T, esemény

komplementerét jeloli. A [9] cikk {6 eredményére hivatkozunk, amely szerint 1étezik egy
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0 konstans, amely csak a d dimenziotol fiigg ugy, hogy T¢ esemény bekdvetkezésének

valoszintsége legfeljebb n=%.

Az Efron-Stein egyenl6tlenség (3.22) és a Kubota formula (3.25) alkalmazasaval
kapjuk, hogy:

Var (Vi(K,)) < 1 E(Vi(Kai1) — Va(Ka))?

= - E[(Va(Kpy1) — Va(Kn))21(T,)]
+ n-E[(Vi(Knp) — Vo(K,))1(T9)].

&=

A maésodik tag ebben az Gsszegben tetszélegesen kicsi, ha a ¢ konstanst elegendGen
nagyra vélasztjuk, mivel (Vi(K,i1) — Vi(K,))? < Vi(Kpp1)? < Vo(K)? és E(1(TY)) <
n~%. Vélasszuk tehat a ¢ = c; konstanst olyan nagyra, hogy a méasodik tag nagysag-
rendje a 3.1.4. tétel 3.4. szakaszban mér bizonyitott alsé korlatjanal kisebb legyen.

Ezek utan elegendé az elsé taggal foglalkoznunk:
Var (Vy(Kn)) < n - E[(Vi(Kni1) = Va(Kn))*1(T5)]

<n-E K /G 5 )\S(Kn+1\Kn|A)ys(dA)> «
(f | A\ B (4B, )|

X
s)
<<n-IE/ / (K1 \ I A)
G(d,s) JG(d,s)
% Ao (En i\ K| BYL(T,)) vy (dA)vs(AB). (3.36)

Emlékeztetiink ré, hogy itt G(d, s) a Grassmann sokasag, v( - ) a megfelels Haar mérték,
K|A pedig a K A-ra vett merdleges vetiilete.

Jegyezzik meg, hogy a (K,+1\K,)|A halmaz vagy tres (ha x,.1|A € K,|A),
vagy olyan szimplexek unidja, amelyek belsejei paronként diszjunktak, és tugy all-
nak els, mint a konvex burka az x,,1|A pontnak és a K,|A azon lapjainak, amelyek
latszanak x,.1|A pontbol. Az I = {iy,...,is} C {1,...,n} indexhalmazra legyen
Fr=z;,...,z;], ami egy (s — 1)-dimenzios szimplex 1 valoszintiséggel. Vilagos, hogy
Fr|A is egy (s — 1)-dimenzids szimplex 1 valoszintséggel. Az F; halmaz affin burkat
aff Fy jeloli, hasonloan az F|A affin burkat pedig aff (F7|A). Tovabba legyen Hy(Fr, A)
az a zart féltér (R%ben), amelyet az A+ + aff F; hipersik hatarol, és amely tartalmaz-
za o-t, Hy(Fr, A) pedig jelolje a komplementerének lezartjat. Hasonloan hasznéljuk a
Ho(F|A) és H (Fr|A) jeloléseket a megfelels s-dimenzios A-ban levé félterckre. Tovab-
bi jelolést vezetiink be, alljon F(A) K,|A azon (s — 1)-dimenzios lapjaibol, amelyek
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lathatoak x,.1|A pontbol.

f(A) = {F[|A : Kn‘A C HO(FI’A)’xn+1‘A € H+(F[|A),
T={in,....i,} C{1,....n}}.

Az F(A) halmaz természetesen fiigg az w1, . . . , x,, és x, 1 pontoktol, de ezt a fiiggést

nem jeloljiik. Folytatjuk (3.36) formula jobb oldaldnak becslését.

(336) <n-E { /G , /G o N\ A\ B dA4)w(ABU(T,)

<t fo L (5 M)

FeF(A

< | Y N[z |B.FNUT,) | ve( dA)v(dB) day - - dzpg. (3.37)

F'eF(B)

Felcserélve az integralasok sorrendjét, és kiterjesztve az integralast minden I, J € ([Z])

indexhalmazra, a kdvetkezSket nyerjiik:

(3.37) nﬂ/ds /G(ds /K+< FI|Ae]—"(A))/\S([FI,xn+1]|A)> «

X (Z 1(Fy|B € F(B))\([Fy, ns1]| B)1(T, )) dzy - -+ dzpgqvs( dA)vs(dB).

J

(3.38)

Legyen most
Cs<IvA> = H+(FI|A) N Bda

amely valojaban az egységgomb egy részhalmaza az A altérben, valamint legyen
Cy(I,A) = (H (F|A) + AY)n B%

Ezen sapkak térfogatara bevezetjitk a Vi (1, A) = A(Cs(1, A)) és Va(I, A) = X\g(Cy(1, A))
jeloléseket. Folytatjuk a fenti integralok becslését azt kihasznélva, hogy az [Fr, x,.1]|A
és [Fy, xp41]| B szimplexeket tartalmazzak a hozzajuk tartozo Cs(I, A) és Cs(J, B) sap-
kak.

(3.38) / / / 1(F|AeF Vi(I, A)x
T L ot 2 2 gy LFI1A € FANVAL )

x 1(F|B € ]—"( WVa(J, BYL(T,) day - - dznpivs( dA)wy(dB). (3.39)
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Az 6sszegzés minden s elemd I és J indexhalmazon végigfut, igy el6fordulhat, hogy
I és J metszete nem iires. Rogzitsiik az I N J halmaz elemszamat, és jeloljik k-
val. Ekkor a szumma megfelel§ tagjai nyilvanvaloan fiiggetlenek attol, hogy konkrétan
melyik iy, ..., 14 illetve ji, ..., js indexeket valasztottuk ki. Feltehetjiik tehat rogzitett
k€ {0,1,...,s} esetén, hogy I = {1,...,s} és J = {s—k+1,...2s — k}, tovabba
legyen F = conv{z; :i € I} és G = conv{z; : j € J}. Igy I és J, valamint ebbsl
adodoan F' és G is fligg k-t0l, ezt a fiiggést szintén nem jeldljiik. Folytatjuk (3.39)

formula felss becsléseit:

< 2 (VD) L L Lo 11700

¥ Vo(I, AL(G|B € F(B)Wi(J, B)L(T,) day - - dwnirvs( dA)wg(dB).  (3.40)

Mivel az integrandus szimmetrikus, ezért szoritkozhatunk olyan F' és G parokra, ame-
lyekre Vi(I, A) > Vi(J, B), vagy ekvivalens modon Vy(I,A) > Vy(J,B). Ez a (3.40)

jobb oldalanak becslésében egy 2-es faktort eredményez:

< (D) L L Lo 11700

x Vi(I, A)U(G|B € F(B))Vi(J, B)L(V(I, A) = Vi(J, B)) %
x 1(T,)dxy - - dyqvs(dA)vs(dB). (3.41)

Jelolje Xy ezen Osszeg k-adik tagjat, k = 0,...,s. A kovetkezs 1épésekben a ¥ tagokat
fogjuk kiilon-kiilon becsiilni. Rogzitsiik k-t tetszélegesen.

Vilagos, hogy az integrandusbol az 1(G|B € F(B)) tényezst elhagyva az integral 3y
értéke nem csokken. Ezutan szorozzuk meg az integrandust az 1(Cy(1, A)NCy(J, B) #
() indikatorral. Ett6l az integral értéke nem valtozik, mivel a Cy(I, A) és Cy(J, B)

halmazoknak az x,.; mindenképp kozos pontja. Ezek utan a kovetkezbkez kapjuk:

25 k+1
S < / / / L(F|A € F(A)VL(T, A)x
G(d,s) JG(d,s) J (Bd)n+t1

(C’ (I,A)NCy(J,B) # 0)V,(J, B)L(Vs(I, A) > Vi(J, B))x
1(T,,)dzy - - - depsavs(dA)vg(dB). (3.42)

Most ha F|A € F(A), akkor x9s k41, ..., 2, pontok mindegyikét tartalmazza
Hy(F, A), valamint z,; pontot tartalmazza H,(F, A) féltér, mivel a T, feltétel tel-
jesiilése miatt Cy(I, A) a kisebb sapka, amelyet B-bsl a A+ + aff I hipersik levag, és

o € K, teljesiil. Ezutdn az xo5_g11,..., 2y, Tpe1 pontok szerint integralhatunk. Ezen
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kiviil a T;, feltételt a kovetkezs W, feltételre cseréljiik: Vy(I, A) < (clogn)/ngs(B2).
Igy nyerjiik, hogy

S—

2 k+1
Xk R — s / / / (kg — Vi (F, A)" 258y (1, A) x
G(d,s) JG(d,s) J (B%)2s—

X Vi(I, A)1(Cy(1, A) ﬂC’d(JB)#@) s(J, B) x
x 1(Vy(I,A) > Vy(J, B))L(W,,) dxy - - - dogs_gvs( dA)vs(dB)

28 o — K n— 2$+k
G(d,s) / G(d,s) /Bd 25—k 1 V;i I A)/ )
x Va1, A)V,(I, A)1(Ca(I, A) N Cy(J, B) # B)Vi(J, B)x

x 1(Vy(I,A) > Vy(J, B))L(W,,) dxy - - - dzos_pvs(dA)vs(dB). (3.43)
A kovetkezd 1épésben az x;, i € J pontok szerint integralunk.
/Bd » 1(Cy(I, A) N Cy(J, B) # 0)1(Vy(I, A) > Vu(J, B)) x
. xVi(2,B,s)1(W,)dxsiq ... dros . (3.44)

Mivel feltessziik, hogy Vy(I, A) > Vu(J, B), igy a C4(I, A) sapka magasséga (méas
szoval mélysége) legalabb akkora, mint a Cy(J, B) sapkaé. A Cy(I, A) N Cy(J, B) #
() feltételbsl adodik, hogy létezik egy [ konstans, amelyre Cy(J, B)-t tartalmazza
BC4(1,A), ahol BCy(I,A) a Cy(I, A) halmaz [(-szoros nagyitottja a z € 9B pont-
bol, a Cy(I, A) sapka kdzéppontjabol (bévebben lasd [7]). Igy,

(3.44) < pA=RVL(I, ARV, (J, B) < Vy(I, A)**V, (1, A). (3.45)

A Cy(I,A)NCy(J,B) # 0 és Vy(I,A) > Vy(J, B) feltételek egyiittesen csak akkor
teljesiilhetnek, ha z vektor és B altér altal bezart Z(z, B) szog legfeljebb 2cr, ahol o a
Cq(1, A) sapka kozépponti szoge. Kiszamithato, hogy

o < bgVy(I, AV, (3.46)

ahol by egy d-t6l fiiggs konstans. A z és B kolesonds helyzetére kapott feltételt és (3.45)
Osszefiiggést hasznélva azt kapjuk, hogy

(3.43) <n® / / / (1= Va(l, A)/ka)" 2RV (I, A)*F x
d,s) d,s Bd)s

X Vi(I, A)?1(£(z, B) < 2bgVa(I, )Y@ x
x (W) dz, - - dzgws( dA)w,(dB). (3.47)
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Rogzitsiink egy A € G(d, s) alteret, és becsiiljitk a kovetkezot:
/ (1= Va(I, A)/ka)" > T8 Vy(1, AV (1, A)*L(W,) day - - - das. (3.48)
(BY)s

A gazdasagos sapkafedési tételt (lasd 3.1.1. tétel) fogjuk hasznalni. A W, felté-
tel miatt minden Cy(I, A) sapka térfogata legfeljebb (clogn)/nky. Legyen h egy
olyan pozitiv egész szam, amelyre 27" < Cl% Minden ilyen h-ra legyen M, azon

s+1

{Ci,...,Cpnm} sapkék gyijteménye, amelyek egyiitt a B* = BYA t = (k27")dr

paraméterd vizes részének gazdasigos sapkafedését adjak. (Feltessziik, hogy n olyan
nagy, hogy a tétel miikodik.) Minden ilyen C; sapka egy d-dimenzios C;(A) vetiilete a
Ba-b6l A-ra. Mivel a C; és a C;(A) sapkik egyforma mélységtiek, igy a C;(A) térfo-
gatara \g(Ci(A)) < k427" adodik. Tekintsiink tetszéleges (z1,. .., r,) pontokat, a hoz-
zajuk tartozo Cy(1, A) sapkat, amelyrdl tudjuk, hogy térfogata legfeljebb (clogn)/nky.
Rendeljiik hozzéa a (1, ..., zs) pontokhoz a legnagyobb olyan h-t, amelyre valamilyen
C; € My, esetén Cs(1, A) C C;. lyen h létezik. Ezekbdl kovetkezik, hogy

_pstl

Vi(l, A) < \(C) < 270an
és

Va(I, A) < M(Ci(A)) < 27",
Maésrészt a h maximalis valasztasa miatt,

s+1

Vo(I, A) > (kg2 =Yyan

és

‘/d<[7 A)/Hd > 2_(h_1)-
Mostmar integralhatunk (B¢)*n a W, feltevés mellet gy, hogy minden (x1,. .., z,)-
t éppen a hozza rendelt Cj(A)-n integraljuk, pontosabban szélva (C;(A))*-n. Igy az

integrandus (3.48) formuladban a kévetkezSképpen becsiilhetd:

(1 o Vd(], A)/Hd)n_28+k%(l, A)S_k—HV;([, A)Q

s+1

<< (1 - 2—(h—1))n—2s+k . 2—h(s—k+1) . 272hd+1 .

Ennek a segitségével az integral (C;(A))*-n (C;(A) € M) feliilrsl korlatozhato:

exp(—(n — 2s + k)2_h+1))2_h(s+k_1)272h% (Va(Ci(A)))?

s+1

< exp(—(n — 25 4 k)27 "1y hlsth=lig=2haizg-hs, (3.49)
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Térjiink vissza (3.47) becsléséhez. Ahhoz, hogy becsiilni tudjuk az integréalt, sziik-
ségiink van az M, halmaz |M,,| elemszamara. A B® gbmb 9~hii paraméterid vizes
részének térfogata )\S(BS(Q_}’%})) ~ Qatt (az =~ jeldlés értelmes, mert h — oo ha

n — o0). Ebbdl adodoan
9—2h i1

h(s—
M| < = Py =274+,

d+1

Kihasznéalva a /(z, B) < 2bqVy(I, A)Y(@D feltételt, alkalmazva a 3.4.1. lemmét,
valamint (3.49) Osszefliggést, hy = [Cl%J véalasztassal kapjuk, hogy,

/ / (1 . Vd(I, A)/Kld>n728+k‘/d<1’ A)sfk+1‘/s(j’ A)Q
d,s) J (B¢
X 1(4(2 B) < 2bVy(I, A)Y @Dy dgy - - - dagvy(dB)

< Zexp (n — 2s 4 k)27 h+1))g-his+h=1g- 2hT9—hs o

X |My|vs({B| £(z, B) < 2b,271})

< Z exp(—(n — 2s + k)27 "t1))2 - hlsth—1)g =2 9—hso S RD S
h=hg

= Y exp(—(n—2s+ k)2 -ht1))2 ks kD] (3.50)
h=ho

A (3.49) formuléaban szerepls szummat két részre vagjuk, és darabonként becsiiljik.

Valasszuk hi-t gy, hogy

2 M < 1 < 9 il
n

Mivel h > hy esetén exp(—(n — 2s + k)27"1)) kisebb, mint 1, igy kovetkezik, hogy

Z eXp(—(n —2s+ ]{5)2_h+1))2 h[(2s— k+1)+g+d]
h=h1
< Z o—hl(2s—k+1)+G]] < psthel,- 43 a51)
h=hy

A masik rész esetén, amikor hg < h < hy, helyettesitsiink ¢ = hy — h-t. Igy ¢ 1-t6l
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megy 61 = hl — h()-ig.

Z exp(—(n — 25 + k)2 h+1))2—h[(2s—k+1)+%}
h=hg
141
< Zexp(—(n—28—}—16)2_}““2“))2 (hi—=0)[(2s—k+1)+9E3)
=1

1
< Zexp(—(n — 25+ k>2—h1+é+l))n—(2s—k+1)2£(23—k+1) -4 24311;
<« p- @kt — g8 ZeXp Qe) oll(2s—k+1)+7EY]

< po@sktD), - ZﬁZexp i< n (2s—k+1),, —FH7 (3.52)

Visszahelyettesitve a (3.51) és a (3.52) becsléseket (3.47)-be, azt kapjuk, hogy
Y < nQS_kH/ n_(gs_kﬂ)n_%ys(d/l) <L n @
G(d,s)
Ezeket minden k = 0,..., s-ra Osszegezve épp a 3.1.4. tétel fels§ becsléséhez jutunk.

Ezzel a 3.1.4. tétel bizonyitasa teljes.

3.6. A 3.1.5. tétel igazolasahoz sziikséges modositasok,
megjegyzések

Ebben a részben vazlatosan bemutatjuk, hogyan irhaté at a 3.1.4. tétel bizonyitasa
tetsz6leges C7 sima hatart konvex testek esetére, ahogyan a 3.1.5. tételben allitottuk.
A részletes bizonyitast azért csak a gdbmb esetében végeztiik el, mert a f6 gondolatok
mar ott is elgjonnek, és a szdmolasokat 1ényegesen konnyebb kovetni. C_i sima hatarua
testek esetén a bizonyitas teljessé tételéhez néhany konvex testekrél szold jol ismert
tételt kell hasznalni, a részletek kidolgozasat az érdekl6ds olvasora bizzuk.

Tegyiik tehat fel, hogy K d-dimenzios konvex test, amelynek hatara C% sima, K,
pedig a beleirt uniform véletlen politop. Mivel K kompakt, ezért 1étezik 0K f6gor-
biileteire egy globalis  felss és egy globalis I' als6 korlat. Ismert, hogy minden x € 0K
esetén egyértelmien létezik u(x) kiilsé normalisa K-nak az x pontban. A C(z,t) sapkat
ugy definialjuk, hogy a H(x,t) := {y | (y, us) = (x,u,) —t} metszi ki K-bol. Belathato,

hogy (3.26) a kovetkezs formaban marad érvényes:

(z; + VB N H(x,t) € H(z, t) N K C (21 + 72 - VIBY) N H(x, 1), (3.53)
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ahol a vy, és 9 kostansok ~-tol és I'-tol fiiggenek. Ezekbdl a becslésekbdl adodoan a

gémb esetén hasznalt szimplexek analég modon definidlhatoak, és térfogatuk ~ 5

c stz

Yi(z,t) =8N (ux + @Bd)

és

So(z,t) = SN <ux + 2d\/F_th) .
Ett6l a ponttol kezdve az als6 korlat bizonyitasanak lépései nagyobb nehézségek nélkiil
kovethetsk, hasonld gondolatmenet talalhato [12]-ben.

A fels6 korlat igazolédsahoz elGszor megjegyezziik, hogy K minden merdleges vetii-
letének hatara C7, tovabba ~ és T' ugy is vélaszthato, hogy azok nem csak K f6gor-
biileteire adnak univerzalis fels és also korlatot, hanem K minden s-dimenzios vetiilete
esetén is. Fzekbdl kovetkezik, hogy egy t mélységl sapka térfogata ~~ t%, ahol 7 a
sapka dimenziojat jeloli (a bizonyitasban konkrétan d vagy s). A (3.53) Osszefiiggésbdl
kovetkezik, hogy (3.46) igaz marad valtozatlanul. Itt jegyezziik meg, hogy a gémb
esetén valojaban nem volt sziikségilink a gazdasagos sapkafedési tételre, ebben az &l-
talanos esetben azonban valéban ki kell hasznéljuk. Természetesen a korabban allitott,
sapkik térfogataira vonatkozé egyenl@ségek nem maradnak érvényben, de a v és I’
konstansok 1étezése miatt érvényesek ~ értelemben. A bizonyitast befejezé szamitasok

teljesen megegyeznek a gomb esetén bemutatottakkal.

3.7. A 3.1.7. tétel bizonyitasa

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a (3.6) formulabol és a 3.1.5. tétel felss becslé-
sébdl a kozismert modszerrel levezethets a nagy szamok erGs torvénye, vagyis a 3.1.7.
tétel.

A Csebisev egyenlGtlenséghdl kovetkezik, hogy

P ([Vo(K) = Vi) = B(Vi(K) = Vi(Ko)| nTiT 2 ) < e e VarVi (K,)
< nfﬁ.

_d-1
Mivel a >"°, n, “" Osszeg véges, ha ny = k*, a kovetkezs valoszintiségek

B ((V2000) = Vil ~ BV Vit D o > <)
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Osszege is véges (K > 2). Igy a Borel-Cantelli lemmabol és a (3.6) aszimptotikus
formul&abol kovetkezik, hogy

_2
Jim (VLK) = V(Ko 0 =y [ (aa(@) ooy e 350
1 valoszintiséggel teljesiil. Mivel a Vi (K) — V(K,,) sorozat nem névé, igy

(Va(K) = (ValFop )0 < (ValK) = Va(K))nat < (V(K) = Vi(Ko)nf

teljestil, ha ny_1 < n < ng. Mivel limg_, % = 1, ezért a részsorozat hatarértéke

megegyezik a sorozatéval, amibdl a 3.1.7. tétel azonnal kovetkezik.

3.8. Nyitott problémak

A korébban idézett [25] munkédban pontos aszimptotikus formula talalhaté minden

Vs(K,) szoréséara, abban az esetben, ha az anyatest gomb.

3.8.1. nyitott probléma. Adjunk pontos aszimptotikus formuldt Vi(K,) szordsdra

tetszdleges sima hatdri K test esetén.

Ifj. Boroczky Karoly, Fodor Ferenc és D. Hug [19] cikkében koriilirt véletlen
politopokkal is foglalkozik. Erdekes észrevenni, hogy ezek kezeléséhez a beirt modell

esetében ismert allitasokat altalanositottak.

3.8.2. nyitott probléma. Igazoljunk aszimptotikus eredményeket a K, véletlen politop
geometriar mennyiségeinek vdrhato értékére és szordsdra abban az esetben, ha K,-t
definidalo xq, xs, . . ., x, véletlen pontokat eqy [ siriségfiigguény dltal adott valdsziniség:

eloszlds szerint vdlasztjuk.

3.8.3. nyitott probléma. Igazoljunk a beirt esethez analdg dllitdsokat korilirt véletlen

politopokra.

Ezen problémék tanulmanyozésa el6tt mindenképp javasoljuk [19] cikk elolvasasat,

amely tartalmazza a mér ismert eredményeket is.



4. fejezet

Appendix

4.1. Kompakt, konvex halmazok tavolsaga

Ebben a szakaszban kompakt, konvex testek terén hasznalt leggyakoribb tévolsagok

definicioit gytdjtottiik dssze. Legyenek K és L Kbeli elemek.

e Hausdorff-tavolsag

6u(K,L) =inf{A>0| K C L+ AB% L C K+ AB%} = |hg — hz|s

Ez geometriailag azzal ekvivalens, hogy vessziik K pontjainak L-t6l vett tavol-
sdgdnak maximumét, majd L pontjainak K-tol vett tavolsagainak maximumat;

a Hausdorff tavolsag a ketts koziil a nem kisebb.

e Szimmetrikus differencia metrika

K és L szimmetrikus differencidjanak térfogata.

5s(K,L) = M\(KA L).

e L,-metrika (p > 1)

306.0) = = hally = ([ Wt = na(wp au)’

Itt || - ||, a szokéasos L, norma.

e Eggleston metrika

0p(K, L) := maxd(x, L) + maxd(z, K).

rzeK zeLl
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Vessziik K pontjainak L-t6l vett tavolsaganak maximuméat, majd L pontjainak

K-tol vett tavolsagainak maximumat; az Eggleston tavolsdg a ketts Osszege.

e Banach-Mazur-tavolsag
Tetsz6leges olyan T' affin transzformaciora, amelyre T'(K) C L meghatarozzuk a
legkisebb A-t, hogy A-T'(K) egy eltoltja tartalmazza L-t; a Banach-Mazur tavolsag
az ilyen lambdék minimuma. Amennyiben K és L szimmetrikus az origora, gy
elég linearis transzforméciokat tekinteni, és eltolasra sincs szitkség. (Gyakran ez
utobbi esetben definialjak csak a tavolsagot.) Az igy definialt tavolsag azonban
nem metrika K%n. A Banach-Mazur tavolsag logaritmusa metrika azon téren,

melyet az affin ekvivalens konvex testek azonositasaval kapunk.

Bévebb informécioért hivatkozunk [39] és [61] monografiakra.

4.2. Steiner-formula, kevert térfogatok

Steiner-tétele azt allitja, hogy egy K € K? test ¢ > 0 sugart (kiilss) paralel tar-
tomanyanak térfogata kifejezheté mint o egy d-edfokti polinomja. Ebben a polinom-
ban az egyiitthatok csak K-t6l és d-t6l fiiggenek. Ezeket az egyiitthatokat (egészen
pontosan ezek megfelel§ normalizaltjait) nevezziik a K test kevert térfogatainak.

A K test p > 0 sugaru (kiils6) paralel tartomanyénak azon pontok halmazat nevez-
ziik, melyek tavolsaga K-t6l legfeljebb p. Ez éppen K és egy p sugart gomb Minkowski-
Osszege:

K,:={z € E'|d(x,K) < p} = K + pB".

Steiner-formuléja a kévetkezd alakban irhato:

d d
MlE) = S e V(8) = 3 () Wit @)

=0 i=0
A formulaban kg4 ; = \g_;(B%7) a (d — j)-dimenzi6s gdmb térfogatat jeloli. A V;(K)
mennyiségeket a K test j-edik kevert térfogatainak nevezzik (0 < j < d). A k4
norméald faktorok azért sziikségesek, mert igy elértiik, hogy a K test kevert térfogatai
valoban csak K-t0l fliggenek, attol nem, hogy milyen dimenzios Euklideszi-térben dol-
gozunk. A W;(K) mennyiségek szamunkra most csak torténeti szempontbol érdeke-
sek, ezeket Minkowski-funkcionaloknak vagy alapmértékeknek nevezziik. Vegyiik észre,

hogy ezek az kevert térfogatoktol csak indexelésben és normalizalasban kiilonboznek.
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K+pB

4.1. abra. Sokszog kiilsé paralel tartomanya

Barmilyen eredmény konnyen atirhaté az egyikrsl a mésikra. Kényelmi okok miatt mi
a V; kevert térfogatokat fogjuk hasznalni.

Néhany példat is mutatunk a kevert térfogatokra. Vy(-) megegyezik a térfogattal,
ezt konnyen lathatjuk, ha (4.1)-nek vessziik a hatarértékét, ahogy o — 0. A kovetkezs
kevert térfogatra 2V 1(K) = HIY(OK) teljesiil, ahol HY1(-) a (d — 1)-dimenzios
Hausdorff-mértéket jeloli (lasd 4.3 szakasz). Ez mutatja, hogy Vy_1(K) éppen K fel-
szinének a fele. V| (K) az atlagszélesség konstansszorosa, ahogy azt a kovetkezs egyen-

16ségekbdl is kiolvashatjuk:

1 drk
Vi(K) = — /S | huc(u) du = %diwm).

Itt W(K) a szokésos atlagszélességet jeloli. Vegytik észre, hogy Vo(K) = 1 is
teljesiil, a definici6 szerint.

Végiil példaként megemlitjiik, hogy definici6 alapjan kiszamolhatjuk az egységgdmb

V(B = (d) & (42)

i) Ka—i

kevert térfogatait:

Tovabbi informécio a 4.4 szakaszban talalhato a kevert térfogatok analitikus elGal-

litasarol. Az érdeklsds olvasoknak ajanljuk [61] monografiat.

4.3. Hausdorff-mérték

Ebben a szakaszban definialjuk a Hausdorff-mértéket, illetve a fogalomhoz szorosan

kapcsolodo Hausdorff-dimenziot. A Hausdorff-dimenzié definici6ja azon a tényen alap-
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szik, hogy ha egy d-dimenzids testet A-szorosara nagyitunk, akkor térfogata (d-dimen-
7i6s Lebesgue-mértéke) a A-szeresére valtozik.

Az m-dimenzi6s (m > 0 nem feltétlen egész szamot jelol) Hausdorfl-mértéket H™( -)
jeloli, és definicioja a kovetkezs. Legyen H C E halmaz és legyen adva megszamlalhato
sok S; halmaz, amelyek a H halmaz egy d-fedését alkotjék, vagyis US; D H, és minden
j-re diam S; < d. Ekkor H Hausdorff-mértéke

: . diam S; \ "
HP(H) = clsl—r% chsj}gigmsjdz Fom (TJ) ’
ahol k,, = 72 /I'(m/2 + 1), ami pozitiv egész m esetén éppen az m-dimenzios egység-
gémb térfogataval egyezik meg.

Belathato, hogy barmely H esetén létezik egy mg érték ugy, hogy ha m < my,
akkor H™(H) = oo, és ha m > my, akkor H™(H) = 0. Ezt az my értéket nevezzik H
Hausdorff-dimenzi6janak.

A Hausdorff-mérték és Hausdorff-dimenzié tovabbi tulajdonsagairdl érdeklsdd ol-

vasonak ajanljuk [51] kényvet.

4.4. Haar-mérték, Grassmann sokasag

Ebben a szakaszban vazlatosan bevezetjiik a dolgozatban felhasznalt integralgeometriai
fogalmakat.

Topologikus csoportnak neveziink egy olyan Hausdorff tulajdonsiaga topologikus
teret, amin adva van egy szorzas mivelet, amivel az csoportot alkot, és a szorzas
mivelet, valamint az inverzképzés folytonosak.

Ismert a kovetkezs eremény. Legyen GG kompakt topologikus csoport. Ekkor létezik
egy egyértelmiien meghatarozott p valoszintségi Borel-mérték G-n amely balinvarians,
vagyis barmely mérhetd S C G és a € G esetén p(aS) = p(S) teljesiil. Tovabba ez a
u mérték jobbinvarians és az inverzképzéssel szemben is invarians. Ezt a u mértéket a
G csoport Haar-mértékének hivjuk.

A fenti eredménynek szamos altalanositdasa sziiletett. Szamunkra a legfontosabb,
hogy lokalisan kompakt csoportokon is hasonlé allitds fogalmazhatéo meg: létezik a
csoporton egy balinvarians Borel-mérték. Itt természetesen nem vérhatjuk el, hogy
valoszintiségi mértéket kapjunk, és az unicitas is csak konstans szorzo erejéig teljesiil.

Geometriai szempontbol érdekes topologikus csoport az R? tér forgatasainak és
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mozgasainak csoportja. A forgatéasok
SO, = { A€ R™| A ortogonalis , det A =1}

csoportja kompakt, ezért létezik rajta v Haar-mérték. Legyen G(d,s) az R tér s-
dimenzids linearis altereinek Osszessége, az tgynevezett Grassmann sokasdg. Vegyiik
észre, hogy SO, tranzitivan hat G(d, s)-n, igy a v mérték athuzhato G(d, s)-re, igy
kapjuk a vy mértéket. Legyen X C G(d,s) és rogzitsink valamilyen A € G(d,s)
alteret. Ekkor

V(X) = v{ g € SO p(4) € X},

minden olyan X esetén, amire a jobb oldal v-mérhetd.

Az R? tér (iranyitastarto) mozgasainak csoportjan is definidlhatunk invarians mér-
téket, amit aztan a fentihez hasonlé médon athizhatunk egyéb geometriai struktirékra,
részletekért hivatkozunk [65] konyvre.

Végiil adunk egy példéat, melyet tobbszor alkalmazunk a dolgozatban. Ez az Gssze-
fliggés lehetGséget teremt arra, hogy a kevert térfogatokat (lasd 4.2 szakaszt) tisztan
analitikus, integralgeometriai eszkozokkel kezeljiik. Az alabbi 6sszefiiggést Kubota for-

mulédnak is szokés hivni.

Vi(K) = cld,s) [ L M),

Ahol 1 < s < d, és ¢(d, s) ismert konstans, ami csak s-t6l és d-t8l fiigg. Megkaphatjuk
tehat a K konvex test s-edik kevert térfogatat tigy, mint az 6sszes s-dimenzios linearis
altérre vett vetiileteinek atlagat.

Az integralgeometria egy modern, sztochasztikus geometriai alkalmazasokra kihe-
gyezett Osszefogalalasat talalhatjuk [62]-ben, tovabba ajanljuk még a témaban [65]
konyvet.



5. fejezet

Osszefoglalas

5.1. Summary

The research problems considered in the thesis originate from the area of polytopal
approximation of convex bodies. The results fall into two broad categories, one is
the best approximation of convex bodies by polytopes, the other is approximation of
convex bodies by random polytopes.

The dissertation is based on the following papers of the author.

. Barany, F. Fodor, V. Vigh: Intrinsic volumes of inscribed random polytopes in

smooth convex bodies, (2009), 1-17, submitted, available at arXiv:0906.0309v1.

o K. J. Boroczky, F. Fodor, M. Reitzner, V. Vigh: Mean width of random polytopes
in a reasonable smooth convex body, J. Multivariate Anal., 100 (2009), 2287—
2295.

e K. J. Boroczky, F. Fodor, V. Vigh: Approximating 3-dimensional convex bodies
by polytopes with a restricted number of edges, Beitrige Algebra Geom., 49
(2008), no. 1, 177-193.

V. Vigh: Typical faces of best approximating polytopes with a restricted number
of edges, Acta Sci. Math. (Szeged), 75 (2009), no. 1-2, 313-327.

5.1.1. Best approximaton of convex bodies by polytopes

In this section we summarize the results of Chapter 2.

76
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Let K be a convex body in E? and let 0 < k < d — 1 be an integer. One of the
most often studied questions is how well one can approximate K with polytopes that
have a restricted number of k-faces. These problems have become well understood in
the last 30 years in the case if £ = 0 or £ = d — 1, that is, when the number of vertices
or facets is restricted. Almost all results are asymptotic in nature. There is a lack of
results for the case when the number of intermediate dimensional faces is prescribed.
In Theorem 2.2.1. we solved the first interesting case, when d = 3 and k£ = 1. Let
K be a 3-dimensional convex body with C? smooth boundary and let P¢ be the set
of 3-polytopes with at most n edges that contain K, similary, let P! be the set of
3-polytopes with at most n edges contained in K.

There exist (not necessarily unique in general) polytopes P¢ € P¢ and P! € P! such
that their Hausdorff distances 0y (P¢, K) and dg (P!, K) from K are minimal. The first
major result of Chapter 2 is Theorem 2.2.1.

Theorem 2.2.1 (page 13, [21] Boroczky, Fodor, Vigh)

’ 1 1
ou(K, P),0q(K,P:) ~ 5/ kY2 (x)dr- =, asn — oo. (5.1)

oxc n

Here r(x) denotes the Gauss-curvature of 0K at z and we integrate with respect to
the 2-dimensional Hausdorff-measure on 0K.

The following natural question arises here following the work of Gruber [36], [37].

Can we say something more about the geometry of the best approximating polytopes?

The answer is yes, we can determine the approximate shape and size of almost all of

its faces. The second major result of Chapter 2 is Theorem 2.2.2.

Theorem 2.2.2 (page 14, [72] Vigh)
The typical faces of both P: and PS are squares with respect to the density function

kY2(x) as n — oo.

The meaning of this theorem is the following. Let F' be a face of P, and zp € 0K a
point where the outer normal is also a normal of the affine hull of F. Almost every
face F' of P, is such a quadrilateral that is very close to a square with respect to the

second fundamental form of 0K at xf, and that has area

Jox kY2(x)dx
f)s!2(zp)’

where f(n) stands for the number of the faces of P,.
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The proof of Theorem 2.2.1 consists of two parts, we established matching upper
and lower bounds on dy (K, P¢). In the course of the proof of the upper bound, we
constructed a polyhedral surface with a prescribed number of edges, which approxi-
mates 0K well. To obtain the lower bound we applied various algebraic and geometric
inequlaties. In both parts the main idea was to divide the boundary of K into small
enough pieces, and over each piece we used the osculating paraboloid of the surface to
approximate 0K locally. To prove Theorem 2.2.2 we needed the stability version of
the inequalities we used to obtain the lower bound in (5.1). Chapter 2 concludes with

some major open problems.

5.1.2. Random polytopes

In Chapter 3 we consider another aspect of polytopal approximation of convex bodies,
that is we considered random polytopes. The most widely used model is the follow-
ing. Let K be a convex body in £ with volume 1, so the uniform probability mea-
sure and the Lebesgue-measure coincide in K. Choose n random points xq,xs, ..., T,
from K independently and according to the uniform distribution. The convex hull
conv(zy,...,x,) of these points is called a random polytope in K, and we denote it by
K,,. One of the central problems in stochastic geometry is to understand the behavior
of K,,. The main goals are to obtain information on the distribution of key geometric
functionals of K,,.

It is clear, that the behavior of K, strongly depends on the boundary structure
of the mother body K, which implies, that the cases when K is a polytope or K has
smooth boundary are quite different. For the case when 9K is C%, and hence x(z) > 0
for all x € 0K, R. Schneider, J.A. Wieacker [66] proved that

2
W(K) — EW(K,) ~ QF(f) — / ()4 Ao (5.2)
d(d+ 1)1 kergt) /K

where W (- ) denotes the mean width, x4 is the volume of the Euclidean d-dimensional
unit ball and E(-) is the expectation. Recently, the smoothness condition was relaxed
to C2 by M. Reitzner [53].

Our first goal is to prove a further generalization of (5.2). We say that a convex body
K has a rolling ball if there exists a o > 0 such that any x € 0K lies in some ball of
radius o contained in K. According to D. Hug [41], the existence of a rolling ball is
equivalent saying that the exterior unit normal at x € 0K is a Lipschitz function of x.

The first major result of Chapter 3 extends (5.2) in the following way.
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Theorem 3.1.2 (page 45, [20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh)
The asymptotic formula (5.2) holds for any convexr body K of volume one which has a
rolling ball.

Furhermore, Example 3.1.3 on page 46 states that there exists a K which has C'%°
boundary except at one point where it is only C' and (5.2) does not hold for K. This
shows that Theorem 3.1.2 is essentially optimal.

Asymptotic upper and lower bounds for the variance are needed to prove the strong
law of large numbers and central limit theorems, see [12] and [13|. As a second major
result of Chapter 3, we estimate the variance of all intrinsic volumes of K,,, if the body

K has a C% smooth boundary.

Theorem 3.1.5 (page 48, [10] Barany, Fodor, Vigh)
Let K be a convex body in E? with a C% smooth boundary. For all s = 1,...,d there

exist positive constants vy, and 7y, depending only on d,s and K such that

a+3 a+3

mn” @ < Var Vi(Ky) < qn” @ (5.3)
as n — 0o, where Vi(-) stands for the sth intrinsic volume.

In addition, in the case of mean width we relaxed the smoothness condition on K,

similarly to Theorem 3.1.2.

Theorem 3.1.6 (page 48, [20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh)
If K is a d-dimensional convex body of volume one with a rolling ball then

_d+3 _d+3
yn”at < VarW(K,) < yen™ &1,

where the positive constants v1,vs depend on K and d.

We note that for Theorem 3.1.5 we gave a detailed proof only if K is the unit ball,
and only sketched the proof for the general case. The proofs of the lower bounds in
Theorem 3.1.5 and in Theorem 3.1.6 are very similar, hence we a gave a proof only for
Theorem 3.1.5. The proofs of the upper bounds are however completely different. In
the case of Theorem 3.1.5 the key idea is to use the Economical Cap Covering Theorem
of Barany and Larman [11]. To obtain the upper bound in Theorem 3.1.6 we applied
integral geometric tools.

The upper bound in (5.3) combined with the main results of [3] and [53] implies the

strong law of large numbers by standard arguments, as it is stated in Theorem 3.1.7.
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Theorem 3.1.7 (page 49, [10] Barany, Fodor, Vigh)
If K is a convex body with Ci boundary and K, s the random polytope inscribed in

K, then

2

lim (V,(K) — Va(K,)) - nT = ey - 27 /S (s (2)) P10 (2) da

n—oo

with probability 1.

Chapter 3 concludes with a couple of open problems.

5.2. Tartalmi osszefoglalas

A disszertaciéban vizsgalt kutatasi problémak mindegyike a konvex testek politopokkal
torténd kozelitésérsl szol. Az eredményeink két nagy teriiletre esnek, a legjobban
kozelits politopok elméletébe, illetve a véletlen politopok elméletébe.

Az értekezés a szerz6 kivetkezG négy publikicidjan alapszik:

I[. Barany, F. Fodor, V. Vigh: Intrinsic volumes of inscribed random polytopes in
smooth convex bodies, (2009), 1-17, kozlésre benytjtva, elektronikusan elérhetd
arXiv:0906.0309v1.

e K. J. Boroczky, F. Fodor, M. Reitzner, V. Vigh: Mean width of random polytopes
in a reasonable smooth convex body, J. Multivariate Anal., 100 (2009), 2287
2295.

e K. J. Boroczky, F. Fodor, V. Vigh: Approximating 3-dimensional convex bodies
by polytopes with a restricted number of edges, Beitrige Algebra Geom., 49
(2008), no. 1, 177-193.

e V. Vigh: Typical faces of best approximating polytopes with a restricted number
of edges, Acta Sci. Math. (Szeged), 75 (2009), no. 1-2, 313-327.

5.2.1. Legjobban kozelité politopok

Ebben a szakaszban a 2. fejezet eredményeit foglaljuk 6ssze.
Legyen K egy konvex test az E? térben, tovabba rogzitsiink egy 0 < k < d — 1
pozitiv egész szamot. Az egyik leggyakrabban targyalt kérdés, hogy milyen jol lehet K-

t kozelieni olyan politopokkal, amelyeknek k-dimenziés lapjainak szamét elirjuk. Ezt
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a problémakort az utobbi 30 évben alaposan koriiljartak, és a legfontosabb kérdéseket
meg is valaszoltak abban az esetben, ha k = 0 vagy k = d — 1, azaz a csticsok vagy
lapok szama korlatozott. A kapott eredmények nagyrészt aszimptotikus természetiiek.
Azonban csak néhany eredmény ismert azokban az esetekben, ha valamilyen koztes
dimenzids lapok szamat szoritjuk meg, vagyis 1 < k < d—2. A 2.2.1. tételben az egyik
els6 felmeriil6 kérdést valaszoljuk meg, aszimptotikus formulat bizonyitunk abban az
esetben, ha d = 3 és £ = 1. Legyen K egy 3-dimenzios konvex test, aminek a hatéara
C? sima, és legyen P¢ azon 3-dimenzios politopok halmaza, amelyeknek legfeljebb n éle
van és tartalmazzédk K-t. Hasonl6an legyen P! azon 3-dimenziés politopok halmaza,
amelyeknek legfeljebb n éliikk van és benne vannak K-ban.

Ekkor létezik egy (nem feltétleniil egyértelmi) PS¢ € P¢ politop, és egy PP € Pt
politép tgy, hogy a a K-t6l vett dg (P, K) ¢s 0y (P!, K) Hausdorff tavolsaguk mini-

malis. A 2. fejezet els6 {6 eredménye a 2.2.1. tétel.

2.2.1. Tétel (13. old., [21] Boroezky, Fodor, Vigh)

S (K, PS), 6 (K, P) ~ 1/ w2 (x) da - l, amint n — oo. (5.4)
2 Jox n
A formulédban k(z) az © € OK pontban vett Gauss-gorbiiletet jeloli, és 0K-n a 2-
dimenzids Hausdorff-mérték szerint integralunk.

P. M. Gruber [36], [37] munkii nyoméan természetesen meriil fel a kérdés, hogy
mondhatunk-e tobbet a legjobban kozelits politopok geometriajarol? A kérdésre pozi-
tiv valaszt adhatunk abban az értelemben, hogy aszimptotikusan meghatarozhatjuk a

legjobban kozelité politopok lapjainak alakjat és méretét is. Ezt fogalmaztuk meg a 2.

fejezet masodik f6 eredményében, a 2.2.2. tételben.

2.2.2. Tétel (14. old., [72] Vigh)
A 2.2.1. tételben tdrgyalt P! és PS politdpsorozatok tipikus lapjai a x'/?(x) striség-

fiigguény szerinti négyzetek, amint n — oo.

A tétel lényegi jelentése a kovetkezd. Legyen F' a P, politop egy lapja és xp € 0K
olyan pont K hataran, ahol a K-hoz huzott kiils6 normalis meréleges F' lap sikjara. P,
majdnem minden F lapja egy olyan négyszog, ami nagyon kozel van egy az xp € 0K

pontban tekintett méasodik alapforma szerinti négyzethez, aminek a teriilete

faK kY2(x)dz
fn)r2(zp)

Itt f(n) a P, politop lapjainak szamat jelenti.
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A 2.2.1. tétel bizonyitasa két részbdl all, azonos nagysagu felss és alsé becslést ad-
tunk a 0 (K, P¢) tavolsagra. A felss korlat esetében ehhez megkonstrualtunk olyan K-t
jol kozelits politopokat, amelyeknek el6re megadott szamu éle van. Az alsé becsléshez
kiilonbo6z6 algebrai és geometriai egyenlStlenségeket hasznaltunk. Mindkét részben az
egyik f6 gondolat az volt, hogy osszuk fel K hatarat elég kis foltokra, és minden ilyen
foltot kozelitsiink a feliilet egy oszkulalo paraboloidjaval. A 2.2.2. tételhez a (5.4) also
becsléséhez hasznalt egyenltlenségek stabilitdsara volt sziikség. A 2. fejezetet néhany

nyitott kérdéssel zartuk.

5.2.2. Véletlen politépok

A 3. fejezetben a politopapproximaciok masik aspektusarol irunk, vagyis véletlen
politopokkal torténs kozelitést vizsgalunk. A leggyakrabban hasznalt modell, amel-
lyel véletlen politopot definialhatunk a kévetkezo.

Legyen K olyan konvex test az E? térben, amelynek térfogata egységnyi, igy az
egyenletes eloszlashoz tartozo valoszindségi mérték K-n megegyezik a Lebesgue-mér-
tékkel. Vélasszuk az w1, xs,. .., x, véletlen pontokat K-bol egymastol fiiggetleniil, az
egyenletes eloszlas szerint. A pontok conv (xy,...,x,) konvex burkat a K-ba irt uni-
form véletlen politopnak hivjuk és K,-nel jeloljik. A sztochasztikus geometria egyik
kozponti problémaja a K, test viselkedésének megértése. A legfontosabb kérdés a K-t
leir6 geometriai funkcionalok meghatéarozasa.

A kezdetektdl fogva vildgos, hogy K, uniform véletlen politop viselkedése erdsen
fiigg a K anyatest hataranak szerkezetétsl, az eddigi eredmények és a hasznalt tech-
nikdk is mutatjak, hogy a két eset, amikor K hatara sima, illetve amikor K politép
lényegesen eltér. Abban az esetben ha a K test K hatara C? sima, és igy x(z) > 0
minden = € OK esetén, R. Schneider és J.A. Wieacker [66]-ben bizonyitotta, hogy

20 (2 2
" (K) —EN (Kn) ~ (d+1) 2 / /ﬂ(l‘) aH da - 12 ) (55>
d—1
d(d+ 1) kgrgt) /K nd+

ahol W (-) az atlagszélességet jeloli, kg a d-dimenzios egységgdmb térfogata, E(-)
pedig a varhato értéket jelenti. 2004-ben a simaségi feltételt M. Reitzner [53] C3-
ra gyengitette.

Az els6 célunk a (5.5) formulahoz sziikséges simasagi feltétel tovabbi altalanositasa. Azt
mondjuk, hogy a K konvex testnek van gordiil6 gombje, ha létezik egy o > 0 pozitiv
valds szam dgy, hogy minden x € 0K pontot tartalmaz egy olyan p sugari gémb, amit

tartalmaz K. D. Hug [41] megmutatta, hogy a gordiilé gomb létezése ekvivalens azzal,
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hogy az x € 0K pontban huzott kiils§ normélis vektor az x Lipschitz-folytonos fiiggvé-
nye. A 3. fejezet elss f6 eredményében tovabb bévittettitk (5.5) formula érvényességi

korét.

3.1.2. Tétel (45. old., [20] Boroezky, Fodor, Reitzner, Vigh)
Az (5.5) aszimptotikus formula minden olyan K konver testre érvényes, amelynek

létezik gordild gombje.

Tovabbé a 46. oldalon taldlhato 3.1.3. példa mutatja, hogy létezik egy olyan K
konvex test, amelynek hatéra egy pont kivételével C'° sima, és abban az egy pontban
is ' de a (5.5) formula nem teljesiil K testre. Ez a példa mutatja, hogy a 3.1.2. tétel
allitasa lényegében optimaélis.

A nagy szamok erGs torvényének igazolasahoz, valamint centralis hatéreloszlas
tételekhez sziikségiink van a szordsra adott aszimptotikus alsd és felsG becslésekre.
A 3. fejezet masodik f6 eredményében nagysigrendileg helyes also és fels6 becslést
adtunk a K, uniform véletlen politop minden kevert térfogatanak szoérasara abban az

esetben, ha a K anyatest hatara Cﬁ sima.

3.1.5. Tétel (48. old., [10] Barany, Fodor, Vigh)

Legyen K olyan konvex test az E¢ térben, amelynek hatdra C?% sima. Ekkor minden
s=1,...,d esetén léteznek v, és vo d-tdl, s-tol és K-tol fiiggd konstansok gy, hogy
yn~E < Var Vy(K,) < jgn” (5.6)

amint n — oo. Vi(-) az s-edik kevert térfogatot jeliili.

Tovabba, a 3.1.2. tételhez hasonloan, a 3.1.6. tételben megmutattuk, hogy az
atlagszélesség esetén a szorasra adott becslések a K-ra tett gyengébb simasagi feltétel

mellett is érvényesek.

3.1.6. Tétel (48. old., [20] Boroczky, Fodor, Reitzner, Vigh)
Ha K egységnyi térfogatu, d-dimenzids konvex test, amelynek létezik gordild gombje,
akkor

_d+3 _d+3
nn”dat < VarW(K,) < yan™ &1,

ahol a Y1, konstansok d-tdl és K-tol fiiggenek.
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Megjegyezziik, hogy a 3.1.5. tétel bizonyitasat teljes részletességgel csak abban az
esetben végeztiik el, amikor K az egységgomb, az altalanos esethez sziikséges modosité-
sokat csak vazoltuk. A 3.1.5. tételben és a 3.1.6. tételben az als6 korlatok igazolasa
nagyon hasonldan torténik, ezért csak a 3.1.5. tétel esetén igazoltuk az éallitast. A felss
becslések bizonyitasa viszont teljesen eltérs. Egyrészrél a 3.1.5. tételben a kulcslépés
Barany ¢és Larman [11] gazdasagos sapkafedési tételének alkalmazéasa. Masrészt a 3.1.6.
tétel bizonyitasaban integralgeometriai eszkozoket hasznéltunk.

A (5.6) formula fels6 becslésébdl, felhasznalva a [3] és [53] cikkek {6 eredményeit,

levezethets a nagy szamok erds torvénye. Ezt a 3.1.7. tételben fogalmaztuk meg.

3.1.7. Tétel (49. old, [10] Barany, Fodor, Vigh)
Ha K egy konvex test, amelynek hatdra C% sima, K, pedig a K-ba irt uniform véletlen

politop, akkor

2

im (V2 () = VaCI,)) 07 = g n? [ (a0 (o)

n—oo

1 waldsziniséggel teljesiil.

A 3. fejezetet néhény nyitott probléma felsoroléaséaval zartuk.
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