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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Vigh Viktornak, aki észrevételeivel és
tanacsaival segitette munkamat, valamint rendelkezésemre bocsatotta a dolgozat

elkésziiléséhez sziikséges szakirodalmat.



1. Bevezetés

A dolgozat soran orsokonvex alakzatokkal fogunk foglalkozni, mégpedig orsokonvex
korharomszogekkel. A f6 részt harom izoperimetrikus tipusu tétel és annak bizonyitasa
alkotja. Vizsgalni fogjuk az azonos koriilirt korrel rendelkezd orsokonvex lemezek
minimalis atmérdjét. Megmutatjuk, hogy épp a szabalyos korharomszog atmérdje a
minimalis. Tovabba latni fogjuk, hogy hol realizadlodik ez az atmérd, és ki is szdmoljuk
a hosszat. Majd azonos beirt kor mellet keressiik a maximalis szélességet a dualitast
hasznalva. Meg fogjuk mutatni, hogy az atmérd épp a lemez vastagsagaval egyezik
meg, ¢s meg is adjuk ennek hosszat. Végiil pedig adott atmérd esetén szamoljuk a

maximalis és minimalis tertiiletet.

A konvexitas jol ismert mar a kozépiskolai tanulmanyokbdl is. A H halmaz
konvex, ha barmely X, Y € H pontokra XY € H is teljesiil, ahol XY az X és Y pontokat
Osszekotd szakaszt jelenti. Az orsdkonvexitas fogalma elsdként 1935-ben jelent meg
Mayer, német matematikus ,Eine Uberkonvexitdt” [1] cimii munkajaban.
Szemléletesen egy orsokonvex alakzatra 0gy gondolhatunk, mint egységsugaru
korlapok metszetére. Az elnevezés is innen ered, ugyanis két ilyen egységsugaru korlap
metszete épp egy orsora hasonlit. Véges sok egységsugaru zart korlap metszete az E?
Euklideszi sikon korpoligont alkot. Magasabb dimenzioban gémb-poliéderekrol
beszéliink, ahol korlapok helyett véges sok egységsugari gomb metszetét vessziik.

Megemlitiink néhany problémat, amelyben ezek az alakzatok fontos szerepet jatszanak.

e A Borsuk probléma [2]: minimum hany darabra kell szétvagni a K ¢ E¢
kompakt konvex halmazt, hogy az egyes darabok atméréje kisebb legyen, mint
K atmér6je? Borsuk sejtés: d + 1 darabra mindig elegendd. Abban az esetben, ha
d < 3, igaz a sejtés. A sikban a kor, mig térben a gdmb példaja mutatja, hogy
d + 1 darabnal kevesebbet nem varhatunk. A sejtést maga Borsuk igazolta a
sikban ¢és térben. Magasabb dimenzidoban sokaig nyitott maradt a kérdés. A
probléma végiil megoldodott, ugyanis Jeff Kahn és Gil Kalai bebizonyitottak,
hogy magasabb dimenzidkban a Borsuk-sejtés hamis.

e Kneser és Poulsen egymastol fiiggetleniil megfogalmazott sejtése [3] szerint, ha
az Euklideszi sikon véges sok korlapot elmozditunk tigy, hogy minden korlap-

par kozéppontjanak tavolsdga csokken, akkor az unidjuk (illetve metszetiik)



teriilete néni (illetve csokkeni) fog. Folytonos mozgasokra vannak eredmények,
de a probléma altalanos esete még nyitott.
e A Vazsonyi probléma kapcsan alapvetd tanulmanyt is talalhatunk a 3-dimenzids

gomb-poliéderek topologiai és geometriai tulajdonsagairdl [4].

Az izoperimetrikus problémat a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg: az dsszes
azonos kertiletli, sikbeli, zart gorbék altal hatarolt teriiletek koziil keressik a
maximalisat. Jol ismert, hogy az azonos keriileti lemezek koziil a kornek a legnagyobb
a teriilete. Ezt az allitdst szokdas az Ugynevezett sikbeli izoperimetrikus

egyenl6tlenségnek nevezni. Ahhoz, hogy ezt tényleg egyenldtlenség formaba fel tudjuk

2
irni, jeldlje k a kertiletet t pedig a teriiletet, igy a kovetkezonek kell teljesiilni t < :—n,

. w1 o 1 k .. L
hiszen a k keriilet(i kor sugara 5. sa tertilete €pp o

A dolgozat elsd részében definidljuk azokat a fogalmakat, amelyek késObb
eléfordulnak,  illetve  kimondunk  néhdny  orsOkonvexitdssal  kapcsolatos
alaptulajdonsagot és lemmat, amit be is bizonyitunk. A be nem bizonyitott allitasok
megtalalhatok [5]-ben. A masodik felét pedig harom f6 részre osztjuk, amelynek alapjat
Santalé 1946-ban megjelent cikke [6] szolgaltatja. Az elsé részben az azonos koriilirt
korrel rendelkezd orsdokonvex lemezek minimalis atmérdjét keressiik, a masodikban
adott beirt kor mellett keressiilk a maximalis szélességet, mig végiil adott atmérdji

orsokonvex alakzatok minimalis és maximalis teriiletével foglalkozunk.
2. Definiciok, alaptulajdonsagok

A kovetkezd definiciok €s alaptulajdonsagok [7]-bol valok. Az elkovetkezdkben végig
az E? Euklideszi sikon fogunk dolgozni. Legyen A, B € E? és d(AB) jelolie az
Euklideszi tavolsagukat. Ha d(A,B) < 2, akkor ugy definialjuk az A és B altal feszitett
[A, B]s zart orsot, mint A-t és B-t 6sszekoté olyan zart korivek uniojat, amelyek sugara
legalabb 1, és hosszuk legfeljebb . Ha d(A,B) = 2, akkor [4, B]s az AB Thalész-kére,
vagyis egy egységsugaru korlap. Ha d(A,B) > 2, akkor [4, B]s = E%

2.1 Definici6. A H € E? halmazt orsdkonvexnek nevezziik, ha minden A, B € H esetén
[A,B]s € H.

A K C E? halmazt konvex lemeznek hivjuk, ha K konvex, zart, korlatos és K-t

nem tartalmazza egy egyenes. Az orsokonvex lemez, olyan konvex lemez ami
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orsokonvex. Egy H ponthalmaz orsékonvex burkdn az 6t tartalmazd legsziikebb
orsokonvex halmazt értjiik, jelolése convs (H). Fontos definidlni még egy konvex lemez
tamaszegyenesét . Az e egyenes a K konvex lemez tamaszegyenese, hae N K # @, és az
e-hez tartozo egyik e, zart felsik tartalmazza K-t. Az e, -t K egy tamaszfélsikjanak
nevezziik. Egy K konvex lemez v iranyu szélességének nevezziik a - re merdleges
tamaszegyeneseink tavolsagat, jele wg (V) (1. dbra). EQy P kdzépponta r sugar zart
korlap B(P,r) definicio szerint B(P,r) = {X € R* : d(P.X) <r}. B(P) jeloli a P

kozéppontu egységsugaru korlapot.

1. abra

Jeloljik a H halmaz hatarat dH-val. P kdzéppontu r sugari korlemez szféraja
definicié szerint S(P,r) = {X € R?: d(P,X) = r}, vagy masként irva S(P,r) = aB(P,r).
Tehat jelen esetben a P kdzépponta r sugart korlemez szféraja egy P kozéppontu r

sugara zart korvonal.

2.2 Lemma. Legyen C < E? orsokonvex halmaz és legyen e ennek egy
tamaszegyenese az X € dC pontban. Ekkor az a zart egységsugart korlemez, amelyet e

az X pontban érint, és amely e ugyanazon oldalan fekszik mint C, tartalmazza C-t.

Bizonyitas. Legyen B az az egységkorlap, amelyet e X-ben érint és e ugyanazon

félsikjaban van mint C. Megmutatjuk hogy B 2 C.



Tegyiik fel, hogy C nincs benne a B-ben. Tehat van egy olyan Y pont, amelyre
teljesiil, hogy Y € C, de Y ¢ B. Akkor, amint a 2. abra is mutatja, van egy rovidebb
egységsugara koriv, amely X-et és Y-t Gsszekoti, és nem metsz bele B-be, de teljes
egészében C-ben van. Az e egyenest X-ben érintd és e,-ba belemetszé korlemezbdl
pontosan egy van, B. Mivel Y & B, ezért az X-et és Y-t sszekotd korvonalat € még egy
Z pontban metszi. Ezért € nem tamasztja C-t, ami viszont ellentmondas, ugyanis e-t ugy

valasztottuk, hogy C tamaszegyenese legyen.

2. dbra

2.3 Lemma. K kompakt konvex lemez orsokonvex, akkor és csak akkor, ha K

egységsugaru zart korlapok metszete, azaz K kompakt konvex lemez orsokonvex, akkor

és csak akkor, ha

K = ﬂ B(P).
B(P)2K
Bizonyitas. El6szor nézziik azt az iranyt, amikor tudjuk, hogy K orsokonvex. Ekkor azt
kell bizonyitanunk, hogy K eldall egységsugarti zart korlapok metszeteként. Jeloljik
B(P)-k metszetét J-vel. A K = J egyenldség teljesiiléséhez meg kell mutatni, hogy K € J

illetve J € K.



A K c J teljesiil, mert K minden B(P)-nek része volt, tehat ezek metszetének is

biztosan része lesz.

A J € K esetet indirekt mdédon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan Q
pont, hogy Q € J\ K. Ekkor létezik K és Q kozt egy szeparacios egyenes (S), amely
egyenest el tudjuk ugy tolni, hogy K-t egy X pontban tamassza. Azonban ekkor a 2.2
lemma alapjan létezik egy K-t tartalmazd és a szeparacidos egyenest X-ben érintd
egységsugaru korlap. Tehat K korrel (k) is szeparalhato Q-t6l. Viszont akkor ez a korlap
tartalmazza J-t, mivel az az Gsszes egységsugaru korlap metszete volt. De akkor Q & J,

ami ellentmondas, vagyis J € K is igaz.

3. abra

Tehat a K € J és a J € K is teljesiil, amibdl kovetkezik, hogy K = J. Ezzel az egyik
iranyt belattuk.

A masik bizonyitando irany esetén tudjuk, hogy K = N g(py 2 x B(P) €s meg kell
mutatnunk, hogy ekkor K ors6konvex. Legyen X, Y € K. Ekkor minden B(P) estén,
amelyre K € B(P), igaz hogy X, Y € B(P). B(P) orsokonvexitasa miatt [X,Y]s € B(P) is
teljesiil. Mivel ez minden B(P)-re igaz, igy N B(P)-re is igaz lesz, [X,Y]s € N B(P),
ami pedig pont azt jelenti, hogy K orsokonvex. A masik iranyt is belattuk, azaz

bizonyitottuk a lemmat.



Az orsdkonvexitas tovabbi elemi tulajdonsagai irant érdeklédéknek ajanljuk a [7]

cikket.
3. Extremalis problémak orsékonvex alakzatokkal kapcsolatban.

Szamos minimumra és maximumra vonatkozo problémat lehet tanulményozni konvex
alakzatokkal kapcsolatban. Ebben a részben Santaldo [6] cikke alapjan harom

izoperimetrikus tipust problémat vizsgalunk.

A kovetkezd szakaszban azokat az orsokonvex alakzatokat fogjuk vizsgalni,

amelyeknek megegyezik a kortilirt koriik.
3.1 Minimalis &tméré

Tekintsiik az orsdkonvex lemezek koziil az azonos korilirt korrel rendelkezoket, és
ezek kozt keressiik a minimalis a&tmérdjit. Emlékeztetdiil, egy konvex alakzat kortilirt
kore egy olyan minimalis sugar kor, amely tartalmazza az alakzatot. Ismert, hogy azon
konvex alakzatok koziil, amelyeknek a koriilirt koriik megegyezik, a szabalyos

haromszognek minimalis az atmérdje. [6]

Nézziik, mi torténik az orsdkonvex lemezek esetében. Legyen H egy orsdokonvex
lemez, amely befoglalhato egy Cgr, R sugart korbe tgy, hogy Cr a minimalis H-t
tartalmazo kor. Ekkor H és Ci helyzete a kovetkezoképpen alakulhat. Egyik lehetséges
esetben dH és dCy metszete két pont. Megmutatjuk, hogy ekkor az a két pont atellenes
Cg-ben. Ugyanis tegyiik fel, hogy nem atellenesek. Ekkor H elmozgathaté Cr-ben oly
modon, hogy Cy sugara csokkenthetd legyen. Ha dH és 0 Cr metszete két pont akkor H
atmérdje 2R. A tovabbiak igazoljak, hogy ez nem az extremalis eset. A masodik esetben
0H és 0Cyr metszete legalabb harom pont. Ekkor valaszthatunk a metszetben harom
pontot (A, B, C) ugy, hogy olyan haromszoget alkossanak, amely tartalmazza Cg
kozéppontjat és Cr hatarat harom korivre osztja: AB, BC és CA. Ha az ABC haromszog
csucsait egységsugart korivekkel kotjiik 6ssze, akkor olyan korharomszoget kapunk,
ami benne van H-ban, ezért az atméréje megegyezik H atmérdjével, vagy kisebb annal.
Mivel a korharomszog koriilirt kdre Cg, ezért a minimalis atméré megtalalasanak

probléméja Cr-be irhato kérharomszogek dtmérdjére egyszeriisodott.

Természetesen minden korharomszog orsokonvex. A harom egyenld korivbol

allo korharomszoget szabalyos korharomszognek nevezziik.



3.1.1 Tétel. A Cy koriilirt korrel rendelkezé kdrharomszogek koziil épp a szabalyos

korhdromszognek minimalis az atmérdje.

Bizonyitds. Mindenekel6tt megkeressiik, hogy hol van a Cgz-be irhatdo szabalyos
korharomszog atmérdje. Erre azért van sziikség, mert attdl fliggéen, hogy az ABC
szabalyos korharomszog ivei illetve az ABC haromszog oldalaira rajzolt egységsugaru
korivek egymashoz képest hogy helyezkednek le, mashol realizalodik az a&tmérd. A két
iv helyzetét pedig az ABC haromszog a = R + /3 oldalhossza hatarozza meg. Ha az
ABC szabalyos haromszog oldalaira a szemkozti csucsokbol a sugari koriveket
rajzolunk, akkor a kapott alakzatot Reuleaux-haromszognek nevezziik. Az els6 esetben,
ha a haromszog oldalhossza nem nagyobb, mint 1, akkor az egységsugarti koriv (az
abran a szaggatott iv) a Reuleaux-haromszog ivein beliil halad, ekkor az atmérd épp az

ABC haromszog egyik oldala (4. abra).

4. abra

Ellenkezd esetben, azaz ha a haromszdg oldalhossza nagyobb, mint 1, a korivek
helyzete az el6z6 forditottja lesz, és ekkor az atméré az AM szakasszal fog megegyezni
(5. abra), ahol M az AO egyenes ¢és a BC egységsugart koriv metszéspontja és O a B-t

C-vel 6sszekotd egységsugara koriv kdzéppontja.
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5. abra

Ezek utan térjiink ra a tétel bizonyitasara. Legyen ABC egy Cg-be irhato
szabalyos korharomszog. Tovabba tekintsiink egy masik A'B'C’' korharomszoget,
amelynek szintén Cg a koriilirt kore, Cr kdzéppontja pedig Q. Feltehetd, hogy B’, C’
pontok a BC, R sugara rovidebb koriven vannak, és teljesiil hogy BC > B'C'. Tovéabba
rogzitsiik B, C' pontokat ugy hogy B'C’ parhuzamos legyen BC-szal. Tovéabbiakban
mindig feltessziik, hogy A'B'C’ kdrharomszog igy van elhelyezve a Cr korben. Ahhoz
hogy teljesiiljon, hogy A’'B'C’" korharomszog is tartalmazza Q-t, A’ pontnak B"' és C"”
pontokat dsszekotd R sugart koriven kell lennie, ahol B és C'' pontok a B’ és C' pontok
Q pontra vett atellenes pontjai. Legyen B; az a pont, ahol a B'O’ egyenes metszi Cg
korvonalat, ahol O’ a B'C' egységsugara koriv kozéppontja. Ekkor két esetet

kiilonboztethetiink meg.
. eset

Az elsé esetben 1 > AB. Ebben az esethen, az elézéek szerint, az ABC szabélyos
korharomszog atmérdje AB. Megmutatjuk, hogy a kovetkezd egyenlétlenség all fenn
AB < A'B’. Ismert, hogy 180°-nal kisebb szogek esetén, egy koriven az egymashoz
kozelebb 16v6 pontokat dsszekdtd szakaszok hossza a rovidebb. Mivel AB iv rovidebb,
mint A'B’ iv, igy az elz6 allitas szerint AB < A'B’. Tehat az igy kapott A’B'C’

korharomszog atmérdje nagyobb, mint a szabalyosé volt.
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6. abra

I1. eset

A miésodik esetben 1 < AB. EkKor a szabélyos korharomszog atmérdje az AM

szakasz.

7. dbra

Ha O az egységsugaru koriv kozéppontja, amely B-t és C-t sszekdti, akkor AM = A0 +
OM ahol OM =1, azaz AM = A0 + 1.

12



A szimmetria miatt elég csak az egyik korivre szamolni, legyen most A’ az AB"

koriven.

Két lehetséges esetet kiilonboztetiink meg.

8. abra

1. eset

Ha A’ a B;A koriven van (8. abra), akkor A’B’C’ korharomszog atmérdije legalabb

AM =40’ + O'M’, ahol M' az A'0’ egyenes és a B'C’ kdriv metszéspontja és O'M’ = 1,
tehat A’M’ = A'0" + 1. Ekkor tekintsiik a kdvetkez6 egyszer(i szamitast. A’M’ = A’0" + 1
> A0’ + 1, mert A’0’ > AO’, ugyanis ha 0’ pontbol 0'A sugarral kort rajzolunk, A’ a

koron kiviilre esik (9. abra).

13



9. abra

Folytatva az egyenlétlenséget igaz az is, hogy A0’ + 1 > A0 + 1 = AM, mivel O és 0’
egy egyenesre esik A-val és O kozelebb van A-hoz, hiszen O a BC egységsugarti koriv
kdzéppontja, mig 0’ a B'C' egységsugart koriv kozéppontja és B'C' a BC koriv ,alatt”
helyezkedik el, igy a kozéppontja is BC kozéppontja ,alatt” van (lasd 8. abra).
Egybevéve az egyenl6tlenségeket lathatjuk, hogy a kovetkezd Osszefliggésre jutottunk

A'M" > AM. Vagyis ismét nagyobb atmérét kaptunk, mint a szabalyos kdrhdromszog

esetén.

2. eset

Ebben az esetben A’ a B;B" koriven van. Az A'B'C’' korharomszog atmérdije

pedig legalabb A'B’. Legyen 0, pont az A'B' egyenes és az AM egyenes

metszéspontja. Ekkor 0,'A" > 0,'A, ugyanis 0, a Q kozéppont felett, vele egy

egyenesen helyezkedik el, igy A biztosan kozelebb lesz hozza, mint A’, mert A is rajta

van az 0,'Q egyenesen. Tovabba 0,'B' > 0,'M egyenlStlenség is teljesiil. Ennek
megmutatasdhoz hasznaljuk a 10. 4bra jeloléseit. Legyen O'B'M héaromszoég B’
csticsanal fekvo szog a; és az M-nél fekvé B. A haromszog oldalai kozt az 0'M < O'B’
Osszefliggés teljesiil, s felhasznalva, hogy a haromszogben a hosszabb oldallal szemben
nagyobb szog van, azt kapjuk, hogy B > a,. Tekintsiik ezutdn O,'B'M haromszoget.
Legyen a B’ cstcsnal fekvd szog a,. Mivel az 0,' pont az O’ pont alatt van, igy az a,
sz0g kisebb lesz, mint az a; szog. A szogek kozotti két Osszefliggést egybevéve azt
kapjuk, hogy a, < B, ezért az 0,'B'M haromszog oldalaira igaz lesz, hogy 0,'B’ >
0,'M.
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10. 4bra

Ezeket felhasznalva az atmérdre a kdvetkezdket irhatjuk.

AB =0,/4+0,B' >0,/A+0, M =AM

A'B" > AM

Ebben az esetben is nagyobb atmérdét kaptunk, mint a szabdlyos esetben. Ezzel a

lehetséges esetek vizsgalata befejez0dott.
|

Valoban arra az eredményre jutottunk, hogy az azonos koriilirt korrel rendelkezd
korharomszogek koziil a szabalyos korharomszégnek minimalis az atmérdje. A tétel
kimondasa el6tt részleteztiik, hogy miért elég csak a korharomszdgek esetében vizsgalni
a problémat. fgy most altaldnositva kimondhatjuk, hogy barmely orsokonvex alakzatra,
amelynek koriilirt kore Cr, R sugart kor, a minimalis &tmérdjii épp a Cr korbe irhatod

szabalyos korharomszog.

Nézzik, ezek alapjdn mit mondhatunk egy D atmérdjli szabalyos
korhadromszogrdl, amely egy R sugaru korbe van irva. Elemi geometriai szamitasokkal a
3.1.1 tételben is hasznalt két eset szerint az R sugarra és a D atmérdre a kovetkezOk

igazak.
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V3

Ha AB nem nagyobb, mint 1, és AQ = R, akkor AE =R - sin60° =R - > ami

épp AB fele, mert E felezépontja AB-nak. Ezért
AB=2-R-sin60°=R-V3
1>R-V3

Tovabba ebben az esetben az 4tmérd egyenl6 az oldallal, D = AB, azaz D =R - /3.

11. 4bra

Ha AB nagyobb, mint 1. Akkor 1 < R-+/3, chhez hozzavéve, hogy a
korharomszog orsokonvex, azaz eldall egységsugara korlapok metszeteként, a sugarra a

kovetkezd megszoritast tehetjiik.

1
ﬁSRSl

Az atmér6 pedig a kovetkezéképpen szamolhato a 11. abran lathato jelolések alapjan,
ahol Q az R sugarua kor kozéppontja, O a BC egységsugara koriv kozéppontja, F a BC

szakaszfelezé pontja, M pedig az AQ egyenes BC korivvel vett metszéspontja. Legyen
ABC szabalyos haromszog, amelynek oldala R - v/3, ekkor ennek magassiga a-T\/E’ jelen

esetben ez %, amely AF szakasznak felel meg. Ahhoz hogy atmérét, azaz AM szakasz

hosszat meg tudjuk mondani, sziikségiink van még FM hosszéra, jeloljiikk ezt X-nek, és
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legyen OM hossza d. Alkalmazva a Pithagorasz-tételt OBF hiaromszogben d =

hLE-R%Eme=1—d=1—/V—ERZ@EM=ZF+F_=;R+1—

/12 - Z - R?. Tehat az R sugarra és a D atmérére az alabbiak teljestilnek.

1

ESRS].

D=3-R+1—/12—5-R2
2 4

12. abra

Hasonloan, mint az el6z6 tételnél, itt is tudunk altalanositani az orsokonvex

alakzatokra. igy a kovetkezd tételt kaptuk.

3.1.2 Tétel. Az 6sszes orsOkonvex alakzatra, amelynek atmérdje D, és koriilirt kdrének

sugara R, a kdvetkezd egyenldtlenségek teljesiilnek.

Hal>R-+/3, akkorD >3 R

HaiSRsl,akkorDzi-R+1_ /12_§.Rz
V3 2 2
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3.2 Maximalis szélesség

Keressiik, az ugyanazon kor koré irhatd orsokonvex lemezek koziil a maximalis
szélességlit. Ezt a kort konvex lemezek esetén beirt kornek nevezzik, igy a
kovetkezdkben orsdkonvex lemezek esetén is ezt az elnevezést fogjuk hasznalni. Egy K
konvex lemez W(K) szélességén a min wy(U) mennyiséget, A(K) vastagsagan a

max wg (V) mennyiséget értjiik.

Konvex lemez beirt kore egy olyan maximalis sugaru kor, amelyet még tartalmaz
a lemez. Ebben az esetben a feladat, megtalalni az adott r sugart beirt korrel rendelkezd

haromszogek koziil a legnagyobb szélességiit. A megoldas a szabalyos haromszog [6].

Nézziik orsokonvex lemezek esetében mit mondhatunk. Fontos megjegyezni,
hogy Santalo cikkében [6] az AB > 1 eset targyalasa hibas! A feladatot visszavezetjiik a
3.1 szakaszban igazoltakra. Els6ként megmutatjuk, hogy egy konvex lemez atméréje
megegyezik a vastagsagaval, majd az azonos beirt korrel rendelkezé korhdromszogek

esetén vizsgaljuk, hogy hol realizalodik a vastagsag, végiil kiszamoljuk a hosszat.
3.2.1 Lemma. Konvex lemez atmérdje egyenld a vastagsagaval.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy az atméré nem nagyobb illetve nem kisebb, mint a

vastagsag. Jeloljik K konvex lemez atméréjét D(K)-val, vastagsagat pedig A(K)-val.

i. D(K) < A(K). Legyen A, B az atmér6 két végpontja és hiizzuk meg A-ban és
B-ben az AB-re vett merdlegeseket. Tegyiik fel, hogy a merdlegesek
valamelyike belemetsz a lemezbe. Ekkor ¢ két egyenes tavolsag tovabb
novelhetd, azaz a tavolsdguk nagyobb, mint az atmérd, ami pedig pont azt

jelenti, hogy a lemez vastagsdga meghaladja az atmérd hosszat.

ii. D(K) = A(K). Trivialisan teljesiil.
|
3.2.2 Definicio. Legyen S egy orsokonvex lemez, ekkor S dualisa S* = {P | S < B(P)}.
3.2.3 Allitas. S* orsokonvex, $** = S .

Bizonyitas. S* ={P | S € B(P)} ={P |V X € S: |PX| <1} = Nyxes B(X)

18



Egy orsokonvex lemez ¥ iranyu szélességét (w(v)) mar definialtuk, adjuk meg
ezt a szélességet tamaszfiiggvény segitségével. A tamaszfiiggvény a konvex geometria
egyik fontos eszkoze. Legyen S egy orsokonvex lemez, U egy rogzitett egységvektor és

legyen O az origd. A tamaszfliiggvény:

hs(V) := supxes (V JO—X))

X e

13. 4bra

A skalarszorzatbol is lathatd, hogy a maximalis értéke épp akkor lesz, amikor X
az ey egyenes és a lemez metszéspontja, ahol e; a ¥ irdnyvektorra merdleges S-t

tamaszto egyenes.

Az iranyvektorral ellentétes irdnya tamaszfiiggvény legyen hg(—7v), ekkor S, v iranyu

sz€lessége
ws(V) = hg(V) + hs(—7).
3.2.4 Allitas. Legyen S orsokonvex lemez, S* pedig a duélisa, ekkor
hs(V) + hg=(—7) = 1.

Bizonyitas. Legyen v egy egységvektor, e pedig egy v-re merbleges, S-t tamaszto
egyenes. Ekkor a 2.2 lemma alapjan létezik egy B(P) egységsugarti kor, amely
tartalmazza S-t és ugyanabban a pontban érinti, mint . Vegyiink egy e’ P-n 4tmend e-

vel parhuzamos egyenest. Azaz d(e’, ) = 1, vagyis e’ bal partjan nem lehet pont, mert
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az mar biztos nem lenne eleme S*-nak, S* definicidja miatt, masrészt P € S*. Ezért

valoban teljesiil az allitas.

|
|
\ N
e | — AN e

I N\
| B
| \

S \
l O \\
i —®

\

P

________.___

14. abra

Ezt felhasznélva S dudlisanak is kiszamoljuk a ¥ iranyu szélességét.

Wg+(V) & hg+(V) + hg+(=7) = 1 = hg(=V) + 1 — hs(¥) = 2 - (hs(=V) + hs(¥)) =

2 - wg(D).
3.2.5 Kovetkezmény. wg+(V) = 2 — wg(V).

Az eredeti probléma az adott beirt korrel rendelkezd kdrharomszogek maximalis
szélességének keresése. A  dualitast hasznidlva ennek a problémanak is
megfogalmazhatjuk a dudlisat, ami a kovetkezOképpen néz ki. Adott koriilirt korrel
rendelkezd korharomszogek minimalis vastagsdganak keresése. Ezzel szdmunkra
egyszerlisodott a probléma, mivel a 3.1-es részben épp a kdrhdromszdgek minimalis
atmérdjével foglakoztunk, azt pedig, hogy az 4tméré megegyezik a vastagsaggal a 3.2.1

lemmaban mar belattuk.

Legyen S egy korharomszog A, B és C cstcsokkal. Nézziik hogyan alakul S
dualisa AB hosszatol fiiggden.
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Ha AB < 1. Akkor a korhdromszdg cstcsait dsszekdtd egységsugara korivek
kozéppontjai a korhdromszogon kiviilre esnek, jelolj most ezeket a kdzéppontokat P, Q
¢és R. S dualisat ezeknek a kdzéppontoknak az orsokonvex burka adja, azaz PQR pontok

altal meghatarozott korharomszdg (15. abra).

15. 4bra

Ha AB > 1. Akkor éppen forditott a helyzet, mivel ekkor a kdrivek kdzéppontjai

az S korharomszogon beliilre esnek, ami azt jelenti, hogy S* az S-ben lesz (16. abra).

A

16. abra
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Tehat tekintsiink egy S szabalyos korharomszoget és annak dualisat S*-ot, majd

vizsgaljuk 6ket abban a két esetben, amikor AB < 1, illetve AB > 1.
1. eset

Legyen AB > 1. Az ABC szabalyos haromszog oldalaira rajzolt egységsugart
korivek altal alkotott szabalyos korharomszog legyen S(ABC). Tovabba a szabalyos
haromszdg csticsaibol az oldalakra rajzolt AB sugara korivek altal meghatarozott
Reuleaux-haromszog legyen R(ABC). Ekkor R(ABC) benne van S(ABC)-ben. Vegyiik
S(ABC) dualisat, amint az el6bb lattuk ebben az esetben S*(PQR) az R(PQR) Reuleaux-
haromsz6gon beliilre keriil. Tovabba ennek oldalhosszai az egységnyi hossznal nem
lesznek nagyobbak, azaz erre azt mondhatjuk, hogy PQ < 1. Tehat épp forditva, mint
S(ABC) esectében, ebben az esetben S*(PQR) az R(PQR)-be keriil. Az S*(PQR)-nél a
minimalis &tmérdt kell meghatarozni, amit a 3.1.1 tétel bizonyitdsanal mar belattunk, ez
épp a PQ szakasz lesz ebben az esetben. A wq(%) = hg(¥) + hg(—v) formula miatt,
S(ABC)-ben a szélesség a PQ szakasszal parhuzamosan realizalodik. Nézziik pontosan

hol is lesz ez.

Vegyiik az S korharomszoget, amelynek csucsai A, B és C pontok. Tovabba P, Q
¢és R legyenek a S* csucsai. Hizzunk parhuzamost AQ egyenessel P-n keresztiil, ennek a
parhuzamosnak a metszete a BC ivvel legyen L, hasonléan hiizzunk parhuzamost BP

egyenessel is Q-n keresztiil, ekkor a kapott pont az AC iven legyen J (17. abra).

17. abra
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Ezek utan hiizzuk be az érintéket az A, B, J és N pontokba és kossiik Ossze az érintok
metszéspontjaibol keletkezd két pontot, ez az egyenes a korharomszoget két pontban
metszi O és N (18. abra). Tulajdonképpen O és N az AJ és BL korivek felezGpontjai,
mivel a szerkesztés, amely alapjan megkaptuk J és L pontokat szimmetrikus volt P-re és
Q-ra. Tehat P és Q pontok rajta vannak ON egyenese, ami azt jelenti, hogy S

korharomszog szélessége az ON szakasz.

M~

18. abra

2. eset

Legyen AB < 1. Ekkor hasonléan, mint az eléz6 esetnél, vegyiik S(ABC)
dualisat. Most R(PQR) ivei az S*(PQR) ivein beliil haladnak. S*(PQR) oldalhossza
nagyobb lesz, mint 1, azaz PQ > 1. Szintén hivatkozva a 3.1.1 tétel bizonyitdsara a
minimalis 4tméré PM szakasz, ahol M az S*(PQR) korharomszdég P csucsat a
korharomszog kozéppontjaval osszekotd egyenes és a QR koriv metszete. Nézziik S
esetében hol lesz ez a vastagsdg. Ennél az esetnél valamivel egyszeriibb ezt
megallapitani. Mivel az eredeti korharomszog beirt kdrének és a dudlis koriilirt korének
kozéppontja egybeesik, legyen ez a pont O, tovabba a dualizalas a parhuzamossagot
megdrzi, igy S* PM atméréjével parhuzamos egyenes, amely dtmegy a kdzépponton
csak a P és M pontok altal meghatarozott egyenes lehet. Tehat ebben az esetben S

vastagsaga AM, szakasz lesz, ahol M, a BC koriv és AO egyenes metszéspontja.
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Mg
19. 4bra

Végiil szamoljuk ki, milyen hossztiak ezek a szakaszok, felhasznilva az

orsokonvex lemez és dualisdnak szélessége kozti Osszefliggést. Az elsé esetben S*
atméréje épp PQ szakasz, aminek hosszat a 3.1-es részb6l ismerjiik, PQ = R - /3, ahol

R az S* koriilirt korének sugara. Ekkor S vastagsaga
A(S) =2 — A(S*) =2—R-/3.

A mésodik esetben S* atmérdje PM szakasz, amelynek hosszat szintén a 3.1-es részbdl

ismerjﬁk,P_zg-R+l— /12—Z-R2.EkkorSVastagséga
A(5)=2—<5-R+1— /12—3-R2>=1—§-R+ /12—3-122.
2 4 2 4

Ezek a formuldk R-t tartalmazzdk, ami a korhdromszog dudlisdnak koriilirt
korének sugara volt, azonban nekiink az eredeti haromszog beirt kore adott, amelynek
segitségével R-t kifejezhetjiik: R = 1 - r. Igy a két esetben az Osszefiiggések a
kovetkezOképpen alakulnak.

3-43

Har <
3

,akkor A(S) <2—(1 — )3

3-43

Har >
3

,akkorA(S)sl—% (1 -r)+ \/12—2-(1 —1)2.
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3.3 Minimalis és maximalis teriilet

Egy adott D atmér6jii orsdkonvex lemez minimalis és maximalis teriiletét becsiiljilk

alulrél illetve felilrol.
3.3.1 Also becslés

Egy D atmérdji orsokonvex lemez teriilete legalabb akkora, mint az atméré két
végpontja altal alkotott orsd, ugyanis ez biztosan a lemezben van. Nézziik, hogyan

szamolhatjuk ki egy ilyen orso teriiletét.

Eloszor vegyiink egy egységsugari korlapot, €s annak egy ¢ kozépponti
sz0ghoz tartozd korcikkét. A korcikk két részre bonthatdo. Egy egyenld szara
haromszogre, amelynek szarai egységnyi hossziak és alapja D, illetve ennek a
haromszognek az alapjan 1évo ,,sapkara”. Ez a ,,sapka” tulajdonképpen a D atmérdji
orsé fele. Igy kiszamolva a korcikk teriiletét és abbol kivonva ezt az egyenld szara

haromszdget, épp a D atmérdjii orso tertiletének felét kapjuk.

20. abra

A Pithagorasz-tétel alkalmazasaval a haromszog m magassaga kiszamolhato:

[gy haromszog teriilete:



A ¢ kdzépponti szoghoz tartozo korcikk tertilete:

2-arcsin2 D
% = ——2 = arcsin >

_9 . _
Teipre =5 * T = 5

Ezek alapjan a D atmér6jii orso teriilete:

Torsé =2 (Tcikk - TA) =2 (arcsin % B % ' 4- D2>'

Tehat egy D atmérdji, S orsokonvex lemez tertiilete:

Tg = 2 -(arcsing—%- 4—D2>.

3.3.2 Felso becslés

Az izodiametralis egyenl6tlenség [8] miatt a D atmérdjii orsdkonvex lemez teriilete,
2
legfeljebb D:-n. Megjegyezziik, hogy az izodiametralis egyenlétlenség az

izoperimetrikus egyenldtlenség azonnali kdvetkezménye.

Tehat a D atmérdji S orsokonvex lemez teriiltére a kovetkez6t kaptuk:

N | D

D D?
Z. A
4 4

2 - <arcsin 4-D?2)<T(S) <

Végiil nézziik, milyen korlatok k6zé szorithatjuk egy D atméréji orsokonvex
lemez W szélességét.

Trividlisan teljestil, hogy az atméré mindig nagyobb vagy egyenld, mint a

szélesség:
W <D

Also korlatot pedig az el6zd teriiletszamitdsnal hasznalt korcikk segitségével
kapunk. Ugyanis az ott kapott m magassagot 1-bdl kivonva épp az orsd szélességének
felét kapjuk.

Tehat az orso szélessége:

W=2-+4 - D2
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Vagyis az also becslés:
W > 2—- V4 — D2
Ezt az egyenldtlenséget tovabb alakitva a kovetkezd osszefliggéshez jutunk:

w2 + D?

4>
w
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