Képtarak felligyelése mozgo orokkel

Szakdolgozat

Csak Attila

Témavezetd: dr. Vigh Viktor

Szegedi Tudomanyegyetem, Természettudomanyi
és Informatikai Kar

Bolyai Intézet, Geometriai tanszék

2012

Szeged



Tartalmi 6sszefoglalé

A dolgozatban képtarproblémakkal, és ezen belll f6ként egy specialis esettel, az
él6rokkel valé megfigyelésiikkel foglalkozunk. A vizsgalt alapprobléma a kovetkez6: Hany 6rre
van sziikséglink, valamint hany 6r elegendd, hogy felligyelje a festményeket egy n oldald
képtarban?

A dolgozat bevezets részében 6sszefoglaljuk a dolgozat megértéséhez sziikséges
fogalmakat és elméleti alapokat, majd attekintjik a képtarproblémdk kilonb6z6 valtozatait,
amelyeket az alapprobléma megjelenése 6ta vizsgaltak, és vizsgadlnak a mai napig. Ezek utan el
is érlink a dolgozat f6 részéhez, ahol megismerkediink az él6rokkel, és a hozzajuk kapcsoldédo
eredmények torténeti hatterével. FG tétellink a spirdlis sokszogek és az él6rok kapcsolatat

vizsgalja. EIGszor alulrél, majd fellilrél becstilve az 6rok szamat megmutatjuk, hogy lTJ élér

esetenként szlikséges, és mindig elegendd egy n oldalu spiralis sokszog felligyeléséhez. A tétel
Shivakumar Viswanathan 1994-es eredménye.
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Bevezetés

Victor Klee 1973-ban a kovetkez6 kérdést tette fel:

"Hany 6r elegendd, valamint szlikséges feltétleniil, hogy felligyelje a festményeket egy n oldald
képtarban?”

Amidta felvette ezt a kérdést, rengeteg tanulmany sziletett errél a matematikaban, az
elsé eredmény V. Chvatal nevéhez fliz6dik. Id6vel természetesen mas valtozatai is megjelentek
a problémdnak, amelyben az 6rok mozoghatnak, vagy csak korlatozott szogben latnak, de
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egy tukorfalu, kétdimenzids zart poligont vizsgaltak, amellyel kapcsolatban két f6 kérdésiik
volt:

- igaz-e, hogy egy tetszGleges pontba elhelyezett fényforrdssal ugyanugy bevilagithaté
az egész terlilet a visszaver6d6 sugarakkal, mintha mindent kdzvetlenil érne a fény?
- szlikségszerden talalhatunk-e ilyen pontot?

Az els6 felét G. W. Tokarsky-nak sikeriilt megcafolnia egy 1995-0s kiadvanydban, mig a
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is él6, gazdagon kutatott terlilete a matematikanak.

Szakdolgozatomban a kérdéshez kapcsolddd eredményeket foglalom Ossze, kilon figyelmet
forditva az él6rokre. A szakdolgozat alapjaul Jorge Urrutia: Art gallery and illumination
problems [1] és S.Viswanathan: Tight bounds for the number of ede guards for spiral polygons
[2] cim(i cikkei szolgdltak, lasd még [3],[4],[5],[6],[7],[8],[11].

Bevezet6 fogalmak

Egy P sokszoget pq, py, ---, Pn csUcsokkal, és az ket 6sszekotd szakaszokkal - amelyeket
oldalaknak vagy éleknek neveziink - adunk meg. Azt mondjuk, hogy P egyszer(, ha oldalai nem
keresztezik egymadst. Egy tetszGleges sokszog két részre osztja a sikot: az egyik, korlatos
tartomanyt a poligon belsejének, mig a mdsik, nem korlatos tartomanyt a kiilsejének hivjuk. P-
t ortogondlisnak nevezziik, ha minden oldala vagy az x, vagy az y tengellyel parhuzamos.

Mivel a képtar- és megyvilagitasi problémak nagyon hasonldak, ezért az eredmények
eredeti megfogalmazas szerint lesznek feltiintetve. gy nem tesziink kilonbséget a
megyvilagitas, |athatdsag, 6rzés és felligyelés kdzott. Azt mondjuk, hogy egy g pont lathatd a p
pontbdl, ha az Sket 0sszekots szakaszt teljes egészében tartalmazza P, azaz [p,q] S P. P egy
H részhalmaza akkor vilagitja meg, mds szdéval 6rzi P-t, ha minden u € P ponthoz létezik olyan
H-beli p pont, amelybél u lathaté.

A dekompozicid fontos szerepet jatszik a képtdrproblémakndl, igy ennek fogalmat is
meg kell ismerniink. A Ky, K>, ..., K, sokszégeket a P sokszog dekompoziciéjanak nevezziik, ha



P =UT' K; és a K; sokszogek belsejei paronként diszjunktak. Egy specidlis esete a trianguldcio.
Egy P sokszog T trianguldcidjan olyan diszjunkt hdromszogekre vald bontasat értjik, ahol
minden haromszdg csucsa egyben csucsa P-nek is. Hatékony triangulacidos eljarasok
kidolgozdsaval féleg az algoritmikus geometridban foglalkoznak. El6szor Garey, Johnson,
Prepata és Tarjan (1978) talalt O(n In n) idejl algoritmust poligonok triangulacidjara, amelyet
Tarjan és Wyk 1988-ban tovabbfejlesztett, de végil Chazelle (1990) volt az, aki elGallt egy
linearis ideju algoritmussal.

Az 6roket és fényforrasokat tobb kilonb6z6 csoportba sorolhatjuk. A klasszikus képtar-
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a leggyakoribb esetekrdl:

- Pontdrok: 6k a sokszog belsejében barhol elhelyezhetdek.

- CsuUcs6rok: ekkor csak a sokszog csucsaiban rogzithetGek le.

- ElSrok: réluk bévebb leirast a f6 részben adunk meg, de ilyenkor az &r egy él mentén
végez tetsz6leges - altaldaban a két csucs kozott fel s ald - mozgdst, és ugy tekintjlk,
hogy minden pontot |at, amit valamely id6pillanatban lat.

- Mobil/Mozgd 6rok: itt az 6rok egy tetszéleges, teljes egészében P-ben taldlhato
szakasz mentén mozoghatnak. O’'Rourke definidlta Sket elGszor.

- Pont- és csucsreflektorok: a reflektorok olyan fényforrasok, amelyek nem 360°-ban,
hanem korlatozott 0 < a < 360 szogben vilagitanak. A kettd ugyanabban kilonbozik
egymastol, mint az 6rok esetében. A reflektorok fogalmat J. Urrutia vezette be.

Klasszikus képtarproblémak

A klasszikus képtdrproblémadk alatt pont-, valamint csics6rok egyszer(i sokszogekbe
torténd elhelyezését értjik, ugy, hogy azok a poligon belsejének és oldalainak minden pontjat
lassak. Vaclav Chvatal 1975-ben a kévetkez tételhez jutott:

1. Tétel: Egy egyszerii n oldalu sokszog feliigyeléséhez EJ csticsér mindig elegendd, és

esetenként szikséges is.

Az 1. Tételre 1978-ban Steve Fisk adott egy Chvatalénal egyszer(ibb bizonyitast. A
bizonyitds harom egyszerl |épésben irhatd le. El6szor is a sokszoget atléi segitségével
haromszogekre bontja, majd megmutatja, hogy a poligon csucsai ilyen trianguldcidonal harom
szinnel kiszinezhet6ek ugy, hogy barmelyik haromsz6g minden cstcsa kiilonbo6z6 szint. Ekkor a
szinlk alapjan hdrom osztalyba sorolja a csicsokat. A harmadik |épésben a legkisebb
elemszdmu szinosztaly csucsaiba helyezi az 6roket, és igy igazolja a tételt, mivel azok az egész
poligont megfigyelhetik.

A sokszogeket tobb kilénb6z6 osztalyba sorolhatjuk. A kovetkez6ekben bemutatom a
képtarproblémakndl leggyakrabban elSkerll6ket, a hozzajuk kapcsoléodd eredményekkel
egyutt.



Ortogonalis sokszogek

A bevezet6ben emlitett ortogonadlis sokszogek, amelyek minden oldala az x vagy az y
tengellyel pdrhuzamos, nagy népszerlségnek orvendenek a vizsgalt problémakban. Ez
valdszinlleg annak tudhatdé be, hogy a valddi éplletek altaldban ilyenek, és igy a kapott
eredmények a gyakorlatban is alkalmazhatdak.

Az elsé jelentds attorés Kahn, Klawe és Kleitman (1983) nevéhez f(iz6dik, miszerint:

2. Tétel: Minden n cstcst ortogonalis poligon feligyelhets EJ csucsdrrel, és tetszéleges n-

re van olyan ortogonalis poligon, aminél sziikség is van ennyire.

Az 1. dbran lathaté poligonndl mindenképp sziikség van a tételben emlitett szamu &rre.

1. dbra

Az 6 bizonyitdsuk hasonld Fiskéhez, azzal az eltéréssel, hogy haromszogek helyett
konvex négyszogekre daraboltdk a poligont. Ezzel egy Uj tanulmanyozasra vard feladatot
alapoztak meg, mégpedig az egyenesek dltal hatarolt n-szégek négyszdgekre bontasat. Sack
(1984) és Lubiw (1985) eltér6 modszerekkel ért el O(n) gyorsasagu négyszogekre darabold
algoritmust. Edelsbrunner, O’Rourke és Welz 1984-ben az ortogonalis sokszogek L-alaku

hatszogekre daraboldsaval kaptak linearis id6 alatt lefuté mddszert, amellyel az EJ pont6r

helyét algoritmikusan hataroztak meg.

Lyukas sokszogek

Az Grizendd teriletekre, legyen az tetszéleges egyszer(i vagy ortogonalis poligon
bevezethetjik a lyukak fogalmat. Egy P sokszoget, amelyben levé Py, ..., Py, diszjunkt poligonok
belseje nem tartozik P-hez, azaz a P — {P; U ...U P, } poligont lyukas sokszégnek nevezziik,
ami m lyukat tartalmaz. O’Rourke bizonyitotta els6ként 1982-ben ezen alakzatokra a
kovetkez6 tételt, ahol az 6roket csak a csucsokba helyezte el:

3.Tétel: Minden h lyukkal rendelkez8 n-szog feltigyelhetd l%ZhJ csucsérrel.

L2 . .. . P .. , s . . n+h
Shermer prébadlta tovdbb csokkenteni az 6rok szdmat, és a sejtését, miszerint lTJ

csucs6r is elegend6, h = 1-re sikeriilt is bebizonyitania, azonban nagyobb h-kra a kérdés még
mindig nyitott maradt. Egymastdl flggetlendl sikerllt a Bjorling-Sachs és Souvaine parosnak,
valamint a Hoffmann, Kaufmann és Kriegel harmasnak a 4. tételt bizonyitani (1991):



4.Tétel: [n;—h] pontér mindig elegendd egy h lyukkal rendelkez8 n-szog Grzésére.

Bjorling-Sachs és Souvaine 1995-ben adtak is egy O(n?) idejli algoritmust az &rok
elhelyezésére.

Lyukas ortogonalis sokszogekre is szilettek eredmények. O’Rourke 1982-ben
n+2hJ

bebizonyitotta, hogy egy n csucsu, h lyukkal rendelkez6 ortogonadlis poligon esetén l
csucsér mindig elegend6 (lasd a 4. tétel), de azt is sejtette, hogy pont6rok esetén mar
EJ elegendd. 1990-ig ezt Aggarwal csak h = 1,2 esetre latta be, amig végil Hoffmannak
sikeriilt altaldnosan is igazolnia. Ugyanakkor csucs6rokre még mindig O’Rourke értéke a

legpontosabb, mivel ismeretes egy-két példa, amelyben EJ 6r kevés. T. Shermer sejtése

szerint ITJ csucsér mindig elegendd egy h lyukkal rendelkezd, n csucsu ortogonalis poligon

6rzésére, de ezt belatni mar nem sikerdult.
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2. abra: Egy ortogonalis sokszog, amelynek 44 csticsa van 4 lyukkal, és sziikség van a l444—+4J = 12 Grre

A kovetkezé tétel, amelyet 1993-ban publikaltak a lyukak szamatdl fliggetlen korlatot
ad.

5.Tétel (Hoffmann, Kriegel): EJ csticsér mindig képes feliigyelni egy lyukas n-szoget.

Ezen kiviil Hoffmann taldlt lyukas ortogonalis sokszogek olyan osztalyat, ami lefedhet6 l7nl

csucsGrrel, de nem sikerdilt altaldnos esetre kiterjesztenie.

Er6d- és bortonudvar problémak

A képtarproblémak két tovabbi valtozatat eréd-, illetve a bortonudvar problémaknak
nevezziik. Az el6bbiben a sokszog kiilsé oldalainak megfigyelése a cél. A g4, ..., gi 6rok kivilrél
6rzik P-t, ha Vx € 0P-re 3g;, hogy [g;, x] N intP = @, ahol AP a soksz6g hatérat, intP pedig a
belsejét jeldli. A bérténudvar problémaban egyarant a kiils6 oldalakat, és a belsé terlletet is
feligyelni szeretnénk, minél kevesebb Grrel. O’'Rourke és Wood (1983) tetszGleges sokszogekre
bizonyitotta be a kovetkez6t:

6.Tétel: E] csucsor szikséges és mindig elegendé egy n-szog kiilsé felligyeléséhez.



Aggarwal is tanulmanyozta az erGdproblémakat ortogonalis sokszogekre. 1984-es
eredményei alapjan E + 1 &r sziikséges és elegend§ is egy n-csucsu P ortogonalis sokszog

kiilsejének szemmel tartasara.

3. dbra: Aggarwal példaja, ahol sziikséges BJ csucsor

Azt az esetet, amikor az 6rok a poligonon kivil is elhelyezhetéek O’Rourke-kal (1987)
dolgozta ki. Arra jutottak, hogy ilyenkor E] pontér elegendé és esetenként sziikséges egy n-

csucsu sokszog kiils6é Grzésére.
Az els6 jelentds eredményt bérténudvar problémakban szintén O’Rourke (1983) érte
. . , . n ”4%] nf| . .o "
el, amikor bebizonyitotta, hogy min H +7, — | [?J 6r mindig elegendd, hogy egy P n-

sz6g kilsé oldalait és belsé teriletét felugyeljék, ahol r P konkdav, mig h P konvex csucsainak
szamat jel6li. Tovabba azt is sejtette, hogy E] 6r mindig elég, ami Bortonudvar sejtésként valt

ismertté.

Megvilagitasi problémak

és V. Klee kérdései szolgdltak, miszerint egy tikorfald kétdimenziés zart poligon
megvilagithatd-e egy fényforrassal barmely pontbdl, illetve Iétezik-e ilyen pont.

Mint az 6rok esetében, mivel a ketté majdnem ugyanaz, a megvildgitasi problémaknal
is kilonb6z6 lampafajtakra sziilettek az eredmények. Vannak olyanok, amelyeket csidcsokba
lehet elhelyezni, olyanok, amelyek a sokszog teljes teriiletén lehetnek az éleket is beleértve,
olyanok, amelyek lefednek egy egész élet, azaz a fénycsévek, és ha korldtozott szogben
vilagitanak, akkor a pont- és csucsreflektorokrol beszéliink.

Az 1970-es évek kozepéig az vilagos volt, hogy egy kompakt konvex halmaz kilsé
megvilagitasa 3 fényforrdssal megtehetd. 1977-ben azonban Fejes Toth Laszléd egy
publikaciéjaban a kovetkez6 kérdést és tételt fogalmazta meg:

JHa F={S;,..,5,}, ahol S;, i =1,...,n diszjunkt, kompakt, konvex halmazok, akkor hany
fényforrast kell S;U..US,, komplementerében elhelyezni, hogy azok az 6sszes S; hatarat
megvilagitsak?”



Erre a 7. Tétel adott valaszt.

7. Tétel: Barmely F = {S;,...,S,} n > 1 darab diszjunkt, kompakt, konvex halmaz esetén
max(2n,4n — 7) lampa S;U...US,, komplementerében elhelyezve esetenként szlikséges, de
mindig elegendd, hogy megvilagitsak F elemeinek hatarat.

A cslcs- és pont6érokre kimondott eredmények az el6z6 részekben elhangzott
sokszogekre minden esetben atfogalmazhatdak csicsokba, valamint bels6- és élpontokba
elhelyezett lampdkra. Azonban megvizsgaltak a problémat Ugy is, ha a ldmpak nem 360°-ban
vilagitanak. Ha egy ldmpa csak meghatdrozott « = 0 szogben vilagit, akkor a szakirodalmak
reflektorként hivatkoznak rdajuk. Tehat a-szogli R reflektoron egy ¢ cslcsu, a-szogl
szbgtartomanyt értiink. R megvilagitja p pontot, ha a [p, c] szakasz teljes egészében benne van
a sokszogben és a szogtartomanyban is. Egy elhiresilt probléma, melyet J. Urrutia vetett fel igy
hangzik:

A 3-reflektor megvilagitasi probléma: Legyen a ; + @ , + @ 3 = m, és vegyiink egy
konvex P sokszoget. Elhelyezhet6—e 3 reflektor, amelyek legfeljebb a 1,a ,, a 3 szogekkel
vilagitanak, és egy pontba maximum egyet hasznalhatunk fel ugy, hogy P teljes egészében
kivilagitott legyen?

A vdlasz igen, minden esetben megvaldsithaté ilyen 3 reflektoros megvilagitas, amit Jorge
Urrutia bizonyitott.

Emlitést érdemel Estivill-Castro és Urrutia ortogonalis sokszogekre vonatkozo tétele is.
Edelsbrunner, O’'Rourke és Welz adott BJ pontért felhasznald algoritmust, amivel felligyelnek
egy ortogonalis sokszoget, de Estivill-Castro és Urrutia azt is bebizonyitotta, hogy elegenddé
EJ reflektor, melyek 90°-os szogben vilagitanak. Ezen feliil a tobbiek megoldasaval ellentétben

6k a reflektorokat nem a poligon belsejében, hanem az éleken helyezték el.

Szamos tovabbi érdekes eredményt lehetne még emliteni a témaban, az érdekl6d6
olvasénak ajanlom [1],{11] munkdkat. A dolgozat f6 részében az él6rokrél sziletett
eredményeket Osszegzem, valamint S. Viswanathan eredményét bizonyitom, miszerint a

spiralis poligonok 6rzéséhez ITJ él6r esetenként sziikséges, és mindig elegendé.



Elorok
Elérokrél altalanos esetben

Toussaint 1981-ben definidlta az él6roket: Az e él6r latja a g € P pontot, ha Ip €E e
pontja, hogy p latja g-t, azaza [p,q] € P.

Kérdés: Hany él8r sziikséges és elegendd egy n csuicsu képtar feligyeléséhez?

Egy masik elgondoldasban engedélyezziilk fénycsdvek hasznalatat, amelyek egy oldal teljes
hosszat atérik. llyenkor a kérdés a kovetkez6:

Hany fénycs6 kell ahhoz, hogy egy n oldalt sokszog minden oldalat megvildgitsunk vele?

11111

sz6hasznalataval.

Mivel Toussaint vezette be 6ket, ezért hozza is latott tanulmanyozasukhoz, és a kbvetkezd, mai
napig bizonyitatlan sejtéshez jutott:

1. Seités: Kevés kivételtdl eltekintve, BJ él6r mindig elegendd egy n csicsl sokszog

Grzésére.

4. abra: Egy sokszog, ahol sziikség van BJ Grre, és Paige és Shermer kivételt képz6 példai

A 4. abréan lathaté sokszogek koziil az elsénél —ahogyan azt hamarosan latni fogjuk- sziikség
van EJ élérre. A masodik ketté olyan példa, ahol az EJ élér kevésnek bizonyul. Mas

ellenpéldak nem ismertek.

Allitas: A 5. abra ,karmos” sokszogének fellgyeléséhez k = EJ él6r sziikséges.



Bizonyitds: Az  6rok
szempontjabél a @ 4i—2,
i=1,..,k alakd csucsok az
érdekesek ebben a
sokszogben. Ahhoz, hogy a
4i -2 alaku csucsokat
szemmel tarthassdk, egy Ort
kell allitanunk a [4i — 4,4i —
3], [4i — 3,41 — 2], [4i —

2,40 — 1] és [4i — 1,4i] alaku
élek egyikére. Viszont az is

l[atszik az abrdrdl, hogy ezen

5. abra

élérok kozal egyik sem latja a
4(i+ 1) — 2 cstcsot. Tehat minden i, i =1,...,k esetén kell egy 6rt alkalmaznunk, igy
0sszesen k 6rt hasznalunk fel. Ezzel belattuk az allitast.

Most legyen n olyan, amire 4(k — 1) < n < 4k. Ha a fenti dbrardl toroljik a (4k — 3).
csucsot, akkor (4k — 4). csucs egyenesen a (4k — 2).-hez fog csatlakozni. Azt tudjuk, hogy a
(4k — 4). csucsig k — 1 Grre volt sziikségiink, és az utolso 4 csucs altal alkotott sokszog konvex
lesz, amirdl tudjuk, hogy egy pontbdl is felligyelhets. Tehat ha az els6 Iépésben ugy valasztjuk
az élet, hogy az tartalmazza a (4k). csucsot, és lassa réla az 6r a 2.-at, vagy az utolsé
el6ttilépésben a [4k — 5,4k — 4] élet valasztjuk, akkor nem lesz sziikséglink egy Ujabb &rre és

igyk—1= [4’{4—_1] is elegendd. Ha a (4k — 2). csucsot toroljik, akkor a 4k — 3 a 4k — 1-hez
fog csatlakozni, ami szintén az el6z6 esethez vezet, mivel konvex négyszoget alkot az utolsé 4

cstcs. A (4k —1). és a (4k). csucsot azért nem tordlhetjiik, mert akkor mar nem lenne
egyszer( a sokszdg. Igy beldttuk, hogy minden n-re létezik egyszerli sokszdg, amely

. ; n| ,,» . ,
feligyeléséhez IZJ él6r szlikséges.

Allitas: A 4. dbra 2. és 3. alakzata nem feliigyelhetd 2, illetve 1 él6rrel.

a, El6szor a 3.-kat bizonyitjuk, mert az
egyszer(ibb. Tegyiik fel, hogy 1 &r elegendd. Ha
ezt az Ort az [1,7] élre helyezziik, akkor vilagos,
hogy nem latjuk a 3-as és 5-06s csucsokat. Ha az

[1,2] oldalt valasztjuk, akkor ugyan latjuk az
1,2,3,4,6 és 7-es csUcsokat és az ezeket
0sszekotd oldalakat, de az 5-6s csucs kiesik a
latéteriinkbél. Mivel az alakzat szimmetrikus a
legfels6 cstcson keresztil huzott fliggdleges
vonalra, a [6,7] valasztasa sem megfelels, mert a
1 7 3-as csucs marad ki. A [2,3] vagy [5,6] oldalak



vélasztdsa esetén az 5-0s, illetve 3-as cslcsok nem latszanak. Mar csak a [3,4] és [4,5] maradt
hatra. Ha a [3,4]-est valasztjuk, akkor az 1-es csucs esik ki a |atdszoglinkbdl. Ismételten a
szimmetriara hivatkozva, az [4,5]-0s él sem megfelel6 a 7-es csics miatt. Tehat egy élGrrel ez a
sokszog nem felligyelhetd, de kett6 mar mindenképpen megfeleld, hiszen, ha példaul a [1,2]
és [4,5] éleket valasztjuk, akkor az 6rok ezekrl minden oldalt latnak.

Mar csak a 2. alakzat
maradt hatra. Tegylk fel, hogy 2 6r
képes felligyelni a sokszoget.
El6szor is azt kell észrevennlink,
hogy ahhoz, hogy lassuk az a
csucsot biztosan kell a 3,4,5 és 6-0s
élek  valamelyikére egy  Ort
helyeznlnk, mig ha a b-t akarjuk
megfigyelni, akkor a 8,9,10 és 11-
es élek egyikére. Tehat az biztos,
hogy ezen két, A ={3,4,5,6} és
B ={8,9,10,11} élcsoportbdl kell
kivalasztanunk az 6rok helyét. Am
ez még nem elég, mert ha a ¢
csucsot is meg akarjuk figyelni,

akkor azt csak a 3-as és 4-es

oldalak mentén tehetjik meg,

ezért A ={3,4}. Ugyanigy a

d csiucshoz a 8-as vagy a 9-es
oldalbeli 6rre lesz sziikséglink, igy
B = {8,9}. Ha a 3-as és 8-as éleket valasztjuk, akkor az dbran is lathatd fliggéleges vonalas
teriilet marad fellgyeletlen. Ugyanakkor a 3-as és 9-es élek sem megfelel6ek, mert ekkor a
kockas terilet esik ki az 6rok latéterébdl. Ha a 4-es és 8-as oldal lesz az 6rok utvonalai, akkor a
6-0s oldal és a ferde vonalas teriilet marad felligyeletlen. Az utolsé lehet6ség a 4-es és 9-es
élek, de itt a vizszintes vonalakkal jel6lt részt nem latjak az 6rok, igy beldttuk, hogy két élér
nem képes felligyelni egy ilyen alaku képtarat.

Az els6 elGrelépést az 1. sejtéssel kapcsolatban O’Rourke érte el, de 6 olyan mobil
6roket haszndlt, amelyek nem az éleken, hanem atlék mentén kozlekedtek, és igy bizonyitotta
a kovetkezé tételt:

8. Tétel: EJ mobil 6r mindig elegendé, és esetenként szlikséges egy n-szog felligyeléséhez.

Bizonyitdsa tulajdonképpen P, csuicsszdma szerinti teljes indukciéval tortént. ElGszor
belatta az dllitast egészen 9 csucsu sokszogek esetéig, majd az ennél nagyobb n-eknél P, egy T
méghozza egy P’, valamint egy P''-re, melyek koézul az egyik, mondjuk P’, 5-8 csucsot
tartalmazott PB,-bél. Ezek utdn keres egy megolddst P'-re, ami hasznalhaté P'' barmely



lefedésével, és a ketté unidja a teljes B,-re megoldast ad. Ez a mddszer linedris id6 alatt
elvégezhet6.

Egy érdekes probléma jelent meg ekkor, amely grafelméleti szempontbdl vizsgalta ezt
a témakort. Ehhez el6szor definidlnunk kell a grafok, valamint az ezeken értelmezett Hamilton
ut fogalmat. Egyszerl grafnak egy G(V, E) part értiink, ahol V-t a graf csucsainak, mig E-t az

éleinek nevezzik, ahol E < (V) Az olyan grafokat, amelyek realizalhatdak a sikban, azaz, ha

2
lerajzolhatdak ugy, hogy az élgdrbéknek a csucsokon kivil nincs kdzos pontjuk, sikgrafoknak

nevezziik. A sikgrafok élei diszjunk tartomanyokra, Ugynevezett lapokra osztjak a sikot. Utnak
az olyan vy, ..., vy csUcsok sorozatdt hivjuk, amelyekre v; # v;, ha i # j,valamint [v;, v;41] € E
minden i-re, i = 1,...,k — 1. Egy utat pedig akkor neveziink Hamilton utnak, ha az a graf
minden csucsat pontosan egyszer tartalmazza. Ezek utdn ratérhetlink a triangulacids grafok
fogalmara. Az olyan sikgrafokat nevezziik trianguldcids grafnak, amelyeknek n csucsa, 2n — 3
éle van, létezik benne Hamilton ut, és a lapjait haromszogek alkotjak.

O’Rourke felfedezte, hogy vannak olyan n csicsu trianguldcios grafok, amelyek

realizacidjaban I7J él6r szlikséges a haromszogek felligyelésére. Shermer kés6bb talalt olyan

példakat, ahol E—ZJ él6r kell is a feladatra. Mivel ez a szdm nagyobb, mint EJ, ez arra enged

kovetkeztetni, hogy Toussaint sejtését triangulacidval nem tudjuk eredményesen bizonyitani.
Shermer nemrégiben megoldotta a trianguldcios grafok 6rzésének problémajat, és a kovetkezé
eredményre jutott:

9. Tétel: Harom graf kivételével ll—zJ él6ér mindig elegendd, esetenként sziikséges egy n

csucsu trianguldcids graf megfigyelésére.

Spiralis sokszogek

Sokszogek egy bizonyos csoportjardl, a spiralis poligonokrdl ez iddig nem esett szd,
amikkel kapcsolatban I. Bjorling-Sachs [9] és S. Viswanathan [2],[10] ért el eredményeket.

Mindketten igazoltdk, hogy lnTHJ él6r elegendd a felligyelésiikhdz. Egyébként az ortogonalis

valtozatukra Bjorling-Sachs 1993-ban azt is bebizonyitotta, hogy [%2] él6r mindig képes a

szemmel tartasukra.

Egy spiralis poligon olyan sokszég, amelyben legfeljebb egy reflex lanc van. Reflex
lancon csucsok olyan sorozatat értjiik, amelyeket élek kétnek 6ssze, és minden csucs belsé
szoge nagyobb, mint 180°. A szlikséges és elegend6 cslcs6rok szama egy ilyen sokszog esetén

n . I . , . , P , o
ng. Annak bizonyitasara, hogy sziikség van ennyi csucsGrre egy ugynevezett ,torz fés(”

példara volt sziikség, az pedig, hogy elegendé is EJ csucsdr, Chvatal tételébél adddik, amit az

el6z6ekben mar emlitettem.
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6. dbra: A "torz fési" sokszog

Az 6. abran lathato sokszognél azért lesz sziikség ennyi Grre, mert az {1,2,3,18},
{3,4,5,17},...,{9,10,11,14} alkotta konkdv deltoidok 6rzéséhez mindig kell egy, valamint a 11,
12, 13 csucsok altal alkotott hdromszoghoz is. A részletes bizonyitds O’Rourke konyvében [11]
olvashatd.

Py 2| ia - . . .
F6 tétel: l% élér mindig elegendd, és esetenként sziikséges egy spiralis sokszog

6rzéséhez.

A f6 tétel bizonyitdsanal el6szor alulrdl, majd fellilrél becsiljik ezt az értéket.
Aggarwalnak sikerllt bebizonyitania ugyanezt az eredményt mobil 6rokre, akik az atlok
mentén jaréroznek, de 6k kevésbé vannak korlatozva mozgas terén, mint az él6rok, mivel azok
barmely két csucs kozott mozoghatnak, amelyeket 6sszekdt8 szakasz a poligon belsejében van.
Minden él6r egyben mobil 6r, de forditva nem igaz, ennél fogva a minimalis él6rok szama
egyértelmien kovetkezik Aggarwal tételébdl, de most egy masik irdnybdl kozelitjik meg ennek
bizonyitasat, és Viswanathan 1994-ben lek6z6lt eredményeit mutatjuk be.

A bizonyitas tulajdonképpen két részbdl all. Az els6é részben megmutatja, hogy van
olyan spirdlis sokszég, amelyben sziikség van lnT”J él6rre, majd azt, hogy barmelyikben

elegendé ennyi. Innentél kezdve, ha nem is irom ki, de 6r alatt is él6rt értek, hacsak nem
tiintetem fel masképpen.

Alsoé hatar

A f6 példank egy n = (5k — 2) csucsu sokszog lesz, amely (3k — 1) csucsa egy
kdrvonalon helyezkedik el egymastdl egyenl6 tavolsagokra, a tobbi (2k — 1) csucs pedig
szintén egymdstdl azonos tavolsagra egy kicsit nagyobb koncentrikus kéron. A kisebb koron
elhelyezked6 csucsok az dramutatd jarasaval megegyez6 irdnyban egy reflex lancot alkotnak,
amig a masik kérvonalon elhelyezked6k lanca éppen konvex. Ez a két lanc, a végpontjaiknal
Osszekotve spiralis poligont ad nekiink. (lasd 7. abra)
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7. 4bra: A példa sokszog n = 5x4-2 = 18 csuccsal

A reflex lanc csucsai:

7; = (—Ppeiss €0S(2ia) , pperssSin(2ia)), ahol i = {1,2, ..., (3k — 3)}

A konvex lanc csucsai:

¢_1 = (—Peiss, 0)

¢i = (—Priuss cos((Bi + 2)a), priuss sin((3i + 2)a)), ahol i = {0,1,2, ..., (2k — 2)}
Cak-1 = (—Ppeiss C0S((6k — 2)), ppeisssin((6k — 2)a))

Prelss-t €S Priuss-t elég kozel valasztjuk meg egymashoz, igy az élek, amelyek szomszédosak a
konvex Idnc v csucsaival, majdnem elérik a reflex lanc v mindkét oldaldra esé csucsait.

1. Lemma: Az el6z8 médon létrehozott spiralis sokszdgben l%] él6rre van szlikség.

Bizonyitas: Ahhoz, hogy az 1-es cstcsot lassuk, mindenképpen kell egy 6rt tenniink az
[1,2],[1,3],[2,5], vagy a [3,4] élek egyikére. A [2,5] él megfelel valasztasnak bizonyulhat,
hiszen errdl latunk mindent, amit a masik harom élr6l 6sszesen lathatnank, széval ez lesz az
optimalis, ha minimalizalni is akarjuk az 6rok szamat. A 8. abrara pillantva lathatjuk, hogy a
[2,5] élIrdl beldthatd az 1,3,4,6,7,5 és 2 csucsokat tartalmazd rész spiral, amit nevezzilk SSP-
nek.
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8. abra

Most vegytink két pontot 6’ és 7', amelyek nagyon kézel vannak a 6,7 pontokhoz, de az SSP-n
kivil. Ha toréljik SSP-t, és osszekotjik a 6',7' pontokat, akkor az igy kapott sokszog
konstrukcidja hasonlé az eredetihez, csak n’ = (n — 5) csucsa lesz. Ezeket a Iépéseket egészen

addig ismételhetjik, amig n’ > 3, és minden lépésben 5 cstcsot torliink. lnTJrZJ |épésig
tart,hogy n' kevesebb legyen, mint 3, és minden lépésben csak egy 6rt hasznélunk fel. Ebbdl
kovetkezik, hogy legkevesebb lnTHJ él6rre lesz sziikségiink, ha az egész sokszoget fellgyelni

akarjuk.

z n+2| ,,, e ..
10. Tétel: lTJ él6rre van sziikséglnk spiralis sokszogek Grzésénél.

Bizonyitas: Az 1. lemma alapjan az mar vildgos szamunkra, hogy a tétel igaz lesz n = (5k —
2) csucsu sokszogek esetén. Minden n-re, amire (5k—2)<n<(5(k+1)—2), ha
megkonstrudlunk a fenti mdédon egy n' = (5(k + 1) —2) cslcsu spirdlis sokszoget, és
elkezdjik a csucsait visszafelé torolgetni. EIGszor mindig a konvex lanc utolsé, belsé kéron levd
elemét kell torélniink, mert kiilonben 6ndtmetszé lenne a sokszogiink, majd a konvex és reflex
lanc elemeit felvaltva. (n’ —n) csucsot tordlve Osszesen mindkét lanc végérdl, valamint a

l[ancvégeket Osszekapcsolva egy spirdlis n-szoget kapunk. Az, hogy lnT”J élérre biztosan

sziikséglink van ennél a poligonndl, abbdl kévetkezik, hogy ennyi kell az n'' = (5k — 2) csucsu
poligonnal, ami része ennek a sokszognek, mert:

ln”+ZJ n+2

22| = || han' = (5k—2) 65 (5k—2) < n < (5(k+1) - 2).
Fels6 hatar

Definicid: SV jelsljon egy minimum 7 csticsbol 4116 lancot, ami része egy spiralis sokszognek,

és az altaluk elzart részt - ha 6sszekotjik a két végét - egy Grrel be tudjuk Iatni.
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11. Tétel: lnTJer él16r mindig elegendd barmilyen spiralis poligon feliigyelésére.

Bizonyitds: Majd szikségiink lesz egy mddszerre, amivel megtaldljuk az SV-ket a
sokszogben, de ezt a kés6bbiekre hagynam. Tegyiik fel, hogy belattuk, hogy minden spiralis
poligonban létezik SV. Ekkor két részre osztjuk a poligont, és igy kapjuk SV-t és a (P - SV)
l[ancot. SV ekkor 2 csuccsal csatlakozik a masik részhez, amelyeket nevezziink el v-nek
valamint v'-nek. Kossik 6ssze ezt a két cstcsot egy d atléval, majd hlizzunk be még egy d-vel
parhuzamos szakaszt ehhez a d &tléhoz nagyon kozel: d’. Ezek az atlék két részre osztjdk a
poligont . Az egyik S, ami igazabdl az SV részpoligon a d &atléval, a masik pedig S’, ami
(P — SV) d’-vel. Mivel P felosztasédnal egyik részben sem bdntottuk a reflex ldncot, ezért S és
S’ ugyanugy spiralisak maradtak. igy kaptunk egy k cstcsu S, és egy (n — k + 2) csucsd S’
sokszbget, ahol k > 7. 2-t a v és v’ duplazdsa miatt kellett hozzaadni. Most hagyjuk el S-t,
hogy csak az S’ maradjon.

Ekkor S 6rzéséhez csak egy 6rt hasznaltunk fel, és mar csak a csdkkentett csicsszamu
S’ sokszdget kell vizsgdlnunk. Az el8z8 lépéseket folyamatosan ismételgetve csdkkentjik a
sokszog méretét, ameddig az teljesen el nem tilinik. Minden lépésnél eltoroltiink legalabb 7
csucsot és hozzdadtunk 2-t. igy legaldbb 5-tel kevesebb lett mindig, kivéve az utolsé |épést,

mert ott legfeljebb 7 csucsot vehetlink el. Tehat [nT_31 |[épés utan mar csak egy maximum 7

csucsu spiralis sokszoglink maradt, ami pedig teljes egészében lathatd egy 6r szamadra. Ez igaz,
hiszen az SV létezésénél |ényegében bizonyitjuk, hogy minden sokszog, ami része egy spirdlis
poligonnak, és legfeljebb 7 csucsa van, egy 6rrel felligyelhetd.

Mivel minden Iépésben csupdn egy 6rt haszndltunk fel, ezért a sziikséges él6rok szama

|
SV -k meghatarozasa
Jeloljik el a P spirdlis sokszog reflex l1ancanak csucsait és oldalait 7, 7,,73, ... illetve

eq, ez, €3, ..., a konvex ldnc csucsai pedig ¢4, ¢3, C3, ... indexekkel a 9. dbrdn lathaté mddon.

2. Lemma: Ha [c,7;] részhalmaza P-nek, akkor vagy a [c,7i41] vagy [ck+1,7i] is
részhalmaza.

Bizonyl'tés: Ha [c, 1;] részhalmaza P-nek, az azt jelenti, hogy sem a ¢y, ¢y, ..., C_1 csucsok
konvex ldnca, sem a 1,75, ..., 7;_1-b8l all6 reflex ldnc nem keresztezheti a [cy, 7;] szakaszt. igy
nem keresztezheti a [cr,Tis1] vagy pedig a [cr+1,7i] szakaszt.
A [cg, Tix1] szakaszt azért nem tudja keresztezni se az 1j,,, 743, .. reflex, se a cxyq, Crqz -
kovex lanc, mert ha megtennék, akkor sériilne a reflex lanc konkdav vagy a konvex lanc konvex
tulajdonsaga.
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Tehdt csak 7; tud a két pont kozotti szakasz utjaba keriilni. Amennyiben ez nem igy van, akkor

[cr,Tis1] E P, ésigy teljesil a lemma.

Ha r; mégis Utban van ¢y és ;44 kozott, akkor sem az 174,743, ... reflex, sem a cxyg, Ci 43, -
konvex lanc nem keresztezheti a [cy4q,7;] szakaszt, mert ha megtennék, akkor sériilne a
reflexivitasuk, illetve konvexivitasuk. Még c; sem tud uUtban lenni, mert ha ez igy lenne, akkor
sériilne a konvexivitas ebben a pontban. Ezek utan pedig mar egy csucs sem keriilhet a két

pont kozti szakaszra, ami igazolja a lemmat, igy [cx41,7i] € P.

Definiciok: Tekintsiik az r; reflex csticsot. Az e; oldal 7;-n tuli meghosszabbitdsa messe a
[ck, Ck+1) oldalt. Ekkor ECDy ;, azaz e; kiterjesztett konvex atl6ja a [cy, ;] atlé. Szemléletesen
Ck az utolsé olyan konvex csucs, amire 1;_;1;cx < konvex. ERDy.,; pedig az e; kiterjesztett
reflex atldja a cx4q és 1; csucsok kozott, amennyiben létezik ilyen. Ha nem létezik, akkor
ERDy4q; = ECDy ;. Masik csucsokra nem definialjuk az ECD és ERD atldkat.

konvex lanc

el meghosszabbitasa
ECD (k.2)

e2 meghosszabbitasa

ECD (3,1)
ERD (k+1,2)

ERD (2,0) c1

9. abra: Példa az ECD és ERD atlékra

Jeldlje R; az ERDjq,;_ atlo altal levagott, azaz ¢jq, Cj42, -, Ck, ECDy; €s e; élek altal
hatarolt sokszéget, amig R;" az ECDy;, [c, Ck+1] €5 ERDy1; altal hatdrolt haromszég. Ha
ERDy41; = ECDy ;, akkor R, csupén az ECDy; él, ami 6rzés szempontjabdl nem lényeges.

ERD (j+1,i-1)

10.4bra: R; és R, ,haj =3 ési = 2

R; konvex lesz, hiszen a ¢; 113173 és az 1;_11;c, X szogek konvexek, és a tobbi cslcsa
pedig a kovex lancon helyezkedik el. R;" pedig haromszdég mivolta miatt nem lehet konkav.
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3. Lemma: Minden spiralis sokszégben létezik SV.

Bizonyl'ta'\s: Egy tetszlleges spirdlis poligont véve négy lehetséges eseten keresztil

bizonyitjuk be, hogy mindig talalhaté SV.

1. eset: Tekintsik R;-et. Tehat ha R4-
nek legaldbb 6 csicsa a konvex lancon
helyezkedik el, akkor SV a konvex lanc
els6 hat, valamint a reflex lanc elsé
csucsat koti 6ssze. Ebben az esetben
egy konvex sokszoget kaptunk, igy
akarhova elhelyezve egy 6rt, az belatja
az egészet. llyenkor ¢, lesz v, és ry lesz
!

v'. Ha 6-nal kevesebb csucs van a
konvex lancon, akkor a 2. eset

kovetkezik. A képen az k = 5 eset lathatd.

2. eset: Ha SV-nek 6t cslcsa van a
konvex lancrdl, akkor az elsé kettd
reflex ldncbeli csucsot kell mellé
valasztanunk. Tekintsiik Ry, R, és R,-
t. Ennek a hdrom sokszognek a
definiciobdl addéddan van egy kozos
csucsuk, nevezetesen r;. Ha ebbe a
csucsba helyezzik el az 6rt, akkor az
szemmel tarthatja mindegyik oldalt.
llyenkor  mindegy, melyik 7;-et
tartalmazé élre helyezzik, hiszen az

élérok ugy vannak megkonstrudlva, hogy a csucsokbdl is szabadon belassanak mindent.

Ilyenkor Cj lesz v, és 1, lesz v'. Amennyiben kevesebb, mint 5 cstcs van a konvex lancon, akkor

a 3. esetet kell megvizsgalnunk. (A képen k < 4 < j)

3. eset: Ha SV négy cslcsa van a
konvex lancrdl, akkor a reflex lanc
els6 3 csucsaval alkot egy ilyen
sokszoget. Ebben az esetben 5
konvex poligont kapunk:
R{,R{', Ry, R, és R3. Ekkor Ry, R;’
és R,-nek van egy kozos csucsa,
méghozza ry, valamint R,’ és R3-nak
is, ami 1. Igy, ha az [ry,1;] = e, élre
helyezziik az 6rt, akkor az képes
felligyelni SV-t. llyenkor ¢; lesz v, és

cl+1

cl

r3 a v'. Ha kevesebb, mint négy cstcs van a konvex lancrdl, akkor a 4-es esethez jutunk. Az

dbrank <j <3<
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4. eset: Ebben az esetben kevesebb, mint 4 csics van a konvex lancon. Az egyszer(ibb

targyalds érdekében két tovabbi részesetre bontjuk.

4.a: A konvex csucsok szama mindossze 3, és [c3, 73] P-ben van.

<l

Ha a nem

[c3,14]
részhalmaza P-nek, akkor a [cy, 73]

élnek annak kell lennie a 2. lemma
alapjan.  Ekkor tekintsiik
R, R, Ry, R, R;-at.
mindegyikik tartalmazza c,, illetve

ismét
és Ismét
c3 csucsok valamelyikét, igy a [c,, c3]
él ismét megfelel§ valasztds lesz az
6r hiszen

elhelyezésére, onnan

cl

belatja az 6sszes poligont. Itt ¢, a v, és 13 lesz v'.

Ha a [c3,14] is P-ben van, akkor
tekintsik Ry, R,’, R;, R, R; valamint a
Mindegyikik
tartalmazza a ¢, vagy a c3 csucsok egyikét.
Ez
meghosszabbitdsai mind metszik a [cy, c3]
vagy a [c3,cq] éleket. Igy ha a [cy,c3] élre
helyezziik az 6rt, az latja majd mind a hat

C3T3Ty haromszoget.

azért van, mert az eq,e;e; élek

sokszoget. Ekkor c3 lesz v, ésrya v'.

=3

4.b: A konvex cslcsok szama 2, és [c,, 73] a P részhalmaza.

Ha [c2, 1]
részhalmaza P-nek, akkor a

a nem
[c3,713] biztosan az a 2. lemma

alapjan, ami a 4.a esthez

vezet.

Ha a [cy, 4] él mégis részhalmaza P-nek, akkor vizsgaljuk [c,, 75] atlot.
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Amennyiben [c,,15] € P,
tekintsiik R, R{,R,,R,’, Ry
sokszogeket, valamint a c,137;, és a

az

Co1uTs haromszogeket. Egy 6rt helyezve
a [cy, c3] élre belathatjuk ezen konvex
sokszogeket, mivel a c, mindegyikik
Azért
mindegyikik, mert az e;, e, és e3

csucsa lesz. tartalmazza



oldalak meghosszabbitasai metszik a [c,, c3] élet, és a

ésrs lesz v, illetve v'.

Ha [cy,15] € P, akkor a
[c3,74]-nek benne kell lennie a 2.
lemma alapjan. Most tekintsik
Ry, R, Ry, R,’, R; sokszogeket,
valamint a cp1371y és a Ccy1uc3
haromszogeket. Ugyanarra az
eredményre jutunk, mint az el6bb,
mivel ¢, ismét csUcsa lesz
mindegyik poligonnak, igy a
[c2,c3] jO valasztas. Ekkor c5 és 1y
leszv ésv'.

¢, két hdromszognek is csucsa. Ekkor ¢,

Ezzel a bizonyitds végére is értlink, hiszen az 6sszes lehetséges esetet megvizsgaltuk.

Ezek alapjan pedig minden spirdlis poligonban taldlhato SV.

A 10-es és 11-es tételek kovetkezményeképpen, mivel a felsé és alsé hatar is egybeesik, a

spirdlis sokszogek mindig felligyelhet&ek I%J él6rrel, ami a f6 tétellink al
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itasa volt.
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