Elméleti osszefoglald a Valoszintiségszamitas kurzushoz

Véletlen kisérletek, események valdszintisége

Definici6. Egy véletlen kisérlet lehetséges eredményeit kimeneteleknek nevezziik. A
kisérlet kimeneteleinek a halmaza az eseménytér. Jele: ().

Definici6é. Eseményeknek nevezziik a kisérlet eredményére vonatkozo allitasokat. Azt
mondjuk, hogy egy esemény bekdvetkezik, ha a kisérlet aktualis végrehajtasakor olyan
kimenetelt kapunk, melyre ez az allitas igaz. Egy adott kisérlet esetén a hozza kapc-
solodé Gsszes esemény halmazat eseményalgebranak nevezziik. Jele: A. Két nevezetes
esemény:

e Egy eseményt biztos eseménynek neveziink, ha a kisérlet minden lehetséges
kimenetele esetén bekovetkezik.

e Egy eseményt lehetetlen eseménynek neveziink, ha a kisérletnek nincs olyan
kimenetele, melyre bekovetkezne.

Definicié. Legyen Aq, Ao, ... eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata. Azt mond-
juk, hogy ezek paronként kizardak, ha a halmazok diszjunktak, tehat barmely kettGt
kivalasztva azoknak iires a metszete. Kizaré események koziil legfeljebb egy kivetkezhet
be egyszerre, hiszen nincs olyan kimenetel, melyet két vagy tobb esemény is tartalmazna.

Definici6é. Azt mondjuk, hogy a B esemény maga utan vonja az A eseményt, ha
B C A, tehidt B minden eleme az A halmaznak is eleme. Ez azt jelenti, hogy ha a B
esemény bekovetkezik, akkor az A esemény is feltétleniil bekovetkezik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy P : A — [0, 1] fiiggvény valoszintiség vagy valdsziniiségi
mérték, ha teljesiti az alabbi két tulajdonsagot:

e A biztos esemény valoszintisége P(§2) = 1.

e Additivitas: Ha A, A, ... paronként kizar6 eseményeknek egy véges vagy végtelen
sorozata, akkor
P(AJUAyU...) = P(A;)+ P(As) + ...

Az (Q, A, P) harmast valosziniiségi mezdének hivjuk. A véletlen kisérleteket mindig
egy megfelel§ valoszintiségi mezdvel irjuk le.

Tétel (A nagy szamok Borel-féle torvénye). Tekintsiink egy véletlen kisérletet, és legyen
A egy tetszéleges esemény! Jelolje k,(A) az A esemény bekovetkezési gyakorisagat a
kisérlet n alkalommal val6 fiiggetlen megismétlése soran! Ekkor:

kn(A)

— P(A4), n— 00.



Tétel. A valoszintiség altalanos tulajdonsagai:

A lehetetlen esemény valoszintsége: P () = 0.

A komplementer esemény valoszintsége: P(A) =1 — P(A).

Kivonasi szabaly: tetszGleges A és B esemény mellett P(A\B) = P(A)—P(ANB).
Specidlisan, ha B maga utén vonja az A esemeényt, akkor P(A\ B) = P(A)—P(B).

Monotonitas: ha B maga utan vonja az A eseményt, akkor P(B) < P(A).

Szubadditivitas: Ha A;, A, ... tetszGleges eseményeknek egy véges vagy végtelen
sorozata, akkor
P(AyUAsU...) < P(A)) + P(As) + ...

Két esemény unidjanak a valésziniisége: tetsz6leges A és B esemény mellett

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

Harom esemény unidjanak a valészintisége: tetszéleges A, B és C' esemény mellett

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Poincaré-formula avagy szitaformula: tetszéleges Ay, ..., A, események mellett

n

P(AU...UA)=> (D Y P4, N...NA4,)

k=1 1<i1<...<ip<n
kiilonb6z6 egészek

A Poincaré-formula részletesebben:

P(AjU...UA,) =P(A)+...+ P(A,)
— ketteses metszetek valoszintisége
+ harmas metszetek valdszintisége

— négyes metszetek valoszintisége

£ P(AN...NA,)



Diszkrét és geometriai val6szintiségi mezdk

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (2, A, P) valoszintiségi mez6 diszkrét valoszintiségi
mez6, ha a kisérletnek megszamlalhatoan sok kimenetele van, tehét a lehetséges kimenetelek
egy véges vagy végtelen sorozatot alkotnak.

Tétel. Diszkrét valoszintiségi mezdn egy A esemény valoszintisége: P(A) = > 4 P(w).

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (2, A, P) valoszintiségi mez6 klasszikus valdsziniiségi
mez0, ha az eseménytérnek csak véges sok eleme van van, és minden kimenetelnek azonos
a valoszintisége.

Tétel. Klasszikus valészintiségi mezén egy tetszéleges A esemény valoszintisége

P(A) = ﬂ _ kedvezs kimenetelek szama

192 Osszes kimenetel szdma

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (€2, A, P) valoszintiségi mez6 geometriai valdszintiségi
mezd, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

e Az () eseménytér egy geometriai alakzat, és 0 < u(Q2) < oo.

e Egyenletességi hipotézis: Az események valoszintisége egyenesen aranyos az es-
emények mértékével. Tehat minden A C (2 eseményre

P(A) = p(A)  kedvezd hossziisag/teriilet /térfogat

() Osszes hossziisdg /teriilet /térfogat

Feltételes val6szintiség és események fliggetlensége

Definici6o. Tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Ekkor az A eseménynek a B eseményre vett
feltételes valoszintisége
P(ANB)

P(B)
A feltételes valoszintiség megmutatja, hogy mennyi az A esemény valészintisége, ha tudjuk,
hogy a B esemény bekdvetkezik.

P(A[B) =

Tétel. Legyen B pozitiv valoszintiségli esemény. Ekkor a B eseményre vett feltételes
valoszintiség valoszintiségi mérték. Ebbdl kovetkezik, hogy a feltételes valoszintiségre tel-
jesiilnek a valdsziniiség altalanos tulajdonsagai.



Tétel (Lancszabaly). Legyen Ay, ..., A, olyan esemény, melyre P(A; N...NA,) > 0.
Ekkor

P(AiN...NA,) =P(A)P(Ay | A))P(As | AiNAy) ... P(A, | AN NA,q).

Tétel (Bayes-formula). Legyen A és B pozitiv valosziniiségi esemény. Ekkor

P(A|B)P(B)
P(B|A) =
(BIA) = =575
Definicié. Azt mondjuk, hogy a By, ..., B, események teljes eseményrendszert alkot-

nak, ha teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

e paronként kizaroak;

e cgyiittesen lefedik az eseményteret;

e mindegyik eseménynek pozitiv a valdsziniisége.
Tétel (Teljes valoszintség tétele). Legyen By, ..., B, teljes eseményrendszer, és tekint-
siink egy tetszGleges A eseményt. Ekkor

P(A) =3 P(AIB)P(B;) = P(A|[B)P(B1) + ...+ P(A|B,) P(B,).
i=1

Definici6. Legyenek A és B tetszéleges események. Azt mondjuk, hogy a két esemény
fiiggetlen egymastol, ha P(AN B) = P(A)P(B).

Tétel (A fiiggetlenség ekvivalens definicioi). Ha A és B pozitiv valoszintiségl események,
akkor az alabbiak ekvivalensek:

o A és B fiiggetlen egyméstol.
e P(A|B) = P(A).
e P(B|A) = P(B).

Definici6. Legyen A;, Ao, ... eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata. Azt mond-
juk, hogy az események (teljesen) fiiggetlenek, ha koziilik tetszéleges A;, ..., A
kiilonb6z6 eseményeket kivalasztva

in

P(A;,Nn...NA;)=P(A;,)...P(A;,).



Valo6szintiségi valtozok

Definicié. Legyen (€2, A, P) egy tetszGleges véletlen kisérletet leird valoszintiségi mezd!
A £ Q — R fiiggvényeket valoszintiségi valtozéknak vagy véletlen valtozéknak
nevezziik. Az értékkészlet a értékeknek a halmaza. Jele: Re.

Definici6. Egy ¢ valoszintiségi valtozo diszkrét, ha értékkészlete egy megszamlalhatod
halmaz, tehat egy véges vagy végtelen sorozat: Re = {z1, o, ...}. Egy diszkrét valoszintiségi
valtozo valoszintiségeloszlasa a lehetséges értékek valoszintségei:

Dz, = P(€ = ), x € Re.

Egy diszkrét valoszintiségi valtoz6 moédusza az az érték, melyet a legnagyobb valdszintiséggel
vesz fel. Ha tobb ilyen érték is létezik, akkor azok mind méduszok.

Tétel (Valoszintiségeloszlasok karakterizacioja). Egy po, p1, . . . véges vagy végtelen elem-
szamu sorozat pontosan akkor egy nemnegativ egész értéki diszkrét valoszintségi valtozo
eloszlasa, ha teljesiil az alabbi két feltétel:

e a sorozat elemei nemnegativak: pi,po,... > 0;
e a sorozat elemeinek az Gsszege 1: po+p1+ ... = 1.

Definicié. Egy ¢ valoszintiségi valtozo folytonos, ha létezik olyan fe : R — R fiiggvény,
hogy tetszéleges a < b valds szamok esetén

P(agggb) :/ fe(x)dx .

sa_ sa

Ekkor az f¢ fliggvényt a £ valtozo stirtiségfiiggvényének nevezziik.

Tétel (A striiségfiiggvények karakterizacioja). Egy f : R — R fliggvény akkor és csak
akkor egy folytonos valoszintiségi valtozéd strtiségfiiggvénye, ha teljesiti az alabbi két
feltételt:

e f(z) > 0 minden z valés szam esetén;
+o00 _
o [ flx)dx =1.
Definici6. A varhaté érték definicioja:
e diszkrét valoszintiségi valtozd esetén:

E(&) = Z zPl=z)=x1P({=x1) + 2P =22) + ...

I€R§

e folytonos valdszintiségi valtozo esetén:

E(€) = / " efe(a) da

o0

3



Tétel (A nagy szamok Kolmogorov-féle torvénye). Legyen £ tetszlleges valoszintiségi
valtozo, és legyenek &1,&,, ... a £ egymastol fliggetlen megfigyelései! Ekkor

- E(§), n— 0o.

Definicié. Legyen ¢ olyan valészintiségi valtozo, melynek véges a varhato értéke!
e Variancia avagy szérasnégyzet: Var(¢) = D*(&) = E([¢ — E(§)]?).
e Szoras: D(§) = +/Var(§). Jelentése: a varhato értéktsl valo atlagos eltérés.

Tétel. Legyen £ valoszintiségi valtozo, és legyen h : R — R tetsz6leges fiiggvény! Ekkor
a h(§) transzformalt valtozod varhato értéke az alabbi modon hatarozhaté meg:

e Ha ¢ diszkrét, akkor

E(h(&) =Y aP(§ =x) = h(z))P(§ = 21) + h(a2) P({ = 22) + . ..

T€R,
Példaul: E(£%) = erRg ?P(€ = ).

e Ha ¢ folytonos, és f; a stirtiségfiiggvénye, akkor

B(M©) = [ ha)ila)da.

Példaul: E(€%) = ffooo fog(a:)da:.
Tétel. Ha £ olyan valészintiségi valtozo, melynek véges a varhato értéke, akkor
Var(§) = E(€?) - (E(€)".
Definicié. Egy tetsz6leges £ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:
Fe: R —[0,1], Fe(t) =P(E <), teR.

Tétel. e BEgy ¢ diszkrét valtozo eloszlasfiiggvénye egy olyan lépcsés fiiggvény, mely
pontosan a valtoz6 lehetséges értékeiben ugrik, és egy x € R helyen az ugras
nagysaga P({ = x).

e Egy £ folytonos valtozo eloszlasfiiggvénye mindehol folytonos. Az eloszlasfiiggvény
és a striiségfiiggvény kapcsolata:

&wz/mww e felt) = FL(1).



Tétel. Legyen £ tetszoleges valoszintiségi valtozo, és legyen Fy az eloszlasfiiggvénye! Ekkor
tetszéleges a < b valos szamok esetén

P(a <& <b) = Fe(b) — Fe(a).
Specidlisan ha a £ valtozo folytonos eloszlasi, akkor
Pla<é<b)=Pla<&<b)=Pla<&<b) = Fe(b) — Fe(a).

Definicio. Legyen £ tetszGleges valoszintiségi valtozo, és legyen o € (0,1). A ¢, valos
szamot a £ valtozo a-kvantilisének nevezziik, ha P(§ < q,) = a. Nevezetes kvantilisek:

e Median: q50%
o Also és fels kvartilis: qo59, €5 q75%

e Decilisek: q10%, ¢20%; - - -, Qo0%

Tétel (de Moivre-Laplace-tétel). Legyen & binomidlis eloszlast valtozo n és p paraméter-
rel, tovabba legyen 7 normalis eloszlasi valtozo p = np és o = /np(1 — p) paraméterrel.
Ekkor tetszéleges a < b szamok esetén

Pla<¢<b)~Pla<n<b),
és a kozelités annal pontosabb, minal nagyobb az n paraméter értéke.

Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel (CHT)). Legyen & tetsz6leges valoszintiségi valtozo,
és legyenek &1, &, ... a £ egymastol fiiggetlen megfigyelései! Legyen tovabba n normalis
eloszlasa valtozo pu = nE(&) és 0 = /nD(§) paraméterrel! Ekkor tetsz6leges a < b valos
szamok esetén

P(a§£1+...+£n§b) %P(agngb),

és a kozelités annél pontosabb, minél nagyobb az n értéke.

Definici6. Legyenek & és n diszkrét valoszintiségi valtozok!
o A két valtozo egyiittes eloszlasa: P({=x,n=vy), x € R, y€ R,.
e Marginalis eloszlasok: a két valtozo kiilon-kiilon vett eloszlasa.

e Akkor mondjuk, hogy a két diszkrét valoszintiségi valtozo fiiggetlen egymastol, ha
tetszoleges x € R¢ és y € R, értékek esetén:



A varhatoé érték, a szoras és a kovariancia tulajdonsagai

Definicié. Legyen & és n olyan valdszintiségi valtozo, melynek véges a szorasa. Ekkor a
két valtozo kovarianciaja:

Cov(e,n) = E([¢ - B©][1— BEm)])
A két valtozo korrelacioja avagy korrelacids egyiitthatéja:

Cov(,n)
D(&)D(n)

Ha corr(&,n) = 0, akkor azt mondjuk, hogy a két valtozo korrelalatlan.

corr(§,n) =

Tétel (A varhato érték és a szoras tulajdonsagai). Legyen & tetszileges valoszintiségi
valtozo, és legyen a valés szam!

e Ha P({ =a) =1, akkor E(§) =a és D(§) =0.

e Egy ¢ valoszintiségi valtozonak pontosan akkor 0 a szorasa, ha a valtoz6 konstans,
tehat P(§ = a) = 1 valamilyen a valés szamra.

o Konstansszoros: E(a) = aF(£) és D*(af) = a>D?(§).

Tétel. Legyenek &,n,&1, ..., &, tetszbleges valoszintiségi valtozok, és legyenek a, b, aq, ..., an,
tetsz6leges valos szamok! Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok.

e A valtozok Osszegének a varhato értéke:

E(m& + ...+ an&n) =aE(&) + ...+ anB (&)

e A valtozok Osszegének a variancidja: ha &, ..., &, figgetlenek, akkor

D*(ai& + ...+ amén) = aiD* (&) + ... + a2, D*(&n) -

e Két valtozo Osszegének a varianciaja az altalanos esetben:

D*(a& +bn) = a*D*(¢) + b*D*(n) + 2abD(&) D(n)corr (¢, n) .

Tétel (A kovariancia és a korrelacié fontosabb tulajdonsigai). Legyenek £ és n véges
szorasu valoszintségi valtozok!

Lehetséges értékek: Cov(€,n) € R, corr(&,n) € [—1,1].

Szimmetria: Cov(&,n) = Cov(n, ), corr(&,n) = corr(n,§).
Cov(¢,€) = Var(§).

Ha valtozok fiiggetlenek, akkor korrelalatlanok is, azaz corr(&,n) = 0. Ennek meg-
forditasa nem igaz, a korreldlatlansagbdl nem kdvetkezik a fiiggetlenség.



