
Valósźınűségszámı́tás feladatsor 1. hét

1. Feladat. Bizonýıtsuk be a következőket tetszőleges A és B eseményekre:

• P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B)

• Ha P (A △ B) = 0, akkor P (A) = P (B)

• P (A △ C) ≤ P (A △ B) + P (B △ C)

• |P (A ∩B)− P (A)P (B)| ≤ 1

4
(Mikor van egyenlőség?)

2. Feladat. Bizonýıtsuk be, hogy
∑
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. (Seǵıtség: tekintsük az r + 1-elemű halmazokat, és
számı́tsuk ki, hogy ezek közül hánynak lesz k + 1 a legnagyobb eleme?)

3. Feladat. Hányféleképpen juthatunk el egy sakktábla bal alsó sarkából a jobb felső sarkába, ha minden
lépésben csak egyet léphetünk vagy jobbra, vagy felfelé? Mi a helyzet 3-dimenziós ”sakktáblánál”, azaz ha az
origóból akarunk eljutni a (8,8,8) pontba úgy, hogy minden lépésben pontosan az egyik koordinátát növeljük
1-gyel?

4. Feladat. Két dobókockával dobunk egyszerre. Mi a valósźınűsége annak, hogy az összeg 6,7,8? A 9-et és
a 10-et ugyanannyiféleképp tudjuk előálĺıtani két 1 és 6 közti szám összegeként. Igaz-e, hogy megegyezik a
valósźınűségük? Mi a valósźınűsége annak, hogy a két kapott szám relat́ıv pŕım lesz? Mi a valósźınűsége annak,
hogy a két szám különbsége páros lesz?

5. Feladat. Mennyi a valósźınűsége annak, hogy 52 lapos franciakártya-pakliból 5 lapot húzva a következő
kombinációkat kapjuk?

• egy pár (két egyforma értékű lap, a többi különböző)

• full (3 egyforma és két másik egyforma)

• póker (4 egyforma)

Mennyi a valósźınűsége, hogy pontosan 3 találatunk lesz az ötöslottón?

6. Feladat. Egy hallgató a 100 tételből 90-et tanult meg a vizsgára. Három tételt kell húznia, ha bármelyiket
nem tudja, megbukik. Mi a valósźınűsége, hogy átmegy a vizsgán? Mi a helyzet, ha csak egy tételből kell
vizsgáznia, és azt két húzott tétel közül választhatja?

7. Feladat. Egy francia kártyapakliból egymás után húzunk lapokat. Mi a valósźınűsége, hogy az első öt lap
között lesz ász? Mi a valósźınűsége, hogy előbb húzunk ászt, mint kettest?

8. Feladat. Mi a valósźınűsége, hogy egy n fős osztályban két tanulónak egy napon van a születésnapja? Hány
fős osztályban lesz legalább 1

2
az esély? Hány ismerősömnek kell lennie, hogy 1

2
eséllyel valamelyikükkel együtt

legyen születésnapom?

9. Feladat. Egy sziget lakói egymástól függetlenül mindig 2/3 valósźınűséggel hazudnak. Ezért a b́ıróságokon
minden tanú vallomását egy másik tanúnak is meg kell erőśıtenie. Mennyi lesz ı́gy a hamis tanúvallomások
aránya?

10. Feladat. Harmickét lapos magyar kártyából t́ız lapot kapunk. Mennyi a valósźınűsége, hogy

(a) egy sźınből hozzánk kerül az összes lap?

(b) mind a négy sźınből lesz a kezünkben?

11. Feladat. Egy kurzuson 40 hallgató van, mindegyikük megtanult a 40 tételből 39-et (mindenkinél más
maradt ki). Mi a valósźınűsége, hogy egyikük sem bukik meg, ha

(a) visszatevés nélkül húznak?

(b) visszatevéssel húznak?

12. Feladat. Egy kém n ország titkosszolgálatának dolgozik egyszerre. Egy napon összekeveri a boŕıtékokat és
véletlenszerűen teszi beléjük a jelentéseket. Mennyi a valósźınűsége annak, hogy minden jelentés jó boŕıtékba
kerül? Hogy csak egyet ront el? Hogy mindet elrontja? Hogy pontosan k-t ront el?
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✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦é♠ n ♦rs③á❣ t✐t❦♦ss③♦❧❣á❧❛tá♥❛❦ ❞♦❧❣♦③✐❦ ❡❣②s③❡rr❡✳ ❊❣② ♥❛♣♦♥ öss③❡❦❡✈❡r✐ ❛ ❜♦ríté❦♦❦❛t és
✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ t❡s③✐ ❜❡❧é❥ü❦ ❛ ❥❡❧❡♥tés❡❦❡t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❥❡❧❡♥tés ❥ó ❜♦ríté❦❜❛
❦❡rü❧❄ ❍♦❣② ❝s❛❦ ❡❣②❡t r♦♥t ❡❧❄ ❍♦❣② ♠✐♥❞❡t ❡❧r♦♥t❥❛❄ ❍♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ k✲t r♦♥t ❡❧❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ ❡❣② ❞❛rtstá❜❧á♥ ❤ár♦♠ ❦ör át♠ér➤❥é♥❡❦ ❛rá♥②❛ ✶✿✷✿✸✱ ♠❡♥♥②✐ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ ❧❡❣❜❡❧s➤❜❡
t❛❧á❧✉♥❦ ❜❡❧❡✱ ❤❛ ❛ ❞♦❜ás ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ér✐ ❡❧ ❛ tá❜❧át❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ✈á❧❛s③t✉♥❦ ❦ét s③á♠♦t ❛ [0; 1] ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤
♥❡♠ ❧❡s③ ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ♠ás♦❞✐❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ü❧ö♥❜sé❣ü❦ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ 1

2
❄

✶✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✷ ♠ ❤♦ss③ú sör♣❛❞ ❦ét ❧á❜á♥❛❦ ♠❛❣❛ssá❣❛ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❛❧❛❦✉❧ ✸✵ és ✹✵ ❝♠ ❦ö③ött✱ ❡❣②♠ástó❧
❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ♣❛❞ ✺ ❢♦❦♥á❧ ❦✐s❡❜❜ s③ö❣❜❡♥ ❢♦❣ ❧❡❥t❡♥✐❄

✶✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③❛❦❛s③ ❤♦ss③át ❛ (0, 1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③❛❦❛s③❜ó❧ és ❡❣② ❤❛r♠❛❞✐❦✱ ✶ ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③❜ó❧ ❤❡❣②❡ss③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❧❡❤❡t
s③❡r❦❡s③t❡♥✐❄

✶✻✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❇✉✛♦♥✲❢é❧❡ t➯♣r♦❜❧é♠❛✮✳ ❆ sí❦♦t d sá✈s③é❧❡ssé❣❣❡❧ ❜❡❝sí❦♦③③✉❦ és rá❞♦❜✉♥❦ ❡❣② r ❤♦ss③ú ✈❛rrót➯t✳
▼❡❦❦♦r❛ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ t➯ ♠❡ts③✐ ❦ét sá✈ ❤❛tárát❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✷✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❤❛r❝tér✐ ❜❡✈❡tésr❡ ✻ ❡❥t➤❡r♥②➤s✱ ✹ t❡♥❣❡rés③ és ✺ ❧ö✈és③ ❥❡❧❡♥t❦❡③❡tt✳ ❆ ❜❡✈❡tést ❡❣② ✸ ❡❥t➤✲
❡r♥②➤s❜➤❧✱ ✸ t❡♥❣❡rés③❜➤❧ és ✷ ❧ö✈és③❜➤❧ á❧❧ó ❡❣②sé❣ ❢♦❣❥❛ ✈é❣r❡❤❛❥t❛♥✐✳ ❍á♥②❢é❧❡❦é♣♣❡♥ ❧❡❤❡t ❦✐✈á❧❛s③t❛♥✐ ❛
❥❡❧❡♥t❦❡③➤❦❜➤❧ ❛ ❜❡✈❡tésr❡ ❦❡rü❧➤ ❡❣②sé❣❡t❄

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍ár♦♠❢é❧❡ s③á♠❧á♥❦ ✈❛♥✿ ✈í③✱ ❣á③ és ✈✐❧❧❛♥②✳ ❆❤❤♦③✱ ❤♦❣② ❛ ❜❛♥❦ ❜❡❢♦❣❛❞❥❛ ❛ ❤✐t❡❧❦ér❡❧♠ü♥❦❡t✱ ❞❡
♥❡ t✉❞❥❛ ♠❡❣✱ ❤♦❣② s♦❦ ♣é♥③ü♥❦ ✈❛♥✱ ❛③ ✉t♦❧só ✺ ❤❛✈✐ s③á♠❧á✐♥❦ ❦ö③ü❧ ♣♦♥t♦s❛♥ ✸ ❣á③t✱ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✷ ✈✐❧❧❛♥②t és
❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ✸ ✈✐③❡t ❦❡❧❧ ❜❡✜③❡t♥ü♥❦✳ ❍á♥②❢é❧❡❦é♣♣❡♥ t❡❤❡t❥ü❦ ♠❡❣ ❡③t❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét ❞♦❜ó❦♦❝❦á✈❛❧ ❞♦❜✉♥❦ ❡❣②s③❡rr❡✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② ❛③ öss③❡❣ ✻✱✼✱✽❄ ❆ ✾✲❡t és
❛ ✶✵✲❡t ✉❣②❛♥❛♥♥②✐❢é❧❡❦é♣♣ t✉❞❥✉❦ ❡❧➤á❧❧ít❛♥✐ ❦ét ✶ és ✻ ❦ö③t✐ s③á♠ öss③❡❣❡❦é♥t✳ ■❣❛③✲❡✱ ❤♦❣② ♠❡❣❡❣②❡③✐❦ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣ü❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét ❦❛♣♦tt s③á♠ r❡❧❛tí✈ ♣rí♠ ❧❡s③❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱
❤♦❣② ❛ ❦ét s③á♠ ❦ü❧ö♥❜sé❣❡ ♣ár♦s ❧❡s③❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② ✺✷ ❧❛♣♦s ❢r❛♥❝✐❛❦árt②❛✲♣❛❦❧✐❜ó❧ ✺ ❧❛♣♦t ❤ú③✈❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤
❦♦♠❜✐♥á❝✐ó❦❛t ❦❛♣❥✉❦❄

• ❡❣② ♣ár ✭❦ét ❡❣②❢♦r♠❛ érté❦➯ ❧❛♣✱ ❛ tö❜❜✐ ❦ü❧ö♥❜ö③➤✮

• ❢✉❧❧ ✭✸ ❡❣②❢♦r♠❛ és ❦ét ♠ás✐❦ ❡❣②❢♦r♠❛✮

• ♣ó❦❡r ✭✹ ❡❣②❢♦r♠❛✮

▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ ✸ t❛❧á❧❛t✉♥❦ ❧❡s③ ❛③ ötös❧♦ttó♥❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❤❛❧❧❣❛tó ❛ ✶✵✵ tét❡❧❜➤❧ ✾✵✲❡t t❛♥✉❧t ♠❡❣ ❛ ✈✐③s❣ár❛✳ ❍ár♦♠ tét❡❧t ❦❡❧❧ ❤ú③♥✐❛✱ ❤❛ ❜ár♠❡❧②✐❦❡t
♥❡♠ t✉❞❥❛✱ ♠❡❣❜✉❦✐❦✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② át♠❡❣② ❛ ✈✐③s❣á♥❄ ▼✐ ❛ ❤❡❧②③❡t✱ ❤❛ ❝s❛❦ ❡❣② tét❡❧❜➤❧ ❦❡❧❧
✈✐③s❣á③♥✐❛✱ és ❛③t ❦ét ❤ú③♦tt tét❡❧ ❦ö③ü❧ ✈á❧❛s③t❤❛t❥❛❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❢r❛♥❝✐❛ ❦árt②❛♣❛❦❧✐❜ó❧ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❤ú③✉♥❦ ❧❛♣♦❦❛t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ öt ❧❛♣
❦ö③ött ❧❡s③ ás③❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❧➤❜❜ ❤ú③✉♥❦ ás③t✱ ♠✐♥t ❦❡tt❡st❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② n ❢➤s ♦s③tá❧②❜❛♥ ❦ét t❛♥✉❧ó♥❛❦ ❡❣② ♥❛♣♦♥ ✈❛♥ ❛ s③ü❧❡tés♥❛♣❥❛❄ ❍á♥②
❢➤s ♦s③tá❧②❜❛♥ ❧❡s③ ❧❡❣❛❧á❜❜ 1

2
❛③ ❡sé❧②❄ ❍á♥② ✐s♠❡r➤sö♠♥❡❦ ❦❡❧❧ ❧❡♥♥✐❡✱ ❤♦❣② 1

2
❡sé❧❧②❡❧ ✈❛❧❛♠❡❧②✐❦ü❦❦❡❧ ❡❣②ütt

❧❡❣②❡♥ s③ü❧❡tés♥❛♣♦♠❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛r♠✐❝❦ét ❧❛♣♦s ♠❛❣②❛r ❦árt②á❜ó❧ tí③ ❧❛♣♦t ❦❛♣✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣②

✭❛✮ ❡❣② s③í♥❜➤❧ ❤♦③③á♥❦ ❦❡rü❧ ❛③ öss③❡s ❧❛♣❄

✭❜✮ ♠✐♥❞ ❛ ♥é❣② s③í♥❜➤❧ ❧❡s③ ❛ ❦❡③ü♥❦❜❡♥❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦✉r③✉s♦♥ ✹✵ ❤❛❧❧❣❛tó ✈❛♥✱ ♠✐♥❞❡❣②✐❦ü❦ ♠❡❣t❛♥✉❧t ❛ ✹✵ tét❡❧❜➤❧ ✸✾✲❡t ✭♠✐♥❞❡♥❦✐♥é❧ ♠ás
♠❛r❛❞t ❦✐✮✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣②✐❦ü❦ s❡♠ ❜✉❦✐❦ ♠❡❣✱ ❤❛

✭❛✮ ✈✐ss③❛t❡✈és ♥é❧❦ü❧ ❤ú③♥❛❦❄

✭❜✮ ✈✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③♥❛❦❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦é♠ n ♦rs③á❣ t✐t❦♦ss③♦❧❣á❧❛tá♥❛❦ ❞♦❧❣♦③✐❦ ❡❣②s③❡rr❡✳ ❊❣② ♥❛♣♦♥ öss③❡❦❡✈❡r✐ ❛ ❜♦ríté❦♦❦❛t és
✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ t❡s③✐ ❜❡❧é❥ü❦ ❛ ❥❡❧❡♥tés❡❦❡t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❥❡❧❡♥tés ❥ó ❜♦ríté❦❜❛
❦❡rü❧❄ ❍♦❣② ❝s❛❦ ❡❣②❡t r♦♥t ❡❧❄ ❍♦❣② ♠✐♥❞❡t ❡❧r♦♥t❥❛❄ ❍♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ k✲t r♦♥t ❡❧❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ ❡❣② ❞❛rtstá❜❧á♥ ❤ár♦♠ ❦ör át♠ér➤❥é♥❡❦ ❛rá♥②❛ ✶✿✷✿✸✱ ♠❡♥♥②✐ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ ❧❡❣❜❡❧s➤❜❡
t❛❧á❧✉♥❦ ❜❡❧❡✱ ❤❛ ❛ ❞♦❜ás ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ér✐ ❡❧ ❛ tá❜❧át❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ✈á❧❛s③t✉♥❦ ❦ét s③á♠♦t ❛ [0; 1] ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤
♥❡♠ ❧❡s③ ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ♠ás♦❞✐❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ü❧ö♥❜sé❣ü❦ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ 1

2
❄

✶✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✷ ♠ ❤♦ss③ú sör♣❛❞ ❦ét ❧á❜á♥❛❦ ♠❛❣❛ssá❣❛ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❛❧❛❦✉❧ ✸✵ és ✹✵ ❝♠ ❦ö③ött✱ ❡❣②♠ástó❧
❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ♣❛❞ ✺ ❢♦❦♥á❧ ❦✐s❡❜❜ s③ö❣❜❡♥ ❢♦❣ ❧❡❥t❡♥✐❄

✶✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③❛❦❛s③ ❤♦ss③át ❛ (0, 1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③❛❦❛s③❜ó❧ és ❡❣② ❤❛r♠❛❞✐❦✱ ✶ ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③❜ó❧ ❤❡❣②❡ss③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❧❡❤❡t
s③❡r❦❡s③t❡♥✐❄

✶✻✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❇✉✛♦♥✲❢é❧❡ t➯♣r♦❜❧é♠❛✮✳ ❆ sí❦♦t d sá✈s③é❧❡ssé❣❣❡❧ ❜❡❝sí❦♦③③✉❦ és rá❞♦❜✉♥❦ ❡❣② r ❤♦ss③ú ✈❛rrót➯t✳
▼❡❦❦♦r❛ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ t➯ ♠❡ts③✐ ❦ét sá✈ ❤❛tárát❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✸✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ Öt ❤á③❛s♣árt ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❛s③t❛❧ ❦öré ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② ♣ár
❡❣②♠ás ♠❡❧❧é ❦❡rü❧❄ ➱s ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ k✱ ❛❤♦❧ k ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ✺❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② s❡♥❦✐ ♥❡♠ ❦❡rü❧ ❛ ♣ár❥❛
♠❡❧❧é❄

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❚í③ ♣ár ❝✐♣➤ ❦ö③ü❧ t❛❧á❧♦♠r❛ ❦✐✈❡s③ü♥❦ ✹ ❞❛r❛❜♦t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦✐✈❡tt ❝✐♣➤❦❜➤❧
öss③❡á❧❧ít❤❛tó ❡❣② ♣ár❄ ❖❧❞❥✉❦ ♠❡❣ ú❣②✱ ❤❛ ❛ ♣ár♦❦ ❦ü❧ö♥❜ö③♥❡❦✱ és ú❣② ✐s✱ ❤❛ ♥❡♠ ✭❥♦❜❜✲ és ❜❛❧ ❧á❜ t❡r♠és③❡t❡s❡♥
s③á♠ít✦✮

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❢r❛♥❝✐❛ ❦árt②❛♣❛❦❧✐❜ó❧ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❤ú③✉♥❦ ❧❛♣♦❦❛t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ öt ❧❛♣
❦ö③ött ❧❡s③ ás③❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❧➤❜❜ ❤ú③✉♥❦ ás③t✱ ♠✐♥t ❦❡tt❡st❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦✉r③✉s♦♥ ✹✵ ❤❛❧❧❣❛tó ✈❛♥✱ ♠✐♥❞❡❣②✐❦ü❦ ♠❡❣t❛♥✉❧t ❛ ✹✵ tét❡❧❜➤❧ ✸✾✲❡t ✭♠✐♥❞❡♥❦✐♥é❧ ♠ás ♠❛r❛❞t
❦✐✮✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣②✐❦ü❦ s❡♠ ❜✉❦✐❦ ♠❡❣✱ ❤❛

✭❛✮ ✈✐ss③❛t❡✈és ♥é❧❦ü❧ ❤ú③♥❛❦❄

✭❜✮ ✈✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③♥❛❦❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦é♠ n ♦rs③á❣ t✐t❦♦ss③♦❧❣á❧❛tá♥❛❦ ❞♦❧❣♦③✐❦ ❡❣②s③❡rr❡✳ ❊❣② ♥❛♣♦♥ öss③❡❦❡✈❡r✐ ❛ ❜♦ríté❦♦❦❛t és
✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ t❡s③✐ ❜❡❧é❥ü❦ ❛ ❥❡❧❡♥tés❡❦❡t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❥❡❧❡♥tés ❥ó ❜♦ríté❦❜❛
❦❡rü❧❄ ❍♦❣② ❝s❛❦ ❡❣②❡t r♦♥t ❡❧❄ ❍♦❣② ♠✐♥❞❡t ❡❧r♦♥t❥❛❄ ❍♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ k✲t r♦♥t ❡❧❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ ❡❣② ❞❛rtstá❜❧á♥ ❤ár♦♠ ❦ör át♠ér➤❥é♥❡❦ ❛rá♥②❛ ✶✿✷✿✸✱ ♠❡♥♥②✐ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ ❧❡❣❜❡❧s➤❜❡
t❛❧á❧✉♥❦ ❜❡❧❡✱ ❤❛ ❛ ❞♦❜ás ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ér✐ ❡❧ ❛ tá❜❧át❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ✈á❧❛s③t✉♥❦ ❦ét s③á♠♦t ❛ [0; 1] ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ ♥❡♠
❧❡s③ ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ♠ás♦❞✐❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ü❧ö♥❜sé❣ü❦ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ 1

2
❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③❛❦❛s③ ❤♦ss③át ❛ (0,1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③❛❦❛s③❜ó❧ és ❡❣② ❤❛r♠❛❞✐❦✱ ✶ ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③❜ó❧ ❤❡❣②❡ss③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❧❡❤❡t
s③❡r❦❡s③t❡♥✐❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✷ ♠ ❤♦ss③ú sör♣❛❞ ❦ét ❧á❜á♥❛❦ ♠❛❣❛ssá❣❛ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❛❧❛❦✉❧ ✸✵ és ✹✵ ❝♠ ❦ö③ött✱ ❡❣②♠ástó❧
❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ♣❛❞ ✺ ❢♦❦♥á❧ ❦✐s❡❜❜ s③ö❣❜❡♥ ❢♦❣ ❧❡❥t❡♥✐❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❇✉✛♦♥✲❢é❧❡ t➯♣r♦❜❧é♠❛✮✳ ❆ sí❦♦t d sá✈s③é❧❡ssé❣❣❡❧ ❜❡❝sí❦♦③③✉❦ és rá❞♦❜✉♥❦ ❡❣② r ❤♦ss③ú ✈❛rrót➯t✳
▼❡❦❦♦r❛ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ t➯ ♠❡ts③✐ ❦ét sá✈ ❤❛tárát❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❡❥t➤❡r♥②➤s ❡❣② ✷ ❦♠ ♦❧❞❛❧❤♦ss③úsá❣ú ♥é❣②③❡t❜❡♥ ér ❢ö❧❞❡t✳ ❆ ♥é❣②③❡t s❛r❦❛✐❜❛♥ ❢á❦ ✈❛♥♥❛❦✱
❛♠❡❧②❡❦t➤❧ ❛③ ❡❥t➤❡r♥②➤s♥❡❦ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶✴✶✶ ❦♠ tá✈♦❧sá❣♦t ❦❡❧❧ t❛rt❛♥✐❛✱ ❤♦❣② ♥❡ ❛❦❛❞❥♦♥ ❢❡♥♥ ❛③ á❣❛❦♦♥✳ ▼❡❦❦♦r❛
❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❣♦♥❞ ♥é❧❦ü❧ ❢ö❧❞❡t ér❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❢❛❧✉s✐ ❜ú❝sú❜❛♥ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❥áté❦♦t ❥átss③✉❦✿ ❡❣② ❛s③t❛❧ ❧❛♣❥❛ ♥é❣②③❡trá❝s♦sr❛ ✈❛♥ ❢❡❧♦s③t✈❛✱
❡rr❡ rá❞♦❜✉♥❦ ❡❣② ♣é♥③ér♠ét✳ ❍❛ ❛③ ér♠❡ ✈❛❧❛♠❡❧②✐❦ ♥é❣②③❡t ❜❡❧s❡❥é❜❡ ❡s✐❦ ú❣②✱ ❤♦❣② ♥❡♠ ér✐♥t✐ ❛③ ♦❧❞❛❧❛❦❛t✱
❛❦❦♦r ♥②❡rü♥❦✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❡♥♥❡❦ ❛③ ❡sé❧②❡❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✽ ♣❡r❝❡s ü③❧❡t✐ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❛③ ❡❣②✐❦ ♣❛rt♥❡r ❤❛♥❣❢❡❧✈ét❡❧t ❦és③ít❡tt✱ ❛♠❡❧② ❡❣② ✻✵ ♣❡r❝❡s
❦❛③❡tt❛ ✷✶✳ ♣❡r❝é♥é❧ ❦❡③❞➤❞✐❦✳ ❑és➤❜❜ ✈é❧❡t❧❡♥ü❧ ❜❡❧❡törö❧t ❛ ❦❛③❡ttá❜❛✱ ♥❡♠ t✉❞❥❛✱ ❤♦❧✱ ❞❡ ✶✺ ♣❡r❝ ❤♦ss③úsá❣❜❛♥✳
▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣és③ ❜❡s③é❧❣❡tést ❧❡törö❧t❡❄ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❜❡❧❡törö❧t❄ ▼✐ ❛
❤❡❧②③❡t✱ ❤❛ ❛ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❝s❛❦ ❛♥♥②✐t t✉❞✉♥❦✱ ❤♦❣② ✈❛❧❛♠✐❦♦r ❛ ✷✶✳ ♣❡r❝ ✉tá♥ ❦❡③❞➤❞ött❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✸✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ Öt ❤á③❛s♣árt ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❛s③t❛❧ ❦öré ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② ♣ár
❡❣②♠ás ♠❡❧❧é ❦❡rü❧❄ ➱s ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ k✱ ❛❤♦❧ k ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ✺❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② s❡♥❦✐ ♥❡♠ ❦❡rü❧ ❛ ♣ár❥❛
♠❡❧❧é❄

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❚í③ ♣ár ❝✐♣➤ ❦ö③ü❧ t❛❧á❧♦♠r❛ ❦✐✈❡s③ü♥❦ ✹ ❞❛r❛❜♦t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦✐✈❡tt ❝✐♣➤❦❜➤❧
öss③❡á❧❧ít❤❛tó ❡❣② ♣ár❄ ❖❧❞❥✉❦ ♠❡❣ ú❣②✱ ❤❛ ❛ ♣ár♦❦ ❦ü❧ö♥❜ö③♥❡❦✱ és ú❣② ✐s✱ ❤❛ ♥❡♠ ✭❥♦❜❜✲ és ❜❛❧ ❧á❜ t❡r♠és③❡t❡s❡♥
s③á♠ít✦✮

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❢r❛♥❝✐❛ ❦árt②❛♣❛❦❧✐❜ó❧ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❤ú③✉♥❦ ❧❛♣♦❦❛t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ öt ❧❛♣
❦ö③ött ❧❡s③ ás③❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❧➤❜❜ ❤ú③✉♥❦ ás③t✱ ♠✐♥t ❦❡tt❡st❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦✉r③✉s♦♥ ✹✵ ❤❛❧❧❣❛tó ✈❛♥✱ ♠✐♥❞❡❣②✐❦ü❦ ♠❡❣t❛♥✉❧t ❛ ✹✵ tét❡❧❜➤❧ ✸✾✲❡t ✭♠✐♥❞❡♥❦✐♥é❧ ♠ás ♠❛r❛❞t
❦✐✮✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣②✐❦ü❦ s❡♠ ❜✉❦✐❦ ♠❡❣✱ ❤❛

✭❛✮ ✈✐ss③❛t❡✈és ♥é❧❦ü❧ ❤ú③♥❛❦❄

✭❜✮ ✈✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③♥❛❦❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦é♠ n ♦rs③á❣ t✐t❦♦ss③♦❧❣á❧❛tá♥❛❦ ❞♦❧❣♦③✐❦ ❡❣②s③❡rr❡✳ ❊❣② ♥❛♣♦♥ öss③❡❦❡✈❡r✐ ❛ ❜♦ríté❦♦❦❛t és
✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ t❡s③✐ ❜❡❧é❥ü❦ ❛ ❥❡❧❡♥tés❡❦❡t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❥❡❧❡♥tés ❥ó ❜♦ríté❦❜❛
❦❡rü❧❄ ❍♦❣② ❝s❛❦ ❡❣②❡t r♦♥t ❡❧❄ ❍♦❣② ♠✐♥❞❡t ❡❧r♦♥t❥❛❄ ❍♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ k✲t r♦♥t ❡❧❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ ❡❣② ❞❛rtstá❜❧á♥ ❤ár♦♠ ❦ör át♠ér➤❥é♥❡❦ ❛rá♥②❛ ✶✿✷✿✸✱ ♠❡♥♥②✐ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ ❧❡❣❜❡❧s➤❜❡
t❛❧á❧✉♥❦ ❜❡❧❡✱ ❤❛ ❛ ❞♦❜ás ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ér✐ ❡❧ ❛ tá❜❧át❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ✈á❧❛s③t✉♥❦ ❦ét s③á♠♦t ❛ [0; 1] ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ ♥❡♠
❧❡s③ ♥❛❣②♦❜❜✱ ♠✐♥t ❛ ♠ás♦❞✐❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ü❧ö♥❜sé❣ü❦ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ 1

2
❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③❛❦❛s③ ❤♦ss③át ❛ (0,1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③❛❦❛s③❜ó❧ és ❡❣② ❤❛r♠❛❞✐❦✱ ✶ ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③❜ó❧ ❤❡❣②❡ss③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❧❡❤❡t
s③❡r❦❡s③t❡♥✐❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✷ ♠ ❤♦ss③ú sör♣❛❞ ❦ét ❧á❜á♥❛❦ ♠❛❣❛ssá❣❛ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❛❧❛❦✉❧ ✸✵ és ✹✵ ❝♠ ❦ö③ött✱ ❡❣②♠ástó❧
❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ♣❛❞ ✺ ❢♦❦♥á❧ ❦✐s❡❜❜ s③ö❣❜❡♥ ❢♦❣ ❧❡❥t❡♥✐❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❇✉✛♦♥✲❢é❧❡ t➯♣r♦❜❧é♠❛✮✳ ❆ sí❦♦t d sá✈s③é❧❡ssé❣❣❡❧ ❜❡❝sí❦♦③③✉❦ és rá❞♦❜✉♥❦ ❡❣② r ❤♦ss③ú ✈❛rrót➯t✳
▼❡❦❦♦r❛ ❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ❛ t➯ ♠❡ts③✐ ❦ét sá✈ ❤❛tárát❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❡❥t➤❡r♥②➤s ❡❣② ✷ ❦♠ ♦❧❞❛❧❤♦ss③úsá❣ú ♥é❣②③❡t❜❡♥ ér ❢ö❧❞❡t✳ ❆ ♥é❣②③❡t s❛r❦❛✐❜❛♥ ❢á❦ ✈❛♥♥❛❦✱
❛♠❡❧②❡❦t➤❧ ❛③ ❡❥t➤❡r♥②➤s♥❡❦ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶✴✶✶ ❦♠ tá✈♦❧sá❣♦t ❦❡❧❧ t❛rt❛♥✐❛✱ ❤♦❣② ♥❡ ❛❦❛❞❥♦♥ ❢❡♥♥ ❛③ á❣❛❦♦♥✳ ▼❡❦❦♦r❛
❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❣♦♥❞ ♥é❧❦ü❧ ❢ö❧❞❡t ér❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❢❛❧✉s✐ ❜ú❝sú❜❛♥ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❥áté❦♦t ❥átss③✉❦✿ ❡❣② ❛s③t❛❧ ❧❛♣❥❛ ♥é❣②③❡trá❝s♦sr❛ ✈❛♥ ❢❡❧♦s③t✈❛✱
❡rr❡ rá❞♦❜✉♥❦ ❡❣② ♣é♥③ér♠ét✳ ❍❛ ❛③ ér♠❡ ✈❛❧❛♠❡❧②✐❦ ♥é❣②③❡t ❜❡❧s❡❥é❜❡ ❡s✐❦ ú❣②✱ ❤♦❣② ♥❡♠ ér✐♥t✐ ❛③ ♦❧❞❛❧❛❦❛t✱
❛❦❦♦r ♥②❡rü♥❦✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❡♥♥❡❦ ❛③ ❡sé❧②❡❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✽ ♣❡r❝❡s ü③❧❡t✐ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❛③ ❡❣②✐❦ ♣❛rt♥❡r ❤❛♥❣❢❡❧✈ét❡❧t ❦és③ít❡tt✱ ❛♠❡❧② ❡❣② ✻✵ ♣❡r❝❡s
❦❛③❡tt❛ ✷✶✳ ♣❡r❝é♥é❧ ❦❡③❞➤❞✐❦✳ ❑és➤❜❜ ✈é❧❡t❧❡♥ü❧ ❜❡❧❡törö❧t ❛ ❦❛③❡ttá❜❛✱ ♥❡♠ t✉❞❥❛✱ ❤♦❧✱ ❞❡ ✶✺ ♣❡r❝ ❤♦ss③úsá❣❜❛♥✳
▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣és③ ❜❡s③é❧❣❡tést ❧❡törö❧t❡❄ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❜❡❧❡törö❧t❄ ▼✐ ❛
❤❡❧②③❡t✱ ❤❛ ❛ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❝s❛❦ ❛♥♥②✐t t✉❞✉♥❦✱ ❤♦❣② ✈❛❧❛♠✐❦♦r ❛ ✷✶✳ ♣❡r❝ ✉tá♥ ❦❡③❞➤❞ött❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✹✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❞♦❜ó❦♦❝❦á✈❛❧ ❞♦❜✉♥❦✳ ▼✐ ❛③ ❛ ❧❡❣s③➯❦❡❜❜ sigma✲❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♠❡❧② ❧❡ír❥❛✱ ❤♦❣② ♣ár♦s❛t✱ ✈❛❣②
♣ár❛t❧❛♥t ❞♦❜t✉♥❦✲❡❄ ➱s ❛♠❡❧②✐❦ ❡❣②s③❡rr❡ ír❥❛ ❧❡✱ ❤♦❣② ♣ár♦s❛t ❞♦❜t✉♥❦✲❡✱ és ♣rí♠s③á♠♦t ❞♦❜t✉♥❦✲❡❄

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ✶✹ ♥➤t és ✽ ❢ér✜t ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❦ör ❛❧❛❦ú ❛s③t❛❧ ♠❡❧❧é✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ♥❡♠ ❦❡rü❧ ❡❣②♠ás ♠❡❧❧é ✷ ❢ér✜❄ ❮r❥✉❦ ❢❡❧ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣✐ ♠❡③➤t✦

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③❛❦❛s③ ❤♦ss③át ❛ (0,1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③❛❦❛s③❜ó❧ és ❡❣② ❤❛r♠❛❞✐❦✱ ✶ ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③❜ó❧ ❤❡❣②❡ss③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❧❡❤❡t
s③❡r❦❡s③t❡♥✐❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✽ ♣❡r❝❡s ü③❧❡t✐ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❛③ ❡❣②✐❦ ♣❛rt♥❡r ❤❛♥❣❢❡❧✈ét❡❧t ❦és③ít❡tt✱ ❛♠❡❧② ❡❣② ✻✵ ♣❡r❝❡s
❦❛③❡tt❛ ✷✶✳ ♣❡r❝é♥é❧ ❦❡③❞➤❞✐❦✳ ❑és➤❜❜ ✈é❧❡t❧❡♥ü❧ ❜❡❧❡törö❧t ❛ ❦❛③❡ttá❜❛✱ ♥❡♠ t✉❞❥❛✱ ❤♦❧✱ ❞❡ ✶✺ ♣❡r❝ ❤♦ss③úsá❣❜❛♥✳
▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣és③ ❜❡s③é❧❣❡tést ❧❡törö❧t❡❄ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❜❡❧❡törö❧t❄ ▼✐ ❛
❤❡❧②③❡t✱ ❤❛ ❛ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❝s❛❦ ❛♥♥②✐t t✉❞✉♥❦✱ ❤♦❣② ✈❛❧❛♠✐❦♦r ❛ ✷✶✳ ♣❡r❝ ✉tá♥ ❦❡③❞➤❞ött❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③á♠♦t ✈á❧❛s③t✉♥❦ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❛ [0,1] ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳
❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣ét✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③á♠♠❛❧✱ ♠✐♥t ❜❡❢♦❣ó✈❛❧ ❛❧❦♦t♦tt ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣ ❦✐s❡❜❜✐❦
❤❡❣②❡ss③ö❣❡ ❧❡❣❛❧á❜❜ 30 ❢♦❦♦s ❧❡s③✦

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛sút ❤➤s❦♦rá❜❛♥ ❛ ❈❤✐❝❛❣♦✕▲♦s ❆♥❣❡❧❡s ✈✐s③♦♥②❧❛t♦t ❦ét ✈❛súttárs❛sá❣ s③♦❧❣á❧t❛ ❦✐✳ ❆ ❝❤✐❝❛❣ó✐
á❧❧♦♠ás♦♥ ❢❡❧s③á❧❧ó ✶✵✵✵ ✉t❛s ❡❣②❡♥❧➤ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈á❧❛s③t♦tt❛ ♠✐♥❞❦ét ✈♦♥❛t♦t✳ ❍á♥② ❢ér➤❤❡❧②❡s s③❡r❡❧✈é♥②t
❦❡❧❧❡tt öss③❡á❧❧ít❛♥✐✉❦ ❛ társ❛sá❣♦❦♥❛❦✱ ❤♦❣② ✾✾✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠✐♥❞❡♥ ✉t❛s✉❦❛t ❡❧ t✉❞❥á❦ s③á❧❧ít❛♥✐❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② étt❡r❡♠❜❡♥ ♥❛♣♦♥t❛ ✹✵✵✲❛♥ ❡s③♥❡❦✱ át❧❛❣♦s❛♥ ❡❣②ötö❞ü❦ r❡♥❞❡❧ ❛❧♠ás♣✐tét✳ ❆❞❥✉♥❦ ♠❡❣ ❡❣②
♦❧②❛♥ t❛rt♦♠á♥②t✱ ❛♠❡❧② ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛rt❛❧♠❛③③❛ ❛③ ❛❞♦tt ♥❛♣♦♥ r❡♥❞❡❧t ❛❧♠ás♣✐té❦ s③á♠át✦ ❍á♥②
✈❡♥❞é❣♥❡❦ ❦é♥❡ ❛❤❤♦③ ❧❡♥♥✐❡✱ ❤♦❣② ❛ r❡♥❞❡❧és❡❦ ❛rá♥②❛ ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✶✾ és ✷✶ s③á③❛❧é❦ ❦ö③é ❡ss❡♥❄
✭❚✐♣♣✿ ❍❛s③♥á❧❥✉❦ ❛ ❈s❡❜✐s❡✈✲❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❡t✦✮

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❦✉❦✉t②✐♥✐ ❡❣②❡t❡♠❡♥ ③❛❜❤❡❣②❡③és❜➤❧ ❛ ✶✵✵✵✵ ❤❛❧❧❣❛tó ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②❢♦r♠❛✱ p = 0,1 ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❣❡❧ ❜✉❦✐❦ ♠❡❣✳ ❱✐③s❣á③♥✐ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ❦éts③❡r ❧❡❤❡t✱ ❛❦✐ át♠❡❣② ❡❧s➤r❡✱ ❛③ ♥❡♠ ❥❛✈ít❤❛t✳ ❆ t❛♥s③é❦ ✶✵✷✵
♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❡t ❤✐r❞❡t❡tt ♠❡❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❜✉❦♦tt ❤❛❧❧❣❛tó♥❛❦ ❥✉t ♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❄ ❆❞✲
❥✉♥❦ ♠❡❣ ❡❣② ✶✵✵✵✲r❡ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠♦t✱ ❛♠❡❧②❜❡ ✾✵✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❡s✐❦ ❛ ♣ót✈✐③s❣á③ó❦ s③á♠❛✦

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③á♠ítást❡❝❤♥✐❦❛✐ ❜♦❧t❜❛♥ ❛ ❧❡❣ú❥❛❜❜ ❥áté❦❣é♣ ❡❧s➤ ❡❧❛❞ás✐ ♥❛♣❥ár❛ ❦és③ü❧♥❡❦✳ ✶✺✵✵✵ ✈ásár❧ót
✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦♥❡❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ 12%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈ásár♦❧❥❛ ♠❡❣ ❛③ ú❥❞♦♥sá❣♦t✳ ▼❡♥♥②✐
❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ✷✵✵✵ ❞❛r❛❜♦s s③á❧❧ít♠á♥② ♠ár ❛③ ❡❧s➤ ♥❛♣ ❡❧❢♦❣②❄

❆ ❜♦❧t✈❡③❡t➤♥❡❦ ❧❡ ❦❡❧❧ ❛❞♥✐❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❤❡t✐ r❡♥❞❡❧ést✳ ❊❧➤r❡❧át❤❛tó❛♥ ❣②♦rs❛♥ ❢♦❣ ❝sö❦❦❡♥♥✐ ❛ ❦❡r❡s❧❡t✱ í❣②
♥❡♠ s③❡r❡t♥❡ tú❧ s♦❦ ❢❡❧❡s❧❡❣❡s ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧♥✐✳ ❆ ❤ét❡♥ ✺✵✵✵✵ ✈ásár❧ót ✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦ ✐s♠ét ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧
10%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③♥❡❦ ❥áté❦❣é♣❡t✳ ❍á♥② ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧❥❡♥ ❛ ❜♦❧t✈❡③❡t➤✱ ❤♦❣② ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧
♠✐♥❞❡♥ ✈❡✈➤t ❦✐ t✉❞❥❛♥❛❦ s③♦❧❣á❧♥✐❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐á❜❛♥ ♠✐♥❞❡♥ ✈á❧❛s③tó♣♦❧❣ár ❛ tö❜❜✐❡❦t➤❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ ✹✵ ✪✲♦s ❡sé❧❧②❡❧ s③❛✈❛③♦tt ❛ ❤✐✈❛✲
t❛❧❜❛♥ ❧é✈➤ ❡❧♥ö❦r❡ ❛③ ❡❧♥ö❦✈á❧❛s③tás♦♥✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ✹✸✸✺✵ ✈á❧❛s③tó♣♦❧❣ár❜ó❧ ✶✼✹✹✷ és ✶✼✻✾✼
❦ö③é ❡s❡tt ❛③ ❡❧♥ö❦ s③❛✈❛③ó✐♥❛❦ s③á♠❛❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❡❧➤❛❞ás♦♥ ❛ ✶✵✵ ❤❛❧❧❣❛tó ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ ❡❣②❢♦r♠❛ ✸✵✪✲
♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❥❡❧❡♥✐❦ ♠❡❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ❛❞♦tt ❡❧➤❛❞ás♦♥ ✷✺ és ✹✵ ❦ö③ött ❧❡s③ ❛ ❤❛❧❧❣❛tó❦
❧éts③á♠❛❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② té❣❧❛❧❛♣ ❦ét ♦❧❞❛❧á♥❛❦ ❤♦ss③át ❛ (0,1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s
s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ té❣❧❛❧❛♣ t❡rü❧❡t❡ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ 1

2
❧❡s③❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✹✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❞♦❜ó❦♦❝❦á✈❛❧ ❞♦❜✉♥❦✳ ▼✐ ❛③ ❛ ❧❡❣s③➯❦❡❜❜ sigma✲❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♠❡❧② ❧❡ír❥❛✱ ❤♦❣② ♣ár♦s❛t✱ ✈❛❣②
♣ár❛t❧❛♥t ❞♦❜t✉♥❦✲❡❄ ➱s ❛♠❡❧②✐❦ ❡❣②s③❡rr❡ ír❥❛ ❧❡✱ ❤♦❣② ♣ár♦s❛t ❞♦❜t✉♥❦✲❡✱ és ♣rí♠s③á♠♦t ❞♦❜t✉♥❦✲❡❄

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ✶✹ ♥➤t és ✽ ❢ér✜t ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❦ör ❛❧❛❦ú ❛s③t❛❧ ♠❡❧❧é✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ♥❡♠ ❦❡rü❧ ❡❣②♠ás ♠❡❧❧é ✷ ❢ér✜❄ ❮r❥✉❦ ❢❡❧ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣✐ ♠❡③➤t✦

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③❛❦❛s③ ❤♦ss③át ❛ (0,1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③❛❦❛s③❜ó❧ és ❡❣② ❤❛r♠❛❞✐❦✱ ✶ ❤♦ss③úsá❣ú s③❛❦❛s③❜ó❧ ❤❡❣②❡ss③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣❡t ❧❡❤❡t
s③❡r❦❡s③t❡♥✐❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✽ ♣❡r❝❡s ü③❧❡t✐ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❛③ ❡❣②✐❦ ♣❛rt♥❡r ❤❛♥❣❢❡❧✈ét❡❧t ❦és③ít❡tt✱ ❛♠❡❧② ❡❣② ✻✵ ♣❡r❝❡s
❦❛③❡tt❛ ✷✶✳ ♣❡r❝é♥é❧ ❦❡③❞➤❞✐❦✳ ❑és➤❜❜ ✈é❧❡t❧❡♥ü❧ ❜❡❧❡törö❧t ❛ ❦❛③❡ttá❜❛✱ ♥❡♠ t✉❞❥❛✱ ❤♦❧✱ ❞❡ ✶✺ ♣❡r❝ ❤♦ss③úsá❣❜❛♥✳
▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❣és③ ❜❡s③é❧❣❡tést ❧❡törö❧t❡❄ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❜❡❧❡törö❧t❄ ▼✐ ❛
❤❡❧②③❡t✱ ❤❛ ❛ ❜❡s③é❧❣❡tésr➤❧ ❝s❛❦ ❛♥♥②✐t t✉❞✉♥❦✱ ❤♦❣② ✈❛❧❛♠✐❦♦r ❛ ✷✶✳ ♣❡r❝ ✉tá♥ ❦❡③❞➤❞ött❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❑ét s③á♠♦t ✈á❧❛s③t✉♥❦ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❛ [0,1] ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s s③❡r✐♥t✳
❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣ét✱ ❤♦❣② ❛ ❦ét s③á♠♠❛❧✱ ♠✐♥t ❜❡❢♦❣ó✈❛❧ ❛❧❦♦t♦tt ❞❡ré❦s③ö❣➯ ❤ár♦♠s③ö❣ ❦✐s❡❜❜✐❦
❤❡❣②❡ss③ö❣❡ ❧❡❣❛❧á❜❜ 30 ❢♦❦♦s ❧❡s③✦

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛sút ❤➤s❦♦rá❜❛♥ ❛ ❈❤✐❝❛❣♦✕▲♦s ❆♥❣❡❧❡s ✈✐s③♦♥②❧❛t♦t ❦ét ✈❛súttárs❛sá❣ s③♦❧❣á❧t❛ ❦✐✳ ❆ ❝❤✐❝❛❣ó✐
á❧❧♦♠ás♦♥ ❢❡❧s③á❧❧ó ✶✵✵✵ ✉t❛s ❡❣②❡♥❧➤ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈á❧❛s③t♦tt❛ ♠✐♥❞❦ét ✈♦♥❛t♦t✳ ❍á♥② ❢ér➤❤❡❧②❡s s③❡r❡❧✈é♥②t
❦❡❧❧❡tt öss③❡á❧❧ít❛♥✐✉❦ ❛ társ❛sá❣♦❦♥❛❦✱ ❤♦❣② ✾✾✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠✐♥❞❡♥ ✉t❛s✉❦❛t ❡❧ t✉❞❥á❦ s③á❧❧ít❛♥✐❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② étt❡r❡♠❜❡♥ ♥❛♣♦♥t❛ ✹✵✵✲❛♥ ❡s③♥❡❦✱ át❧❛❣♦s❛♥ ❡❣②ötö❞ü❦ r❡♥❞❡❧ ❛❧♠ás♣✐tét✳ ❆❞❥✉♥❦ ♠❡❣ ❡❣②
♦❧②❛♥ t❛rt♦♠á♥②t✱ ❛♠❡❧② ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛rt❛❧♠❛③③❛ ❛③ ❛❞♦tt ♥❛♣♦♥ r❡♥❞❡❧t ❛❧♠ás♣✐té❦ s③á♠át✦ ❍á♥②
✈❡♥❞é❣♥❡❦ ❦é♥❡ ❛❤❤♦③ ❧❡♥♥✐❡✱ ❤♦❣② ❛ r❡♥❞❡❧és❡❦ ❛rá♥②❛ ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✶✾ és ✷✶ s③á③❛❧é❦ ❦ö③é ❡ss❡♥❄
✭❚✐♣♣✿ ❍❛s③♥á❧❥✉❦ ❛ ❈s❡❜✐s❡✈✲❡❣②❡♥❧➤t❧❡♥sé❣❡t✦✮

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❦✉❦✉t②✐♥✐ ❡❣②❡t❡♠❡♥ ③❛❜❤❡❣②❡③és❜➤❧ ❛ ✶✵✵✵✵ ❤❛❧❧❣❛tó ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②❢♦r♠❛✱ p = 0,1 ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❣❡❧ ❜✉❦✐❦ ♠❡❣✳ ❱✐③s❣á③♥✐ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ❦éts③❡r ❧❡❤❡t✱ ❛❦✐ át♠❡❣② ❡❧s➤r❡✱ ❛③ ♥❡♠ ❥❛✈ít❤❛t✳ ❆ t❛♥s③é❦ ✶✵✷✵
♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❡t ❤✐r❞❡t❡tt ♠❡❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❜✉❦♦tt ❤❛❧❧❣❛tó♥❛❦ ❥✉t ♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❄ ❆❞✲
❥✉♥❦ ♠❡❣ ❡❣② ✶✵✵✵✲r❡ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠♦t✱ ❛♠❡❧②❜❡ ✾✵✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❡s✐❦ ❛ ♣ót✈✐③s❣á③ó❦ s③á♠❛✦

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③á♠ítást❡❝❤♥✐❦❛✐ ❜♦❧t❜❛♥ ❛ ❧❡❣ú❥❛❜❜ ❥áté❦❣é♣ ❡❧s➤ ❡❧❛❞ás✐ ♥❛♣❥ár❛ ❦és③ü❧♥❡❦✳ ✶✺✵✵✵ ✈ásár❧ót
✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦♥❡❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ 12%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈ásár♦❧❥❛ ♠❡❣ ❛③ ú❥❞♦♥sá❣♦t✳ ▼❡♥♥②✐
❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ✷✵✵✵ ❞❛r❛❜♦s s③á❧❧ít♠á♥② ♠ár ❛③ ❡❧s➤ ♥❛♣ ❡❧❢♦❣②❄

❆ ❜♦❧t✈❡③❡t➤♥❡❦ ❧❡ ❦❡❧❧ ❛❞♥✐❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❤❡t✐ r❡♥❞❡❧ést✳ ❊❧➤r❡❧át❤❛tó❛♥ ❣②♦rs❛♥ ❢♦❣ ❝sö❦❦❡♥♥✐ ❛ ❦❡r❡s❧❡t✱ í❣②
♥❡♠ s③❡r❡t♥❡ tú❧ s♦❦ ❢❡❧❡s❧❡❣❡s ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧♥✐✳ ❆ ❤ét❡♥ ✺✵✵✵✵ ✈ásár❧ót ✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦ ✐s♠ét ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧
10%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③♥❡❦ ❥áté❦❣é♣❡t✳ ❍á♥② ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧❥❡♥ ❛ ❜♦❧t✈❡③❡t➤✱ ❤♦❣② ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧
♠✐♥❞❡♥ ✈❡✈➤t ❦✐ t✉❞❥❛♥❛❦ s③♦❧❣á❧♥✐❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐á❜❛♥ ♠✐♥❞❡♥ ✈á❧❛s③tó♣♦❧❣ár ❛ tö❜❜✐❡❦t➤❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ ✹✵ ✪✲♦s ❡sé❧❧②❡❧ s③❛✈❛③♦tt ❛ ❤✐✈❛✲
t❛❧❜❛♥ ❧é✈➤ ❡❧♥ö❦r❡ ❛③ ❡❧♥ö❦✈á❧❛s③tás♦♥✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ✹✸✸✺✵ ✈á❧❛s③tó♣♦❧❣ár❜ó❧ ✶✼✹✹✷ és ✶✼✻✾✼
❦ö③é ❡s❡tt ❛③ ❡❧♥ö❦ s③❛✈❛③ó✐♥❛❦ s③á♠❛❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❡❧➤❛❞ás♦♥ ❛ ✶✵✵ ❤❛❧❧❣❛tó ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ ❡❣②❢♦r♠❛ ✸✵✪✲
♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❥❡❧❡♥✐❦ ♠❡❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ❛❞♦tt ❡❧➤❛❞ás♦♥ ✷✺ és ✹✵ ❦ö③ött ❧❡s③ ❛ ❤❛❧❧❣❛tó❦
❧éts③á♠❛❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② té❣❧❛❧❛♣ ❦ét ♦❧❞❛❧á♥❛❦ ❤♦ss③át ❛ (0,1) ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠ró❧ ✈á❧❛s③t❥✉❦ ❛③ ❡❣②❡♥❧❡t❡ssé❣✐ ❤✐♣♦té③✐s
s③❡r✐♥t✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ té❣❧❛❧❛♣ t❡rü❧❡t❡ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ 1

2
❧❡s③❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✺✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❦✉❦✉t②✐♥✐ ❡❣②❡t❡♠❡♥ ③❛❜❤❡❣②❡③és❜➤❧ ❛ ✶✵✵✵✵ ❤❛❧❧❣❛tó ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②❢♦r♠❛✱ p = 0,1 ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❣❡❧ ❜✉❦✐❦ ♠❡❣✳ ❱✐③s❣á③♥✐ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ❦éts③❡r ❧❡❤❡t✱ ❛❦✐ át♠❡❣② ❡❧s➤r❡✱ ❛③ ♥❡♠ ❥❛✈ít❤❛t✳ ❆ t❛♥s③é❦ ✶✵✷✵
♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❡t ❤✐r❞❡t❡tt ♠❡❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❜✉❦♦tt ❤❛❧❧❣❛tó♥❛❦ ❥✉t ♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❄ ❆❞✲
❥✉♥❦ ♠❡❣ ❡❣② ✶✵✵✵✲r❡ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠♦t✱ ❛♠❡❧②❜❡ ✾✵✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❡s✐❦ ❛ ♣ót✈✐③s❣á③ó❦ s③á♠❛✦

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③á♠ítást❡❝❤♥✐❦❛✐ ❜♦❧t❜❛♥ ❛ ❧❡❣ú❥❛❜❜ ❥áté❦❣é♣ ❡❧s➤ ❡❧❛❞ás✐ ♥❛♣❥ár❛ ❦és③ü❧♥❡❦✳ ✶✺✵✵✵ ✈ásár❧ót
✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦♥❡❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ 12%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈ásár♦❧❥❛ ♠❡❣ ❛③ ú❥❞♦♥sá❣♦t✳ ▼❡♥♥②✐
❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ✷✵✵✵ ❞❛r❛❜♦s s③á❧❧ít♠á♥② ♠ár ❛③ ❡❧s➤ ♥❛♣ ❡❧❢♦❣②❄

❆ ❜♦❧t✈❡③❡t➤♥❡❦ ❧❡ ❦❡❧❧ ❛❞♥✐❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❤❡t✐ r❡♥❞❡❧ést✳ ❊❧➤r❡❧át❤❛tó❛♥ ❣②♦rs❛♥ ❢♦❣ ❝sö❦❦❡♥♥✐ ❛ ❦❡r❡s❧❡t✱ í❣②
♥❡♠ s③❡r❡t♥❡ tú❧ s♦❦ ❢❡❧❡s❧❡❣❡s ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧♥✐✳ ❆ ❤ét❡♥ ✺✵✵✵✵ ✈ásár❧ót ✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦ ✐s♠ét ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧
10%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③♥❡❦ ❥áté❦❣é♣❡t✳ ❍á♥② ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧❥❡♥ ❛ ❜♦❧t✈❡③❡t➤✱ ❤♦❣② ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧
♠✐♥❞❡♥ ✈❡✈➤t ❦✐ t✉❞❥❛♥❛❦ s③♦❧❣á❧♥✐❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ♣é♥③ér♠é♥❦✱ ❛♠❡❧②r➤❧ ♥❡♠ t✉❞❥✉❦ ❤♦❣② s③❛❜á❧②♦s✲❡✳ ❍♦❣②❛♥ t✉❞♥á♥❦ s③❛❜á❧②♦s ♣é♥③ér♠ét
s③✐♠✉❧á❧♥✐ ❡③③❡❧ ❛③ ér♠é✈❡❧❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❧❤❡❧②❡③ü♥❦ n ❣♦❧②ót N ❞♦❜♦③❜❛ ú❣②✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❡❧❤❡❧②❡③és ❡❣②❢♦r♠á♥ ✈❛❧ós③í♥➯✳ ❋❡❧té✈❡✱ ❤♦❣②
❛③ ❡❧s➤ ❞♦❜♦③❜❛♥ ✈❛♥ ❣♦❧②ó✱ ♠❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② k ❣♦❧②ó ✈❛♥ ❜❡♥♥❡❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ✺✷ ❧❛♣♦s ❢r❛♥❝✐❛❦árt②á❜ó❧ ❦❛♣✉♥❦ ✶✸ ❧❛♣♦t✳ ▲❡❣②❡♥ A ❛③ ❛③ ❡s❡♠é♥②✱ ❤♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ ❦ét ás③t ❦❛♣✉♥❦✳
❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛ P (A|Bi) ❢❡❧tét❡❧❡s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❦❡t✱ ❛❤♦❧ B1 ✿ ✈❛♥ ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② ás③✉♥❦❀ B2 ✿ ♥á❧✉♥❦ ✈❛♥ ❛ ❦➤r ás③❀
B3 ✿ ❡❧s➤♥❡❦ ás③t ❦❛♣t✉♥❦❀ B4 ✿ ❡❧s➤♥❡❦ ❛ ❦➤r ás③t ❦❛♣t✉❦✳

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❛✉tó❣②ártó ❝é❣ ♠♦t♦r❥❛✐t ✶✿✸✿✻ ❛rá♥②❜❛♥ ❦és③ít✐❦ ❚❛❥✈❛♥♦♥✱ ❚❤❛✐❢ö❧❞ö♥ és ❑í♥á❜❛♥❀ ❛ s❡❧❡❥t❡❦
❛rá♥②❛ r❡♥❞r❡ ✷✱ ✸ és ✹ s③á③❛❧é❦✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ✶✵✵✵ ❛✉tós s③á❧❧ít♠á♥②❜ó❧ ♣♦♥t♦s❛♥ ✶✵✵ ❤✐❜ás
❛✉tó ✈❛♥❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆♥❞rás és ❇é❧❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❥áté❦♦t ❥átss③á❦✿ ♠✐♥❞❦❡tt❡♥ ❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❞♦❜ó❦♦❝❦á✈❛❧✱ ❛③ ♥②❡r✱ ❛❦✐
♥❛❣②♦❜❜❛t ❞♦❜✱ ❤❛ ❡❣②❢♦r♠á❦ ❛ s③á♠♦❦✱ ❛❦❦♦r ❇é❧❛ ♥②❡r✳ ❆♥❞rás ❦♦❝❦á❥❛ ❝✐♥❦❡❧t ✿ 1

3
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❛❞ ✻✲♦st✱ ❛

tö❜❜✐ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣ ❡❣②❢♦r♠❛✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❆♥❞rás ♥②❡r✐ ❛ ❥áté❦♦t❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭●❛❧t♦♥✲♣❛r❛❞♦①♦♥✮✳ ❍ár♦♠ ♣é♥③ér♠ét ❞♦❜✉♥❦ ❢❡❧✳ ▲❡❣❛❧á❜❜ ❦❡tt➤ ❡❣②❢♦r♠❛✱ ❛ ❤❛r♠❛❞✐❦ ♣❡❞✐❣ 1

2

✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✉❣②❛♥♦❧②❛♥✱ ♠✐♥t ❡③❡❦✱ ✈❛❣②✐s 1

2
❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❤ár♦♠ ❡❣②❢♦r♠❛ ❧❡s③✳

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② t❡❧❡✈í③✐ós ❥áté❦ ✉t♦❧só ❢♦r❞✉❧ó❥á❜❛♥ ❤ár♦♠ ❛❥tó ❦ö③ü❧ ❦❡❧❧ ✈á❧❛s③t❛♥✉♥❦✿ ❛③ ❡❣②✐❦ ♠ö❣ött ❡❣②
❛✉tó ✈❛♥✱ ❛ ♠ás✐❦ ❦❡tt➤ ♠ö❣ött s❡♠♠✐✳ ▼✉tá♥ ✈á❧❛s③t♦tt✉♥❦✱ ❛ ❥áté❦✈❡③❡t➤ ❦✐♥②✐t❥❛ ❛③ ❡❣②✐❦ ür❡s s③♦❜át és
❢❡❧❛❥á♥❧❥❛✱ ❤♦❣② ♠❡❣✈á❧t♦③t❛t❤❛t❥✉❦ ❛ ✈á❧❛s③tás✉♥❦❛t✳ ➱r❞❡♠❡s✲❡ ✈á❧t❛♥✐❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦ö③✈é❧❡♠é♥②✲❦✉t❛tás❜❛♥ ❛③t s③❡r❡t♥é♥❦ ♠❡❣á❧❧❛♣ít❛♥✐✱ ❤♦❣② ❛ ❢ér✜❛❦ ❤á♥② s③á③❛❧é❦❛ é♥❡❦❡❧ ❛
❢ür❞➤s③♦❜á❜❛♥✳ ▼✐✈❡❧ ❧❡❤❡t✱ ❤♦❣② ❡③t ♠é❣ ❡❣② ♥é✈t❡❧❡♥ ❢❡❧♠érés❜❡♥ s❡♠ ✈❛❧❧❛♥á ❜❡ ♠✐♥❞❡♥❦✐✱ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❧❥árást
❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦✳ ▼❡❣❦ér❥ü❦ ❛ rés③t✈❡✈➤❦❡t✱ ❤♦❣② ❞♦❜❥❛♥❛❦ ❡❣② ❦♦❝❦á✈❛❧✳ ❍❛ ❛ ❞♦❜♦tt s③á♠ ✻✲♦s✱ ✈á❧❛s③♦❧❥❛♥❛❦ ✐❣❡♥t✱
❤❛ ✶✲❡s✱ ♥❡♠❡t✳ ❍❛ ❡③❡❦ ❦ö③é ❡s✐❦✱ ✈á❧❛s③♦❧❥❛♥❛❦ ➤s③✐♥té♥✳ ❮❣② ♠✐♥❞❡♥❦✐ ♠♦♥❞❤❛t❥❛✱ ❤♦❣② ❝s❛❦ ❛ ❦♦❝❦❛ ♠✐❛tt
✈á❧❛s③♦❧t ú❣②✱ ❛❤♦❣②✳ ❆ ❦✉t❛tás ✈é❣é♥ ❛③ ✐❣❡♥ ✈á❧❛s③♦❦ ❛rá♥②❛ 2

3
✳ ❆ ❢ér✜❛❦ ❤á♥② s③á③❛❧é❦❛ é♥❡❦❡❧ ❛ ❢ür❞➤s③♦❜á❜❛♥❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② t❡s③t❡♥ ❛ ✈✐③s❣á③ó p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t✉❞❥❛ ❛ ❤❡❧②❡s ✈á❧❛s③t ❛③ ❡❧s➤ ❦ér❞ésr❡✳ ❍❛ ♥❡♠ t✉❞❥❛✱
❡❣②❡♥❧➤ ❡sé❧②❡❦❦❡❧ ✈á❧❛s③t ❡❣②❡t ❛ ❤ár♦♠ ❧❡❤❡tsé❣❡s ✈á❧❛s③ ❦ö③ü❧✳ ❍❛ ❛ ✈á❧❛s③ ❤❡❧②❡s✱ ♠❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❛ ✈✐③s❣á③ó ❥ó❧ t✉❞t❛ ❛ ✈á❧❛s③t❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍ár♦♠ ✈❛❞ás③♣✐❧ót❛✱ A✱ B és C t➯③❤❛r❝❜❛ ❦❡rü❧✱ ❜❡t➯r❡♥❞❜❡♥ ❧➤♥❡❦✱ ❛❦✐t ❡❧t❛❧á❧♥❛❦✱ ❛③ ❦✐❡s✐❦✳ A
és C r❡♥❞r❡ α és γ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛❧á❧♥❛❦✱ B ♠✐♥❞✐❣ t❛❧á❧✱ ❛❦✐ ✉t♦❧❥ár❛ ♠❛r❛❞✱ ❛③ ❣②➤③✳ ❚✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣②

γ > α > 1−
γ

1−γ
,

és ❛ rés③t✈❡✈➤❦ ✐s♠❡r✐❦ ❡❣②♠ás t❛❧á❧❛t✐ ♣♦♥t♦ssá❣át✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② A✲♥❛❦ ♠❡❣ér✐ ❡❧s➤r❡ ♠❡❧❧é❧➤♥✐❡✳ ✭❙❡✲
❣ítsé❣✿ ▼✐ ❛ ♣✐❧ótá❦ ❤❡❧②é❜❡♥ ✈❛❥♦♥ ♠❡❧②✐❦ ❡❧❧❡♥❢é❧r❡ ❝é❧♦③♥á♥❦❄✮

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✉r♥á❜❛♥ p ❞❜ ♣✐r♦s és k ❞❜ ❦é❦ ❣♦❧②ó ✈❛♥✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❤ú③✉♥❦✱ ♠❛❥❞ ❛ ❤ú③♦tt ❣♦❧②ót
✈✐ss③❛t❡ss③ü❦ d ❞❜ ✉❣②❛♥♦❧②❛♥ s③í♥➯ ♠ás✐❦❦❛❧ ❡❣②ütt✱ ❡③t ✐s♠ét❡❧❥ü❦ ✈é❣ ♥é❧❦ü❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛
♠ás♦❞✐❦ ❣♦❧②ó ❦é❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ ❣♦❧②ó ❦é❦✱ ❤❛ ❛ ♠ás♦❞✐❦ ❦é❦ ✈♦❧t❄ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②
P (Kn) = P (K1) ♠✐♥❞❡♥ n✲r❡ és P (Kn|Km) = P (Km|Kn) ❜ár♠❡❧② m,n✲r❡✳



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✺✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❦✉❦✉t②✐♥✐ ❡❣②❡t❡♠❡♥ ③❛❜❤❡❣②❡③és❜➤❧ ❛ ✶✵✵✵✵ ❤❛❧❧❣❛tó ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②❢♦r♠❛✱ p = 0,1 ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❣❡❧ ❜✉❦✐❦ ♠❡❣✳ ❱✐③s❣á③♥✐ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ❦éts③❡r ❧❡❤❡t✱ ❛❦✐ át♠❡❣② ❡❧s➤r❡✱ ❛③ ♥❡♠ ❥❛✈ít❤❛t✳ ❆ t❛♥s③é❦ ✶✵✷✵
♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❡t ❤✐r❞❡t❡tt ♠❡❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❜✉❦♦tt ❤❛❧❧❣❛tó♥❛❦ ❥✉t ♣ót✈✐③s❣❛❤❡❧②❄ ❆❞✲
❥✉♥❦ ♠❡❣ ❡❣② ✶✵✵✵✲r❡ s③✐♠♠❡tr✐❦✉s ✐♥t❡r✈❛❧❧✉♠♦t✱ ❛♠❡❧②❜❡ ✾✵✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❡s✐❦ ❛ ♣ót✈✐③s❣á③ó❦ s③á♠❛✦

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③á♠ítást❡❝❤♥✐❦❛✐ ❜♦❧t❜❛♥ ❛ ❧❡❣ú❥❛❜❜ ❥áté❦❣é♣ ❡❧s➤ ❡❧❛❞ás✐ ♥❛♣❥ár❛ ❦és③ü❧♥❡❦✳ ✶✺✵✵✵ ✈ásár❧ót
✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦♥❡❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦❡ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ 12%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈ásár♦❧❥❛ ♠❡❣ ❛③ ú❥❞♦♥sá❣♦t✳ ▼❡♥♥②✐
❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ✷✵✵✵ ❞❛r❛❜♦s s③á❧❧ít♠á♥② ♠ár ❛③ ❡❧s➤ ♥❛♣ ❡❧❢♦❣②❄

❆ ❜♦❧t✈❡③❡t➤♥❡❦ ❧❡ ❦❡❧❧ ❛❞♥✐❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❤❡t✐ r❡♥❞❡❧ést✳ ❊❧➤r❡❧át❤❛tó❛♥ ❣②♦rs❛♥ ❢♦❣ ❝sö❦❦❡♥♥✐ ❛ ❦❡r❡s❧❡t✱ í❣②
♥❡♠ s③❡r❡t♥❡ tú❧ s♦❦ ❢❡❧❡s❧❡❣❡s ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧♥✐✳ ❆ ❤ét❡♥ ✺✵✵✵✵ ✈ásár❧ót ✈ár♥❛❦✱ ❛❦✐❦ ✐s♠ét ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧
10%✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③♥❡❦ ❥áté❦❣é♣❡t✳ ❍á♥② ❞❛r❛❜♦t r❡♥❞❡❧❥❡♥ ❛ ❜♦❧t✈❡③❡t➤✱ ❤♦❣② ✾✺✪✲♦s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧
♠✐♥❞❡♥ ✈❡✈➤t ❦✐ t✉❞❥❛♥❛❦ s③♦❧❣á❧♥✐❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ♣é♥③ér♠é♥❦✱ ❛♠❡❧②r➤❧ ♥❡♠ t✉❞❥✉❦ ❤♦❣② s③❛❜á❧②♦s✲❡✳ ❍♦❣②❛♥ t✉❞♥á♥❦ s③❛❜á❧②♦s ♣é♥③ér♠ét
s③✐♠✉❧á❧♥✐ ❡③③❡❧ ❛③ ér♠é✈❡❧❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❧❤❡❧②❡③ü♥❦ n ❣♦❧②ót N ❞♦❜♦③❜❛ ú❣②✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❡❧❤❡❧②❡③és ❡❣②❢♦r♠á♥ ✈❛❧ós③í♥➯✳ ❋❡❧té✈❡✱ ❤♦❣②
❛③ ❡❧s➤ ❞♦❜♦③❜❛♥ ✈❛♥ ❣♦❧②ó✱ ♠❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② k ❣♦❧②ó ✈❛♥ ❜❡♥♥❡❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ✺✷ ❧❛♣♦s ❢r❛♥❝✐❛❦árt②á❜ó❧ ❦❛♣✉♥❦ ✶✸ ❧❛♣♦t✳ ▲❡❣②❡♥ A ❛③ ❛③ ❡s❡♠é♥②✱ ❤♦❣② ♣♦♥t♦s❛♥ ❦ét ás③t ❦❛♣✉♥❦✳
❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛ P (A|Bi) ❢❡❧tét❡❧❡s ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❦❡t✱ ❛❤♦❧ B1 ✿ ✈❛♥ ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② ás③✉♥❦❀ B2 ✿ ♥á❧✉♥❦ ✈❛♥ ❛ ❦➤r ás③❀
B3 ✿ ❡❧s➤♥❡❦ ás③t ❦❛♣t✉♥❦❀ B4 ✿ ❡❧s➤♥❡❦ ❛ ❦➤r ás③t ❦❛♣t✉❦✳

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❛✉tó❣②ártó ❝é❣ ♠♦t♦r❥❛✐t ✶✿✸✿✻ ❛rá♥②❜❛♥ ❦és③ít✐❦ ❚❛❥✈❛♥♦♥✱ ❚❤❛✐❢ö❧❞ö♥ és ❑í♥á❜❛♥❀ ❛ s❡❧❡❥t❡❦
❛rá♥②❛ r❡♥❞r❡ ✷✱ ✸ és ✹ s③á③❛❧é❦✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ✶✵✵✵ ❛✉tós s③á❧❧ít♠á♥②❜ó❧ ♣♦♥t♦s❛♥ ✶✵✵ ❤✐❜ás
❛✉tó ✈❛♥❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆♥❞rás és ❇é❧❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❥áté❦♦t ❥átss③á❦✿ ♠✐♥❞❦❡tt❡♥ ❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❞♦❜ó❦♦❝❦á✈❛❧✱ ❛③ ♥②❡r✱ ❛❦✐
♥❛❣②♦❜❜❛t ❞♦❜✱ ❤❛ ❡❣②❢♦r♠á❦ ❛ s③á♠♦❦✱ ❛❦❦♦r ❇é❧❛ ♥②❡r✳ ❆♥❞rás ❦♦❝❦á❥❛ ❝✐♥❦❡❧t ✿ 1

3
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❛❞ ✻✲♦st✱ ❛

tö❜❜✐ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣ ❡❣②❢♦r♠❛✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❆♥❞rás ♥②❡r✐ ❛ ❥áté❦♦t❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭●❛❧t♦♥✲♣❛r❛❞♦①♦♥✮✳ ❍ár♦♠ ♣é♥③ér♠ét ❞♦❜✉♥❦ ❢❡❧✳ ▲❡❣❛❧á❜❜ ❦❡tt➤ ❡❣②❢♦r♠❛✱ ❛ ❤❛r♠❛❞✐❦ ♣❡❞✐❣ 1

2

✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✉❣②❛♥♦❧②❛♥✱ ♠✐♥t ❡③❡❦✱ ✈❛❣②✐s 1

2
❛③ ❡sé❧②❡✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❤ár♦♠ ❡❣②❢♦r♠❛ ❧❡s③✳

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② t❡❧❡✈í③✐ós ❥áté❦ ✉t♦❧só ❢♦r❞✉❧ó❥á❜❛♥ ❤ár♦♠ ❛❥tó ❦ö③ü❧ ❦❡❧❧ ✈á❧❛s③t❛♥✉♥❦✿ ❛③ ❡❣②✐❦ ♠ö❣ött ❡❣②
❛✉tó ✈❛♥✱ ❛ ♠ás✐❦ ❦❡tt➤ ♠ö❣ött s❡♠♠✐✳ ▼✉tá♥ ✈á❧❛s③t♦tt✉♥❦✱ ❛ ❥áté❦✈❡③❡t➤ ❦✐♥②✐t❥❛ ❛③ ❡❣②✐❦ ür❡s s③♦❜át és
❢❡❧❛❥á♥❧❥❛✱ ❤♦❣② ♠❡❣✈á❧t♦③t❛t❤❛t❥✉❦ ❛ ✈á❧❛s③tás✉♥❦❛t✳ ➱r❞❡♠❡s✲❡ ✈á❧t❛♥✐❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦ö③✈é❧❡♠é♥②✲❦✉t❛tás❜❛♥ ❛③t s③❡r❡t♥é♥❦ ♠❡❣á❧❧❛♣ít❛♥✐✱ ❤♦❣② ❛ ❢ér✜❛❦ ❤á♥② s③á③❛❧é❦❛ é♥❡❦❡❧ ❛
❢ür❞➤s③♦❜á❜❛♥✳ ▼✐✈❡❧ ❧❡❤❡t✱ ❤♦❣② ❡③t ♠é❣ ❡❣② ♥é✈t❡❧❡♥ ❢❡❧♠érés❜❡♥ s❡♠ ✈❛❧❧❛♥á ❜❡ ♠✐♥❞❡♥❦✐✱ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❡❧❥árást
❛❧❦❛❧♠❛③③✉❦✳ ▼❡❣❦ér❥ü❦ ❛ rés③t✈❡✈➤❦❡t✱ ❤♦❣② ❞♦❜❥❛♥❛❦ ❡❣② ❦♦❝❦á✈❛❧✳ ❍❛ ❛ ❞♦❜♦tt s③á♠ ✻✲♦s✱ ✈á❧❛s③♦❧❥❛♥❛❦ ✐❣❡♥t✱
❤❛ ✶✲❡s✱ ♥❡♠❡t✳ ❍❛ ❡③❡❦ ❦ö③é ❡s✐❦✱ ✈á❧❛s③♦❧❥❛♥❛❦ ➤s③✐♥té♥✳ ❮❣② ♠✐♥❞❡♥❦✐ ♠♦♥❞❤❛t❥❛✱ ❤♦❣② ❝s❛❦ ❛ ❦♦❝❦❛ ♠✐❛tt
✈á❧❛s③♦❧t ú❣②✱ ❛❤♦❣②✳ ❆ ❦✉t❛tás ✈é❣é♥ ❛③ ✐❣❡♥ ✈á❧❛s③♦❦ ❛rá♥②❛ 2

3
✳ ❆ ❢ér✜❛❦ ❤á♥② s③á③❛❧é❦❛ é♥❡❦❡❧ ❛ ❢ür❞➤s③♦❜á❜❛♥❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② t❡s③t❡♥ ❛ ✈✐③s❣á③ó p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t✉❞❥❛ ❛ ❤❡❧②❡s ✈á❧❛s③t ❛③ ❡❧s➤ ❦ér❞ésr❡✳ ❍❛ ♥❡♠ t✉❞❥❛✱
❡❣②❡♥❧➤ ❡sé❧②❡❦❦❡❧ ✈á❧❛s③t ❡❣②❡t ❛ ❤ár♦♠ ❧❡❤❡tsé❣❡s ✈á❧❛s③ ❦ö③ü❧✳ ❍❛ ❛ ✈á❧❛s③ ❤❡❧②❡s✱ ♠❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❛ ✈✐③s❣á③ó ❥ó❧ t✉❞t❛ ❛ ✈á❧❛s③t❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍ár♦♠ ✈❛❞ás③♣✐❧ót❛✱ A✱ B és C t➯③❤❛r❝❜❛ ❦❡rü❧✱ ❜❡t➯r❡♥❞❜❡♥ ❧➤♥❡❦✱ ❛❦✐t ❡❧t❛❧á❧♥❛❦✱ ❛③ ❦✐❡s✐❦✳ A
és C r❡♥❞r❡ α és γ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛❧á❧♥❛❦✱ B ♠✐♥❞✐❣ t❛❧á❧✱ ❛❦✐ ✉t♦❧❥ár❛ ♠❛r❛❞✱ ❛③ ❣②➤③✳ ❚✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣②

γ > α > 1−
γ

1−γ
,

és ❛ rés③t✈❡✈➤❦ ✐s♠❡r✐❦ ❡❣②♠ás t❛❧á❧❛t✐ ♣♦♥t♦ssá❣át✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② A✲♥❛❦ ♠❡❣ér✐ ❡❧s➤r❡ ♠❡❧❧é❧➤♥✐❡✳ ✭❙❡✲
❣ítsé❣✿ ▼✐ ❛ ♣✐❧ótá❦ ❤❡❧②é❜❡♥ ✈❛❥♦♥ ♠❡❧②✐❦ ❡❧❧❡♥❢é❧r❡ ❝é❧♦③♥á♥❦❄✮

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✉r♥á❜❛♥ p ❞❜ ♣✐r♦s és k ❞❜ ❦é❦ ❣♦❧②ó ✈❛♥✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❤ú③✉♥❦✱ ♠❛❥❞ ❛ ❤ú③♦tt ❣♦❧②ót
✈✐ss③❛t❡ss③ü❦ d ❞❜ ✉❣②❛♥♦❧②❛♥ s③í♥➯ ♠ás✐❦❦❛❧ ❡❣②ütt✱ ❡③t ✐s♠ét❡❧❥ü❦ ✈é❣ ♥é❧❦ü❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛
♠ás♦❞✐❦ ❣♦❧②ó ❦é❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ ❣♦❧②ó ❦é❦✱ ❤❛ ❛ ♠ás♦❞✐❦ ❦é❦ ✈♦❧t❄ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②
P (Kn) = P (K1) ♠✐♥❞❡♥ n✲r❡ és P (Kn|Km) = P (Km|Kn) ❜ár♠❡❧② m,n✲r❡✳



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✻✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍ár♦♠ ✈❛❞ás③♣✐❧ót❛✱ A✱ B és C t➯③❤❛r❝❜❛ ❦❡rü❧✱ ❜❡t➯r❡♥❞❜❡♥ ❧➤♥❡❦✱ ❛❦✐t ❡❧t❛❧á❧♥❛❦✱ ❛③ ❦✐❡s✐❦✳ A
és C r❡♥❞r❡ α és γ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛❧á❧♥❛❦✱ B ♠✐♥❞✐❣ t❛❧á❧✱ ❛❦✐ ✉t♦❧❥ár❛ ♠❛r❛❞✱ ❛③ ❣②➤③✳ ❚✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣②

γ > α > 1−
γ

1−γ
,

és ❛ rés③t✈❡✈➤❦ ✐s♠❡r✐❦ ❡❣②♠ás t❛❧á❧❛t✐ ♣♦♥t♦ssá❣át✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② A✲♥❛❦ ♠❡❣ér✐ ❡❧s➤r❡ ♠❡❧❧é❧➤♥✐❡✳ ✭❙❡✲
❣ítsé❣✿ ▼✐ ❛ ♣✐❧ótá❦ ❤❡❧②é❜❡♥ ✈❛❥♦♥ ♠❡❧②✐❦ ❡❧❧❡♥❢é❧r❡ ❝é❧♦③♥á♥❦❄✮

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✉r♥á❜❛♥ p ❞❜ ♣✐r♦s és k ❞❜ ❦é❦ ❣♦❧②ó ✈❛♥✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❤ú③✉♥❦✱ ♠❛❥❞ ❛ ❤ú③♦tt ❣♦❧②ót
✈✐ss③❛t❡ss③ü❦ d ❞❜ ✉❣②❛♥♦❧②❛♥ s③í♥➯ ♠ás✐❦❦❛❧ ❡❣②ütt✱ ❡③t ✐s♠ét❡❧❥ü❦ ✈é❣ ♥é❧❦ü❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛
♠ás♦❞✐❦ ❣♦❧②ó ❦é❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ ❣♦❧②ó ❦é❦✱ ❤❛ ❛ ♠ás♦❞✐❦ ❦é❦ ✈♦❧t❄ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②
P (Kn) = P (K1) ♠✐♥❞❡♥ n✲r❡ és P (Kn|Km) = P (Km|Kn) ❜ár♠❡❧② m,n✲r❡✳

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✜ú és ❡❣② ❧á♥② ♠❡❣❜❡s③é❧✐❦✱ ❤♦❣② ❡❣② ❢♦r❣❛❧♠❛s út❦❡r❡s③t❡③➤❞és♥é❧ t❛❧á❧❦♦③♥❛❦✱ ❞❡ ❛③t ♥❡♠✱
❤♦❣② ♠❡❧②✐❦ s❛r❦♦♥✳ ✵✱✷✺ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ér❦❡③♥❡❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦ s❛r♦❦r❛✱ ❤❛ ❛ ♠ás✐❦ ♥✐♥❝s ♦tt✱ ✷✱✺ ♣❡r❝❡t ✈ár♥❛❦✱
♠❛❥❞ ✵✱✺✲✵✱✺ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ át♠❡♥♥❡❦ ❡❣② s③♦♠s③é❞♦s s❛r♦❦r❛ ❢é❧ ♣❡r❝ ❛❧❛tt✱ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡♥♥②✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ 3n ♣❡r❝❜❡♥ t❛❧á❧❦♦③♥❛❦ ✭❛❦ár ❛ ③❡❜rá♥ ✐s✮❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ A✱ B és C ❛ ❜örtö♥❜➤❧ ❡❣②s③❡rr❡ ❢♦❧②❛♠♦❞♥❛❦ ❢❡❧tét❡❧❡s s③❛❜❛❞❧á❜r❛ ❤❡❧②❡③ésért✳ ❑és➤❜❜ ♠❡❣t✉❞❥á❦✱
❤♦❣② ❦❡tt❡❥ü❦❡t ❡♥❣❡❞té❦ ❦✐✱ ❞❡ ♥❡♠ t✉❞❥á❦✱ ❤♦❣② ❦✐❦❡t✳ A ♠❡❣♣ró❜á❧ ✈❛❧❛♠✐ ✐♥❢♦r♠á❝✐ót s③❡r❡③♥✐ ❛ ❞ö♥tésr➤❧ ✕
❞❡ ❛ ❜örtö♥➤r ú❣②s❡♠ ♠♦♥❞❛♥á ♠❡❣✱ ❤♦❣② ➤t ❦✐❡♥❣❡❞té❦✲❡✳ ❊③ért ú❣② ❞ö♥t✱ ❤♦❣② ❛③t ❦ér❞❡③✐ ♠❡❣✱ ❦✐ ❛ ♠ás✐❦
r❛❜✱ ❛❦✐t ✈❡❧❡ ❡❣②ütt s③❛❜❛❞❧á❜r❛ ❤❡❧②❡③♥❡❦ ✭❤❛ ♠✐♥❞❦❡tt➤t✱ ❛❦❦♦r ❝s❛❦ ❛③ ❡❣②✐❦❡t ❦❡❧❧ ♠❡❣♠♦♥❞❛♥✐❛ ❛③ ➤r♥❡❦✮✳
❊③✉tá♥ ✈✐s③♦♥t í❣② ♦❦♦s❦♦❞✐❦✿ ✧❍❛ ♥❡♠ ❦ér❞❡③❡❦ s❡♠♠✐t✱ ❛❦❦♦r 2

3
❡sé❧②❡♠ ✈❛♥✳ ❉❡ ❤❛ ♠❡❣❦ér❞❡③❡♠ ❛③ ➤rt✱

❛❦❦♦r ❡③ 1

2
✲r❡ ❝sö❦❦❡♥✱ ❤✐s③❡♥ ❤❛ ♣❧✳ B✲t ❡♥❣❡❞✐❦ ❦✐✱ ❛❦❦♦r ✈❛❣② C ♠❡❣② ✈❡❧❡✱ ✈❛❣② é♥✳ ❏♦❜❜ ❧❡s③✱ ❤❛ ♥❡♠ ✐s

❦ér❞❡③❡❦ s❡♠♠✐t✳✧ ❍♦❧ ❛ ❤✐❜❛❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ Öt ❤á③❛s♣árt ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❛s③t❛❧ ❦öré ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② ♣ár
❡❣②♠ás ♠❡❧❧é ❦❡rü❧❄ ➱s ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ k✱ ❛❤♦❧ k ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ✺❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② s❡♥❦✐ ♥❡♠ ❦❡rü❧ ❛ ♣ár❥❛
♠❡❧❧é❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆♥❞rás és ❇é❧❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❥áté❦♦t ❥átss③á❦✿ ♠✐♥❞❦❡tt❡♥ ❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❞♦❜ó❦♦❝❦á✈❛❧✱ ❛③ ♥②❡r✱ ❛❦✐
♥❛❣②♦❜❜❛t ❞♦❜✱ ❤❛ ❡❣②❢♦r♠á❦ ❛ s③á♠♦❦✱ ❛❦❦♦r ❇é❧❛ ♥②❡r✳ ❆♥❞rás ❦♦❝❦á❥❛ ❝✐♥❦❡❧t ✿ 1

3
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❛❞ ✻✲♦st✱ ❛

tö❜❜✐ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣ ❡❣②❢♦r♠❛✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❆♥❞rás ♥②❡r✐ ❛ ❥áté❦♦t❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❇❡rtr❛♥❞✲♣❛r❛❞♦①♦♥✮✳ ❍ár♦♠ ❞♦❜♦③✉♥❦ ✈❛♥✱ ♠✐♥❞❦❡tt➤❜❡♥ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ❢❡❦❡t❡ ❣♦❧②ó✳ ❱é❧❡t❧❡♥✲
s③❡r➯❡♥ ✈á❧❛s③t✉♥❦ és ❝s✉❦♦tt s③❡♠♠❡❧ ❤ú③✉♥❦ ❡❣② ❣♦❧②ót✳ ◆②✐❧✈á♥ 1

2
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❧❡s③ ❢❡❦❡t❡✱ ❛ ♠ás✐❦ ❣♦❧②ó

✐s ❤❛s♦♥❧ó❦é♣♣✳ ❚❡❤át ❛♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❞♦❜♦③ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ❣♦❧②ó❦❛t t❛rt❛❧♠❛③✱ 1

2
✳

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍á♥②❢é❧❡❦é♣♣ ♦s③t❤❛t✉♥❦ ❜❡ ✷✵ ❢✉tót ✺ ❞❜ ♥é❣②❢➤s ✈á❧tó❜❛❄ ❍á♥②❢é❧❡❦é♣♣ ♦s③t❤❛t✉♥❦ s③ét ✶✵
❝✉❦♦r❦át ✻ ❣②❡r❡❦ ❦ö③t❄ ▼✐ ❛ ❤❡❧②③❡t✱ ❤❛ ♠✐♥❞❡♥❦✐♥❡❦ ❦❛♣♥✐❛ ❦❡❧❧ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶✲❡t❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ✶✶ ♥➤t és ✽ ❢ér✜t ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❦ör ❛❧❛❦ú ❛s③t❛❧ ❦öré✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣②
♥❡♠ ❧❡s③ ❦ét s③♦♠s③é❞♦s ❢ér✜❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ré❣✐ ❜❛rát✉♥❦ró❧ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ❦ét ❣②❡r❡❦❡ ✈❛♥✱ ❞❡ ♥❡♠ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ♠✐❧②❡♥ ♥❡♠➯❡❦✳ ❊❣②
t❛❧á❧❦♦③ás♥á❧ ♠❡❣❧át✉♥❦ ♥á❧❛ ❡❣② ❇❛r❜✐❡✲❜❛❜át✱ és ❡❧♠♦♥❞❥❛✱ ❤♦❣② ❛ ❧á♥②á♥❛❦ ✈✐s③✐✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❛ ♠ás✐❦ ❣②❡r❡❦❡ ✜ú❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✻✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍ár♦♠ ✈❛❞ás③♣✐❧ót❛✱ A✱ B és C t➯③❤❛r❝❜❛ ❦❡rü❧✱ ❜❡t➯r❡♥❞❜❡♥ ❧➤♥❡❦✱ ❛❦✐t ❡❧t❛❧á❧♥❛❦✱ ❛③ ❦✐❡s✐❦✳ A
és C r❡♥❞r❡ α és γ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛❧á❧♥❛❦✱ B ♠✐♥❞✐❣ t❛❧á❧✱ ❛❦✐ ✉t♦❧❥ár❛ ♠❛r❛❞✱ ❛③ ❣②➤③✳ ❚✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣②

γ > α > 1−
γ

1−γ
,

és ❛ rés③t✈❡✈➤❦ ✐s♠❡r✐❦ ❡❣②♠ás t❛❧á❧❛t✐ ♣♦♥t♦ssá❣át✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② A✲♥❛❦ ♠❡❣ér✐ ❡❧s➤r❡ ♠❡❧❧é❧➤♥✐❡✳ ✭❙❡✲
❣ítsé❣✿ ▼✐ ❛ ♣✐❧ótá❦ ❤❡❧②é❜❡♥ ✈❛❥♦♥ ♠❡❧②✐❦ ❡❧❧❡♥❢é❧r❡ ❝é❧♦③♥á♥❦❄✮

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✉r♥á❜❛♥ p ❞❜ ♣✐r♦s és k ❞❜ ❦é❦ ❣♦❧②ó ✈❛♥✳ ❱é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❤ú③✉♥❦✱ ♠❛❥❞ ❛ ❤ú③♦tt ❣♦❧②ót
✈✐ss③❛t❡ss③ü❦ d ❞❜ ✉❣②❛♥♦❧②❛♥ s③í♥➯ ♠ás✐❦❦❛❧ ❡❣②ütt✱ ❡③t ✐s♠ét❡❧❥ü❦ ✈é❣ ♥é❧❦ü❧✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛
♠ás♦❞✐❦ ❣♦❧②ó ❦é❦❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ ❣♦❧②ó ❦é❦✱ ❤❛ ❛ ♠ás♦❞✐❦ ❦é❦ ✈♦❧t❄ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②
P (Kn) = P (K1) ♠✐♥❞❡♥ n✲r❡ és P (Kn|Km) = P (Km|Kn) ❜ár♠❡❧② m,n✲r❡✳

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✜ú és ❡❣② ❧á♥② ♠❡❣❜❡s③é❧✐❦✱ ❤♦❣② ❡❣② ❢♦r❣❛❧♠❛s út❦❡r❡s③t❡③➤❞és♥é❧ t❛❧á❧❦♦③♥❛❦✱ ❞❡ ❛③t ♥❡♠✱
❤♦❣② ♠❡❧②✐❦ s❛r❦♦♥✳ ✵✱✷✺ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ér❦❡③♥❡❦ ♠✐♥❞❡❣②✐❦ s❛r♦❦r❛✱ ❤❛ ❛ ♠ás✐❦ ♥✐♥❝s ♦tt✱ ✷✱✺ ♣❡r❝❡t ✈ár♥❛❦✱
♠❛❥❞ ✵✱✺✲✵✱✺ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ át♠❡♥♥❡❦ ❡❣② s③♦♠s③é❞♦s s❛r♦❦r❛ ❢é❧ ♣❡r❝ ❛❧❛tt✱ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡♥♥②✐ ❛
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛③ ❡❧s➤ 3n ♣❡r❝❜❡♥ t❛❧á❧❦♦③♥❛❦ ✭❛❦ár ❛ ③❡❜rá♥ ✐s✮❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ A✱ B és C ❛ ❜örtö♥❜➤❧ ❡❣②s③❡rr❡ ❢♦❧②❛♠♦❞♥❛❦ ❢❡❧tét❡❧❡s s③❛❜❛❞❧á❜r❛ ❤❡❧②❡③ésért✳ ❑és➤❜❜ ♠❡❣t✉❞❥á❦✱
❤♦❣② ❦❡tt❡❥ü❦❡t ❡♥❣❡❞té❦ ❦✐✱ ❞❡ ♥❡♠ t✉❞❥á❦✱ ❤♦❣② ❦✐❦❡t✳ A ♠❡❣♣ró❜á❧ ✈❛❧❛♠✐ ✐♥❢♦r♠á❝✐ót s③❡r❡③♥✐ ❛ ❞ö♥tésr➤❧ ✕
❞❡ ❛ ❜örtö♥➤r ú❣②s❡♠ ♠♦♥❞❛♥á ♠❡❣✱ ❤♦❣② ➤t ❦✐❡♥❣❡❞té❦✲❡✳ ❊③ért ú❣② ❞ö♥t✱ ❤♦❣② ❛③t ❦ér❞❡③✐ ♠❡❣✱ ❦✐ ❛ ♠ás✐❦
r❛❜✱ ❛❦✐t ✈❡❧❡ ❡❣②ütt s③❛❜❛❞❧á❜r❛ ❤❡❧②❡③♥❡❦ ✭❤❛ ♠✐♥❞❦❡tt➤t✱ ❛❦❦♦r ❝s❛❦ ❛③ ❡❣②✐❦❡t ❦❡❧❧ ♠❡❣♠♦♥❞❛♥✐❛ ❛③ ➤r♥❡❦✮✳
❊③✉tá♥ ✈✐s③♦♥t í❣② ♦❦♦s❦♦❞✐❦✿ ✧❍❛ ♥❡♠ ❦ér❞❡③❡❦ s❡♠♠✐t✱ ❛❦❦♦r 2

3
❡sé❧②❡♠ ✈❛♥✳ ❉❡ ❤❛ ♠❡❣❦ér❞❡③❡♠ ❛③ ➤rt✱

❛❦❦♦r ❡③ 1

2
✲r❡ ❝sö❦❦❡♥✱ ❤✐s③❡♥ ❤❛ ♣❧✳ B✲t ❡♥❣❡❞✐❦ ❦✐✱ ❛❦❦♦r ✈❛❣② C ♠❡❣② ✈❡❧❡✱ ✈❛❣② é♥✳ ❏♦❜❜ ❧❡s③✱ ❤❛ ♥❡♠ ✐s

❦ér❞❡③❡❦ s❡♠♠✐t✳✧ ❍♦❧ ❛ ❤✐❜❛❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ Öt ❤á③❛s♣árt ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❛s③t❛❧ ❦öré ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥✳ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ ❡❣② ♣ár
❡❣②♠ás ♠❡❧❧é ❦❡rü❧❄ ➱s ❤♦❣② ❧❡❣❛❧á❜❜ k✱ ❛❤♦❧ k ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜ ✺❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② s❡♥❦✐ ♥❡♠ ❦❡rü❧ ❛ ♣ár❥❛
♠❡❧❧é❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆♥❞rás és ❇é❧❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤ ❥áté❦♦t ❥átss③á❦✿ ♠✐♥❞❦❡tt❡♥ ❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❞♦❜ó❦♦❝❦á✈❛❧✱ ❛③ ♥②❡r✱ ❛❦✐
♥❛❣②♦❜❜❛t ❞♦❜✱ ❤❛ ❡❣②❢♦r♠á❦ ❛ s③á♠♦❦✱ ❛❦❦♦r ❇é❧❛ ♥②❡r✳ ❆♥❞rás ❦♦❝❦á❥❛ ❝✐♥❦❡❧t ✿ 1

3
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❛❞ ✻✲♦st✱ ❛

tö❜❜✐ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣ ❡❣②❢♦r♠❛✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❆♥❞rás ♥②❡r✐ ❛ ❥áté❦♦t❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❇❡rtr❛♥❞✲♣❛r❛❞♦①♦♥✮✳ ❍ár♦♠ ❞♦❜♦③✉♥❦ ✈❛♥✱ ♠✐♥❞❦❡tt➤❜❡♥ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ❢❡❦❡t❡ ❣♦❧②ó✳ ❱é❧❡t❧❡♥✲
s③❡r➯❡♥ ✈á❧❛s③t✉♥❦ és ❝s✉❦♦tt s③❡♠♠❡❧ ❤ú③✉♥❦ ❡❣② ❣♦❧②ót✳ ◆②✐❧✈á♥ 1

2
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❧❡s③ ❢❡❦❡t❡✱ ❛ ♠ás✐❦ ❣♦❧②ó

✐s ❤❛s♦♥❧ó❦é♣♣✳ ❚❡❤át ❛♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❛ ❞♦❜♦③ ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ❣♦❧②ó❦❛t t❛rt❛❧♠❛③✱ 1

2
✳

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍á♥②❢é❧❡❦é♣♣ ♦s③t❤❛t✉♥❦ ❜❡ ✷✵ ❢✉tót ✺ ❞❜ ♥é❣②❢➤s ✈á❧tó❜❛❄ ❍á♥②❢é❧❡❦é♣♣ ♦s③t❤❛t✉♥❦ s③ét ✶✵
❝✉❦♦r❦át ✻ ❣②❡r❡❦ ❦ö③t❄ ▼✐ ❛ ❤❡❧②③❡t✱ ❤❛ ♠✐♥❞❡♥❦✐♥❡❦ ❦❛♣♥✐❛ ❦❡❧❧ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶✲❡t❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ✶✶ ♥➤t és ✽ ❢ér✜t ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ ❧❡ü❧t❡tü♥❦ ❡❣② ❦ör ❛❧❛❦ú ❛s③t❛❧ ❦öré✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣②
♥❡♠ ❧❡s③ ❦ét s③♦♠s③é❞♦s ❢ér✜❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ré❣✐ ❜❛rát✉♥❦ró❧ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ❦ét ❣②❡r❡❦❡ ✈❛♥✱ ❞❡ ♥❡♠ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ♠✐❧②❡♥ ♥❡♠➯❡❦✳ ❊❣②
t❛❧á❧❦♦③ás♥á❧ ♠❡❣❧át✉♥❦ ♥á❧❛ ❡❣② ❇❛r❜✐❡✲❜❛❜át✱ és ❡❧♠♦♥❞❥❛✱ ❤♦❣② ❛ ❧á♥②á♥❛❦ ✈✐s③✐✳ ▼❡❦❦♦r❛ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❛ ♠ás✐❦ ❣②❡r❡❦❡ ✜ú❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✽✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❏❡❧ö❧❥ü❦ IA✲✈❛❧ ❛③ A ❤❛❧♠❛③ ✐♥❞✐❦át♦r❢ü❣❣✈é♥②ét✿

IA(x) :=

{

1, ❤❛x ∈ A

0 ❤❛x 6∈ A

▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦❡t✿

A=B ≡ IA = IB; IΩ = 1, I∅ = 0; IA∩B = IAIB; IA∪B = IA+IB−IAIB; IA = 1−IA

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ξ ❡❣② ❞✐s③❦rét ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó✱ ❛♠❡❧② ♣♦③✐tí✈ ❡❣és③ érté❦❡❦❡t ✈❡s③ ❢ö❧✱ és ❛♠❡❧②r➤❧ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣②

P (ξ = n) =
c

n2
, n= 1,2, . . .

✈❛❧❛♠❡❧② c ✈❛❧ós s③á♠r❛✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡❤❡t ❛ c érté❦❡❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ♣é♥③ér♠ét ❛❞❞✐❣ ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛♠í❣ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❦éts③❡r ✉❣②❛♥❛③ ❛③ ❡r❡❞♠é♥② ♥❡♠ s③ü❧❡t✐❦✳
▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② é♣♣❡♥ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ásr❛✱ ✐❧❧❡t✈❡ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ás ❡❧➤tt ✈é❣③ü♥❦✱ ✐❧❧❡t✈❡ ♣ár♦s s♦❦
❞♦❜ásr❛ ❧❡s③ s③ü❦sé❣❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás✲✈✐③s❣á♥ ♠✐♥❞ ❛③ n ❤❛❧❧❣❛tó p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣② át✳ ❍❛ ♠✐♥❞❡♥❦✐ t❡t✲
s③➤❧❡❣❡s❡♥ s♦❦s③♦r ♣ró❜á❧❦♦③❤❛t✱ ♠✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ❤❛❧❧❣❛tó k✲❛❞✐❦r❛ ♠❡❣② át❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❛③ ♦❦t❛tó♥❛❦ ♣♦♥t♦s❛♥ k ✈✐③s❣át ❦❡❧❧ t❛rt❛♥✐❛❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ξ és η ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧áss❛❧✱ λ és µ ♣❛r❛♠ét❡r❡❦❦❡❧✳ ▼✐❧②❡♥ ❛③ öss③❡❣ ❡❧♦s③❧ás❛❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ ξ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó p ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ P (ξ > k+ l|ξ > k) ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❄ ❱❛❥♦♥ ♠✐ért ❤í✈❥✉❦ ❡③t örö❦✐❢❥ú t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♥❛❦❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❣❛❜♦♥❛❦✉t❛tó ✐♥té③❡t❜❡♥ ✈❡t➤♠❛❣♠✐♥tát ✈✐③s❣á❧♥❛❦✳ ❆ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást
❦ö✈❡t λ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❊❣② t❡❝❤♥✐❦✉s ✈✐③s❣á❧❥❛ ❛ ♠❛❣♦❦❛t✱ ❛ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦❛t ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ p ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣t❛❧á❧❥❛ és ❦✐s❡❧❡❥t❡③✐✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡s③ ❛③ át✈✐③s❣á❧t ♠✐♥tá❜❛♥ ❛ ♠❛❣♦❦ ❡❧♦s③❧ás❛❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❈❙■✿❈❤✐❝❛❣♦ ❡❣②✐❦ rés③é❜❡♥ ❡❣② ❣②✐❧❦♦ssá❣ ❢❡❧❞❡rítés❡ ❦ö③❜❡♥ ❜❡❜✐③♦♥②♦s♦❞♦tt✱ ❤♦❣② ❛ ❣②✐❧❦♦s
r❡♥❞❡❧❦❡③✐❦ ❡❣② ✐❣❡♥ r✐t❦❛ ❣❡♥❡t✐❦❛✐ r❡♥❞❡❧❧❡♥❡ssé❣❣❡❧✱ ❛♠❡❧② ❝s❛❦ ❛ ♥é♣❡ssé❣ 10−7 rés③é❜❡♥ ✈❛♥ ❥❡❧❡♥✳ ❈❤✐❝❛❣♦
♥é♣❡ssé❣❡ ❥ó ❦ö③❡❧ítéss❡❧ 107✳ ❍❛ ❛ r❡♥❞➤rö❦ t❛❧á❧♥❛❦ ✈❛❧❛❦✐t✱ ❛❦✐ ❡③ ❛❧❛♣❥á♥ ❣②❛♥úsít♦tt ❧❡❤❡t✱ ♠❡♥♥②✐ ❛③ ❡sé❧②❡✱
❤♦❣② t❛❧á❧♥❛❦ ♠é❣ ❡❣② ❡♠❜❡rt❄ ▼✐❦♦r ♠♦♥❞❤❛t❥á❦ ✾✺ ✪ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧✱ ❤♦❣② tö❜❜ ❣②❛♥úsít♦tt❛t ♠ár ♥❡♠
❢♦❣♥❛❦ t❛❧á❧♥✐✱

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ ξ és η ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❛③♦♥♦s ❡❧♦s③❧ású ♣♦③✐tí✈ ❡❣és③ érté❦➯ ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦✱ P (ξ = n) = 2−n✳
▼❡❦❦♦r❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❄ min(ξ, η)≤ x, η > ξ, ξ = η, ξ|η❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ ❡❣② ♥❛♣ s③é♣ ✈♦❧t ❛③ ✐❞➤✱ ❛❦❦♦r p1 ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠ás♥❛♣ ✐s s③é♣ ❧❡s③✳ ❍❛ ❡s❡tt ❛③ ❡s➤✱ ❛❦❦♦r
♠ás♥❛♣ p2 ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❧❡s③ s③é♣ ✐❞➤ ✭❝s❛❦ ❡③t ❛ ❦ét ✐❞➤❥árást ❦ü❧ö♥❜ö③t❡t❥ü❦ ♠❡❣✮✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛③
❡❣②♠ást ❦ö✈❡t➤ ♥❛♣♦❦♦♥ ❛ s③é♣ ✐❞➤ un ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ t❡❧❥❡sít✐ ❛③

un = (p1−p2)un−1+p2, n≥ 2

öss③❡❢ü❣❣ést✳ ❑♦♥✈❡r❣❡♥s✲❡ ❛ s♦r♦③❛t✱ és ❤❛ ✐❣❡♥✱ ❤♦✈á❄ ❍❛ ♠❛ s③é♣ ❛③ ✐❞➤✱ ✈ár❤❛tó❛♥ ❤á♥② ♥❛♣ t❡❧✐❦ ❡❧ ❛③ ❡❧s➤
❡s➤s ♥❛♣✐❣❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②❡❦✲❡ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦❄

✕ e−e−x+y

✕ e−e−x−e−y

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ ξ és η ❡❣②ütt❡s ❡❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②❡

f(x, y) = cxn1−1(y−x)n2−1e−y, 0< x < y <∞

▼❡♥♥②✐ c érté❦❡✱ és ♠✐❦ ❛ ♠❛r❣✐♥á❧✐s ❡❧♦s③❧ás♦❦❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✽✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❏❡❧ö❧❥ü❦ IA✲✈❛❧ ❛③ A ❤❛❧♠❛③ ✐♥❞✐❦át♦r❢ü❣❣✈é♥②ét✿

IA(x) :=

{

1, ❤❛x ∈ A

0 ❤❛x 6∈ A

▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦❡t✿

A=B ≡ IA = IB; IΩ = 1, I∅ = 0; IA∩B = IAIB; IA∪B = IA+IB−IAIB; IA = 1−IA

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ξ ❡❣② ❞✐s③❦rét ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó✱ ❛♠❡❧② ♣♦③✐tí✈ ❡❣és③ érté❦❡❦❡t ✈❡s③ ❢ö❧✱ és ❛♠❡❧②r➤❧ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣②

P (ξ = n) =
c

n2
, n= 1,2, . . .

✈❛❧❛♠❡❧② c ✈❛❧ós s③á♠r❛✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡❤❡t ❛ c érté❦❡❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ♣é♥③ér♠ét ❛❞❞✐❣ ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛♠í❣ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❦éts③❡r ✉❣②❛♥❛③ ❛③ ❡r❡❞♠é♥② ♥❡♠ s③ü❧❡t✐❦✳
▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② é♣♣❡♥ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ásr❛✱ ✐❧❧❡t✈❡ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ás ❡❧➤tt ✈é❣③ü♥❦✱ ✐❧❧❡t✈❡ ♣ár♦s s♦❦
❞♦❜ásr❛ ❧❡s③ s③ü❦sé❣❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás✲✈✐③s❣á♥ ♠✐♥❞ ❛③ n ❤❛❧❧❣❛tó p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣② át✳ ❍❛ ♠✐♥❞❡♥❦✐ t❡t✲
s③➤❧❡❣❡s❡♥ s♦❦s③♦r ♣ró❜á❧❦♦③❤❛t✱ ♠✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ❤❛❧❧❣❛tó k✲❛❞✐❦r❛ ♠❡❣② át❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❛③ ♦❦t❛tó♥❛❦ ♣♦♥t♦s❛♥ k ✈✐③s❣át ❦❡❧❧ t❛rt❛♥✐❛❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ξ és η ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧áss❛❧✱ λ és µ ♣❛r❛♠ét❡r❡❦❦❡❧✳ ▼✐❧②❡♥ ❛③ öss③❡❣ ❡❧♦s③❧ás❛❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ ξ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó p ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ P (ξ > k+ l|ξ > k) ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❄ ❱❛❥♦♥ ♠✐ért ❤í✈❥✉❦ ❡③t örö❦✐❢❥ú t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♥❛❦❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❣❛❜♦♥❛❦✉t❛tó ✐♥té③❡t❜❡♥ ✈❡t➤♠❛❣♠✐♥tát ✈✐③s❣á❧♥❛❦✳ ❆ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást
❦ö✈❡t λ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❊❣② t❡❝❤♥✐❦✉s ✈✐③s❣á❧❥❛ ❛ ♠❛❣♦❦❛t✱ ❛ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦❛t ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ p ✈❛❧ós③í✲
♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣t❛❧á❧❥❛ és ❦✐s❡❧❡❥t❡③✐✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡s③ ❛③ át✈✐③s❣á❧t ♠✐♥tá❜❛♥ ❛ ♠❛❣♦❦ ❡❧♦s③❧ás❛❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❈❙■✿❈❤✐❝❛❣♦ ❡❣②✐❦ rés③é❜❡♥ ❡❣② ❣②✐❧❦♦ssá❣ ❢❡❧❞❡rítés❡ ❦ö③❜❡♥ ❜❡❜✐③♦♥②♦s♦❞♦tt✱ ❤♦❣② ❛ ❣②✐❧❦♦s
r❡♥❞❡❧❦❡③✐❦ ❡❣② ✐❣❡♥ r✐t❦❛ ❣❡♥❡t✐❦❛✐ r❡♥❞❡❧❧❡♥❡ssé❣❣❡❧✱ ❛♠❡❧② ❝s❛❦ ❛ ♥é♣❡ssé❣ 10−7 rés③é❜❡♥ ✈❛♥ ❥❡❧❡♥✳ ❈❤✐❝❛❣♦
♥é♣❡ssé❣❡ ❥ó ❦ö③❡❧ítéss❡❧ 107✳ ❍❛ ❛ r❡♥❞➤rö❦ t❛❧á❧♥❛❦ ✈❛❧❛❦✐t✱ ❛❦✐ ❡③ ❛❧❛♣❥á♥ ❣②❛♥úsít♦tt ❧❡❤❡t✱ ♠❡♥♥②✐ ❛③ ❡sé❧②❡✱
❤♦❣② t❛❧á❧♥❛❦ ♠é❣ ❡❣② ❡♠❜❡rt❄ ▼✐❦♦r ♠♦♥❞❤❛t❥á❦ ✾✺ ✪ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧✱ ❤♦❣② tö❜❜ ❣②❛♥úsít♦tt❛t ♠ár ♥❡♠
❢♦❣♥❛❦ t❛❧á❧♥✐✱

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ ξ és η ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❛③♦♥♦s ❡❧♦s③❧ású ♣♦③✐tí✈ ❡❣és③ érté❦➯ ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦✱ P (ξ = n) = 2−n✳
▼❡❦❦♦r❛ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❄ min(ξ, η)≤ x, η > ξ, ξ = η, ξ|η❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ ❡❣② ♥❛♣ s③é♣ ✈♦❧t ❛③ ✐❞➤✱ ❛❦❦♦r p1 ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠ás♥❛♣ ✐s s③é♣ ❧❡s③✳ ❍❛ ❡s❡tt ❛③ ❡s➤✱ ❛❦❦♦r
♠ás♥❛♣ p2 ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ❧❡s③ s③é♣ ✐❞➤ ✭❝s❛❦ ❡③t ❛ ❦ét ✐❞➤❥árást ❦ü❧ö♥❜ö③t❡t❥ü❦ ♠❡❣✮✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛③
❡❣②♠ást ❦ö✈❡t➤ ♥❛♣♦❦♦♥ ❛ s③é♣ ✐❞➤ un ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ t❡❧❥❡sít✐ ❛③

un = (p1−p2)un−1+p2, n≥ 2

öss③❡❢ü❣❣ést✳ ❑♦♥✈❡r❣❡♥s✲❡ ❛ s♦r♦③❛t✱ és ❤❛ ✐❣❡♥✱ ❤♦✈á❄ ❍❛ ♠❛ s③é♣ ❛③ ✐❞➤✱ ✈ár❤❛tó❛♥ ❤á♥② ♥❛♣ t❡❧✐❦ ❡❧ ❛③ ❡❧s➤
❡s➤s ♥❛♣✐❣❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②❡❦✲❡ ❛ ❦ö✈❡t❦❡③➤❦❄

✕ e−e−x+y

✕ e−e−x−e−y

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ ξ és η ❡❣②ütt❡s ❡❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②❡

f(x, y) = cxn1−1(y−x)n2−1e−y, 0< x < y <∞

▼❡♥♥②✐ c érté❦❡✱ és ♠✐❦ ❛ ♠❛r❣✐♥á❧✐s ❡❧♦s③❧ás♦❦❄



Valószínűségszámítás feladatsor 8. hét

Feladat 1. ξ és η véletlen változók Poisson-eloszlással, λ és µ paraméterekkel. Milyen az összeg eloszlása?

Feladat 2. Egy gabonakutató intézetben vetőmagmintát vizsgálnak. A fertőzött magok száma Poisson-eloszlást

követ λ paraméterrel. Egy technikus vizsgálja a magokat, a fertőzött magokat egymástól függetlenül p valószínű-

séggel megtalálja és kiselejtezi. Mennyi lesz az átvizsgált mintában a magok eloszlása?

Feladat 3. Egy bank 20000 db ötezrest adott ki az ügyfeleinek, de utólag kiderült, hogy ezek közül 150 hamis

volt. 100 bankjegyet visszakapnak. Milyen eloszlást követ ezek között a hamis bankjegyek száma, ξ? Binomiális?

Esetleg Poisson? Mennyi P (ξ ≥ 2)? Mennyire nehéz kiszámolni?

Feladat 4. A CSI:Chicago egyik részében egy gyilkosság felderítése közben bebizonyosodott, hogy a gyilkos

rendelkezik egy igen ritka genetikai rendellenességgel, amely csak a népesség 10−7 részében van jelen. Chicago

népessége jó közelítéssel 107. Ha a rendőrök találnak valakit, aki ez alapján gyanúsított lehet, mennyi az esélye,

hogy találnak még egy embert? Mikor mondhatják nagy valószínűséggel, hogy nincs több gyanúsított?

Feladat 5. Legyenek ξ és η független véletlen változók, amelyek 1

2
valószínűséggel vesznek föl 1 és −1 értéket.

Legyen ζ = ξη. Mutassuk meg, hogy a három változó páronként független. Függetlenek-e teljesen?

Feladat 6. Legyen ξ és η együttes sűrűségfüggvénye

f(x, y) = cxn1−1(y − x)n2−1e−y, 0 < x < y < ∞

Mennyi c értéke, és mik a marginális eloszlások?

Feladat 7. Legyen ξ abszolút folytonos véletlen változó F eloszlásfüggvénnyel. Mutassuk meg, hogy F (ξ)
egyenletes eloszlású a [0; 1] intervallumon, − logF (ξ) pedig exponenciális eloszlású.

Feladat 8. Ha ξ abszolút folytonos F és f eloszlás- illetve sűrűségfüggvénnyel, mutassuk meg, hogy

lim
h↓0

P (ξ < x+ h|ξ ≥ x) =
f(x)

1− F (x)

Feladat 9. Legyen ξ egyenletes eloszlású (0, 1)-en. Határozzuk meg 1

ξ
és ξ

1+ξ
eloszlásfüggvényét!

Feladat 10. Mi a feltétele annak, hogy ξ és 1

ξ
azonos eloszlásúak legyenek?

Feladat 11. Legyen ξ exponenciális eloszlású változó λ paraméterrel. Mennyi sin ξ várható értéke?

Feladat 12. Van egy urnánk, benne egy fehér és egy piros golyó. Visszatevéssel húzunk, minden húzás után

még egy fehér golyót teszünk be. Legyen ξ a szükséges húzások száma, míg fehéret nem húzunk. Mennyi E(ξ)?

Feladat 13. Egy szabályos érmét addig dobálunk, amíg egymás után kétszer ugyanazt nem kapjuk. Mennyi a

dobások számának várható értéke?

Feladat 14. Egy augusztusi éjszakán a hullócsillagok száma Poisson-eloszlást követ. Annak a valószínűsége,

hogy egy hullócsillagot sem látunk, 0,1. Mennyi az egész éjjel látott hullócsillagok várható száma?



Valószínűségszámítás feladatsor 8. hét

Feladat 1. ξ és η véletlen változók Poisson-eloszlással, λ és µ paraméterekkel. Milyen az összeg eloszlása?

Feladat 2. Egy gabonakutató intézetben vetőmagmintát vizsgálnak. A fertőzött magok száma Poisson-eloszlást

követ λ paraméterrel. Egy technikus vizsgálja a magokat, a fertőzött magokat egymástól függetlenül p valószínű-

séggel megtalálja és kiselejtezi. Mennyi lesz az átvizsgált mintában a magok eloszlása?

Feladat 3. Egy bank 20000 db ötezrest adott ki az ügyfeleinek, de utólag kiderült, hogy ezek közül 150 hamis

volt. 100 bankjegyet visszakapnak. Milyen eloszlást követ ezek között a hamis bankjegyek száma, ξ? Binomiális?

Esetleg Poisson? Mennyi P (ξ ≥ 2)? Mennyire nehéz kiszámolni?
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népessége jó közelítéssel 107. Ha a rendőrök találnak valakit, aki ez alapján gyanúsított lehet, mennyi az esélye,

hogy találnak még egy embert? Mikor mondhatják nagy valószínűséggel, hogy nincs több gyanúsított?

Feladat 5. Legyenek ξ és η független véletlen változók, amelyek 1

2
valószínűséggel vesznek föl 1 és −1 értéket.

Legyen ζ = ξη. Mutassuk meg, hogy a három változó páronként független. Függetlenek-e teljesen?

Feladat 6. Legyen ξ és η együttes sűrűségfüggvénye

f(x, y) = cxn1−1(y − x)n2−1e−y, 0 < x < y < ∞

Mennyi c értéke, és mik a marginális eloszlások?

Feladat 7. Legyen ξ abszolút folytonos véletlen változó F eloszlásfüggvénnyel. Mutassuk meg, hogy F (ξ)
egyenletes eloszlású a [0; 1] intervallumon, − logF (ξ) pedig exponenciális eloszlású.

Feladat 8. Ha ξ abszolút folytonos F és f eloszlás- illetve sűrűségfüggvénnyel, mutassuk meg, hogy

lim
h↓0

P (ξ < x+ h|ξ ≥ x) =
f(x)

1− F (x)

Feladat 9. Legyen ξ egyenletes eloszlású (0, 1)-en. Határozzuk meg 1

ξ
és ξ

1+ξ
eloszlásfüggvényét!

Feladat 10. Mi a feltétele annak, hogy ξ és 1

ξ
azonos eloszlásúak legyenek?

Feladat 11. Legyen ξ exponenciális eloszlású változó λ paraméterrel. Mennyi sin ξ várható értéke?

Feladat 12. Van egy urnánk, benne egy fehér és egy piros golyó. Visszatevéssel húzunk, minden húzás után

még egy fehér golyót teszünk be. Legyen ξ a szükséges húzások száma, míg fehéret nem húzunk. Mennyi E(ξ)?

Feladat 13. Egy szabályos érmét addig dobálunk, amíg egymás után kétszer ugyanazt nem kapjuk. Mennyi a

dobások számának várható értéke?

Feladat 14. Egy augusztusi éjszakán a hullócsillagok száma Poisson-eloszlást követ. Annak a valószínűsége,

hogy egy hullócsillagot sem látunk, 0,1. Mennyi az egész éjjel látott hullócsillagok várható száma?



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✶✵✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ♣é♥③ér♠ét ❛❞❞✐❣ ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛♠í❣ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❦éts③❡r ✉❣②❛♥❛③ ❛③ ❡r❡❞♠é♥② ♥❡♠ s③ü❧❡t✐❦✳

▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② é♣♣❡♥ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ásr❛✱ ✐❧❧❡t✈❡ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ás ❡❧➤tt ✈é❣③ü♥❦✱ ✐❧❧❡t✈❡ ♣ár♦s s♦❦

❞♦❜ásr❛ ❧❡s③ s③ü❦sé❣❄

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás✲✈✐③s❣á♥ ♠✐♥❞ ❛③ n ❤❛❧❧❣❛tó p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣② át✳ ❍❛ ♠✐♥❞❡♥❦✐ t❡t✲

s③➤❧❡❣❡s❡♥ s♦❦s③♦r ♣ró❜á❧❦♦③❤❛t✱ ♠✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ❤❛❧❧❣❛tó k✲❛❞✐❦r❛ ♠❡❣② át❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱

❤♦❣② ❛③ ♦❦t❛tó♥❛❦ ♣♦♥t♦s❛♥ k ✈✐③s❣át ❦❡❧❧ t❛rt❛♥✐❛❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❣❛❜♦♥❛❦✉t❛tó ✐♥té③❡t❜❡♥ ✈❡t➤♠❛❣♠✐♥tát ✈✐③s❣á❧♥❛❦✳ ❆ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást

❦ö✈❡t λ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❊❣② t❡❝❤♥✐❦✉s ✈✐③s❣á❧❥❛ ❛ ♠❛❣♦❦❛t✱ ❛ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦❛t ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ p ✈❛❧ós③í✲

♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣t❛❧á❧❥❛ és ❦✐s❡❧❡❥t❡③✐✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡s③ ❛③ át✈✐③s❣á❧t ♠✐♥tá❜❛♥ ❛ ♠❛❣♦❦ ❡❧♦s③❧ás❛❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ X és Y ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦✱ ❛♠❡❧②❡❦ 1

2
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③♥❡❦ ❢ö❧ 1 és −1 érté❦❡t✳

▲❡❣②❡♥ Z =XY ✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛ ❤ár♦♠ ✈á❧t♦③ó ♣ár♦♥❦é♥t ❢ü❣❣❡t❧❡♥✳ ❋ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✲❡ t❡❧❥❡s❡♥❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ X ❛❜s③♦❧út ❢♦❧②t♦♥♦s F és f ❡❧♦s③❧ás✲ ✐❧❧❡t✈❡ s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥♥②❡❧✱ ♠✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②

lim
h↓0

P (X < x+h|X ≥ x) =
f(x)

1−F (x)

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ású (0,1)✲❡♥✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 1

X
és X

1+X
❡❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②ét✦

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▼✐ ❛ ❢❡❧tét❡❧❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② X és 1

X
❛③♦♥♦s ❡❧♦s③❧ású❛❦ ❧❡❣②❡♥❡❦❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ X és Y ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó❦ λ és µ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉✲

♠✉❦ ❡❧♦s③❧ását✦ ▼❊❧②✐❦ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♦t ❤❛s③♥á❧t✉❦ ❦✐ ❛ ♠❡❣♦❧❞ás❜❛♥❄ ❊♥♥❡❦ ❛❧❛♣❥á♥ ♠❡❧②✐❦ ❞✐s③❦rét ❡❧♦s③❧ásr❛

❧❡❤❡t ✐❣❛③ ❤❛s♦♥❧ó á❧❧ítás❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó λ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ▼❡♥♥②✐ sinX ✈ár❤❛tó érté❦❡❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ✉r♥á♥❦✱ ❜❡♥♥❡ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ♣✐r♦s ❣♦❧②ó✳ ❱✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③✉♥❦✱ ♠✐♥❞❡♥ ❤ú③ás ✉tá♥

♠é❣ ❡❣② ❢❡❤ér ❣♦❧②ót t❡s③ü♥❦ ❜❡✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛ s③ü❦sé❣❡s ❤ú③ás♦❦ s③á♠❛✱ ♠í❣ ❢❡❤ér❡t ♥❡♠ ❤ú③✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ E(X)❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❛✉❣✉s③t✉s✐ é❥s③❛❦á♥ ❛ ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✳ ❆♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱

❤♦❣② ❡❣② ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦t s❡♠ ❧át✉♥❦✱ ✵✱✶✳ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣és③ é❥❥❡❧ ❧át♦tt ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ ✈ár❤❛tó s③á♠❛❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ s❦ót ❜❛❦á❦ ♠❡❧❧❦❛sá♥❛❦ ❦ör♠ér❡t❡ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ µ= 88 és σ2 = 10 ♣❛r❛♠ét❡r❡❦❦❡❧✳

▼❡❦❦♦r❛ ❤á♥②❛❞✉❦ ❢ér ❜❡❧❡ ❛ ✽✹✲❡s ③✉❜❜♦♥②❜❛❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❤á③✐♠❛❝s❦á❦ t❡stsú❧②❛ ❥ó ❦ö③❡❧ítéss❡❧ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ású✳ ❆ ♠❛❝s❦á❦ ✶✵✪✲❛ ❦ö♥♥②❡❜❜✱ ♠✐♥t ✶✱✺

❦❣ és ✷✵✪✲✉❦ ♥❡❤❡③❡❜❜✱ ♠✐♥t ✼ ❦❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✻ ❦❣✲♥á❧ ♥❡❤❡③❡❜❜ ♠❛❝s❦á❦ ❛rá♥②❛❄

✶✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ é❧❡tt❛rt❛♠❛ é✈❡❦❜❡♥ ♠ér✈❡ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ ❛ ♣❛r❛♠ét❡r 1

2
✳ ▼❡♥♥②✐

❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ú❥ ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶ é✈✐❣ ✈✐❧á❣ít❛♥✐ ❢♦❣❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✽✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ♣é♥③ér♠ét ❛❞❞✐❣ ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛♠í❣ ❡❣②♠ás ✉tá♥ ❦éts③❡r ✉❣②❛♥❛③ ❛③ ❡r❡❞♠é♥② ♥❡♠ s③ü❧❡t✐❦✳

▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② é♣♣❡♥ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ásr❛✱ ✐❧❧❡t✈❡ ❛ ❤❡t❡❞✐❦ ❞♦❜ás ❡❧➤tt ✈é❣③ü♥❦✱ ✐❧❧❡t✈❡ ♣ár♦s s♦❦

❞♦❜ásr❛ ❧❡s③ s③ü❦sé❣❄

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás✲✈✐③s❣á♥ ♠✐♥❞ ❛③ n ❤❛❧❧❣❛tó p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣② át✳ ❍❛ ♠✐♥❞❡♥❦✐ t❡t✲

s③➤❧❡❣❡s❡♥ s♦❦s③♦r ♣ró❜á❧❦♦③❤❛t✱ ♠✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ❤❛❧❧❣❛tó k✲❛❞✐❦r❛ ♠❡❣② át❄ ▼✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱

❤♦❣② ❛③ ♦❦t❛tó♥❛❦ ♣♦♥t♦s❛♥ k ✈✐③s❣át ❦❡❧❧ t❛rt❛♥✐❛❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❣❛❜♦♥❛❦✉t❛tó ✐♥té③❡t❜❡♥ ✈❡t➤♠❛❣♠✐♥tát ✈✐③s❣á❧♥❛❦✳ ❆ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást

❦ö✈❡t λ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❊❣② t❡❝❤♥✐❦✉s ✈✐③s❣á❧❥❛ ❛ ♠❛❣♦❦❛t✱ ❛ ❢❡rt➤③ött ♠❛❣♦❦❛t ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧ p ✈❛❧ós③í✲

♥➯sé❣❣❡❧ ♠❡❣t❛❧á❧❥❛ és ❦✐s❡❧❡❥t❡③✐✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡s③ ❛③ át✈✐③s❣á❧t ♠✐♥tá❜❛♥ ❛ ♠❛❣♦❦ ❡❧♦s③❧ás❛❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ X és Y ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦✱ ❛♠❡❧②❡❦ 1

2
✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③♥❡❦ ❢ö❧ 1 és −1 érté❦❡t✳

▲❡❣②❡♥ Z =XY ✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛ ❤ár♦♠ ✈á❧t♦③ó ♣ár♦♥❦é♥t ❢ü❣❣❡t❧❡♥✳ ❋ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✲❡ t❡❧❥❡s❡♥❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❍❛ X ❛❜s③♦❧út ❢♦❧②t♦♥♦s F és f ❡❧♦s③❧ás✲ ✐❧❧❡t✈❡ s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥♥②❡❧✱ ♠✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②

lim
h↓0

P (X < x+h|X ≥ x) =
f(x)

1−F (x)

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ású (0,1)✲❡♥✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 1

X
és X

1+X
❡❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②ét✦

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▼✐ ❛ ❢❡❧tét❡❧❡ ❛♥♥❛❦✱ ❤♦❣② X és 1

X
❛③♦♥♦s ❡❧♦s③❧ású❛❦ ❧❡❣②❡♥❡❦❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ X és Y ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó❦ λ és µ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉✲

♠✉❦ ❡❧♦s③❧ását✦ ▼❊❧②✐❦ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♦t ❤❛s③♥á❧t✉❦ ❦✐ ❛ ♠❡❣♦❧❞ás❜❛♥❄ ❊♥♥❡❦ ❛❧❛♣❥á♥ ♠❡❧②✐❦ ❞✐s③❦rét ❡❧♦s③❧ásr❛

❧❡❤❡t ✐❣❛③ ❤❛s♦♥❧ó á❧❧ítás❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó λ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ▼❡♥♥②✐ sinX ✈ár❤❛tó érté❦❡❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ✉r♥á♥❦✱ ❜❡♥♥❡ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ♣✐r♦s ❣♦❧②ó✳ ❱✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③✉♥❦✱ ♠✐♥❞❡♥ ❤ú③ás ✉tá♥

♠é❣ ❡❣② ❢❡❤ér ❣♦❧②ót t❡s③ü♥❦ ❜❡✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛ s③ü❦sé❣❡s ❤ú③ás♦❦ s③á♠❛✱ ♠í❣ ❢❡❤ér❡t ♥❡♠ ❤ú③✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ E(X)❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❛✉❣✉s③t✉s✐ é❥s③❛❦á♥ ❛ ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✳ ❆♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱

❤♦❣② ❡❣② ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦t s❡♠ ❧át✉♥❦✱ ✵✱✶✳ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣és③ é❥❥❡❧ ❧át♦tt ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ ✈ár❤❛tó s③á♠❛❄

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ s❦ót ❜❛❦á❦ ♠❡❧❧❦❛sá♥❛❦ ❦ör♠ér❡t❡ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ µ= 88 és σ2 = 10 ♣❛r❛♠ét❡r❡❦❦❡❧✳

▼❡❦❦♦r❛ ❤á♥②❛❞✉❦ ❢ér ❜❡❧❡ ❛ ✽✹✲❡s ③✉❜❜♦♥②❜❛❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❤á③✐♠❛❝s❦á❦ t❡stsú❧②❛ ❥ó ❦ö③❡❧ítéss❡❧ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ású✳ ❆ ♠❛❝s❦á❦ ✶✵✪✲❛ ❦ö♥♥②❡❜❜✱ ♠✐♥t ✶✱✺

❦❣ és ✷✵✪✲✉❦ ♥❡❤❡③❡❜❜✱ ♠✐♥t ✼ ❦❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✻ ❦❣✲♥á❧ ♥❡❤❡③❡❜❜ ♠❛❝s❦á❦ ❛rá♥②❛❄

✶✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ é❧❡tt❛rt❛♠❛ é✈❡❦❜❡♥ ♠ér✈❡ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ ❛ ♣❛r❛♠ét❡r 1

2
✳ ▼❡♥♥②✐

❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ú❥ ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶ é✈✐❣ ✈✐❧á❣ít❛♥✐ ❢♦❣❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✶✶✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ású (0,1)✲❡♥✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 1

X
és X

1+X
❡❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②ét✦

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ X és Y ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó❦ λ és µ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉✲
♠✉❦ ❡❧♦s③❧ását✦ ▼❊❧②✐❦ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♦t ❤❛s③♥á❧t✉❦ ❦✐ ❛ ♠❡❣♦❧❞ás❜❛♥❄ ❊♥♥❡❦ ❛❧❛♣❥á♥ ♠❡❧②✐❦ ❞✐s③❦rét ❡❧♦s③❧ásr❛
❧❡❤❡t ✐❣❛③ ❤❛s♦♥❧ó á❧❧ítás❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ✉r♥á♥❦✱ ❜❡♥♥❡ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ♣✐r♦s ❣♦❧②ó✳ ❱✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③✉♥❦✱ ♠✐♥❞❡♥ ❤ú③ás ✉tá♥ ♠é❣
❡❣② ❢❡❤ér ❣♦❧②ót t❡s③ü♥❦ ❜❡✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛ s③ü❦sé❣❡s ❤ú③ás♦❦ s③á♠❛✱ ♠í❣ ❢❡❤ér❡t ♥❡♠ ❤ú③✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ E(X)❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❛✉❣✉s③t✉s✐ é❥s③❛❦á♥ ❛ ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✳ ❆♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❡❣② ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦t s❡♠ ❧át✉♥❦✱ ✵✱✶✳ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣és③ é❥❥❡❧ ❧át♦tt ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ ✈ár❤❛tó s③á♠❛❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ s❦ót ❜❛❦á❦ ♠❡❧❧❦❛sá♥❛❦ ❦ör♠ér❡t❡ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ µ = 88 és σ2 = 10 ♣❛r❛♠ét❡r❡❦❦❡❧✳
▼❡❦❦♦r❛ ❤á♥②❛❞✉❦ ❢ér ❜❡❧❡ ❛ ✽✹✲❡s ③✉❜❜♦♥②❜❛❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❤á③✐♠❛❝s❦á❦ t❡stsú❧②❛ ❥ó ❦ö③❡❧ítéss❡❧ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ású✳ ❆ ♠❛❝s❦á❦ ✶✵✪✲❛ ❦ö♥♥②❡❜❜✱ ♠✐♥t ✶✱✺
❦❣ és ✷✵✪✲✉❦ ♥❡❤❡③❡❜❜✱ ♠✐♥t ✼ ❦❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✻ ❦❣✲♥á❧ ♥❡❤❡③❡❜❜ ♠❛❝s❦á❦ ❛rá♥②❛❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ é❧❡tt❛rt❛♠❛ é✈❡❦❜❡♥ ♠ér✈❡ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ ❛ ♣❛r❛♠ét❡r 1

2
✳ ▼❡♥♥②✐

❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ú❥ ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶ é✈✐❣ ✈✐❧á❣ít❛♥✐ ❢♦❣❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ♥❡♠♥❡❣❛tí✈ ❡❣és③ érté❦➯ ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó ✈é❣❡s ✈ár❤❛tó érté❦❦❡❧✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②

E(X) =
∞∑

i=1

P (X ≥ i).

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ✉r♥á♥❦✱ ❜❡♥♥❡ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ♣✐r♦s ❣♦❧②ó✳ ❱✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③✉♥❦✱ ♠✐♥❞❡♥ ❤ú③ás ✉tá♥ ♠é❣
❡❣② ❢❡❤ér ❣♦❧②ót t❡s③ü♥❦ ❜❡✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛ s③ü❦sé❣❡s ❤ú③ás♦❦ s③á♠❛✱ ♠í❣ ❢❡❤ér❡t ♥❡♠ ❤ú③✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ E(X)❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❚❡❦✐♥tsü❦ ❛③t ❛ ✈❡❦t♦r✈á❧t♦③ót✱ ❛♠❡❧② ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③✐ ❢❡❧ ❛ (0,1), (0,−1), (1,0), (−
−1, 0) érté❦❡❦❡t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ❦♦♦r❞✐♥átá❦ ❦♦rr❡❧á❝✐ó❥❛❄ ❋ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✲❡ ❛ ❦♦♦r❞✐♥átá❦❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③á♠íts✉❦ ❦✐ 1/(X+1) ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ ❤❛

✕ X ∼ ❇✐♥♦♠(n, p)

✕ X ∼ P♦✐ss♦♥(λ)

✕ X ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③❛❜á❧②♦s ❦♦❝❦á✈❛❧ ♥é❣②s③❡r ❞♦❜✉♥❦✳ ❏❡❧ö❧❥❡ X1 ❛ ❞♦❜♦tt ❡❣②❡s❡❦✱ X2 ❛ ❞♦❜♦tt ❦❡tt❡s❡❦
s③á♠át✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛③ ❡❣②ütt❡s ❡❧♦s③❧ást és ❛ ♣❡r❡♠❡❧♦s③❧ás♦❦❛t✦ ❋ü❣❣❡t❧❡♥✲❡ ❛ ❦ét ✈á❧t♦③ó❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❢♦❝✐♣á❧②❛ ❛ ❬✲✸❀✸❪ s③❛❦❛s③✳ ❆ ❧❛❜❞❛ ✐♥❞✉❧ás✐ ❤❡❧②❡ ❛ ✰✶✳ ❆ ❥áté❦♦s♦❦ ❢❡❧✈á❧t✈❛ ❧➤♥❡❦✱ ♣♦♥t♦s❛❜❜❛♥
❢❡❧❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❦♦❝❦át✳ ❍❛ ♣ár♦st ❞♦❜♥❛❦✱ ❛❦❦♦r ❛ ❧❛❜❞❛ ❥♦❜❜r❛✱ ❤❛ ♣ár❛t❧❛♥t✱ ❛❦❦♦r ❜❛❧r❛ ❣✉r✉❧ ❡❣② ❡❣②sé❣♥②✐t✳
❊❣②✐❦ ❦❛♣✉ ❛ ✰✸✱ ❛③ ✐❞❡ ❣✉r✉❧ó ❧❛❜❞❛ k✲s③♦r♦s ❣ó❧♥❛❦ s③á♠ít✳ k✲r❛ t✐t❦♦s ❛❥á♥❧❛t♦t t❡s③♥❡❦✱ ❛❦✐é ♥❛❣②♦❜❜✱ ❛③
❡❦❦♦r❛ k érté❦ ♠❡❧❧❡tt ✈é❞✐ ❛ ✲✸ ❦❛♣✉t✳ ▼✐❧②❡♥ k ♠❡❧❧❡tt ❧❡s③ ❛ ❦ét❢é❧❡ ❣ó❧ ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥✉sé❣✉❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✶✶✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ású (0,1)✲❡♥✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 1

X
és X

1+X
❡❧♦s③❧ás❢ü❣❣✈é♥②ét✦

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ X és Y ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó❦ λ és µ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉✲
♠✉❦ ❡❧♦s③❧ását✦ ▼❊❧②✐❦ t✉❧❛❥❞♦♥sá❣♦t ❤❛s③♥á❧t✉❦ ❦✐ ❛ ♠❡❣♦❧❞ás❜❛♥❄ ❊♥♥❡❦ ❛❧❛♣❥á♥ ♠❡❧②✐❦ ❞✐s③❦rét ❡❧♦s③❧ásr❛
❧❡❤❡t ✐❣❛③ ❤❛s♦♥❧ó á❧❧ítás❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ✉r♥á♥❦✱ ❜❡♥♥❡ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ♣✐r♦s ❣♦❧②ó✳ ❱✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③✉♥❦✱ ♠✐♥❞❡♥ ❤ú③ás ✉tá♥ ♠é❣
❡❣② ❢❡❤ér ❣♦❧②ót t❡s③ü♥❦ ❜❡✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛ s③ü❦sé❣❡s ❤ú③ás♦❦ s③á♠❛✱ ♠í❣ ❢❡❤ér❡t ♥❡♠ ❤ú③✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ E(X)❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❛✉❣✉s③t✉s✐ é❥s③❛❦á♥ ❛ ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✳ ❆♥♥❛❦ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱
❤♦❣② ❡❣② ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦t s❡♠ ❧át✉♥❦✱ ✵✱✶✳ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣és③ é❥❥❡❧ ❧át♦tt ❤✉❧❧ó❝s✐❧❧❛❣♦❦ ✈ár❤❛tó s③á♠❛❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ s❦ót ❜❛❦á❦ ♠❡❧❧❦❛sá♥❛❦ ❦ör♠ér❡t❡ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ µ = 88 és σ2 = 10 ♣❛r❛♠ét❡r❡❦❦❡❧✳
▼❡❦❦♦r❛ ❤á♥②❛❞✉❦ ❢ér ❜❡❧❡ ❛ ✽✹✲❡s ③✉❜❜♦♥②❜❛❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❤á③✐♠❛❝s❦á❦ t❡stsú❧②❛ ❥ó ❦ö③❡❧ítéss❡❧ ♥♦r♠á❧✐s ❡❧♦s③❧ású✳ ❆ ♠❛❝s❦á❦ ✶✵✪✲❛ ❦ö♥♥②❡❜❜✱ ♠✐♥t ✶✱✺
❦❣ és ✷✵✪✲✉❦ ♥❡❤❡③❡❜❜✱ ♠✐♥t ✼ ❦❣✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✻ ❦❣✲♥á❧ ♥❡❤❡③❡❜❜ ♠❛❝s❦á❦ ❛rá♥②❛❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ é❧❡tt❛rt❛♠❛ é✈❡❦❜❡♥ ♠ér✈❡ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ást ❦ö✈❡t✱ ❛ ♣❛r❛♠ét❡r 1

2
✳ ▼❡♥♥②✐

❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣② ú❥ ✈✐❧❧❛♥②❦ört❡ ❧❡❣❛❧á❜❜ ✶ é✈✐❣ ✈✐❧á❣ít❛♥✐ ❢♦❣❄

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ♥❡♠♥❡❣❛tí✈ ❡❣és③ érté❦➯ ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó ✈é❣❡s ✈ár❤❛tó érté❦❦❡❧✳ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣②

E(X) =
∞∑

i=1

P (X ≥ i).

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱❛♥ ❡❣② ✉r♥á♥❦✱ ❜❡♥♥❡ ❡❣② ❢❡❤ér és ❡❣② ♣✐r♦s ❣♦❧②ó✳ ❱✐ss③❛t❡✈éss❡❧ ❤ú③✉♥❦✱ ♠✐♥❞❡♥ ❤ú③ás ✉tá♥ ♠é❣
❡❣② ❢❡❤ér ❣♦❧②ót t❡s③ü♥❦ ❜❡✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛ s③ü❦sé❣❡s ❤ú③ás♦❦ s③á♠❛✱ ♠í❣ ❢❡❤ér❡t ♥❡♠ ❤ú③✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ E(X)❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❚❡❦✐♥tsü❦ ❛③t ❛ ✈❡❦t♦r✈á❧t♦③ót✱ ❛♠❡❧② ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ✈❡s③✐ ❢❡❧ ❛ (0,1), (0,−1), (1,0), (−
−1, 0) érté❦❡❦❡t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ❦♦♦r❞✐♥átá❦ ❦♦rr❡❧á❝✐ó❥❛❄ ❋ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✲❡ ❛ ❦♦♦r❞✐♥átá❦❄

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③á♠íts✉❦ ❦✐ 1/(X+1) ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ ❤❛

✕ X ∼ ❇✐♥♦♠(n, p)

✕ X ∼ P♦✐ss♦♥(λ)

✕ X ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③❛❜á❧②♦s ❦♦❝❦á✈❛❧ ♥é❣②s③❡r ❞♦❜✉♥❦✳ ❏❡❧ö❧❥❡ X1 ❛ ❞♦❜♦tt ❡❣②❡s❡❦✱ X2 ❛ ❞♦❜♦tt ❦❡tt❡s❡❦
s③á♠át✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ ❛③ ❡❣②ütt❡s ❡❧♦s③❧ást és ❛ ♣❡r❡♠❡❧♦s③❧ás♦❦❛t✦ ❋ü❣❣❡t❧❡♥✲❡ ❛ ❦ét ✈á❧t♦③ó❄

✶✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❢♦❝✐♣á❧②❛ ❛ ❬✲✸❀✸❪ s③❛❦❛s③✳ ❆ ❧❛❜❞❛ ✐♥❞✉❧ás✐ ❤❡❧②❡ ❛ ✰✶✳ ❆ ❥áté❦♦s♦❦ ❢❡❧✈á❧t✈❛ ❧➤♥❡❦✱ ♣♦♥t♦s❛❜❜❛♥
❢❡❧❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❦♦❝❦át✳ ❍❛ ♣ár♦st ❞♦❜♥❛❦✱ ❛❦❦♦r ❛ ❧❛❜❞❛ ❥♦❜❜r❛✱ ❤❛ ♣ár❛t❧❛♥t✱ ❛❦❦♦r ❜❛❧r❛ ❣✉r✉❧ ❡❣② ❡❣②sé❣♥②✐t✳
❊❣②✐❦ ❦❛♣✉ ❛ ✰✸✱ ❛③ ✐❞❡ ❣✉r✉❧ó ❧❛❜❞❛ k✲s③♦r♦s ❣ó❧♥❛❦ s③á♠ít✳ k✲r❛ t✐t❦♦s ❛❥á♥❧❛t♦t t❡s③♥❡❦✱ ❛❦✐é ♥❛❣②♦❜❜✱ ❛③
❡❦❦♦r❛ k érté❦ ♠❡❧❧❡tt ✈é❞✐ ❛ ✲✸ ❦❛♣✉t✳ ▼✐❧②❡♥ k ♠❡❧❧❡tt ❧❡s③ ❛ ❦ét❢é❧❡ ❣ó❧ ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥✉sé❣✉❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✶✷✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③á♠íts✉❦ ❦✐ 1/(X+1) ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ ❤❛

✕ X ∼ ❇✐♥♦♠(n, p)

✕ X ∼ P♦✐ss♦♥(λ)

✕ X ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❢♦❝✐♣á❧②❛ ❛ ❬✲✸❀✸❪ s③❛❦❛s③✳ ❆ ❧❛❜❞❛ ✐♥❞✉❧ás✐ ❤❡❧②❡ ❛ ✰✶✳ ❆ ❥áté❦♦s♦❦ ❢❡❧✈á❧t✈❛ ❧➤♥❡❦✱ ♣♦♥t♦s❛❜❜❛♥
❢❡❧❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❦♦❝❦át✳ ❍❛ ♣ár♦st ❞♦❜♥❛❦✱ ❛❦❦♦r ❛ ❧❛❜❞❛ ❥♦❜❜r❛✱ ❤❛ ♣ár❛t❧❛♥t✱ ❛❦❦♦r ❜❛❧r❛ ❣✉r✉❧ ❡❣② ❡❣②sé❣♥②✐t✳
❊❣②✐❦ ❦❛♣✉ ❛ ✰✸✱ ❛③ ✐❞❡ ❣✉r✉❧ó ❧❛❜❞❛ k✲s③♦r♦s ❣ó❧♥❛❦ s③á♠ít✳ k✲r❛ t✐t❦♦s ❛❥á♥❧❛t♦t t❡s③♥❡❦✱ ❛❦✐é ♥❛❣②♦❜❜✱ ❛③
❡❦❦♦r❛ k érté❦ ♠❡❧❧❡tt ✈é❞✐ ❛ ✲✸ ❦❛♣✉t✳ ▼✐❧②❡♥ k ♠❡❧❧❡tt ❧❡s③ ❛ ❦ét❢é❧❡ ❣ó❧ ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥✉sé❣✉❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❞♦❤á♥②♦s ♠✐♥❞❡♥ ♥❛♣ ✶✵ ✈❛❣② ✶✶ ❝✐❣❛r❡ttát s③í✈ ❡❧✱ r❡♥❞r❡ p és 1−p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧✱ ❡❣②♠ástó❧
❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✸✵ ♥❛♣ ❛❧❛tt ❡❧s③í✈♦tt ❝✐❣❛r❡ttá✐ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡ és s③órás❛❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❝r❛♣s ♥❡✈➯ ❥áté❦❜❛♥ ❦ét ❦♦❝❦á✈❛❧ ❞♦❜✉♥❦✳ ✷✱✸✱✶✷ ❡s❡té♥ ❛③♦♥♥❛❧ ✈❡s③ítü♥❦❀ ✼ ✈❛❣② ✶✶ ❡s❡té♥
❛③♦♥♥❛❧ ♥②❡rü♥❦✳ ❇ár♠❡❧② ♠ás ❞♦❜ás ❡s❡té♥ ♠❡❣❥❡❣②❡③③ü❦ ❛③ ❡❧s➤♥❡❦ ❞♦❜♦tt s③á♠♦t✳ ❍❛ ❡③ ❤❛♠❛r❛❜❜ ✐s♠ét❧➤❞✐❦
♠❡❣✱ ♠✐♥t ❛❤♦❣② ❡❧s➤r❡ ✼✲❡st ❞♦❜✉♥❦✱ ❛❦❦♦r ♥②❡rü♥❦✱ ❡❧❧❡♥❦❡③➤ ❡s❡t❜❡♥ ✈❡s③tü♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ♥②❡rés ✈❛❧ós③♥➯sé❣❡❄
▼❡♥♥②✐ ❛ ❞♦❜s♦❦ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ θ ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ású (0, α)✲♥✳ ❙③á♠♦❧❥✉❦ ❦✐ Cov(sin θ, cos θ)✲t✳ ❋ü❣❣❡t❧❡♥✲❡ ❛ ❦ét ✈á❧t♦③ó❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❣②ü♠ö❧❝sös❜❡♥ ♠✐♥❞❡♥ ❣②ü♠ö❧❝s❜❛♥ ✈é❧❡t❧❡♥ s③á♠ú ❢ér❡❣ ✈❛♥✱ ❡③❡❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást
❦ö✈❡t ✷ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❆ ❣②ü♠ö❧❝sös❜❡♥ ♣❡r♠❡t❡③ést ✈é❣❡③♥❡❦✱ ❛♠❡❧② ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❢ér❣❡t p=0,75 ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧
ö❧ ♠❡❣✱ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ❊③✉tá♥ ✈❡s③ü♥❦ ✶✵ ❞❛r❛❜♦t ❛ ❣②ü♠ö❧❝sö❦❜➤❧✳

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣②❡t❧❡♥ ❢ér❣❡t s❡♠ t❛❧á❧✉♥❦❄

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② öss③❡s❡♥ ♣♦♥t♦s❛♥ k ❢ér❣❡t t❛❧á❧✉♥❦❄

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛ t❛❧á❧t ❢ér❣❡❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡✱ s③órás❛❄

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣és③sé❣❡s ❣②ü♠ö❧❝sö❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡✱ s③órás❛❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X és Y ❡❣②ütt❡s s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②❡ c sin(x+y)✱ ❤❛ x, y∈(0, π
2
). ➪❧❧❛♣íts✉❦ ♠❡❣ ❛ ❦♦✈❛r✐❛♥❝✐át

és ❛ ❦♦rr❡❧á❝✐ót✳

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣② λ ♣❛r❛♠ét❡r➯ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó✱ N ♣❡❞✐❣ ❡❣② t➤❧❡ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ p
♣❛r♠ét❡r➯ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ NX ❡❧♦s③❧ását✳

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ X, Y, Z ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦ p ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛
❦ö✈❡t❦❡③➤ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❦❡t✿ P (X = Y ), P (X ≥ 2Y ), P (X + Y ≥ Z). ▲❡❣②❡♥ U = min(X, Y ) és V = X − Y ✳
▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② U és V ❢ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✳

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ∼ Exp(λ). ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 2X+3, X3 és
√
X s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②ét✳

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛ ❜✐♥♦♠✐á❧✐s✱ ❛ P♦✐ss♦♥✲ és ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ás ❣❡♥❡rát♦r❢ü❣❣✈é♥②ét✳

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❤❛❧❛stó❜❛♥ N ❤❛❧ ✈❛♥✳ ❑✐❤❛❧ás③✉♥❦ ❦ö③ü❧ü❦ M ✲❡t✱ ♠❡❣❥❡❧ö❧❥ü❦ ➤❦❡t✱ és ✈✐ss③❛t❡ss③ü❦✳ ▼✐❦♦r
❡❧❦❡✈❡r❡❞t❡❦ ❛ ♣♦♣✉❧á❝✐ó❜❛♥✱ ❦✐❢♦❣✉♥❦ n ❤❛❧❛t✱ ❧❡❣②❡♥ ❡③❡❦❜➤❧ ❛ ♠❡❣❥❡❧ö❧t❡❦ s③á♠❛ X✳ ❆ t❡❧❥❡s ♣♦♣✉❧á❝✐ó ❜❡❝s✲
❧ésér❡ ❛③ Mn/(X+1) ❜❡❝s❧ét ❤❛s③♥á❧❥✉❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡s③ ❡♥♥❡❦ ❛ ✈ár❤❛tó érté❦❡✱ s③órás❛❄ ▼✐ért ❦❡❧❧ X+1✲❣②❡❧
♦s③t❛♥✐❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✶✷✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③á♠íts✉❦ ❦✐ 1/(X+1) ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ ❤❛

✕ X ∼ ❇✐♥♦♠(n, p)

✕ X ∼ P♦✐ss♦♥(λ)

✕ X ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❢♦❝✐♣á❧②❛ ❛ ❬✲✸❀✸❪ s③❛❦❛s③✳ ❆ ❧❛❜❞❛ ✐♥❞✉❧ás✐ ❤❡❧②❡ ❛ ✰✶✳ ❆ ❥áté❦♦s♦❦ ❢❡❧✈á❧t✈❛ ❧➤♥❡❦✱ ♣♦♥t♦s❛❜❜❛♥
❢❡❧❞♦❜♥❛❦ ❡❣② ❦♦❝❦át✳ ❍❛ ♣ár♦st ❞♦❜♥❛❦✱ ❛❦❦♦r ❛ ❧❛❜❞❛ ❥♦❜❜r❛✱ ❤❛ ♣ár❛t❧❛♥t✱ ❛❦❦♦r ❜❛❧r❛ ❣✉r✉❧ ❡❣② ❡❣②sé❣♥②✐t✳
❊❣②✐❦ ❦❛♣✉ ❛ ✰✸✱ ❛③ ✐❞❡ ❣✉r✉❧ó ❧❛❜❞❛ k✲s③♦r♦s ❣ó❧♥❛❦ s③á♠ít✳ k✲r❛ t✐t❦♦s ❛❥á♥❧❛t♦t t❡s③♥❡❦✱ ❛❦✐é ♥❛❣②♦❜❜✱ ❛③
❡❦❦♦r❛ k érté❦ ♠❡❧❧❡tt ✈é❞✐ ❛ ✲✸ ❦❛♣✉t✳ ▼✐❧②❡♥ k ♠❡❧❧❡tt ❧❡s③ ❛ ❦ét❢é❧❡ ❣ó❧ ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥✉sé❣✉❄

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❞♦❤á♥②♦s ♠✐♥❞❡♥ ♥❛♣ ✶✵ ✈❛❣② ✶✶ ❝✐❣❛r❡ttát s③í✈ ❡❧✱ r❡♥❞r❡ p és 1−p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧✱ ❡❣②♠ástó❧
❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✸✵ ♥❛♣ ❛❧❛tt ❡❧s③í✈♦tt ❝✐❣❛r❡ttá✐ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡ és s③órás❛❄

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆ ❝r❛♣s ♥❡✈➯ ❥áté❦❜❛♥ ❦ét ❦♦❝❦á✈❛❧ ❞♦❜✉♥❦✳ ✷✱✸✱✶✷ ❡s❡té♥ ❛③♦♥♥❛❧ ✈❡s③ítü♥❦❀ ✼ ✈❛❣② ✶✶ ❡s❡té♥
❛③♦♥♥❛❧ ♥②❡rü♥❦✳ ❇ár♠❡❧② ♠ás ❞♦❜ás ❡s❡té♥ ♠❡❣❥❡❣②❡③③ü❦ ❛③ ❡❧s➤♥❡❦ ❞♦❜♦tt s③á♠♦t✳ ❍❛ ❡③ ❤❛♠❛r❛❜❜ ✐s♠ét❧➤❞✐❦
♠❡❣✱ ♠✐♥t ❛❤♦❣② ❡❧s➤r❡ ✼✲❡st ❞♦❜✉♥❦✱ ❛❦❦♦r ♥②❡rü♥❦✱ ❡❧❧❡♥❦❡③➤ ❡s❡t❜❡♥ ✈❡s③tü♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ♥②❡rés ✈❛❧ós③♥➯sé❣❡❄
▼❡♥♥②✐ ❛ ❞♦❜s♦❦ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡❄

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ θ ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ású (0, α)✲♥✳ ❙③á♠♦❧❥✉❦ ❦✐ Cov(sin θ, cos θ)✲t✳ ❋ü❣❣❡t❧❡♥✲❡ ❛ ❦ét ✈á❧t♦③ó❄

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❣②ü♠ö❧❝sös❜❡♥ ♠✐♥❞❡♥ ❣②ü♠ö❧❝s❜❛♥ ✈é❧❡t❧❡♥ s③á♠ú ❢ér❡❣ ✈❛♥✱ ❡③❡❦ s③á♠❛ P♦✐ss♦♥✲❡❧♦s③❧ást
❦ö✈❡t ✷ ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❆ ❣②ü♠ö❧❝sös❜❡♥ ♣❡r♠❡t❡③ést ✈é❣❡③♥❡❦✱ ❛♠❡❧② ♠✐♥❞❡♥ ❡❣②❡s ❢ér❣❡t p=0,75 ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧
ö❧ ♠❡❣✱ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✳ ❊③✉tá♥ ✈❡s③ü♥❦ ✶✵ ❞❛r❛❜♦t ❛ ❣②ü♠ö❧❝sö❦❜➤❧✳

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② ❡❣②❡t❧❡♥ ❢ér❣❡t s❡♠ t❛❧á❧✉♥❦❄

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡✱ ❤♦❣② öss③❡s❡♥ ♣♦♥t♦s❛♥ k ❢ér❣❡t t❛❧á❧✉♥❦❄

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛ t❛❧á❧t ❢ér❣❡❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡✱ s③órás❛❄

✕ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣és③sé❣❡s ❣②ü♠ö❧❝sö❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡✱ s③órás❛❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X és Y ❡❣②ütt❡s s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②❡ c sin(x+y)✱ ❤❛ x, y∈(0, π
2
). ➪❧❧❛♣íts✉❦ ♠❡❣ ❛ ❦♦✈❛r✐❛♥❝✐át

és ❛ ❦♦rr❡❧á❝✐ót✳

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣② λ ♣❛r❛♠ét❡r➯ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó✱ N ♣❡❞✐❣ ❡❣② t➤❧❡ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ p
♣❛r♠ét❡r➯ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ NX ❡❧♦s③❧ását✳

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ X, Y, Z ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦ p ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛
❦ö✈❡t❦❡③➤ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❦❡t✿ P (X = Y ), P (X ≥ 2Y ), P (X + Y ≥ Z). ▲❡❣②❡♥ U = min(X, Y ) és V = X − Y ✳
▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② U és V ❢ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✳

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ∼ Exp(λ). ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 2X+3, X3 és
√
X s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②ét✳

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛ ❜✐♥♦♠✐á❧✐s✱ ❛ P♦✐ss♦♥✲ és ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ás ❣❡♥❡rát♦r❢ü❣❣✈é♥②ét✳

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❤❛❧❛stó❜❛♥ N ❤❛❧ ✈❛♥✳ ❑✐❤❛❧ás③✉♥❦ ❦ö③ü❧ü❦ M ✲❡t✱ ♠❡❣❥❡❧ö❧❥ü❦ ➤❦❡t✱ és ✈✐ss③❛t❡ss③ü❦✳ ▼✐❦♦r
❡❧❦❡✈❡r❡❞t❡❦ ❛ ♣♦♣✉❧á❝✐ó❜❛♥✱ ❦✐❢♦❣✉♥❦ n ❤❛❧❛t✱ ❧❡❣②❡♥ ❡③❡❦❜➤❧ ❛ ♠❡❣❥❡❧ö❧t❡❦ s③á♠❛ X✳ ❆ t❡❧❥❡s ♣♦♣✉❧á❝✐ó ❜❡❝s✲
❧ésér❡ ❛③ Mn/(X+1) ❜❡❝s❧ét ❤❛s③♥á❧❥✉❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❧❡s③ ❡♥♥❡❦ ❛ ✈ár❤❛tó érté❦❡✱ s③órás❛❄ ▼✐ért ❦❡❧❧ X+1✲❣②❡❧
♦s③t❛♥✐❄



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✶✸✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③á♠íts✉❦ ❦✐ 1/(X+1) ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ ❤❛

✕ X ∼ ❇✐♥♦♠(n, p)

✕ X ∼ P♦✐ss♦♥(λ)

✕ X ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ ❛③ (X, Y ) ✈é❧❡t❧❡♥ ✈❡❦t♦r s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②❡ c(x+ y) ❛ [0,1]2 ❡❣②sé❣❦♦❝❦á♥✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ c
érté❦ét✱ ❛ ♣❡r❡♠❡❧♦s③❧ás♦❦❛t✱ ❛ ❦♦✈❛r✐❛♥❝✐át és ❦♦rr❡❧á❝✐ót✳

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❆ ❦✉♣♦♥❣②➯❥t➤ ♣r♦❜❧é♠❛✮✳ ❊❣② ♠❛tr✐❝ás❛❧❜✉♠❜❛♥ ✶✵✵ ♠❛tr✐❝á♥❛❦ ✈❛♥ ❤❡❧②✱ ❛ ♠❛tr✐❝á❦❛t ❡❣②❡sé✲
✈❡❧✱ ❧❡③árt t❛s❛❦❜❛♥ ❧❡❤❡t ♠❡❣✈ásár♦❧♥✐ ✭ért❡❧❡♠s③❡r➯❡♥ ✈ásár❧ás❦♦r ♥❡♠ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ♠✐ ✈❛♥ ❛ t❛s❛❦❜❛♥✮✳ ❍❛
❢❡❧t❡ss③ü❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❝s♦♠❛❣❜❛♥ ♠✐♥❞❡♥ ♠❛tr✐❝❛ ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛❧á❧❤❛tó ♠❡❣✱ és Sr✲r❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦
❛③t ❛ ♠❛tr✐❝❛♠❡♥♥②✐sé❣❡t✱ ❛♠❡❧②❡t ♠❡❣ ❦❡❧❧ ✈❡♥♥ü♥❦✱ ❤♦❣② ❧❡❣②❡♥ r ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ♠❛tr✐❝á♥❦✱ ❛❞❥✉❦ ♠❡❣ S100
✈ár❤❛tó érté❦ét✱ s③órását✦ ✭❙❡❣ítsé❣✿ ♠✐❧②❡♥ ❡❧♦s③❧ású ❧❡s③ Sk+1−Sk ❄✮

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱ér✈✐③s❣á❧❛t♦t ✈é❣❡③♥❡❦ n ❡♠❜❡r♥é❧✳ ❆ ✈✐③s❣á❧❛t ♠✐♥❞❡♥❦✐♥é❧ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✱ ❡❣②❢♦r♠❛
p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♣♦③✐tí✈✳ ❚❛❦❛ré❦♦ssá❣✐ ♦❦♦❦❜ó❧ k ❡♠❜❡r ✈érét öss③❡ö♥t✐❦✱ és ❛ ❦❛♣♦tt ♠✐♥tát ✈✐③s❣á❧❥á❦✿ ❤❛
♥❡❣❛t✈í✱ ❛❦❦♦r ♠✐♥❞❡♥❦✐ ♥❡❣❛tí✈✱ ❤❛ ♣♦③✐tí✈✱ ❛❦❦♦r ❡❣②❡♥❦é♥t ♠❡❣✈✐③s❣á❧♥❛❦ ♠✐♥❞❡♥❦✐t✳

✕ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛ s③ü❦sé❣❡s ✈✐③s❣á❧❛t♦❦ X s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦ét ✭❢❡❧t❡❤❡t❥ü❦✱ ❤♦❣② k|N✮ ✦

✕ ▼✐♥✐♠❛❧✐③á❧❥✉❦ ❛ ❢❡♥t✐ ✈ár❤❛tó érté❦❡t k ❢ü❣❣✈é♥②é❜❡♥✦

✕ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛③ ♦♣t✐♠á❧✐s k érté❦ ❦ö③❡❧ ✈❛♥ 1
√

p
✲❤❡③✦

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❜á❧❜❛♥ n ❤á③❛s♣ár ✈❛♥✱ ❛ ♥➤❦ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ á❧❧♥❛❦ ♣ár❜❛ ❛ ❢ér✜❛❦❦❛❧✳ ➪❧❧❛♣íts✉❦ ♠❡❣ ❛③
❡❣②♠áss❛❧ tá♥❝♦❧ó ❤á③❛s♣ár♦❦ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ s③órását✦

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❲❤✐s❦②✲❦ó❧át s③❡r❡t♥é♥❦ ❦❡✈❡r♥✐ ✺ ❝❧ ✇❤✐s❦②❜➤❧ és ✷✺ ❝❧ ❦ó❧á❜ó❧✳ ▼✐✈❡❧ ❛③♦♥❜❛♥ ♥❡♠ ✈❛❣②✉♥❦
❤✐✈❛tás♦s ❦♦❦té❧❦❡✈❡r➤❦✱ ❦✐ssé ❜✐③♦♥②t❛❧❛♥✉❧ tö❧t❥ü❦ ❛③ ✐t❛❧♦❦❛t✿ ♠✐♥❞❦ét ✐t❛❧ ❡s❡té❜❡♥ ♠✐♥❞❦ét ✐rá♥②❜❛ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜
✶✵✪ ❡❧téréss❡❧✱ ❡③❡♥ ❜❡❧ü❧ ♣❡❞✐❣ ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ás s③❡r✐♥t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ❦és③ ❦♦❦té❧❜❛♥ ❛ ✇❤✐s❦② ❛rá♥②á♥❛❦ ✈ár❤❛tó
érté❦❡❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③❛❜á❧②t❛❧❛♥ ér♠ét ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛❤♦❧ ❛ ❢❡❥ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ p✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛③ ❡❧s➤ ❡❣②❢♦r♠❛ ❞♦❜áss♦r♦③❛t
❤♦ss③❛ ✭❧❡❤❡t ✶ ✐s ✦✮✱ Y ♣❡❞✐❣ ❛ ♠ás♦❞✐❦é✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ X és Y ✈ár❤❛tó érté❦ét✦

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦♦❝❦át n✲s③❡r ❢❡❧❞♦❜✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣②❡s❡❦ és ❤❛t♦s♦❦ s③á♠á♥❛❦ ❦♦✈❛r✐❛♥❝✐á❥❛✱ ❦♦rr❡❧á❝✐ó❥❛❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③❛❜á❧②♦s ér♠ét ❛❞❞✐❣ ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛♠í❣ ❦éts③❡r ❡❣②♠ás ✉tá♥ ✉❣②❛♥❛③t ♥❡♠ ❞♦❜❥✉❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❛
s③ü❦sé❣❡s ❞♦❜ás♦❦ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣② λ ♣❛r❛♠ét❡r➯ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó✱ N ♣❡❞✐❣ ❡❣② t➤❧❡ ❢ü❣❣❡t❧❡♥
p ♣❛r♠ét❡r➯ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ NX ❡❧♦s③❧ását✳

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ X, Y, Z ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦ p ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛
❦ö✈❡t❦❡③➤ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❦❡t✿ P (X=Y ), P (X≥2Y ), P (X+Y ≥Z). ▲❡❣②❡♥ U=min(X, Y ) és V =X−Y ✳ ▼✉t❛ss✉❦
♠❡❣✱ ❤♦❣② U és V ❢ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✳

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ∼ Exp(λ). ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 2X+3, X3 és
√
X s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②ét✳



❱❛❧ós③í♥➯sé❣s③á♠ítás ❢❡❧❛❞❛ts♦r ✶✸✳ ❤ét

✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③á♠íts✉❦ ❦✐ 1/(X+1) ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ ❤❛

✕ X ∼ ❇✐♥♦♠(n, p)

✕ X ∼ P♦✐ss♦♥(λ)

✕ X ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású

✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ ❛③ (X, Y ) ✈é❧❡t❧❡♥ ✈❡❦t♦r s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②❡ c(x+ y) ❛ [0,1]2 ❡❣②sé❣❦♦❝❦á♥✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ c
érté❦ét✱ ❛ ♣❡r❡♠❡❧♦s③❧ás♦❦❛t✱ ❛ ❦♦✈❛r✐❛♥❝✐át és ❦♦rr❡❧á❝✐ót✳

✸✳ ❋❡❧❛❞❛t ✭❆ ❦✉♣♦♥❣②➯❥t➤ ♣r♦❜❧é♠❛✮✳ ❊❣② ♠❛tr✐❝ás❛❧❜✉♠❜❛♥ ✶✵✵ ♠❛tr✐❝á♥❛❦ ✈❛♥ ❤❡❧②✱ ❛ ♠❛tr✐❝á❦❛t ❡❣②❡sé✲
✈❡❧✱ ❧❡③árt t❛s❛❦❜❛♥ ❧❡❤❡t ♠❡❣✈ásár♦❧♥✐ ✭ért❡❧❡♠s③❡r➯❡♥ ✈ásár❧ás❦♦r ♥❡♠ t✉❞❥✉❦✱ ❤♦❣② ♠✐ ✈❛♥ ❛ t❛s❛❦❜❛♥✮✳ ❍❛
❢❡❧t❡ss③ü❦✱ ❤♦❣② ♠✐♥❞❡♥ ❝s♦♠❛❣❜❛♥ ♠✐♥❞❡♥ ♠❛tr✐❝❛ ❡❣②❢♦r♠❛ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ t❛❧á❧❤❛tó ♠❡❣✱ és Sr✲r❡❧ ❥❡❧ö❧❥ü❦
❛③t ❛ ♠❛tr✐❝❛♠❡♥♥②✐sé❣❡t✱ ❛♠❡❧②❡t ♠❡❣ ❦❡❧❧ ✈❡♥♥ü♥❦✱ ❤♦❣② ❧❡❣②❡♥ r ❦ü❧ö♥❜ö③➤ ♠❛tr✐❝á♥❦✱ ❛❞❥✉❦ ♠❡❣ S100
✈ár❤❛tó érté❦ét✱ s③órását✦ ✭❙❡❣ítsé❣✿ ♠✐❧②❡♥ ❡❧♦s③❧ású ❧❡s③ Sk+1−Sk ❄✮

✹✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❱ér✈✐③s❣á❧❛t♦t ✈é❣❡③♥❡❦ n ❡♠❜❡r♥é❧✳ ❆ ✈✐③s❣á❧❛t ♠✐♥❞❡♥❦✐♥é❧ ❡❣②♠ástó❧ ❢ü❣❣❡t❧❡♥ü❧✱ ❡❣②❢♦r♠❛
p ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❣❡❧ ♣♦③✐tí✈✳ ❚❛❦❛ré❦♦ssá❣✐ ♦❦♦❦❜ó❧ k ❡♠❜❡r ✈érét öss③❡ö♥t✐❦✱ és ❛ ❦❛♣♦tt ♠✐♥tát ✈✐③s❣á❧❥á❦✿ ❤❛
♥❡❣❛t✈í✱ ❛❦❦♦r ♠✐♥❞❡♥❦✐ ♥❡❣❛tí✈✱ ❤❛ ♣♦③✐tí✈✱ ❛❦❦♦r ❡❣②❡♥❦é♥t ♠❡❣✈✐③s❣á❧♥❛❦ ♠✐♥❞❡♥❦✐t✳

✕ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛ s③ü❦sé❣❡s ✈✐③s❣á❧❛t♦❦ X s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦ét ✭❢❡❧t❡❤❡t❥ü❦✱ ❤♦❣② k|N✮ ✦

✕ ▼✐♥✐♠❛❧✐③á❧❥✉❦ ❛ ❢❡♥t✐ ✈ár❤❛tó érté❦❡t k ❢ü❣❣✈é♥②é❜❡♥✦

✕ ▼✉t❛ss✉❦ ♠❡❣✱ ❤♦❣② ❛③ ♦♣t✐♠á❧✐s k érté❦ ❦ö③❡❧ ✈❛♥ 1
√

p
✲❤❡③✦

✺✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❜á❧❜❛♥ n ❤á③❛s♣ár ✈❛♥✱ ❛ ♥➤❦ ✈é❧❡t❧❡♥s③❡r➯❡♥ á❧❧♥❛❦ ♣ár❜❛ ❛ ❢ér✜❛❦❦❛❧✳ ➪❧❧❛♣íts✉❦ ♠❡❣ ❛③
❡❣②♠áss❛❧ tá♥❝♦❧ó ❤á③❛s♣ár♦❦ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦ét✱ s③órását✦

✻✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❲❤✐s❦②✲❦ó❧át s③❡r❡t♥é♥❦ ❦❡✈❡r♥✐ ✺ ❝❧ ✇❤✐s❦②❜➤❧ és ✷✺ ❝❧ ❦ó❧á❜ó❧✳ ▼✐✈❡❧ ❛③♦♥❜❛♥ ♥❡♠ ✈❛❣②✉♥❦
❤✐✈❛tás♦s ❦♦❦té❧❦❡✈❡r➤❦✱ ❦✐ssé ❜✐③♦♥②t❛❧❛♥✉❧ tö❧t❥ü❦ ❛③ ✐t❛❧♦❦❛t✿ ♠✐♥❞❦ét ✐t❛❧ ❡s❡té❜❡♥ ♠✐♥❞❦ét ✐rá♥②❜❛ ❧❡❣❢❡❧❥❡❜❜
✶✵✪ ❡❧téréss❡❧✱ ❡③❡♥ ❜❡❧ü❧ ♣❡❞✐❣ ❡❣②❡♥❧❡t❡s ❡❧♦s③❧ás s③❡r✐♥t✳ ▼❡♥♥②✐ ❛ ❦és③ ❦♦❦té❧❜❛♥ ❛ ✇❤✐s❦② ❛rá♥②á♥❛❦ ✈ár❤❛tó
érté❦❡❄

✼✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❙③❛❜á❧②t❛❧❛♥ ér♠ét ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛❤♦❧ ❛ ❢❡❥ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡ p✳ ▲❡❣②❡♥ X ❛③ ❡❧s➤ ❡❣②❢♦r♠❛ ❞♦❜áss♦r♦③❛t
❤♦ss③❛ ✭❧❡❤❡t ✶ ✐s ✦✮✱ Y ♣❡❞✐❣ ❛ ♠ás♦❞✐❦é✳ ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ X és Y ✈ár❤❛tó érté❦ét✦

✽✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② ❦♦❝❦át n✲s③❡r ❢❡❧❞♦❜✉♥❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❛③ ❡❣②❡s❡❦ és ❤❛t♦s♦❦ s③á♠á♥❛❦ ❦♦✈❛r✐❛♥❝✐á❥❛✱ ❦♦rr❡❧á❝✐ó❥❛❄

✾✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ❊❣② s③❛❜á❧②♦s ér♠ét ❛❞❞✐❣ ❞♦❜á❧✉♥❦✱ ❛♠í❣ ❦éts③❡r ❡❣②♠ás ✉tá♥ ✉❣②❛♥❛③t ♥❡♠ ❞♦❜❥✉❦✳ ▼❡♥♥②✐ ❛
s③ü❦sé❣❡s ❞♦❜ás♦❦ s③á♠á♥❛❦ ✈ár❤❛tó érté❦❡❄

✶✵✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ❡❣② λ ♣❛r❛♠ét❡r➯ ❡①♣♦♥❡♥❝✐á❧✐s ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó✱ N ♣❡❞✐❣ ❡❣② t➤❧❡ ❢ü❣❣❡t❧❡♥
p ♣❛r♠ét❡r➯ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈á❧t♦③ó✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ NX ❡❧♦s③❧ását✳

✶✶✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥❡❦ X, Y, Z ❢ü❣❣❡t❧❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❛✐ ❡❧♦s③❧ású ✈é❧❡t❧❡♥ ✈á❧t♦③ó❦ p ♣❛r❛♠ét❡rr❡❧✳ ❆❞❥✉❦ ♠❡❣ ❛
❦ö✈❡t❦❡③➤ ✈❛❧ós③í♥➯sé❣❡❦❡t✿ P (X=Y ), P (X≥2Y ), P (X+Y ≥Z). ▲❡❣②❡♥ U=min(X, Y ) és V =X−Y ✳ ▼✉t❛ss✉❦
♠❡❣✱ ❤♦❣② U és V ❢ü❣❣❡t❧❡♥❡❦✳

✶✷✳ ❋❡❧❛❞❛t✳ ▲❡❣②❡♥ X ∼ Exp(λ). ❍❛tár♦③③✉❦ ♠❡❣ 2X+3, X3 és
√
X s➯r➯sé❣❢ü❣❣✈é♥②ét✳


