Val6szintliségszamitas feladatsor 1. hét
1. Feladat. Bizonyitsuk be a kovetkezdket tetszéleges A és B eseményekre:
e P(AUB) < P(A)+ P(B)
e Ha P(A A B) =0, akkor P(A) = P(B)
e PLAANC)<P(AAB)+P(BAC)
e |[P(ANB)— P(A)P(B)| < 1 (Mikor van egyenldség?)

2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy > /_, (f) = (Zﬂ) (Segitség: tekintsiik az r 4+ l-eleml halmazokat, és

szamitsuk ki, hogy ezek koziil hdnynak lesz k + 1 a legnagyobb eleme?)

3. Feladat. Hanyféleképpen juthatunk el egy sakktabla bal alsé sarkabdl a jobb felso sarkaba, ha minden
1épésben csak egyet 1éphetiink vagy jobbra, vagy felfelé? Mi a helyzet 3-dimenzids ”sakktablanal”, azaz ha az
origdbdl akarunk eljutni a (8,8,8) pontba gy, hogy minden 1épésben pontosan az egyik koordinatat néveljiik
1-gyel?

4. Feladat. Két dobdkockaval dobunk egyszerre. Mi a valdszintisége annak, hogy az Osszeg 6,7,87 A 9-et és
a 10-et ugyanannyiféleképp tudjuk eldallitani két 1 és 6 kozti szam Osszegeként. Igaz-e, hogy megegyezik a
valészintiségiik? Mi a valdsziniisége annak, hogy a két kapott szam relativ prim lesz? Mi a valdsziniisége annak,
hogy a két szam kiilonbsége paros lesz?

5. Feladat. Mennyi a valésziniisége annak, hogy 52 lapos franciakartya-paklibél 5 lapot hizva a kovetkezo
kombinaciokat kapjuk?

e egy par (két egyforma értékii lap, a tobbi kiilonbo6z6)
e full (3 egyforma és két masik egyforma)
e poker (4 egyforma)
Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan 3 talalatunk lesz az 6toslotton?

6. Feladat. Egy hallgaté a 100 tételbdl 90-et tanult meg a vizsgara. Harom tételt kell hiznia, ha barmelyiket
nem tudja, megbukik. Mi a valdszinlisége, hogy atmegy a vizsgan? Mi a helyzet, ha csak egy tételbdl kell
vizsgaznia, és azt két huzott tétel kozil véalaszthatja?

7. Feladat. Egy francia kartyapaklibdl egyméds utan hizunk lapokat. Mi a valdszintisége, hogy az els6 6t lap
kozott lesz dsz? Mi a valdszintisége, hogy elobb hiizunk aszt, mint kettest?

8. Feladat. Mi a valdszintisége, hogy egy n f0s osztalyban két tanulonak egy napon van a sziiletésnapja? Hany
fos osztdlyban lesz legalabb % az esély? Hany ismerosomnek kell lennie, hogy % eséllyel valamelyikiikkel egytitt
legyen sziiletésnapom?

9. Feladat. Egy sziget lako6i egyméstdl fiiggetlentil mindig 2/3 valészintiséggel hazudnak. Ezért a birésagokon
minden tanu vallomasat egy masik taninak is meg kell erositenie. Mennyi lesz igy a hamis tanivallomasok
aranya?’

10. Feladat. Harmickét lapos magyar kartyabol tiz lapot kapunk. Mennyi a valdszintisége, hogy
(a) egy szinbél hozzank keriil az Gsszes lap?
(b) mind a négy szinbél lesz a keziinkben?

11. Feladat. Egy kurzuson 40 hallgaté van, mindegyikiikk megtanult a 40 tételbél 39-et (mindenkinél mas
maradt ki). Mi a valészintisége, hogy egyikiik sem bukik meg, ha

(a) visszatevés nélkiil huznak?
(b) visszatevéssel hiznak?

12. Feladat. Egy kém n orszag titkosszolgalatanak dolgozik egyszerre. Egy napon Osszekeveri a boritékokat és
véletlenszertien teszi beléjiik a jelentéseket. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy minden jelentés jo boritékba
keriil? Hogy csak egyet ront el? Hogy mindet elrontja? Hogy pontosan k-t ront el?
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Valo6szintiségszamitas feladatsor 2. hét

1. Feladat. Egy harctéri bevetésre 6 ejtGernyGs, 4 tengerész és 5 16vész jelentkezett. A bevetést egy 3 ejtd-
ernyGsbél, 3 tengerészbdl és 2 16vészbdl allo egység fogja végrehajtani. Hanyféleképpen lehet kivalasztani a
jelentkez6kbdl a bevetésre keriils egységet?

2. Feladat. Haromféle szamlank van: viz, gaz és villany. Ahhoz, hogy a bank befogadja a hitelkérelmiinket, de
ne tudja meg, hogy sok pénziink van, az utols6é 5 havi szdmlaink koziil pontosan 3 géazt, legalabb 2 villanyt és
legfeljebb 3 vizet kell befizetniink. Hanyféleképpen tehetjiik meg ezt?

3. Feladat.

4. Feladat. Két dobokockaval dobunk egyszerre. Mi a valdszintisége annak, hogy az Osszeg 6,7,87 A 9-et és
a 10-et ugyanannyiféleképp tudjuk elGallitani két 1 és 6 kozti szdm Osszegeként. Igaz-e, hogy megegyezik a
valoszintiségiik? Mi a valoszintisége annak, hogy a két kapott szam relativ prim lesz? Mi a valoszintisége annak,
hogy a két szam kiilonbsége paros lesz?

5. Feladat. Mennyi a valoszintisége annak, hogy 52 lapos franciakartya-paklibol 5 lapot hiizva a kovetkezd
kombinaciokat kapjuk?

e egy par (két egyforma értéki lap, a t6bbi kiilonbo6z6)
e full (3 egyforma és két masik egyforma)

e poker (4 egyforma)
Mennyi a valosziniisége, hogy pontosan 3 taldlatunk lesz az 6toslotton?

6. Feladat. Egy hallgato a 100 tételbdl 90-et tanult meg a vizsgara. Harom tételt kell hiiznia, ha barmelyiket
nem tudja, megbukik. Mi a valésziniisége, hogy atmegy a vizsgan? Mi a helyzet, ha csak egy tételbdl kell
vizsgaznia, és azt két hizott tétel koziil valaszthatja?

7. Feladat. Egy francia kartyapaklibol egymés utan hizunk lapokat. Mi a valdészintisége, hogy az elsé 6t lap
kozott lesz asz? Mi a valdsziniisége, hogy el6bb htizunk aszt, mint kettest?

8. Feladat. Mi a valoszintisége, hogy egy n f6s osztalyban két tanulonak egy napon van a sziiletésnapja? Hany
f6s osztalyban lesz legaldbb % az esély? Hany ismer6somnek kell lennie, hogy % eséllyel valamelyikiikkel egyiitt
legyen sziiletésnapom?

9. Feladat. Harmickét lapos magyar kartyabol tiz lapot kapunk. Mennyi a valdsziniisége, hogy

(a) egy szinbdl hozzank keriil az Gsszes lap?

(b) mind a négy szinbdl lesz a keziinkben?

10. Feladat. Egy kurzuson 40 hallgaté van, mindegyikiikk megtanult a 40 tételbsl 39-et (mindenkinél mas
maradt ki). Mi a valoszintisége, hogy egyikiik sem bukik meg, ha

(a) visszatevés nélkiil hiznak?

(b) visszatevéssel hiiznak?

11. Feladat. Egy kém n orszag titkosszolgalatanak dolgozik egyszerre. Egy napon Osszekeveri a boritékokat és
véletlenszertien teszi beléjiik a jelentéseket. Mennyi a valoszintisége annak, hogy minden jelentés jo boritékba
keriil? Hogy csak egyet ront el? Hogy mindet elrontja? Hogy pontosan k-t ront el?

12. Feladat. Ha egy dartstablan hdrom kor atmérGjének ardnya 1:2:3, mennyi az esélye, hogy a legbels6be
taldlunk bele, ha a dobéas véletlenszeriien éri el a tablat?

13. Feladat. Véletlenszertien valasztunk két szamot a [0; 1] intervallumrol. Mi a valdszintsége, hogy az elsé
nem lesz nagyobb, mint a masodik? Mi a valoszintisége, hogy a kiilonbségiik legfeljebb %?

14. Feladat. Egy 2 m hossz( sorpad két labdnak magassaga véletlenszertien alakul 30 és 40 cm k6zott, egymastol
fiiggetleniil. Mekkora a valésziniisége, hogy a pad 5 foknal kisebb szogben fog lejteni?

15. Feladat. Két szakasz hosszat a (0,1) intervallumrol valasztjuk az egyenletességi hipotézis szerint. Mi a
valoszintisége, hogy a két szakaszbol és egy harmadik, 1 hossztusagi szakaszbol hegyesszogti haromszoget lehet
szerkeszteni?

16. Feladat (Buffon-féle tiiprobléma). A sikot d savszélességgel becsikozzuk és radobunk egy r hosszi varrotiit.
Mekkora az esélye, hogy a td metszi két sav hatarat?
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Valo6szintiségszamitas feladatsor 3. hét

1. Feladat. Ot hazaspart leiiltetiink egy asztal koré véletlenszertien. Mi a valoszintisége, hogy legalabb egy par
egymas mellé keriil? Es hogy legalabb k, ahol k legfeljebb 57 Mi a valoszintisége, hogy senki nem keriil a parja
mellé?

2. Feladat. Tiz par cip6 koziil taldlomra kivesziink 4 darabot. Mi a valdszin(isége, hogy a kivett cip6kbsl
osszedllithato egy par? Oldjuk meg tigy, ha a parok kiilonboznek, és gy is, ha nem (jobb- és bal 1ab természetesen
szamit!)

3. Feladat. Egy francia kartyapaklibol egymas utan hizunk lapokat. Mi a valoszintisége, hogy az elsé ot lap
kozott lesz asz? Mi a valoszintisége, hogy el6bb hiizunk &szt, mint kettest?

4. Feladat. Egy kurzuson 40 hallgaté van, mindegyikiik megtanult a 40 tételbdl 39-et (mindenkinél més maradt
ki). Mi a valoszintisége, hogy egyikiik sem bukik meg, ha

(a) visszatevés nélkiil hiznak?
(b) visszatevéssel hiiznak ?

5. Feladat. Egy kém n orszag titkosszolgalatanak dolgozik egyszerre. Egy napon 0Osszekeveri a boritékokat és
véletlenszerten teszi beléjiik a jelentéseket. Mennyi a valoszintisége annak, hogy minden jelentés j6 boritékba
keriil? Hogy csak egyet ront el?” Hogy mindet elrontja? Hogy pontosan k-t ront el?

6. Feladat. Ha egy dartstablan harom kor atmérdjének aranya 1:2:3, mennyi az esélye, hogy a legbelsGbe
taldlunk bele, ha a dobéas véletlenszeriien éri el a tablat?

7. Feladat. Véletlenszertien valasztunk két szamot a [0; 1] intervallumrol. Mi a valdszintisége, hogy az elsé nem
lesz nagyobb, mint a masodik? Mi a valoszintisége, hogy a kiilonbségiik legfeljebb %?

8. Feladat. Két szakasz hosszat a (0,1) intervallumrol vélasztjuk az egyenletességi hipotézis szerint. Mi a
valoszintisége, hogy a két szakaszbol és egy harmadik, 1 hossztisagi szakaszbol hegyesszogli haromszoget lehet
szerkeszteni?

9. Feladat. FEgy 2 m hosszu sérpad két 1abanak magassaga véletlenszertien alakul 30 és 40 cm kozott, egyméastol
fiiggetleniil. Mekkora a valdszintisége, hogy a pad 5 foknal kisebb szégben fog lejteni?

10. Feladat (Buffon-féle tiiprobléma). A sikot d savszélességgel becsikozzuk és radobunk egy r hossza varrotiit.
Mekkora az esélye, hogy a t metszi két sav hatarat?

11. Feladat. Egy ejtGernyés egy 2 km oldalhossziisdgu négyzetben ér féldet. A négyzet sarkaiban fak vannak,
amelyektdl az ejtGernyGsnek legalabb 1/11 km tavolsagot kell tartania, hogy ne akadjon fenn az dgakon. Mekkora
a valoszintsége, hogy gond nélkiil foldet ér?

12. Feladat. Egy falusi bucstban a kovetkezd jatékot jatsszuk: egy asztal lapja négyzetracsosra van felosztva,
erre radobunk egy pénzérmét. Ha az érme valamelyik négyzet belsejébe esik gy, hogy nem érinti az oldalakat,
akkor nyeriink. Mekkora ennek az esélye?

13. Feladat. Egy 8 perces iizleti beszélgetésr6l az egyik partner hangfelvételt készitett, amely egy 60 perces
kazetta 21. percénél kezdGdik. Késébb véletleniil beletorolt a kazettdba, nem tudja, hol, de 15 perc hossztusagban.
Mennyi a valoszintisége, hogy az egész beszélgetést letorolte? Mennyi a valosziniisége, hogy beletorolt? Mi a
helyzet, ha a beszélgetésrdl csak annyit tudunk, hogy valamikor a 21. perc utan kezd6dott?
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7. Feladat. Véletlenszertien valasztunk két szamot a [0; 1] intervallumrol. Mi a valdszintisége, hogy az elsé nem
lesz nagyobb, mint a masodik? Mi a valoszintisége, hogy a kiilonbségiik legfeljebb %?

8. Feladat. Két szakasz hosszat a (0,1) intervallumrol vélasztjuk az egyenletességi hipotézis szerint. Mi a
valoszintisége, hogy a két szakaszbol és egy harmadik, 1 hossztisagi szakaszbol hegyesszogli haromszoget lehet
szerkeszteni?

9. Feladat. FEgy 2 m hosszu sérpad két 1abanak magassaga véletlenszertien alakul 30 és 40 cm kozott, egyméastol
fiiggetleniil. Mekkora a valdszintisége, hogy a pad 5 foknal kisebb szégben fog lejteni?
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13. Feladat. Egy 8 perces iizleti beszélgetésr6l az egyik partner hangfelvételt készitett, amely egy 60 perces
kazetta 21. percénél kezdGdik. Késébb véletleniil beletorolt a kazettdba, nem tudja, hol, de 15 perc hossztusagban.
Mennyi a valoszintisége, hogy az egész beszélgetést letorolte? Mennyi a valosziniisége, hogy beletorolt? Mi a
helyzet, ha a beszélgetésrdl csak annyit tudunk, hogy valamikor a 21. perc utan kezd6dott?



Valo6szintiségszamitas feladatsor 4. hét

1. Feladat. Egy dobodkockaval dobunk. Mi az a legsziikebb sigma-algebra, amely leirja, hogy parosat, vagy
paratlant dobtunk-e? Es amelyik egyszerre irja le, hogy péarosat dobtunk-e, és primszamot dobtunk-e?

2. Feladat. 14 n6t és 8 férfit véletlenszertien leiiltetiink egy kor alaka asztal mellé. Mennyi a valoszintisége,
hogy nem keriil egymas mellé 2 férfi? Irjuk fel a valészintiségi mezét!

3. Feladat. Két szakasz hosszat a (0,1) intervallumrol valasztjuk az egyenletességi hipotézis szerint. Mi a
valoszintisége, hogy a két szakaszbol és egy harmadik, 1 hossztsagi szakaszbdl hegyesszogli haromszoget lehet
szerkeszteni?

4. Feladat. Egy 8 perces iizleti beszélgetésrol az egyik partner hangfelvételt készitett, amely egy 60 perces
kazetta 21. percénél kezdGdik. Késébb véletleniil beletorolt a kazettdba, nem tudja, hol, de 15 perc hossztsagban.
Mennyi a valészintisége, hogy az egész beszélgetést letorolte? Mennyi a valdszintisége, hogy beletorolt? Mi a
helyzet, ha a beszélgetésrdl csak annyit tudunk, hogy valamikor a 21. perc utan kezd6dott?

5. Feladat. Két szamot valasztunk véletlenszertien a [0,1] intervallumrol az egyenletességi hipotézis szerint.
Adjuk meg annak a valoszintiségét, hogy a két szaimmal, mint befogoval alkotott derékszogi haromszog kisebbik
hegyesszoge legalabb 30 fokos lesz!

6. Feladat. A vastt hdskordban a Chicago—Los Angeles viszonylatot két vastuttarsasag szolgalta ki. A chicagoi
allomason felszall6 1000 utas egyenls valosziniiséggel valasztotta mindkét vonatot. Hany férShelyes szerelvényt
kellett Osszeallitaniuk a tarsasdgoknak, hogy 99%-os valoszintiséggel minden utasukat el tudjak szallitani?

7. Feladat. Egy étteremben naponta 400-an esznek, atlagosan egyotodiik rendel almaspitét. Adjunk meg egy
olyan tartomanyt, amely 95%-os valosziniiséggel tartalmazza az adott napon rendelt almaspiték szaméat! Hany
vendégnek kéne ahhoz lennie, hogy a rendelések aranya 95%-os valoszintiséggel 19 és 21 szézalék kozé essen?
(Tipp: Hasznaljuk a Csebisev-egyenlGtlenséget!)

8. Feladat. A kukutyini egyetemen zabhegyezésb6l a 10000 hallgaté mindegyike egyforma, p = 0,1 val6szi-
niiséggel bukik meg. Vizsgazni legfeljebb kétszer lehet, aki dtmegy elsére, az nem javithat. A tanszék 1020
potvizsgahelyet hirdetett meg. Mennyi a valoszintisége, hogy minden bukott hallgaténak jut potvizsgahely ? Ad-
junk meg egy 1000-re szimmetrikus intervallumot, amelybe 90%-os valoszintiséggel esik a potvizsgazok szama!

9. Feladat. Egy szamitastechnikai boltban a legtijabb jatékgép elsé eladasi napjara késziilnek. 15000 vasarlot
varnak, akiknek mindegyike egymastol fiiggetleniil 12%-o0s valoszintiséggel vasarolja meg az Gjdonsagot. Mennyi
a valoszintisége, hogy a 2000 darabos szallitmany mér az els6 nap elfogy?

A boltvezetének le kell adnia a kdvetkez6 heti rendelést. El6relathatéan gyorsan fog csokkenni a kereslet, igy
nem szeretne til sok felesleges darabot rendelni. A héten 50000 vasarlot varnak, akik ismét egymaéstol fiiggetleniil
10%-o0s valoszintiséggel vesznek jatékgépet. Hany darabot rendeljen a boltvezetd, hogy 95%-o0s valoszintiséggel
minden vevét ki tudjanak szolgalni?

10. Feladat. Bernoullidban minden véalasztopolgar a tobbiektdl fiiggetlentil 40 %-os eséllyel szavazott a hiva-
talban 1évG elnokre az elnokvalasztason. Mennyi a valdszintisége, hogy a 43350 valasztopolgarbol 17442 és 17697
kozé esett az elndk szavazodinak szama?

11. Feladat. A valoszintiségszamitas eladason a 100 hallgaté mindegyike egymaéstol fiiggetleniil egyforma 30%-
os valoszintiséggel jelenik meg. Mennyi a valoszintisége, hogy egy adott el6adason 25 és 40 kozott lesz a hallgatok
létszama?

12. Feladat. Egy téglalap két oldalanak hosszat a (0,1) intervallumrol valasztjuk az egyenletességi hipotézis
szerint. Mi a valészintisége, hogy a téglalap teriilete legfeljebb % lesz?
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Valo6szintiségszamitas feladatsor 5. hét
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junk meg egy 1000-re szimmetrikus intervallumot, amelybe 90%-os valoszintiséggel esik a potvizsgazok szama!

2. Feladat. Egy szamitastechnikai boltban a legtijabb jatékgép elsd eladéasi napjara késziilnek. 15000 vasarlot
varnak, akiknek mindegyike egymastol fiiggetleniil 12%-o0s valoszintiséggel vasarolja meg az Gjdonsagot. Mennyi
a valoszintisége, hogy a 2000 darabos szallitmany mér az elsé nap elfogy?

A boltvezetdnek le kell adnia a kovetkez heti rendelést. El6relathatéan gyorsan fog csokkenni a kereslet, igy
nem szeretne til sok felesleges darabot rendelni. A héten 50000 vasarlot varnak, akik ismét egymastol fiiggetleniil
10%-o0s valoszintiséggel vesznek jatékgépet. Hany darabot rendeljen a boltvezetd, hogy 95%-o0s valoszintiséggel
minden vevét ki tudjanak szolgalni?

3. Feladat. Van egy pénzérménk, amelyrsl nem tudjuk hogy szabalyos-e. Hogyan tudnank szabélyos pénzérmét
szimulalni ezzel az érmével?

4. Feladat. Elhelyeziink n golyot N dobozba tgy, hogy minden elhelyezés egyforman valoszind. Feltéve, hogy
az els6 dobozban van goly6, mekkora a valésziniisége, hogy k£ goly6 van benne?

5. Feladat. 52 lapos franciakartyabol kapunk 13 lapot. Legyen A az az esemény, hogy pontosan két aszt kapunk.
Adjuk meg a P(A|B;) feltételes valoszintiségeket, ahol B;: van legalabb egy aszunk; Bs: nalunk van a kér asz;
Bs: els6nek aszt kaptunk; B,: elsének a kér aszt kaptuk.

6. Feladat. Egy autogyarto cég motorjait 1:3:6 aranyban készitik Tajvanon, Thaif6ldon és Kinaban; a selejtek
aranya rendre 2, 3 ¢és 4 szazalék. Mi a valdszintisége, hogy egy 1000 autds szallitménybol pontosan 100 hibés
auté van?

7. Feladat. Andras és Béla a kovetkezd jatékot jatsszak: mindketten dobnak egy dobodkockaval, az nyer, aki
nagyobbat dob, ha egyformak a szamok, akkor Béla nyer. Andras kockdja cinkelt: % valoszintiséggel ad 6-ost, a
tobbi valosziniiség egyforma. Mekkora a valészintisége, hogy Andrés nyeri a jatékot?

8. Feladat (Galton-paradoxon). Harom pénzérmét dobunk fel. Legalabb ketté egyforma, a harmadik pedig %
valoszintiséggel ugyanolyan, mint ezek, vagyis % az esélye, hogy mindharom egyforma lesz.

9. Feladat. Egy televizios jaték utolsé fordulojaban harom ajté koziil kell valasztanunk: az egyik mogott egy
autd van, a méasik ketté mogott semmi. Mutan valasztottunk, a jatékvezets kinyitja az egyik iires szobat és
felajanlja, hogy megvaltoztathatjuk a valasztasunkat. Erdemes-e valtani?

10. Feladat. Egy kozvélemény-kutatasban azt szeretnénk megallapitani, hogy a férfiak hény szazaléka énekel a
fiirdgszobaban. Mivel lehet, hogy ezt még egy névtelen felmérésben sem vallan& be mindenki, a kovetkez6 eljarast
alkalmazzuk. Megkérjiik a résztvevGket, hogy dobjanak egy kockaval. Ha a dobott szdm 6-os, valaszoljanak igent,
ha 1-es, nemet. Ha ezek kozé esik, valaszoljanak Gszintén. Igy mindenki mondhatja, hogy csak a kocka miatt
valaszolt ugy, ahogy. A kutatas végén az igen valaszok aranya % A férfiak hany szézaléka énekel a fiirdGszobaban ?

11. Feladat. Egy teszten a vizsgazd p valdszintiséggel tudja a helyes valaszt az els§ kérdésre. Ha nem tudja,
egyenld esélyekkel valaszt egyet a harom lehetséges valasz koziil. Ha a valasz helyes, mennyi a valoszintisége,
hogy a vizsgazo6 jol tudta a valaszt?

12. Feladat. Harom vadaszpilota, A, B és C' tiizharcba keriil, bettirendben 16nek, akit eltaldlnak, az kiesik. A
és C rendre « és v valoszintiséggel taldlnak, B mindig talal, aki utoljara marad, az gy6z. Tudjuk, hogy

’y>a>1—L

1—7’
és a résztvevdk ismerik egymaés taldlati pontossagat. Mutassuk meg, hogy A-nak megéri elsére mellélénie. (Se-
gitség: Mi a pilotak helyében vajon melyik ellenfélre céloznank ?)

13. Feladat. Egy urndban p db piros és k db kék golyd van. Véletlenszertien htizunk, majd a hazott golyot
visszatessziik d db ugyanolyan szind masikkal egyiitt, ezt ismételjiik vég nélkiill. Mi a valoszintisége, hogy a
méasodik golyd kék? Mi a valoszintisége, hogy az els6é golyd kék, ha a masodik kék volt? Mutassuk meg, hogy
P(K,) = P(K;) minden n-re és P(K,|K,,) = P(K,,|K,) barmely m, n-re.
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és a résztvevdk ismerik egymaés taldlati pontossagat. Mutassuk meg, hogy A-nak megéri elsére mellélénie. (Se-
gitség: Mi a pilotak helyében vajon melyik ellenfélre céloznank ?)

13. Feladat. Egy urndban p db piros és k db kék golyd van. Véletlenszertien htizunk, majd a hazott golyot
visszatessziik d db ugyanolyan szind masikkal egyiitt, ezt ismételjiik vég nélkiill. Mi a valoszintisége, hogy a
méasodik golyd kék? Mi a valoszintisége, hogy az els6é golyd kék, ha a masodik kék volt? Mutassuk meg, hogy
P(K,) = P(K;) minden n-re és P(K,|K,,) = P(K,,|K,) barmely m, n-re.
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gitség: Mi a pilotak helyében vajon melyik ellenfélre céloznank ?)

2. Feladat. Egy urnadban p db piros és k& db kék golyé van. Véletlenszertien hizunk, majd a hizott golyot
visszatessziik d db ugyanolyan szini masikkal egyiitt, ezt ismételjiik vég nélkiil. Mi a valoszintisége, hogy a
méasodik golyd kék? Mi a valoszintisége, hogy az els6 goly6d kék, ha a masodik kék volt? Mutassuk meg, hogy
P(K,) = P(K;) minden n-re és P(K,|K,,) = P(K,,|K,) barmely m, n-re.

3. Feladat. Egy fia és egy lany megbeszélik, hogy egy forgalmas tutkeresztez6désnél taldlkoznak, de azt nem,
hogy melyik sarkon. 0,25 valoszintiséggel érkeznek mindegyik sarokra, ha a masik nincs ott, 2,5 percet varnak,
majd 0,5-0,5 valoszintiséggel atmennek egy szomszédos sarokra fél perc alatt, egymastol fiiggetleniil. Mennyi a
valosziniisége, hogy az elsé 3n percben taldlkoznak (akar a zebran is)?

4. Feladat. A, B és C' a bortonbél egyszerre folyamodnak feltételes szabadlabra helyezésért. Késébb megtudjak,
hogy kettejliket engedték ki, de nem tudjak, hogy kiket. A megprobal valami informaciot szerezni a dontésrdl —
de a bortonér ugysem mondand meg, hogy &6t kiengedték-e. Ezért tigy dont, hogy azt kérdezi meg, ki a mésik
rab, akit vele egyiitt szabadlabra helyeznek (ha mindkettdt, akkor csak az egyiket kell megmondania az 6rnek).
Ezutan viszont igy okoskodik: "Ha nem kérdezek semmit, akkor % es¢lyem van. De ha megkérdezem az &rt,
akkor ez %—re csokken, hiszen ha pl. B-t engedik ki, akkor vagy C' megy vele, vagy én. Jobb lesz, ha nem is

kérdezek semmit." Hol a hiba?

5. Feladat. Ot hazaspart leiiltetiink egy asztal koré véletlenszertien. Mi a valészintisége, hogy legalabb egy par
egymas mellé keriil? Es hogy legalabb k, ahol k legfeljebb 57 Mi a valésziniisége, hogy senki nem keriil a parja
mellé?

6. Feladat. Andras és Béla a kovetkezd jatékot jatsszak: mindketten dobnak egy dobdkockaval, az nyer, aki
nagyobbat dob, ha egyformék a szamok, akkor Béla nyer. Andras kockaja cinkelt: % valoszintiséggel ad 6-ost, a
tobbi valosziniiség egyforma. Mekkora a valészintisége, hogy Andrés nyeri a jatékot?

7. Feladat (Bertrand-paradoxon). Harom dobozunk van, mindkett6ben egy fehér és egy fekete golyo. Véletlen-
szertien valasztunk és csukott szemmel hizunk egy golyot. Nyilvan % valoszintiséggel lesz fekete, a masik golyo
1

is hasonloképp. Tehat annak a valoszintisége, hogy a doboz kiilonboz6 golyokat tartalmaz, 5.

8. Feladat. Hanyféleképp oszthatunk be 20 futét 5 db négyfds valtoba? Hanyféleképp oszthatunk szét 10
cukorkat 6 gyerek kozt? Mi a helyzet, ha mindenkinek kapnia kell legalabb 1-et?

9. Feladat. 11 n6t és 8 férfit véletlenszerten leiiltetiink egy kor alaku asztal koré. Mennyi a valoszintisége, hogy
nem lesz két szomszédos férfi?

10. Feladat. Egy régi baratunkrol tudjuk, hogy két gyereke van, de nem tudjuk, hogy milyen nemtek. Egy
talalkozasnal meglatunk néla egy Barbie-babat, és elmondja, hogy a lanyanak viszi. Mekkora a valdszintisége,
hogy a mésik gyereke fia?
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Valo6szintiségszamitas feladatsor 8. hét

1. Feladat. Jeloljiik [4-val az A halmaz indikatorfiiggvényét:

La(2) 1, hare A
xXr) .=
4 0 hazg A

Mutassuk meg a kovetkezdket :
A=B=Is=1p; Io=1,1p=0; Ianp=1alp; ITasp=Ia+Ip—1Ialp; Iz=1-14
2. Feladat. £ egy diszkrét véletlen valtozo, amely pozitiv egész értékeket vesz fol, és amelyrél tudjuk, hogy
P=n)=—, n=12,...

valamely ¢ valos szdmra. Mennyi lehet a ¢ értéke?

3. Feladat. Egy pénzérmét addig dobalunk, amig egymés utdn kétszer ugyanaz az eredmény nem sziiletik.
Mennyi a valészintisége, hogy éppen a hetedik dobésra, illetve a hetedik dobas el6tt végziink, illetve péaros sok
dobésra lesz sziikség?

4. Feladat. A valdszintiségszamités-vizsgan mind az n hallgatd p valdszintiséggel megy at. Ha mindenki tet-
sz6legesen sokszor probalkozhat, mi a valoszintisége, hogy egy hallgato k-adikra megy at? Mi a valoszintsége,
hogy az oktatonak pontosan k vizsgét kell tartania?

5. Feladat. £ és n véletlen valtozok Poisson-eloszléssal, A és p paraméterekkel. Milyen az 6sszeg eloszlésa?

6. Feladat. Legyen & geometriai eloszlasu véletlen valtozé p paraméterrel. Mennyi a P(§ > k+1|€ > k) valoszi-
ntiség? Vajon miért hivjuk ezt o6rokifju tulajdonsagnak?

7. Feladat. Egy gabonakutat6 intézetben vetémagmintat vizsgalnak. A fert6zott magok szama Poisson-eloszlast
kovet A paraméterrel. Egy technikus vizsgalja a magokat, a fert6zott magokat egymastol fiiggetleniil p valoszi-
niiséggel megtalalja és kiselejtezi. Mennyi lesz az atvizsgalt mintaban a magok eloszlasa?

8. Feladat. A CSI:Chicago egyik részében egy gyilkossag felderitése kozben bebizonyosodott, hogy a gyilkos
rendelkezik egy igen ritka genetikai rendellenességgel, amely csak a népesség 1077 részében van jelen. Chicago
népessége jo kozelitéssel 107. Ha a rendérok talalnak valakit, aki ez alapjan gyanisitott lehet, mennyi az esélye,
hogy taldlnak még egy embert? Mikor mondhatjak 95 % valoszintiséggel, hogy tobb gyandsitottat mar nem
fognak talalni,

9. Feladat. Legyenek ¢ és 7 fiiggetlen azonos eloszlast pozitiv egész értéki véletlen valtozok, P({ =n)=2"".
Mekkora a kovetkezdk valoszintisége? min(&,n) <z, n>¢, E=mn, &n?

10. Feladat. Ha egy nap szép volt az id§, akkor p; valoszintiséggel masnap is szép lesz. Ha esett az esG, akkor
méasnap py valoszintséggel lesz szép id6 (csak ezt a két idGjarast kiilonboztetjiik meg). Mutassuk meg, hogy az
egymast kdvetd napokon a szép id6 u, valoszintisége teljesiti az

Up = (pl _p2>un—1 +p2, n >2

Osszefiiggést. Konvergens-e a sorozat, és ha igen, hovd? Ha ma szép az id6, varhatdéan hany nap telik el az elsG
esGs napig?

11. Feladat. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezsk ?

_e—Tty
- €

—e T—e7Y
12. Feladat. Legyen & és n egylittes eloszlasfiiggvénye
flz,y) = cx”l_l(y—x)”"’_le_y, O<r<y<oo

Mennyi ¢ értéke, és mik a marginalis eloszlasok?
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Feladat 1. ¢ és n véletlen valtozok Poisson-eloszlassal, A és p paraméterekkel. Milyen az 0sszeg eloszlasa?”

Feladat 2. Egy gabonakutato intézetben vet6magmintat vizsgalnak. A fert6zott magok szama Poisson-eloszlast
kovet A paraméterrel. Egy technikus vizsgalja a magokat, a fert6zott magokat egymastol fiiggetleniil p valoszint-
séggel megtalalja és kiselejtezi. Mennyi lesz az atvizsgalt mintdban a magok eloszlasa?

Feladat 3. Egy bank 20000 db otezrest adott ki az {ligyfeleinek, de utdlag kideriilt, hogy ezek koziil 150 hamis
volt. 100 bankjegyet visszakapnak. Milyen eloszlast kovet ezek kozott a hamis bankjegyek szama, €7 Binomialis?
Esetleg Poisson? Mennyi P({ > 2)?7 Mennyire nehéz kiszamolni?

Feladat 4. A CSI:Chicago egyik részében egy gyilkossag felderitése kdzben bebizonyosodott, hogy a gyilkos
rendelkezik egy igen ritka genetikai rendellenességgel, amely csak a népesség 10~7 részében van jelen. Chicago
népessége jo kozelitéssel 107. Ha a rendsrok talalnak valakit, aki ez alapjan gyantsitott lehet, mennyi az esélye,
hogy talalnak még egy embert? Mikor mondhatjak nagy valészintiséggel, hogy nincs tébb gyanusitott?

Feladat 5. Legyenek £ és n fiiggetlen véletlen véltozok, amelyek % valoszintiséggel vesznek 0l 1 és —1 értéket.
Legyen ¢ = &n. Mutassuk meg, hogy a harom véltozo paronként fiiggetlen. Fiiggetlenek-e teljesen?

Feladat 6. Legyen & és n egyiittes stirtiségfiiggvénye

no—1_-—y

My —p)2TleV 0<r<y<oo

f(z,y) = cx
Mennyi ¢ értéke, és mik a marginélis eloszlasok?

Feladat 7. Legyen ¢ abszolut folytonos véletlen valtozd F' eloszlasfiiggvénnyel. Mutassuk meg, hogy F(€)
egyenletes eloszlasu a [0; 1] intervallumon, — log F'(§) pedig exponenciélis eloszlast.

Feladat 8. Ha & abszolat folytonos F' és f eloszlés- illetve stirtségfiiggvénnyel, mutassuk meg, hogy

. f(z)
> =
lﬁlolP(§<x+h|£_x) T~ F)
Feladat 9. Legyen ¢ egyenletes eloszlasu (0, 1)-en. Hatarozzuk meg % és 1575 eloszlasfiiggvényét!

Feladat 10. Mi a feltétele annak, hogy & és % azonos eloszlasuak legyenek?
Feladat 11. Legyen & exponencidlis eloszlastu valtozé A paraméterrel. Mennyi sin & varhato értéke?

Feladat 12. Van egy urnénk, benne egy fehér és egy piros golyd. Visszatevéssel hiizunk, minden huzas utan
még egy fehér golyot tesziink be. Legyen ¢ a sziikséges huzasok szama, mig fehéret nem hizunk. Mennyi £(£)?

Feladat 13. Egy szabalyos érmét addig dobalunk, amig egymas utan kétszer ugyanazt nem kapjuk. Mennyi a
dobasok szamanak varhato értéke?

Feladat 14. Egy augusztusi éjszakan a hullocsillagok szama Poisson-eloszlast kdvet. Annak a valoszintisége,
hogy egy hulldcsillagot sem latunk, 0,1. Mennyi az egész éjjel latott hulloesillagok varhatd szama?
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Feladat 8. Ha & abszolat folytonos F' és f eloszlés- illetve stirtségfiiggvénnyel, mutassuk meg, hogy

. f(z)
> =
lﬁlolP(§<x+h|£_x) T~ F)
Feladat 9. Legyen ¢ egyenletes eloszlasu (0, 1)-en. Hatarozzuk meg % és 1575 eloszlasfiiggvényét!

Feladat 10. Mi a feltétele annak, hogy & és % azonos eloszlasuak legyenek?
Feladat 11. Legyen & exponencidlis eloszlastu valtozé A paraméterrel. Mennyi sin & varhato értéke?

Feladat 12. Van egy urnénk, benne egy fehér és egy piros golyd. Visszatevéssel hiizunk, minden huzas utan
még egy fehér golyot tesziink be. Legyen ¢ a sziikséges huzasok szama, mig fehéret nem hizunk. Mennyi £(£)?

Feladat 13. Egy szabalyos érmét addig dobalunk, amig egymas utan kétszer ugyanazt nem kapjuk. Mennyi a
dobasok szamanak varhato értéke?

Feladat 14. Egy augusztusi éjszakan a hullocsillagok szama Poisson-eloszlast kdvet. Annak a valoszintisége,
hogy egy hulldcsillagot sem latunk, 0,1. Mennyi az egész éjjel latott hulloesillagok varhatd szama?



Valo6szintiségszamitas feladatsor 10. hét

1. Feladat. Egy pénzérmét addig dobalunk, amig egymas utan kétszer ugyanaz az eredmény nem sziiletik.
Mennyi a valészintisége, hogy éppen a hetedik dobasra, illetve a hetedik dobas el6tt végziink, illetve paros sok
dobasra lesz sziikség?

2. Feladat. A valoszintiségszamitas-vizsgan mind az n hallgaté p valészintiséggel megy at. Ha mindenki tet-
sz6legesen sokszor probalkozhat, mi a valoszintsége, hogy egy hallgatd k-adikra megy at? Mi a valdszintisége,
hogy az oktatonak pontosan k vizsgat kell tartania?

3. Feladat. Egy gabonakutat6 intézetben vetémagmintat vizsgilnak. A fertéz6tt magok szama Poisson-eloszlast
kovet A\ paraméterrel. Egy technikus vizsgalja a magokat, a fert6zott magokat egymaéstol fiiggetleniil p valdszi-
niiséggel megtalalja és kiselejtezi. Mennyi lesz az atvizsgalt mintaban a magok eloszlasa?

4. Feladat. Legyenek X és Y fiiggetlen véletlen valtozok, amelyek % valoszintiséggel vesznek fol 1 és —1 értéket.
Legyen Z = XY. Mutassuk meg, hogy a harom valtozé paronként fiiggetlen. Fiiggetlenek-e teljesen?

5. Feladat. Ha X abszolut folytonos F' és f eloszlas- illetve stirtiségfiiggvénnyel, mutassuk meg, hogy

. f(z)
lim P(X hX >z)= ——"—
in (X <z+h|X >2x) T F()
6. Feladat. Legyen X egyenletes eloszlasu (0,1)-en. Hatarozzuk meg % és HLX eloszlasfiiggvényét !

7. Feladat. Mi a feltétele annak, hogy X és % azonos eloszlastak legyenek?

8. Feladat. X és Y filiggetlen exponencialis eloszlast valtozok A és p paraméterrel. Hatarozzuk meg a minimu-
muk eloszlasédt! MElyik tulajdonsagot hasznaltuk ki a megolddsban? Ennek alapjan melyik diszkrét eloszlasra
lehet igaz hasonl6 allitas?

9. Feladat. Legyen X exponencidlis eloszlast valtozd A paraméterrel. Mennyi sin X varhato értéke?

10. Feladat. Van egy urnank, benne egy fehér és egy piros goly6. Visszatevéssel huzunk, minden hizas utan
még egy fehér golyot tesziink be. Legyen X a sziikséges hizasok szama, mig fehéret nem hiizunk. Mennyi E(X)?7

11. Feladat. Egy augusztusi éjszakan a hulldcsillagok szama Poisson-eloszlast kovet. Annak a valészintisége,
hogy egy hulldcesillagot sem latunk, 0,1. Mennyi az egész éjjel latott hullocesillagok varhatd szama?

12. Feladat. A skét bakak mellkasinak kérmérete norméalis eloszlast kovet, p = 88 és 02 = 10 paraméterekkel.
Mekkora hanyaduk fér bele a 84-es zubbonyba?

13. Feladat. A hazimacskak testsilya jo kozelitéssel normalis eloszlasi. A macskak 10%-a konnyebb, mint 1,5
kg és 20%-uk nehezebb, mint 7 kg. Mennyi a 6 kg-nal nehezebb macskék aranya?

14. Feladat. Egy villanykorte élettartama években mérve exponencidlis eloszlast kovet, a paraméter % Mennyi
a valoszintisége, hogy egy 1j villanykorte legalabb 1 évig vilagitani fog?
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niiséggel megtalalja és kiselejtezi. Mennyi lesz az atvizsgalt mintaban a magok eloszlasa?
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Legyen Z = XY. Mutassuk meg, hogy a harom valtozé paronként fiiggetlen. Fiiggetlenek-e teljesen?

5. Feladat. Ha X abszolut folytonos F' és f eloszlas- illetve stirtiségfiiggvénnyel, mutassuk meg, hogy
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lim P(X hX >z)= ——"—
in (X <z+h|X >2x) T F()
6. Feladat. Legyen X egyenletes eloszlasu (0,1)-en. Hatarozzuk meg % és HLX eloszlasfiiggvényét !

7. Feladat. Mi a feltétele annak, hogy X és % azonos eloszlastak legyenek?

8. Feladat. X és Y filiggetlen exponencialis eloszlast valtozok A és p paraméterrel. Hatarozzuk meg a minimu-
muk eloszlasédt! MElyik tulajdonsagot hasznaltuk ki a megolddsban? Ennek alapjan melyik diszkrét eloszlasra
lehet igaz hasonl6 allitas?

9. Feladat. Legyen X exponencidlis eloszlast valtozd A paraméterrel. Mennyi sin X varhato értéke?

10. Feladat. Van egy urnank, benne egy fehér és egy piros goly6. Visszatevéssel huzunk, minden hizas utan
még egy fehér golyot tesziink be. Legyen X a sziikséges hizasok szama, mig fehéret nem hiizunk. Mennyi E(X)?7

11. Feladat. Egy augusztusi éjszakan a hulldcsillagok szama Poisson-eloszlast kovet. Annak a valészintisége,
hogy egy hulldcesillagot sem latunk, 0,1. Mennyi az egész éjjel latott hullocesillagok varhatd szama?

12. Feladat. A skét bakak mellkasinak kérmérete norméalis eloszlast kovet, p = 88 és 02 = 10 paraméterekkel.
Mekkora hanyaduk fér bele a 84-es zubbonyba?

13. Feladat. A hazimacskak testsilya jo kozelitéssel normalis eloszlasi. A macskak 10%-a konnyebb, mint 1,5
kg és 20%-uk nehezebb, mint 7 kg. Mennyi a 6 kg-nal nehezebb macskék aranya?

14. Feladat. Egy villanykorte élettartama években mérve exponencidlis eloszlast kovet, a paraméter % Mennyi
a valoszintisége, hogy egy 1j villanykorte legalabb 1 évig vilagitani fog?



Valo6szintiségszamitas feladatsor 11. hét

1. Feladat. Legyen X egyenletes eloszlast (0,1)-en. Hatarozzuk meg % és 1%{ eloszlasfiiggvényét!

2. Feladat. X és Y filiggetlen exponencialis eloszlast valtozok A és p paraméterrel. Hatarozzuk meg a minimu-
muk eloszlasat! MElyik tulajdonsagot hasznaltuk ki a megolddsban? Ennek alapjan melyik diszkrét eloszlasra
lehet igaz hasonl6 allitas?

3. Feladat. Van egy urnank, benne egy fehér és egy piros goly6. Visszatevéssel hiizunk, minden hiizas utan még
egy fehér golyot tesziink be. Legyen X a sziikséges htizasok szama, mig fehéret nem htuzunk. Mennyi E(X)?

4. Feladat. Egy augusztusi éjszakan a hullocsillagok szama Poisson-eloszlast kévet. Annak a valdszintsége,
hogy egy hullocsillagot sem latunk, 0,1. Mennyi az egész éjjel latott hullocsillagok varhatd szama?

5. Feladat. A skot bakak mellkasanak kérmérete normalis eloszlast kovet, p = 88 és 02 = 10 paraméterekkel.
Mekkora hanyaduk fér bele a 84-es zubbonyba?

6. Feladat. A hazimacskak testsilya jo kozelitéssel normaélis eloszlasi. A macskak 10%-a konnyebb, mint 1,5
kg és 20%-uk nehezebb, mint 7 kg. Mennyi a 6 kg-nal nehezebb macskék ardnya?

7. Feladat. Egy villanykorte élettartama években mérve exponencialis eloszlast kovet, a paraméter % Mennyi
a valoszintsége, hogy egy 0j villanykorte legalabb 1 évig vilagitani fog?

8. Feladat. Legyen X nemnegativ egész értékd véletlen valtozo véges varhato értékkel. Mutassuk meg, hogy
E(X)=> P(X >i).
i=1
9. Feladat. Van egy urnank, benne egy fehér és egy piros goly6. Visszatevéssel hiizunk, minden hizas utan még

egy fehér golyot tesziink be. Legyen X a sziikséges huzésok szama, mig fehéret nem hizunk. Mennyi E(X)?7

10. Feladat. Tekintsiik azt a vektorvaltozot, amely egyforma valoszintiséggel veszi fel a (0,1), (0, —1), (1,0), (—
—1,0) értékeket. Mennyi a koordinatak korrelacioja? Fiiggetlenek-e a koordinatak ?

11. Feladat. Szamitsuk ki 1/(X +1) varhato értékét, ha
— X ~ Binom(n, p)
— X ~ Poisson(\)
— X geometriai eloszlast

12. Feladat. Egy szabalyos kockaval négyszer dobunk. Jeldlje X; a dobott egyesek, X, a dobott kettesek
szamat. Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlast és a peremeloszlasokat! Fiiggetlen-e a két valtoz6?

13. Feladat. A focipalya a |-3;3| szakasz. A labda indulasi helye a +1. A jatékosok felvaltva 16nek, pontosabban
feldobnak egy kockat. Ha parost dobnak, akkor a labda jobbra, ha paratlant, akkor balra gurul egy egységnyit.
Egyik kapu a +3, az ide gurul6 labda k-szoros golnak szamit. k-ra titkos ajanlatot tesznek, aki¢ nagyobb, az
ekkora k érték mellett védi a -3 kaput. Milyen k mellett lesz a kétféle gol egyforma valoszinuségu?



Valo6szintiségszamitas feladatsor 11. hét
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kg és 20%-uk nehezebb, mint 7 kg. Mennyi a 6 kg-nal nehezebb macskék ardnya?
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a valoszintsége, hogy egy 0j villanykorte legalabb 1 évig vilagitani fog?

8. Feladat. Legyen X nemnegativ egész értékd véletlen valtozo véges varhato értékkel. Mutassuk meg, hogy
E(X)=> P(X >i).
i=1
9. Feladat. Van egy urnank, benne egy fehér és egy piros goly6. Visszatevéssel hiizunk, minden hizas utan még

egy fehér golyot tesziink be. Legyen X a sziikséges huzésok szama, mig fehéret nem hizunk. Mennyi E(X)?7

10. Feladat. Tekintsiik azt a vektorvaltozot, amely egyforma valoszintiséggel veszi fel a (0,1), (0, —1), (1,0), (—
—1,0) értékeket. Mennyi a koordinatak korrelacioja? Fiiggetlenek-e a koordinatak ?

11. Feladat. Szamitsuk ki 1/(X +1) varhato értékét, ha
— X ~ Binom(n, p)
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12. Feladat. Egy szabalyos kockaval négyszer dobunk. Jeldlje X; a dobott egyesek, X, a dobott kettesek
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feldobnak egy kockat. Ha parost dobnak, akkor a labda jobbra, ha paratlant, akkor balra gurul egy egységnyit.
Egyik kapu a +3, az ide gurul6 labda k-szoros golnak szamit. k-ra titkos ajanlatot tesznek, aki¢ nagyobb, az
ekkora k érték mellett védi a -3 kaput. Milyen k mellett lesz a kétféle gol egyforma valoszinuségu?



Valo6szintiségszamitas feladatsor 12. hét

1. Feladat. Szamitsuk ki 1/(X +1) varhato értékét, ha
— X ~ Binom(n, p)
— X ~ Poisson(\)
— X geometriai eloszlasu

2. Feladat. A focipélya a [-3;3] szakasz. A labda indulasi helye a +1. A jatékosok felvaltva 16nek, pontosabban
feldobnak egy kockat. Ha parost dobnak, akkor a labda jobbra, ha paratlant, akkor balra gurul egy egységnyit.
Egyik kapu a +3, az ide gurulé labda k-szoros golnak szamit. k-ra titkos ajanlatot tesznek, akié¢ nagyobb, az
ekkora k érték mellett védi a -3 kaput. Milyen k mellett lesz a kétféle gol egyforma valoszinuségu?

3. Feladat. Egy dohidnyos minden nap 10 vagy 11 cigarettat sziv el, rendre p és 1—p valoszintiséggel, egymastol
fiiggetleniil. Mennyi a 30 nap alatt elszivott cigarettai szaméanak varhato értéke és szorasa?

4. Feladat. A craps nevi jatékban két kockaval dobunk. 2,3,12 esetén azonnal veszitiink; 7 vagy 11 esetén
azonnal nyeriink. BArmely més dobas esetén megjegyezziik az elsének dobott szamot. Ha ez hamarabb ismétlGdik
meg, mint ahogy elsére 7-est dobunk, akkor nyeriink, ellenkez& esetben vesztiink. Mennyi a nyerés valoszntisége ?
Mennyi a dobsok szamanak varhato értéke?

5. Feladat. Legyen 0 egyenletes eloszlast (0, «)-n. Szamoljuk ki Cov(sin 6, cos 6)-t. Fiiggetlen-e a két valtozo?

6. Feladat. Egy gyiimolcsosben minden gyiimolesban véletlen szami féreg van, ezek szdma Poisson-eloszlast
kovet 2 paraméterrel. A gylimolcsosben permetezést végeznek, amely minden egyes férget p=0,75 valoszintiséggel
ol meg, egymastol fiiggetleniil. Ezutan vesziink 10 darabot a gylimdlesokbél.

— Mennyi a valészintisége, hogy egyetlen férget sem talalunk?

— Mennyi a valoszintisége, hogy Osszesen pontosan k férget taldlunk?
— Mennyi a talalt férgek varhato értéke, szorésa?

— Mennyi az egészséges gyiimolcsok varhato értéke, szorasa?

7. Feladat. Legyen X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye csin(z+y), ha z,y€(0, 7). Allapitsuk meg a kovarianciat
és a korrelaciot.

8. Feladat. Legyen X egy A paramétert exponencidlis eloszlasu véletlen valtozo, N pedig egy téle fiiggetlen p
parméteri geometriai eloszlasi valtoz6. Adjuk meg N X eloszlasat.

9. Feladat. Legyenek X,Y, Z fiiggetlen geometriai eloszlasu véletlen valtozok p paraméterrel. Adjuk meg a
kovetkezs valosziniségeket: P(X =Y), P(X > 2Y),P(X+Y > Z). Legyen U = min(X,Y) és V=X -Y.
Mutassuk meg, hogy U és V fiiggetlenek.

10. Feladat. Legyen X ~ Exp()). Hatarozzuk meg 2X +3, X? és VX siirtiségfiiggvényét.
11. Feladat. Adjuk meg a binomialis, a Poisson- és a geometriai eloszlas generatorfiiggvényét.

12. Feladat. Egy halastoban N hal van. Kihalaszunk koziiliik M-et, megjeldljiik Gket, és visszatessziik. Mikor
elkeveredtek a populacidéban, kifogunk n halat, legyen ezekbdl a megjeloltek szama X. A teljes populacié becs-
lésére az Mn/(X + 1) becslét hasznaljuk. Mennyi lesz ennek a varhato értéke, szorasa? Miért kell X + 1-gyel
osztani?



Valo6szintiségszamitas feladatsor 12. hét
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Valo6szintiségszamitas feladatsor 13. hét

1. Feladat. Szamitsuk ki 1/(X +1) varhato értékét, ha
— X ~ Binom(n, p)
— X ~ Poisson(\)
— X geometriai eloszlasu

2. Feladat. Legyen az (X,Y) véletlen vektor siirtiségfiiggvénye c(x +y) a [0,1] egységkockan. Adjuk meg c
értékét, a peremeloszlasokat, a kovarianciat és korrelaciot.

3. Feladat (A kupongytijté probléma). Egy matricasalbumban 100 matricAnak van hely, a matricikat egyesé-
vel, lezart tasakban lehet megvasarolni (értelemszerien véasarlaskor nem tudjuk, hogy mi van a tasakban). Ha
feltessziik, hogy minden csomagban minden matrica egyforma valészintiséggel taldlhatéo meg, és S,-rel jeldljiik
azt a matricamennyiséget, amelyet meg kell venniink, hogy legyen r kiilonb6z6 matricank, adjuk meg S;00
varhato értéket, szorasat! (Segitség: milyen eloszlasu lesz Sy — Sk ?)

4. Feladat. Vérvizsgalatot végeznek n embernél. A vizsgélat mindenkinél egyméstol fiiggetleniil, egyforma
p valoszintiséggel pozitiv. Takarékossagi okokbol k£ ember vérét Gsszedntik, és a kapott mintat vizsgaljak: ha
negatvi, akkor mindenki negativ, ha pozitiv, akkor egyenként megvizsgalnak mindenkit.

— Adjuk meg a sziikséges vizsgalatok X szamanak varhato értékét (feltehetjiik, hogy k|N)!
— Minimalizaljuk a fenti varhato értéket k fiiggvényében!

— Mutassuk meg, hogy az optimélis k érték kozel van \/Lﬁ—hez!

5. Feladat. Egy balban n hézaspar van, a n6k véletlenszertien allnak parba a férfiakkal. Allapitsuk meg az
egymassal tancold hazasparok szdmanak varhato értékét, szorasat!

6. Feladat. Whisky-kolat szeretnénk keverni 5 cl whiskybdl és 25 cl kolabol. Mivel azonban nem vagyunk
hivatasos koktélkeverdk, kissé bizonytalanul toltjiik az italokat: mindkét ital esetében mindkét irdnyba legfeljebb
10% eltéréssel, ezen beliil pedig egyenletes eloszlas szerint. Mennyi a kész koktélban a whisky aranyanak varhato
értéke?

7. Feladat. Szabalytalan érmét dobalunk, ahol a fej valoszintisége p. Legyen X az els§ egyforma dobéssorozat
hossza (lehet 1 is!), Y pedig a masodiké. Hatarozzuk meg X és Y varhato értéket!

8. Feladat. Egy kockat n-szer feldobunk. Mennyi az egyesek és hatosok szdmanak kovariancidja, korrelacioja?

9. Feladat. Egy szabalyos érmét addig dobalunk, amig kétszer egymas utan ugyanazt nem dobjuk. Mennyi a
sziikséges dobéasok szaménak varhato értéke?

10. Feladat. Legyen X egy A\ paraméterti exponencidlis eloszlasi véletlen valtozo, N pedig egy téle fliggetlen
p parméterd geometriai eloszlast valtozd. Adjuk meg N X eloszlasat.

11. Feladat. Legyenek XY, 7 fiiggetlen geometriai eloszlasu véletlen valtozok p paraméterrel. Adjuk meg a
kovetkez6 valoszintiségeket: P(X=Y), P(X>2Y), P(X+Y > 7). Legyen U=min(X,Y) és V=X —Y. Mutassuk
meg, hogy U és V fiiggetlenek.

12. Feladat. Legyen X ~ Exp()). Hatarozzuk meg 2X +3, X? és VX siirtiségfiiggvényét.
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