1. Kisérlet, kimenetel, esemény, val6szinliség

Kisérletnek nevezziik egy jelenség megfigyelését. A valdszintiségszamitasban vizsgalt
kisérletek jellemzGen véletlen kisérletek, de lehetnek determinisztikusak, meghatarozottak is.
Egy kisérlet lehetséges eredményei a kimenetelek (w). Az eseménytér (2) a kimenetelek
halmaza. Az eseménytér bizonyos részhalmazait eseményeknek (A, B, ...) nevezzik. Azt
mondjuk, hogy az A esemény bekévetkezik, ha a kisérlet kimenetele eleme az A halmaznak.
Az események gytijteményétdl (A) megkoveteljiik, hogy tartalmazza az 2 alaphalmazt és zart
legyen az elemi halmazelméleti miveletek megszamlalhato sokszor valo alkalmazasara. Tehat
az események o-algebrat alkotnak, és az (Q,.4) paros egy mérhetdségi tér. A valdszintiség
vagy valoszintiségi mérték olyan P : A — [0, 1] fiiggvény, melyre teljesiil, hogy P(£2) = 1,
tovabba tetszbleges A, As, ... paronként kizaro (A; N A; =0, i # j) esemény mellett

P(A1UA2U):P(A1)+P(A2)—|—

Ez utobbi tulajdonsagot o-additivitasnak, az (€, .4, P) harmast pedig valdsziniiségi
mértéktérnek vagy valdszintiségi mezdének nevezziik. Egy kisérlet tokéletesen leirhato
egy alkalmassan megkonstrudlt valoszintiségi mezével, ugyanis a mez6 tartalmazza a kisérlet
lehetséges kimeneteleit (€2), az eseményeket (A), valamint az események valoszintségét (P).
A tovabbiakban legyen A, B, Ay, As, ... € A tetszbleges esemény. A P valoszintiség fontosabb
tulajdonsagai:

e P(0)=0.

e Ha B C A, akkor P(A\ B) = P(A) — P(B).

e Monotonitas. Ha B C A, akkor P(B) < P(A).

e P(A)=1-P(A).

e P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB).

e Véges additivitas. Paronként kizaré Aq, ..., A, események esetén

P(AjU---UA,)=P(A)+---+ P(A,).

e Szubadditivitas. Nem feltétleniil kizaro Ay, ..., A, események esetén

P(AjU---UA,) <P(A)+---+ P(A,).

e Poincaré-formula. Nem feltétleniil kizard Ay, ..., A, események esetén

P(AjU---UA,) = i > (FDMPAL NN AL

k=1 1<i1<--<ip<n
=P(A;) + P(As) +---+ P(A,)
— [P(A1NAy) + P(AiNAg) + -+ P(A,_1 N A,)]
+P(ATNANA)+ -+ P(A, 2NA,_1NA,)
— e (=D)"TP(AN - N A,
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vagy ami ezzel ekvivalens
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P(AiN---NA,)=1- > (=D)MPAL NN AL

k=1 1§i1<~--<ik§n

Feladatok

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Az A,,, B,, C, események azt jelolik, hogy harom kényvsorozat kotetei koziil az els6bél
m, a masodikbol n, a harmadikbol p darab kdnyvet vesziink, ahol m, n és p nemnegativ
egészek. Hogyan lehet formalizélni a kovetkezd eseményeket?

a. Az elsd sorozatbél pontosan 1, a masodikbol pontosan 3 kdnyvet vesziink.

b. Egy konyvet sem vesziink.

c. Veszilink kényvet az els6 sorozatbol.

d. Vagy vesziink legalabb 2 konyvet az elsé sorozatbol, vagy nem vesziink semmit.

e. Mindharom sorozatboél vesziink konyvet.

f. 5-nél kevesebbet vesziink az els6bdl, és 5-nél tobbet a harmadikbol.

g. Osszesen 2 konyvet vesziink.

h. Osszesen 2 konyvet vesziink a masodik és a harmadik sorozatbol.

Egy dobokockat 5-szor feldobunk. Mik a kisérlet lehetséges kimenetelei? Jelolje A;,
1 = 1,...,5 azt az eseményt, hogy az i-edik dobés eredménye 6-os. Hany kimenetel

esik az egyes A; illetve az alabbi B; eseményekbe? Fejezziik ki a B; eseményeket az A;
események segitségével.

a. By = {w € Q : egyszer sem kapunk 6-ost}

b. By = {w € Q : az 6t6dik dobasra kapunk el6szor 6-ost}

c. By = {w € Q : legalabb egyszer 6-ost dobunk}

d. By = {w € Q : pontosan négyszer dobunk 6-ost}

e. Bs = {w € Q) : az els6 és az 6t6dik 6-0s, a tobbi koziil valamelyik nem az}
Fogalmazzuk meg szavakkal a By, ..., Bs események tagadésat.

DeMorgan-azonossagok. Legyen A, A, ... azonos eseménytéren definialt esemény-
eknek véges vagy végtelen sorozata. Igazoljuk, hogy

U,4,, =N, A, és NpA, = U, A, .

Legyen Ay, ..., A,, n > 2 tetsz6leges esemény egy {2 eseménytéren, tovabba legyen

B, ={weQ:waz Aj,... A, események koziil paratlan soknak eleme}

={weQ:az Ay,... A, események koziil paratlan sok kovetkezik be} .

Teljes indukciéval mutassuk meg, hogy A; A --- A A, = B,, minden n-re.



1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

Legyen Aq, As, ... azonos §) eseménytéren értelmezett eseményeknek egy sorozata, és

legyen
liminf A, = U ﬂ A, és limsup A, = ﬂ U A, .
e k=1n=Fk o k=1n=Fk

Amennyiben az eseménysorozatra lim inf,, A,, = limsup,, 4,,, akkora a sorozat limesze
definicié szerint

lim A,, = liminf A,, .

n—oo n—oo

a. Mutassuk meg, hogy

liminf A, = {w € Q : w & A; legfeljebb véges sok i-re} ,

n—oo

limsup A, = {w € Q: w € A, végtelen sok i-re} .

n—oo

Milyen tartalmazasi relacié all fenn a két esemény kozott?

b. Az mondjuk, hogy A, As,... szikiil6 eseménysorozat, ha A; O A, teljesiil
minden i-re. Az eseménysorozat béviils, ha A; C A;q, ¢+ = 1,2,.... Mutassuk
meg, hogy ezekben az esetekben liminf,, 4, = limsup,, 4,,, tovabba a sziikiil esetben
lim, A, = N,A,, a b6vills esetben pedig lim,, A,, = U, A,,.

Probagyartas utan két szempontboél vizsgéaljuk a késztermékeket. Az A esemény azt
jelenti, hogy egy véletlenszertien kivalasztott termék anyaghibas, mig B azt, hogy
mérethibas. Ismert, hogy P(A) = 0.15 és P(B) = 0.3, valamint azt is tudjuk, hogy
gyartmanyok 8%-a nem felel meg egyik szabvanynek sem. Mekkora a hibatlan termékek
aranya? A termékek hany szazaléka anyaghibas, de felel meg a méretszabvanynak? Mit
jelent az A A B esemény, és mekkora a valoszintisége?

Egy iskola tanuléinak matematika és fizika jegyeit vizsgaljuk. Ismert, hogy a gyerekek
11%-a kapott jelest matematikabol, és 9%-uk kapott jelest mindkét tantargybol. Azt is
tudjuk, hogy 0.84 annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszerten kivalasztott tanulod
ellenérzéjében egyik targy mellett sem szerepel 6tos érdemjegy. A tanulok mekkora
hanyada kapott jelesnél rosszabb jegyet fizikdbol? Véletlenszerden kivalasztva egy gy-
ereket milyen valoszintiséggel van jelese fizikdbol, de ennél rosszabb jegye matema-
tikabol? A tanulok mekkora része kapott pontosan egy jelest a vizsgalt két tantargyra?

Egy tarsasagban jelolje A, B és C' azt az eseményt, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
személy beszél angolul, németiil illetve francidul. Tudjuk, hogy a tarsasag 35%-a beszél
angolul, de 70%-uk nem ért franciaul. Mindharom nyelvet csupan az emberek tizede
érti, németiil és franciaul is a tarsasag otdde beszél. Emellett ismertek a kovetkezd
valoszintségek: P(B) = 0.4, P(AN B) = 0.15, P(ANC) = 0.2. A tarsasag mekkora
hényada nem beszéli egyik nyelvet sem?

Legyen P(A) = 0.6 és P(B) = 0.9. Lassuk be, hogy P(AUB) > 0.9 és P(ANB) > 0.5.
[usztraljuk Venn-diagrammal, hogy mikor teljesiilnek az egyes egyenlGségek.



1.10.

1.11.

1.12.

Bizonyitsuk be, hogy ha A és B egyazon valdszintiségi mezdén definialt események, akkor
fennallnak az alabbiak:

a. P(A) = P(ANB)+ P(AN B);

b. P(AUB) = P(A) + P(AN B);

c. P(AA B) = P(A)+ P(B) —2P(AN B);
d. P(A)P(A) < 1/4;

e. P(ANB) — P(A)P(B) < 1/4.

Legyen A, B ¢és C tetszleges esemény egy (€2,.4, P) valoszintségi mezoén.
a. Mutassuk meg, hogy ha P(A A B) =0, akkor P(A) = P(B).

b. Mutassuk meg, hogy P(A A C) < P(AA B) + P(B A C). (Ez a tulajdonsag a
haromszog-egyenlGtlenség.)

Legyen Ay, ..., A, tetszéleges esemény egy (€2, A, P) valoszintiségi mezén. Bizonyitsuk
be, hogy
PATN---NA,)>PA)+--+P(A,)—(n—1).



2. Klasszikus valoszintiségi mez6k

Azt mondjuk, hogy egy kisérletet leir6 (€2, A, P) mez§ klasszikus valdszintiségi mezd,
ha a kisérletnek véges sok kimenetele van, az eseménytér minden részhalmaza esemény,
valamint minden kimenetelnek ugyanakkora a valdszintisége.

o || < o0
o A=2%
o P{wi}) = P{w2}), wi,ws €9
Ekkor egy A esemény valoszintisége meghatérozhaté kombinatorikus modszerekkel a

Al kedvez6 esetek
Q] Osszes eset

P(A)

formula segitségével.
Feladatok

2.1. Feladat a 2006. évi emelt szint matematika érettségibdl.

a. Legyen a,, egy mértani sorozat, amelynek az elsé tagja 5, és a hanyadosa 3. Mekkora a
valoszintisége, hogy ha ennek a szamtani sorozatnak az elsé 110 tagjabol egyet véletlen-
szeriien kivalasztunk, akkor a kivalasztott tag 11-gyel osztva 1 maradékot ad?

b. Legyen b, egy szamtani sorozat, amelynek az els§ tagja 5, és a differenciaja 3.
Mekkora a valdszintisége, hogy ha ennek a szamtani sorozatnak az elsé 110 tagjabol
egyet véletlenszerten kivalasztunk, akkor a kivalasztott tag 11-gyel osztva 1 maradékot
ad?

2.2. Irjuk le valoszintségi mezével azt a kisérletet, hogy két dobokockaval dobunk egyszerre.
Mennyi annak a val6szintisége, hogy
a. két egyenld szamot dobunk;
b. két kiilonb6z6 szamot dobunk;
c. a dobott szamok Osszege 7;
d. legalabb az egyik kockan 6-ost dobunk;
e. a dobott szamok Osszege 7, és az egyik dobas eredménye 6-os?

2.3. Véletlenszertien osszekeverjilk a KOROMPORKOLT sz6 betiiit. Irjuk le a kisérletet
alkalmas valoszintiségi mezGvel. Mennyi annak a valoszintisége, hogy visszakapjuk az
eredeti szot. Mi a valészinusége, hogy a PORKOLT sz6 részszoként kiolvashat6? Miben

kiilonbozik a megoldas, ha az azonos betiiket megkiilonboztetjiik, illetve nem kiilon-
boztetjiik meg.



2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

Egy vendégls egyik asztalanal 9 vendég iil, mindenki rendel egy italt, 0sszesen 3 sort, 4
voros és 2 fehér bort. A pincér taldlomra osztja ki az italokat. Mennyi a valészintisége,
hogy mindenki azt kapja, amit kért?

Két testvér ugyanabba a 27 {6s osztalyba jar. Egy gyors sorakozonal mindenki talalomra
all be. Mi a valoszintisége, hogy a két testvér kozott pontosan tizen allnak? Hogyan
valtozik az eredmény, ha korbe allnak?

Irjuk le az 6toslotto-sorsolast alkalmas valoszintségi mezével. Egy szelvényt kitoltve
mekkora valoszintiséggel ériink el pontosan 0,1, ...,5 talalatot?

Irjuk le a hatoslotto-sorsolast egy alkalmas mezdvel. Mekkora valészintiségel ériink el
pontosan 5, 6 illetve 5 + 1 talalatot?

Feltéve, hogy minden mérkszéseken egyenlGen 1/3-1/3 valoszintiséggel nyernek az egyes
csapatok illetve sziiletik dontetlen eredmény, irjuk le a TOTO-fogadast egy alkalmas
valoszintiségi mez6vel. Mekkora a 12, a 13 illetve a 13 + 1 taldlat esélye? Mekkora
valoszintiséggel nyeriink pénzt, ha ehez legalabb 10 talalatot kell elérniink?

Feldobunk 6 kockat. Mekkora valoszintiséggel lesz a szamok Osszege legalabb 587

De Méré lovag feladata: mi a valoszintibb, hogy egy kockéval 4-szer dobva legalabb
egyszer dobunk hatost, vagy hogy két kockaval 24-szer dobva legalabb egyszer dupla
hatost?

Egyes vidékeken a kovetkez6 népszokés jarja: az eladésorban 1évé lanyok kimennek
a rétre, egyikiik 6 flszalat vesz a kezébe, gy, hogy alul-feliil csak a fdszalak végei
latszanak. Egy tarsa alul-feliil parosaval 0sszekoti a végeket. Ha ezéltal egy 6sszefiiged
lanc keletkezik, a hiedelem szerint a lany még abban az évben férjhez megy. Mekkora
ennek a valészintisége?

A kovetkezd modelleket a 20. szazad elsé évtizedei 6ta alkalmazzak az elméleti és a
statisztikus fizikdban. Mindegyik modellben m darab megkiilonboztetheté vagy nem
megkiilonboztethetd golyot helyeziink el r» darab szamozott dobozba gy, hogy minden
elrendezés egyforman valoszint. Jelolje Ay, . . azt az eseményt, hogy a dobozokba
rendre ky, ..., k, golyo keril.

T

a. Maxwell-Boltzmann-statisztika. A géazmolekuldk viselkedését irja le. A golyok
egymastol megkiilonboztethetek, és egy-egy dobozba tobb goly6 is keriilhet. Mutassuk
meg, hogy ekkor

m! 1

P<Ak1,...,kr) == mr_m .

b. Bose—Einstein-statisztika. A fotonok viselkedését irhatjuk le a modellel. A golyok
egymastol megkiilonboztethetetlenek, egy-egy dobozba tébb golyot is tehetiink. Ekkor

1

P(Apy,.. k) = W



2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

c. Fermi—Dirac-statisztika. Az elemi részecskék (elektronok, protonok, neutronok)
viselkedésének modellje. A golyok megkiilonboztethetetlenek, és egy-egy dobozba legfel-
jebb egy goly6 keriilhet. Lassuk be, hogy

1
Tegyiik fel, hogy m golyot helyeziink el r > 2 dobozba. Adjuk meg azon esemény
valoszintiségét, hogy az els§ doboz iiresen marad, ha a golyok kiosztasa

P(Ap,..k,) =

a. a Maxwell-Boltzmann;
b. a Bose—Einstein;

c. a Fermi—Dirac-statisztika szerint torténik.

Egy tizemeletes héz a foldszinjén 7 ember szall be a felvonoba. Feltehetd, hogy az utasok
egymastol fiiggetleniil és egyforma valoszintiséggel szallnak ki az egyes emeleteken.
Mekkora valoszintiséggel fog minden utas més emeleten kiszallni?

a. Visszatevés nélkiili mintavételezés. Legyen adva egy m-elemi halmaz, melyben
s darab elsé tipusu és m—s darab masodik tipusi elem talalhato. A halmazbol véletlen-
szertien és visszatevés nélkiil kivalasztunk n < m elemet. Feltehets, hogy a lehetséges
n-elemd mintak egyenls valoszintiséggel realizalodnak. Irjuk le a kisérletet egy alkalmas
valoszintiségi mezével. Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a mintaban pontosan k darab
els6 tipusu elem talalhato, és mutassuk meg, hogy

b. Az a. feladat altaldnositasa: Tegyiik fel, hogy az m-elemd alaphalmazban s; darab
els6 tipusi, sy darab masodik tipusi, stb., s; darab [-dik tipusi elem talalhat6, ahol
S1 + S9 + -+ + 5 = m. Visszatevés nélkiil kivalasztunk n elemet, most is feltehetd,
hogy a lehetséges mintakat egyenls valoszintiséggel kapjuk meg. Adjuk meg a kisérletet

leir6 valoszintségi mezét. Legyen Ay, ,.. r az az esemény, hogy a mintaelemek kozott
pontosan k; darab elsé, ky darab masodik, stb., k; darab [-dik tipusa elem talalhato.

Mutassuk meg, hogy
() )

(%)

Visszatevéses mintavételezés. Tekintsiik az el6z6 feladat a. és b. pontjaban leirt
kisérleteket azzal a moédositassal, hogy most a mintaelemeket egymas utan vessziik ki,
és a huzas utan minden elemet azonnal vissza is tesziink. Ebben az esetben elképzelhetd,
hogy egy adott elemet tobbszor is kivalasztunk, s6t akar az is, hogy a mintaban egyetlen
elem taladlhato n-szeres multiplicitassal. Adjuk meg a kisérleteket leird valoszintiségi
mezdket, és mutassuk meg, hogy

P<Ak1,k2,...,kl) =

P(Ar) = ,

n! k —k
1—p)" =

S
m
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2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

n! ki, k k S
P(Akhk‘z,...,k:l) = mp11p22 .. .pll . pi= E )

Vegyiik észre, hogy a fenti valoszintiségek nem fiiggenek kozvetleniil az m, s, s; értékek-
t6l, csupan az adott tipust elemek p, p; részardnyatol.

Egy dobozban 50 darab szabvanyos és 50 darab selejtes termék van. Véletlenszertien
kivesziink 20 terméket. Mennyi annak a valészintisége, hogy tobb hibasat valasztunk ki,
mint szabalyosat? Oldjuk meg a feladatot visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavé-
telezésre is.

Egy 32 lapos kartyacsomagbol kihtizunk 6 lapot. Mennyi a valészintisége, hogy

a. lesz koztiik asz;

b. lesz koztiik asz vagy piros;

c. lesz koztiik &sz és piros?

Oldjuk meg a feladatot visszatevéssel és visszatevés nélkiil is.

Egy urnaban 4 piros goly6 talalhaté, melyhez hozzéatesziink néhany zoldet, majd ki-

htizunk két golyot. Legalabb hany zold golyot kell tenniink az urnéba, ha azt szeretnénk,
hogy legfeljebb 0.1 legyen azon esemény valdszintisége, hogy

a. a kivalasztott golyok mindegyike piros;
b. a kivalasztott golyok kozott van piros?

Oldjuk meg a feladatot visszatevéses és visszatevés nélkiili hizésra is.

Robert Gida karacsonyra ajandékot vesz Micimackonak, Malackanak, Tigrisnek és
Fiilesnek. A négy ajandékot beteszi a fa ald. Micimacké jot akar, és elkezdi véletlen-
szertien kiosztani az ajandékokat. Mennyi a valoszintisége, hogy végiil senki sem a
sajatjat kapja?

Ot héazaspér vesz részt egy szilveszteri tancmulatsagon. A tarsasdgban minden férfi
minden nével ugyanannyit tancolt. Egy adott id6pontban megfigyelve a tancosokat
mennyi annak az esélye, hogy egyik férfi sem a feleségével tancol? Mennyi annak a
valoszintisége, hogy pontosan két hazaspar tancol egyiitt?

Tekintsiik az {1,...,n} halmaznak egy véletlenszertien kivalasztott permutéciojat.
Mennyi annak a valdészintisége, hogy a permutacionak nincs fixpontja? Hova tart a
valoszintiség, ha n tart a végtelenbe? Mi annak a valdszintisége, hogy a permutacioban
pontosan k fixpontot talalunk?

a. Egy szabalyos kockat n-szer feldonunk. Adjuk meg annak az eseménynek a p,
valoszintiségét, hogy a dobasok kozott az 1,2, ...,6 értékek mind szerepelnek.

b. Egy szabalyos kockat addig dobunk, mig az 1,2,...,6 értékek mindegyike el6 nem
fordul. Jeldlje ¢, annak az eseménynek a valoszintiségét, hogy ehez pontosan n dobéasra
van sziikség. Hatarozzuk meg a ¢, értéket.

c. Oldjuk meg az a. és b. pontot olyan modositassal, hogy két kockaval dobunk, és az
a célunk, hogy az (1,1),(2,2),...,(6,6) parok mindegyike szerepeljen.

4



2.24. Egy urnaban 1-t6l n-ig szamozva n darab lapot helyeziink el. Legyen az n szam
primtényezds felbontasa
_ k1 k2 Ky
n=pipy P -
Az urnabdl véletlenszerdien kihtizunk egy lapot. Adjuk meg annak az eseménynek a
valoszintiségét, hogy n-hez relativ prim értéket kapunk. Az eredmény felhasznalésa-
val bizonyitsuk be az Euler-képlelet, mely szerint az {1,2,...,n} halmazban az n-hez

relativ prim egészek szdma
!
1
o(n) :nH <1 - —) :
i=1 pi



3. Geometriai valészintiségi mezdk, fiiggetlenség

A klasszikus valoszintiségi mezSk hasznalata valoszintiség szamitasara nagyon kényelmes
abban az értelemben, hogy csak az események, mint halmazok elemszamét kell meghatéarozni
kombinatorikus moédszerekkel. Sajnos ez a moédszer nem alkalmazhatoé akkor, ha a vizsgalt
kisérletnek végtelen sok kiilonbéz6 kimenetele van. Ezekben az esetekben hasznos lehet
a kisérlet leirasara geometriai reprezentaciot keresni. Egy (€2,.A, P) valoszintiségi mérték-
tér geometriai valészintiségi mezd, ha a kimenetelek halmaza a d-dimenziés Euklideszi
tér véges Lebesgue-mértékd (véges hosszusaggal, teriilettel, térfogattal bird) részhalmaza,
az események pedig az eseménytér Lebesgue-mérhets részehalmazai. Fontos megjegyezni,
hogy ekkor A # 2%, tehit az eseménytér nem minden részhalmaza esemény. Az események
valoszintségét kedvezd tertilet (hosszisag, térfogat) per Osszes tertilet (hosszisag, térfogat)
formulaval szamoljuk. Jelolje £¢ a d-dimenziés Euklideszi tér Lebesgue-mérheté halmazait,
és legyen Ay a d-dimenzios Lebesgue-mérték. Ekkor a modell feltevései formalizalva:

e Qe Ll AQ)< oo
e A={ACQ:Ac L)
o P(A) = Xi(A)/Na(Q) = kedvezs teriilet /dsszes teriilet.

A modell harmadik feltevését egyenletességi hipotézisnek nevezziik, minek teljesiilését
vagy bebizonyitjuk, vagy a probléma megfogalmazasa alapjan elfogadjuk. Ha az adott feladat
szovege szerint a kisérlet kimenetele (mely egy véletlen pont a d-dimenzids térben) egyenletes
eloszlast valamilyen halmazon, az éppen azt jelenti, hogy teljesiil az egyenletességi hipotézis.

Tetsz6leges valoszintiségi mezén azt mondjuk, hogy az A és a B esemény fliggetlen, ha

P(ANB)=P(A)P(B).

Legyen Ay, ..., A, azonos (2, A, P) valoszintiségi mezén megadott esemény. Az A; események
paronként fiiggetlenek, ha koziiliik barmely kett6t kivalasztva azok fliggetlenek. Az A;
események teljesen filiggetlenek, ha tetszéleges A;,, ..., A;, részrendszer esetén

P(Ay N---NA;,) = P(A;) -+ P(4,) .

Gyakran alkalmazott tétel, hogy paronként illetve teljesen fliggetlen eseményekbdl kiindulva
tetszbleges sok eseményt a komplementerével helyettesitve az igy kapott eseménysorozat is
paronként illetve teljesen filiggetlen lesz.

Tegyiik fel, hogy a Ky, ..., K, kisérleteket egyszerre irjuk le egy (€, .A, P) valoszintiségi
mezével. Példaul a két kockaval valdé dobés tekinthetd két kisérletnek, melyeket egyszerre
tuduk leirni a megismert 36 kimenelt tartalmazé mezével. Tekintsiink tetszéleges Ay, ..., A,
eseményeket oly modon, hogy rendre az A; esemény bekivetkezése csak a IC; kisérlet kimene-
telétdl fliggjon. Azt mondjuk, hogy a ICy, ..., K, kisérletek fiiggetlenek, ha az A,,... A,
események teljesen fiiggetlenek az események tetszoleges valasztasa mellett.
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Telente a Dunan keletkez§ jégtorlaszokat robbantassal sziintetik meg. Egy robbantés
akkor sikeres, ha a jég legfeljebb 10 cm vastag. A jégtorlasz teljes feliilete 3000 m?, ebbél
500 m? teriileten a jég vékonyabb, mint a kritikus 10 cm. Mekkora valoszintiséggel lesz
egy véletlenszerd helyen elvégzett robbantés sikeres?

Egy focilabdat taldlomra nekirtugnak egy haznak, amely fala 10 m hossza és 5 m magas.
A héazon két darab 2 m x 1.5 m méretd ablak van. Mennyi a valészintisége, hogy a
labda eltaldlja az egyik ablakot?

Egyenletes eloszlas szerint elhelyeziink egy pontot a (0,3) intervallumon. Mekkora
valoszintiséggel fog a pont az [1,2] intervallumba esni? Mekkora az r érték, ha tudjuk,
hogy a pont 0.2 valdszintiséggel esik a 2-nek r-sugart kérnyezetébe?

Az egyetemrdl busszal vagy villamossal szoktam hazamenni, attol fliggéen, hogy melyik
jon hamarabb. Az els6 jaratok reggel 4-kor indulnak, a buszok 10 percenként, a villa-
mosok 6 percenként jarnak. Feltehets, hogy a jaratok pontosan koézlekednek. Mekkora
annak a valosziniisége, hogy legfeljebb 2 percet kell varnom, ha este 6 és 8 kozott egy
véletlen idépontban allok ki a megélloba?

Egyenletes eloszlas szerint felvesziink egy pontot a (0, 1) intervallumon. Mekkora valo-
szintiséggel lesz a pontnak a végpontoktol mért tavolsag-négyzetosszege kisebb, mint
egy adott a pozitiv érték?

Egy egységnyi oldalhosszusagi négyzetre véletlenszertien radobunk egy r < 1/2 sugari
korlapot. Mekkora annak a valdszintisége, hogy a korlap nem 16g le a négyzetrél?

Egy r sugart kor keriiletén megjeldliink egy pontot. Ezutédn a korlapon talalomra
valasztunk egy masik pontot. Mennyi a valoszintisége annak, hogy a két pont téavolsaga
nagyobb, mint /2r?

Egységsugari, kor alaki céltablara 16viink. A talalat valoszintisége egyenletes eloszlasi
a céltablan. A céltdblat koncentrikus korokkel 10 részre akarjuk osztani tgy, hogy
minden részbe egyenls valoszintiséggel essen talalat. Mekkorak legyenek a korsugarak?

Egy egyenld oldalu haromszog belsejében véletlenszertien valasztunk egy pontot. Ezt a
pontot a haromszog silypontjabol a keriiletre vetitjiik. Mutassuk meg, hogy a vetiilet
egyenletes eloszlast a kertileten.

Egy r sugart kor keriiletén megjeldliink egy pontot. Ezutédn a korlapon taldlomra
valasztunk egy masik pontot. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a két pont tavolsaga
nagyobb, mint /2r?

Véletlenszertien felirunk egy x és egy y szdmot a (0, 1) intervallumbol. Mekkora annak
a valoszintisége, hogy

a. tavolsdguk nagyobb, mint 1/2;

b. szorzatuk kisebb, mint 1/4;

c. Osszegiik pontosan 17



3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

Egy lizembe a reggel 8 6ratol delutdn 4 ordig tarté munkanap alatt két teherauto
érkezik véletlen idépontokban. Az egyiket 2, a masikat 3 ordig tart kirakodni, és a
kirakodott autok azonnal tovabbindulnak. Mennyi annak az esélye, hogy mindkét auté
megérkezik délutan 1-ig? Mekkora valoszintiséggel fog a két autd taldlkozni? Milyen
valoszintiséggel lesz a rakodémunkasoknak legalabb 1 6ra pihendidejiik a két munka
kozott?

Valasszunk véletlenszerten egy a szamot a (—u,u) és egy b értékeket a (—wv,v) inter-
vallumrol. Mekkora valoszintiséggel lesznek az 2% 4 ax +b = 0 egyenlet gyckei valosak?

Véletlenszertien valasztunk két pontot az egységnégyzet szemkdzti oldalain. Mekkora
annak a valészintisége, hogy a pontok tavolsaga kisebb, mint egy adott pozitiv a?

Véletlenszerden eltoriink két helyen egy egységnyi hosszisdgu gyufaszalat. Mekkora
annak a valoszintisége, hogy

a. mindharom darab révidebb, mint egy adott pozitiv «;

b. a darabokboél haromszog szerkeszthetd;

c. a darabokbdl hegyesszogi haromszog szerkeszthets?

Adott harom egységnyi hosszusagu gyufaszal. Mindegyikbdl letoriink egy-egy véletlen
hosszusagu darabot. Mekkora annak a valoszintisége, hogy

a. mindharom darab révidebb, mint egy adott pozitiv «;

b. a darabokbol haromszog szerkeszthetd;

c. a darabokbol hegyesszogti haromszog szerkeszthets?

Egyenletes eloszlas szerint véalasszunk harom pontot a (0,a), a > 1, intervallumon.
Jeloljiik ezeket a valasztas sorrendjében z, vy, z-vel.

a. Mi annak a valoszintisége, hogy a 3-dimenzios Euklideszi térben az (x, y, z) vektornak
az origotol vett tavolsidga kisebb, mint 1.

b. Mekkora a valészintiséggel kapunk monoton noévekvs sorozatot?

Egy pontszerd objektum radioaktiv részecskéket bocsat ki minden iranyba, melyek r
hosszisagu it megtétele utén elnyel6dnek a levegében. A forrastol @ < r tavolsagra
elhelyeziink egy részecskeszamlalo feliiletet, mely a modelliinkben tekinthets végtelen
siknak. A kibocsatott részecskék hany szazalékat fogja érzékelni a berendezés?

Haromgyerekes csaladok korében fiiggetlen-e az az esemény, hogy legfeljebb egy lany
van, valamint az, hogy fiti és lany is van a csaldadban? Mit mondhatunk ugyanezekrél
az eseményekrél négygyerekes csaladokban?

Egymastol fiiggetlentil valasztok egy = és egy y pontot a [0, 1] intervallumon. Legyen
A az az esemény, hogy x kisebb, mint 0.5, B az az esemény, hogy a pontot tévolsaga
legfeljebb 0.1, végiil pedig C' az az esemény, hogy x + y nagyobb, mint 0.8. Dontstik el,
hogy az A, B és C esemény koziil melyik fliggetlen melyiktdl.
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3.23.

3.24.
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Egy kockat és két pénzdarabot dobunk fel egyszerre. Feltehetd, hogy a dobasok ered-
ményei fiiggetlenek. Mekkora annak a valoszintisége, hogy a kockan paros szamot, az
érméken pedig egy fejet és egy irast kapunk?

Egy {izemben harom elektromotor mitikodik, melyek egymastol fiiggetleniil az idének
rendre 25, 50 és 80 szazalékdban lizemelnek. Mekkora a valoszintisége, hogy egy véletlen
idépontban

a. mindharom motor miikodik;

b. legalabb ketts miikodik;

c. az elsd és a masodik all?

Mennyi annak a valészintisége, hogy két kockat négyszer egymas utan feldobva legalabb
egyszer 10 a dobott 6sszeg? Hanyszor kell feldobnom a kockakat, ha az a célom, hogy
a fenti valoszintség legalabb 0.9 legyen?

Legyenek az Ay, ..., A, események teljesen fiiggetlenek, és legyen p; = P(A4;). Igazoljuk,

hogy
PAYU---UA)=1—1—=p1)-- (1 —pn).

Legyen K, illetve ICy az a kisérlet, hogy feldobok egy piros illetve egy z6ld dobdkockat.
A (Ky,Ky) Osszetett kisérlet kimeneteleinek halmaza az Q = {(¢,7) : 4,5 = 1,2,...,6}
eseménytér. Legyen A = 2 és tekintsiink tetszéleges P : A — [0, 1] valészintiséget.
Mutassuk meg, hogy Ky és Ko pontosan akkor fiiggetlen, ha P{(i,7)} = 1/36 minden
(1,7) € Q kimenetelre. (Tehat a két kockaval valo dobas leirasara azért valasztottunk
éppen klasszikus valoszintiségi mezGt, mert egyediil ez garantélja a két dobéas egymastol
valo fliggetlenségét, amit az ember jozan ésszel elfogad.)

a. Valasszunk egymastol fiiggetleniil egyenletes eloszlas szerint egy x és egy y pontot
a [0, 1] intervallumon. Mutassuk meg, hogy ekkor az (z,y) vektor eleget tesz az egyen-
letességi hipotézisnek a [0, 1] x [0, 1] négyzet (a,b] x (¢,d] C [0,1]* alaki téglalapjain.
Mit mondhatunk az egységnégyzet tobbi Borel-mérhets részhalmazarol?

b. Valasszunk egyenletes eloszlas szerint egy (z,y) pontot az egységnégyzetben. Mu-

tassuk meg, hogy ekkor z illetve y eleget tesz az egyenletességi hipotézisnek a [0, 1]
intervallumon, tovabba x és y fiiggetlen.



4. Feltételes valoszintiség

Legyen A és B ugyanazon az (£, A, P) valoszintiségi mezon értelmezett esemény, és legyen
P(B) > 0. Az A eseménynek a B-re vonatkozo feltételes valoszintisége definici6 szerint

P(ANB)

A P(A|B) feltételes valoszintiség azon hattérinformécio birtokaban adja meg az A esemény
bekovetkezésének valdszintségét, hogy tudjuk, B bekovetkezik. Megmutathato, hogy az A
és a B esemény pontosan akkor fiiggetlen, ha P(A|B) = P(A) vagy P(B) = 0. Tehat két
esemény fiiggetlensége azt jelenti, hogy az egyik esemény bekdvetkezése nem modositja a
maésik esemény bekovetkezésének valoszintiségét.

Ugyanazon a valoszintiségi mezén értelmezett, de nem feltétleniil fliggetlen Aq,..., A,
események metszetének valoszintisége a lancszabaly szerint

P(AiN---NA,) =P(A)) P(A3]A)) P(A3]A1 N Ag) - - P(Ap]Ai NN A,q).

Azonos valészintiségi mezén értelmezett eseményeknek Bj, Bo,... véges vagy végtelen
sorozatat teljes eseményrendszernek nevezziik, ha

e B,NB;=10,i+#j (az események paronként kizaroak)
o U;B; = () (az események unidja az eseménytér)
e P(B;) > 0 (az események valoszintsége pozitiv)

Tehat a By, Bs, ... felbontas az () eseménytér particidja pozitiv mértékd halmazokra. Legyen
A tetsz6leges esemény. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd azonossagok:

e Teljes valoszintiiség tétele.

P(A) = ZP<A’BZ‘)P(B¢>

¢ Bayes-formula.

P(A|By)P(B)

e Bayes-tétel. (A|By)P(By,)
P(A|By)P(By
POUA) = s~ p a5y P8y
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Egy piros és egy zold kockaval dobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy a dobott szamok
osszege 77 Mekkora A valoszintisége? Mekkora A valoszintisége, ha tudjuk, hogy

a. az Osszeg paratlan;

b. az Osszeg paros;

c. a piros kockaval 3-ast dobtunk;

d. valamelyik kockaval 3-ast dobtunk?

Fentiek koziil mely események fiiggetlenek A-t617?

a. A 32 lapos magyar kartyabol visszatevéssel kihtizunk harom lapot. Mekkora eséllyel

lesz mindharom lap piros? Mekkora valoszintiséggel lesz a harmadik lap piros? Mekkora
valoszintséggel lesz a harmadik lap piros, ha az els6 két lap piros volt?

b. Milyen valaszt adhatunk az a. feladat kérdéseire, ha visszatevés nélkiil huzunk.

Az egységnyi hosszu intervallumon egymastol fliggetleniil és egyenletes eloszlés szerint
valasztunk két pontot. Milyen valoszintséggel esik mindkét pont a [0,0.5] interval-
lumba? Mekkora az esélye ugyanennek, ha tudjuk, hogy a tavolsaguk kisebb 1/3-nal.

Anna 4 és 5 kozott végez munkahelyén, Béla 4 és fél 5 kozott, mindketten véletlen-
szertien, egyenletes eloszlas szerint. Megbeszélik, hogy Béla hazaviszi Annat. Béla ma
el6bb végez. Mennyi a valoszintisége, hogy legkésébb negyed 5-kor el tudnak indulni?

A 32 lapos magyar kartyat egyenlGen szétosztjuk négy jatékos kozott. Mekkora annak a
valészintisége, hogy egy adott jatékosnak nem jut asz? Mekkora annak a valoszintisége,
hogy nem jut neki asz, ha a vele szemben iil6nek nem jutott?

A baratunk 2/3 valoszintséggel tartozkodik kocsméaban. Ha kocsméban van, akkor
5 kocsma barmelyikében egyenls valoszintiséggel. Négyben mér megnéztiik, de nem
talaltuk. Mennyi a valoszintisége, hogy az 6todikben megtaléljuk?

Egy kockaval addig dobunk, amig el6szor nem kapunk 6-ost. Feltéve, hogy a sziikséges
dobasok szama paros, mennyi a valésziniisége, hogy pontosan kétszer kellett dobni?

Adjunk meg olyan A és B eseményeket, melyek fliggetlenek, de nem kizaroak, valamint
olyanokat is, melyek kizardak, de nem fiiggetlenek. Mikor lehet két esemény egyszerre
kizaro és fiiggetlen?

Adjunk példat olyan A és B eseményekre, melyekre a P(A|B) = 1— P(A|B) egyenlSség
teljesiil, és olyanokra is, melyekre nem.

Legyen az A, B és C' esemény teljesen fiiggetlen. Bizonyitsuk be, hogy
P(A|IBNC) = P(A|B) = P(A|C) = P(A).

Legyen P(A) = P(A|B) = 0.25 és P(B|A) = 0.5. Adjuk meg a P(AU B) és a P(A|B)
valészintiséget. Mit mondhatunk az A és a B eseményrdl fliggetlenség szempontjabol?

2
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Ismert, hogy P(A|B) = 0.7, P(A|B) = 0.3 és P(B|A) = 0.6. Mennyi P(A)?

A tapasztalatok szerint a légi sziinyogpermetezések utan az életbenmaradott vérszivok
ellenéllasa né a vegyszerrel szemben. Ez azt jelenti, hogy mig az els6é permetezés soran
a szunyogok 80 szézaléka elpusztul, addig a mésodik és a harmadik permetezés mér
csak 60 illetve 40 szazalékukat 0li meg. Milyen eséllyel éli tul egy sztinyog mindharom
permetezést? Milyen valoszintiséggel éli til egy sziinyog a masodik és a harmadik per-
metezést, ha az els6t atvészelte?

Harom személy koziil egyet szeretnénk igazsagosan kisorsolni, ezért harom gyufaszal
koziil kettének letortiik a fejét. Egyik személy kezébe veszi a gyufaszélakat ép végilikkel
kifelé, majd a masik kettd huz egyet-egyet. Aki az épet hiizza, az nyer, ha nem hizza
senki, akkor az nyer, akinek a kezében voltak a szalak. Igazsagos-e a jaték, azaz szamit-e
kinek a kezében van a gyufa és ki hiaz eloszor?

Valamely alkatrész gyartasaval egy lizemben négy gép foglalkozik. Az els6 gép naponta
200 alkatrészt gyart, a masodik 320-at, a harmadik 270-et, a negyedik 210-et. Az egyes
gépeknél a selejtgyartas valoszintsége rendre 2%, 5%, 3% és 1%. A kész alkatrészeket
egy helyen gytjtik. A gépek napi termelésébdl kivesziink egy alkatrészt és megvizs-
galjuk.

a. Mekkora valoszintiséggel selejtes az alkatrész? Mekkora valoszintiséggel nem selejtes?

b. A vizsgélat soran kideriil, hogy az alkatrész selejtes. Mennyi annak az esélye, hogy
a negyedik gép gyartotta?

c. Milyen valaszt adhatunk a b. pont kérdésére, ha az alkatrész nem selejtes?

d. Mekkora valoszintiséggel szarmazik az alkatrész a harmadik vagy a negyedik géprdl,
ha selejtes?

Egy bizonyos fajta vetémag 6sszetételének vizsgalatakor megallapitottak, hogy négyféle
magot tartalmaz, mégpedig 50% az I-es fajtabol, 30% a II-esbdl, 15% a I1I-asbol és 5%
a [V-esbdl tevddik 6ssze. Annak valoszintisége, hogy egy I-es tipust maghol legaldbb 50
szemet tartalmazo kalasz fejlédik 0.2. Ugyanez a valosziniiség a tobbi fajtanal rendre
0.5, 0.4 és 0.05.

a. Mekkora valoszintiséggel fejlédik egy véletlenszertien kivalasztott magbol legalabb
50 szemet tartalmazo kalasz?

b. Feltéve, hogy a magot elvetve a kaldsz 50 szemnél kevesebbet tartalmazott, milyen
valoszintiséggel tartozik az egyes tipusokba?

Egy gyarban a termékek 90%-a felel meg a sulyszabvanynak. A sulyszabvanynak meg-
felel gyartméanyok 80%-a megy at az alakproban, a silyszabvanynak nem megfelel
termékek 75%-a bukik meg az alakprobén.

a. A termékek mekkora hanyada felel meg mindkét szabvanynak? Mekkora hanyad
megy at az alakproban és bukik meg a silyproban?

b. Véletlenszeriien kivalasztva egy gyartméanyt mekkora valoszintiséggel bukik meg az
alakproban?
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4.19.

4.20.

4.21.

4.22,

4.23.

c. Ha a kivalasztott termék atmegy az alakproban, akkor milyen valdszintiséggel felel
meg a sulyszabvanynak?

Amennyiben baratnénk kozvetleniil a randevink el6tt megy fodraszhoz, akkor 90% az
esélye, hogy elkésik a talalkarol. Tizszer olyan gyakran fordul eld, hogy elkésik, mint az,
hogy randevi el6tt fodrasznal volt. Ha elkésik, mennyi a valoszintisége, hogy fodrasznal
volt?

Adott egy kocka 4 piros és 2 zold lappal, valamint egy tetraéder 3 zold és 1 piros
lappal. Feldobunk egy szabalyos érmét. Ha az eredmény fej, akkor a kockat, egyébként
a tetraédert dobjuk fel hdromszor.

a. Mennyi annak a valészintisége, hogy mindhdrom dobas piros?
b. Mekkora valdszintiséggel kapunk a harmadik dobésra piros szint?

c. Milyen érmét dobjunk fel, ha azt szeretnénk, hogy a harom piros dobés valészintisége
egyenld legyen a harom zold dobas valoszintiségével?

Két urnaban piros és zold golyok vannak. Az els6 urnaban 5 piros és 4 zold, a méasikban
7 piros és 3 zold.

a. Taladlomra kivalasztunk egy-egy golyot a két urnabol, és kicseréljiikk Sket. Ezutan
kivesziink egy tjabb golydt az elsé urnabol. Mekkora valoszintiséggel lesz ez piros?

b. Taldlomra kivalasztunk egy golydt az els6 urnébol, és attessziik a mésodikba. Ezutan
kihtizunk egy golyot a masodikbdl, és belerakjuk az els6be. Végiil kivesziink egy golyot
az elsd urnabol? Mekkora valoszintiséggel lesz ez piros?

Két jatékos, Péter és Pél, a kovetkezs jatékot jatsza. Péter feldob egy kockat, aztan
annyi érmét, amennyi a kockaval dobott érték. Ha a kapott fejek szama legalabb 2,
akkor Péter nyer, egyébként Pal. Kinek kedvez ez a jaték?

Egy vadész 30 méter tavolsdgban felfedez egy rokat, és ralg. Ha a roka életben marad,
akkor elkezd 10 m/s sebességgel menekiilni az ellenkezé iranyba. A vadasz 3 méasodperc
alatt tolti meg a fegyverét, és ezutén djra 16, egészen addig, mig meg nem 6li a rokat,
vagy az el nem tiinik a latohataron. Annak valoszintisége, hogy eltalalja az x > 30
méter tavolsdgra 16vé rokat 675x~2. Ha talalat éri is a rokat, az nem biztos, hogy
végzetes, a roka egymastol fliggetleniil 1/4 valoszintséggel tuléli a talalatokat. Mekkora
valoszintiséggel tssza meg a roka a kalandot?

Adott egy végtelen térfogatil iires urna és megszamlalhatéan végtelen sok goly6 az
1,2,... értékekkel megszamozva. Ejfél elstt egy perccel fogjuk az 1,2, ...,10 szamu
golyokat, behelyezziik ket az urnaba, majd véletlenszertien kihtizunk egyet. Ejfél elstt
fél perccel fogjuk a 11,12,...,20 szama golyokat, behelyezziik ket az urnaba, majd
véletlenszertien kihtizunk egyet az urnaban talalhato golyok koziil. Minden egyes pozitiv
egész n-re éjfél el6tt 27" perccel fogjuk a 10n+1,10n+2,...,10n+ 10 szamu golyokat,
behelyezziik 6ket, majd kihtizunk egyet. Ezt igy folytatjuk éjfélig. Mutassuk meg, hogy
1 annak a val6szintisége, hogy éjfélkor az urna fires.



5. Az igazsagos osztozkodas és a jatékos cs6dje

Tegytik fel, hogy két jatékos jatszik egymas ellen valamilyen nyereményért, de a jaték egy
kiilsé tényez6 miatt félbeszakad. Az igazsagos osztozkodas problémaja azzal a kérdéssel
foglalkozik, hogy milyen aranyban osszak el a jatékosok egymaés kozott a nyereményt, hogy
ez tiikrozze a jaték soran mér elért poziciéjukat. Akkor nevezziik igazsagosnak az elosztast,
ha a nyereményt azon valdszintiségek aranyaban bontjak fel, hogy az egyes jatékosoknak
mekkora esélye volt a végss gyGzelemre a jaték félbeszakadasanak pillanataban.

Jellemz6 esete az igazsagos osztozkodasnak, mikor a két jatékos, Péter és Pal, egymastol
fliggetlen partik sorozatat jatsza, melyeket rendre p valdszintséggel nyer meg Péter, és ¢
valoszintiséggel Pal. Jeldlje a és b a Péter és Pal végss gy6zelméhez sziikséges nyertes partik
szamat a jaték félbeszakadasakor. Ekkor a jaték legfeljebb N = a + b — 1 parti sorédn véget
ért volna, és annak valoszintisége, hogy a jatékot végiil Péter illetve P4l nyerte volna

N a—1
P(a,b) =) (JZ)pin‘i s Qab) =) (?)piq]v‘
i=a =0

Tehat a teljes nyereményt P(a,b) : Q(a,b) aranyban kell felosztani. Amennyibenp = ¢ = 1/2,
akkor

P@@:é(f)% és Q(a,b)zé(f)%.

A fentiekhez hasonldé megfogalmazasi, de 1j gondolatokat igénylé probléma a jatékos
csOdje. Adott két jatékos, Péter és Pal, akik fliggetlen partik sorozatéit jatszak. Egy-egy
partit rendre p valoszintiséggel nyer meg Péter, és ¢ valoszintiséggel Pal. A jaték kezdetén
Péternek a, Palnak b zsetonja van, és addig jatszanak, mig egyikiik pénze teljesen el nem fogy.
A feladat annak meghatéarozasa, hogy mekkora valdszintiséggel nyernek az egyes jatékosok.
Jelolje P,(b), Q.(b) és R,(b) annak a valoszintiségét, hogy Péter nyer, veszit, illetve a jaték
nem ér véget véges sok parti soréan, valamint legyen N = a + b. Ekkor

'—‘»—\
/—\
S
I~
c
=

o

1
N p—2,

pa(b):{ l_(—q/p)w, pa_é2, Qa(b):{ =0 p#w R,(b) =0.

Gyakran el6fordul, hogy P4l egy kaszinot reprezental, melynek végtelen koltségvetése van,
vagyis b = oo. Ekkor Péter nem tudja elnyerni Pal 6sszes pénzét, tehét a jatékos vagy csédbe
jut, vagy végtelen sokdig tart a jaték. Ezek valoszintisége
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Feladatok

5.1. A tisztasagra tigyelve dr. Ugyes kozjegyz6 egy szabélyos forintost dobal, és ha 'fej’,

5.2.

5.3.

akkor Anita nyer egy pontot, ha pedig ’irds’, akkor Bendeguz, akik személyenként
16 000 forintot adtak at dr. Ugyesnek azzal, hogy akinek elsbb lesz 10 pontja, az nyeri az
6sszes 32000 forintot. Amikor 13 dobés utan Anitanak 7, Bendegtuznak pedig 6 pontja
van, Ugyes doktor beleejti a forintost a csatornaba. Hogyan kell igazsagosan elosztani a
32000 forintot Anita és Bendeguz kozott? Hogyan kell elosztaniuk a nyereményt, ha a
jatékosok csak 6 pontig mennek, és a jaték félbeszakadésakor Anitanak 2, Bendegtiznak
4 pontja van?

Megoldas

Most Anitanak a = 3, Bendegiiznak b = 4 nyertes parti kellene a végsé gydzelemhez.
Mivel p=qg=1/2és N =a+b—1=06, ezért a 32000 forintot P(a,b) : Q(a,b), tehat

2 ()20

aranyban kell felosztani. A Pascal haromszog hetedik sora éppen a kérdéses binomialis
egylitthatokat tartalmazza, amibdl a fenti 0sszegek mar konnyen szamolhatoak.

(—

B
S

Tehat >0 . (5) =20+ 15+6+1 = 4265 3. (%) = 1+6+ 15 = 22, és fgy
igazsagos elosztasban Anitanak a 32 000 forint 42/64-ed része, vagyis 21 000 forint, mig
Bendeguznak a teljes 6sszeg 22/64-ed része, azaz 11000 forint jar.

Egy csokott elméji bolha a sik egész koordinataju racspontjain az északkelet felsl
érkez6 héség ell menekiil. Minden egyes lépésben 1/2-1/2 valoszintiséggel ugrik a
szomszédos déli illetve nyugati racspontra. Ha az (5,1) pontrol indul, akkor mennyi
annak a valoszintisége, hogy a hamarabb éri el az x tengelyt, mint az y tengelyt? Mi a
kérdéses valoszintség értéke, ha a bolha a (3,4) pontrol indul?

Tegyiik fel, hogy sszekuporgatunk 100 dollart, és elmegyiink egy kaszindba, melynek
100 dollar az alapt&kéje. A ruletten jatszunk, és az a taktikank, hogy mindig egy zse-
tont tesziink a pirosra szinre, és ezaltal forgatasonként 18/37 és 19/37 valoszintiséggel
nyeriink illetve vesztiink egy zsetont.

a. Mekkora valoszintiséggel nyerjiil el a kaszino teljes t6kéjét, ha 10 dollaros zsetonokkal
jatszunk? Milyen valdszintiséggel megyilink cs§dbe? Mi annak az esélye, hogy a jaték
sosem ér véget?



b. Mi a helyzet akkor, ha nem 10, hanem 1 vagy 100 dollaros zsetonokkal jatszunk?

c. Térjiink vissza a 10 dollaros zsetonokhoz. Mekkora t6két szedjiink 6ssze, ha legalabb
0.5 valoszintiséggel meg akarjuk koppasztani a bankot? A kasziné tékéje tovabbra is
100 dollar, tehat 10 zseton.

d. Legalabb hény zsetonnal kell elkezdeniink a jatékot, ha 0.9 valoszintséggel bankot
akarunk robbantani? A t6kénket névelve mekkora a maximalisan elérhetd valoszintiség?

e. A kasziné igazgatodja azt szeretné, hogy 10 korlatlan koltségvetésii jatékosbol at-
lagosan csak 1 tudja hazavinni a teljes kasszat, a maradék kilenc jaték pedig végtelen
sokaig tartson. Mekkora t6kére van sziiksége a kaszinénak?

f. Mi a helyzet akkor, ha nekiink csak 10 zsetonunk van, a kaszinénak pedig korlatlan
a koltségvetése?

Megoldas

a. Jelolje NY, V és S azokat az eseményeket, hogy nyeriink, vesztiink, valamint a
jaték sosem ér véget. A zsetonok szama mindkét oldalon 10, mi 18/37 valdszintiséggel
nyeriink egy forgatas soran, tehat a jatékos csédje modellben a = b = 10, N = 20,
p=18/37, ¢ = 19/37. Ekkor P(NY') = P;y(10), vagyis

P(NY) = Tﬁ =037, P(V)=1-P(NY)=063, P(5)=0.

b. Ha 1 dollaros zsetonokkal jatszunk, akkor mindkét félnek 100 zsetonja van, vagyis

a = b = 100, amibdl P(NY) = Pip(100) = {=U285 = 0.004. Ha egy darab 100

dollaros zsetont vesziink, akkor a = b = 1, igy P(NY) = P(1) = % =2~
%. Tehat ha nem nekiink kedvez a jaték, egy-egy partiban nagyobb valdszintséggel
vesztiink, mint nyeriink (¢ > p), akkor érdemes minél nagyobb tétet hasznalni, és akar

egyben feltenni minden pénziinket.

c. Tegylik fel, hogy nekiink a zsetonunk van, a kaszinénak pedig b = 10. Ekkor

1-(2) 1—x 19y«
P(NY) = P,(10) = 18a = = o= > 05, aholz = (—) .
1- (%) " 1- (%) = <18)
1—2<05— 0.5(%)10
19 10
{1—05(5) }m:O.Mx
354<x—< )

1
a >log 3.54 = In 1—2/11& 3.54 = 23.38

Tehat a > 24 zsetonnal, legalabb 240 dollar tékével indulva mar 1/2 valoszintséggel
tudjuk hazavinni a kaszin6 100 dollarjat.



5.4.

5.5.

d. A c. pont gondolatmenetével

P(NY) = Py(10) = - > 09, = (-)

19 10
0.1 < 1—0.9(1—8) ]x — _0.55z
19y«
018 >z = (—) ,
T=\18

aminek nyilvanvaléan nincs megoldasa. Tehat a 0.9 nyerési valészintiség nem érhetd el.
Nézziik most a jatékot a kaszind szemszogébdl. Egy jatékos csédje problémat kapunk,
melyben a kaszinonak a = 10, az ellenfélnek (nekiink) b zsetonja van. Egy-egy forgatas
soran a kaszind p = 19/37 és ¢ = 18/37 eséllyel nyer illetve veszit egy zsetont. A mi
gy6zelmi esélyiink, tehat a kaszino csédbe jutasanak valoszintisége (az 1j modellben ez
Q.(b)) n6, ha a tékénk (b) nd, és a valoszintiség akkor maximalis, ha b = oo. Ebben az
esetben a kaszin6 cs6djének valoszinidsége Q° = (¢/p)® = (18/19)1° = 0.58. Most méar
érthets, hogy miért nem kaptunk megoldéast az el6bb. A 0.9 nyerési esély nem érhetd
el, végtelen tékével is csupan 0.58 valdszintiséggel tudjuk megkoppasztani a kaszinot,
és R° =1 — Q° = 0.42 valoszintséggel fog orokké tartani a jaték.

e. Ugy kell meghatarozni a értékét, hogy a kasziné csédjének valoszintisége (Q2°) kisebb
legyen, mint 0.1. Kapjuk, hogy (¢/p)* = (18/19)* < 0.1, ami pontosan akkor teljesiil,
ha a > logyg/190.1 = 42.59. Tehat a = 43 zseton, vagyis 430 dollar elég.

f. Szemléljiik a jatékot ismét a sajat szemszogiinkbdl. Ekkor a = 10, b = oo, p = 18/37
és ¢ = 19/37. Most p < 1/2, ezért Q° = 1, tehat biztosan csédbe jutunk, és ezen akkor
sem segithetlink, ha megnoveljiik a értékét.

Tegytik fel, hogy a kaszin6 olyan jatékot vezet be, melyen a jatékosok 6/11 és 5/11
valoszintiséggel nyernek illetve veszitenek egy zsetont. Valaszoljunk az el6z6 feladat
kérdéseire ilyen feltételek mellett.

Jozsi bécsi kilép zaraskor a kocsméabol, és 1/2-1/2 valoszintiséggel 1ép egyet jobbra
illetve balra. Bolyongasat addig folytatja, mig el nem éri a 100 1épésnyire all6 hazat,
vagy bele nem esik a falu mésik végén 200 lépésnyire taldlhato szakadékba.

a. Mekkora valoszintiséggel ér haza? Milyen valoszintiséggel zuhan bele a szakadékba?
Mekkora annak a valoszintisége, hogy bolyongasa sosem ér véget?

b. Jozsi béacsi két régi haragosa, Miska bécsi és Pista bécsi elhatarozza, olyan médon
redukaljak Jozsi b4’ hazajutasanak valoszintiségét, hogy dsnak egy mély godrot a kocs-
ma és a szakadék kozé. Hova assak a godrot, ha azt szeretnék, hogy Jozsi ba’ legfeljebb
0.5 valoszintiséggel érjen haza?

c. Megjelenik Jozsi bacsi egy masik haragosa, Béla bacsi is, aki azt javasolja, hogy
inkdbb romboljék le Jozsi ba’ hazat, ekkor ugyanis biztosan a szakadékban kot ki.
[gaza van neki?



6. Véletlen valtozok eloszlasfiiggvényei

Legyen (92, A, P) tetsz6leges valoszintiségi mezs. Egy X : Q — R fiiggvényt véletlen
valtozonak vagy valészintiségi valtozonak neveziink, ha mérhets, tehét tetszéleges a
valos szam esetén az

{X<a} ={weQ: X(w)<a} ={weQ: X(w) € (—0,a]} CQ

barmely valos a és b mellett az
{X=a} ={weQ: X(w)=a}={we: X(w) €{a}},

{a< X< ={we:a<X(w) <b}={we: X(w) €la,b]}

halmazok is események, illetve eseményt kapunk akkor is, ha a példakban tetszélegesen el-
hagyjuk az egyenlGség jeleket. (S6t, mivel a (—oo,a] alaki halmazok generaljak a Borel
halmazok o-algebrajat a valos egyenesen, azonnal kovetkezik, hogy tetszéleges B € B Borel
halmaz X melletti invezképe, vagyis az

X' B)={XeB}:={weQ: X(w)e B}

halmaz szintén esemény:.)
Az X véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye az F': R — [0, 1],

F(z) =Fx(z) =P(X <z), xze€R,
fiiggvény. Egy F': R — R fliggvény pontosan akkor eloszlasfiiggvénye egy valtozonak, ha
e monoton névekvd,
e minden pontban jobbrol folytonos,
o F(oo) =lim, oo F(z) =1 & F(—o00)=Ilim,, o F(z) =0.

A tulajdonsagokbol kévetkezik, hogy az eloszlasfiiggvénynek minden x pontban létezik F'(z—)
baloldali hatarértéke.



Feladatok

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Tekintsiink egy tetszdleges X véletlen valtozot, és legyen F(z) = P(X < z),x € R, az
eloszlasfiiggvénye. Mutassuk meg, hogy tetszdleges a és b valos értékek esetén

Tekintsiik a kovetkezé kisérletet. Feldobok egy szabélyos pénzérmét. Ha fejet kapok,
akkor feldobok egy szabélyos dobokockat, és legyen X a kapott érték. Ha frast kapok,
akkor X legyen egy véletlenszertien valasztott pont a [0, 4] intevallumon. Hatarozzuk
az X valtozo eloszlasfiiggvényét, valamint adjuk meg a kdvetkezd valdszintiségeket:
P(X =2), P(X=25), P(X>6), P2< X <3), P(4< X <), P(X egész szam).

Feldobok egy szabélyos dobokockit. Ha az eredmény 1 vagy 2, akkor az X értéket a
(1, 3] intervallumroél valasztom az egyenletességi hipotézisnek megfelelGen. Egyébként
feldobok két szabalyos érmét, és X a kapott fejek szama. Adjuk meg X eloszlasfiigg-
vényét, tovabba hatarozzuk meg a kovetkezd események valoszintiségeét:

a. {X nagyobb, mint 2};
b. {X hatarozottan 1 és 2 kozé esik};
c. {X egész szam};

d. {X irracionélis};

A ¢ paraméter mely értékei mellett kapunk eloszlasfiiggvényt? Abrazoljuk a fiiggvényt.

a.
F(x):c—i-%arctgx, r € R;

" F(x)_{ L=et, 220,
10, x<0;

c. . -
F<x>={§{( o 10,



7. Diszkrét véletlen valtozok

Az X véletlen valtozo6 diszkrét, ha az értékkészlete véges vagy megszamlalhatoan végte-
len szamossagu. Mi jellemzGen egész értéki véaltozokkal fogunk dolgozni. Egy X diszkrét
véletlen valtozo eloszlasa vagy sulyfiiggvénye a

Pa = P(X=m), k=12
valoszintségek sorozata. Egy p,, sorozat pontosan akkor eloszlasa egy diszkrét valtozonak,
ha

.pIkz()? k:1727"‘;

© > . Dy =1
Egy X diszkrét véletlen valtozé varhatod értéke az

E(X) =Y x,P(X =)

Osszeg. A varhato érték azt mutatja meg, hogy atlagosan mekkora értéket vesz fel a véletlen
valtoz6. Ha a t : R — R fiiggvény mérhetd, akkor

E(H(X)) =) tax)P(X = ).
k
A t(z) = (z — E(X))? transzforméciot alkalmazva az X valtozo varianciaja vagy szoras-
négyzete
Var(X) = D*(X) := E(X - B(X))> =) (2 — E(X))’P(X =),
k
de a variancia altalaban kényelmesebben szamolhato a

Var(X) = B(X?) = (B(X))* = ) _a*P(X = z;,) — {Zka(X — xk)}

k
formulaval. Az X véletlen valtozo szérasa a variancia D(X) := / Var(X) gyoke, ami azt
fejezi ki, hogy atlagosan mennyi az X valtozo eltérése a varhatod értéktsl.

Megjegyezziik, hogy a varhato érték és a variancia nem csak diszkrét, hanem tetszéleges
véletlen valtozo esetén definidlhatd, de az altaldnos definiciot ezen kurzus keretei kozott
nem targyaljuk. Legyen X és Y tetszleges véletlen valtozo, és tekintsiink egy ¢ : R — R
mérhets fliggvényt. Ha X és Y azonos eloszlast, tehat megegyezik az eloszlasfiiggvényiik,
akkor FE(t(X)) = E(t(Y)). Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy azonos eloszlasu valtozokra
E(X)=E(Y) ¢s D*(X) = D*Y).

Legyen X, X1, ... X, tetszGleges valtozo, a és b pedig tetsz6leges valos konstans. A varhato
érték és a variancia fontosabb tulajdonsagai:

o E(aX +b)=aF(X)+0.

o D*(aX +0b) =a’D*X).

e E(Xi+--+X,)=EXy)+ -+ EX,).

e Ha X,..., X, paronkeént fiiggetlen, akkor D*(X;+---+X,,) = D*(X;)+-- -+ D?*(X,,).



Feladatok

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

Hogyan vélasszuk meg a ¢ paraméter értékét, hogy az alabbi szamsorozat egy egész
értekd X véletlen valtozo pr = P(X = k) eloszlasa legyen? Abrazoljuk az X valtozd
eloszlasfiiggvényét, hatarozzuk meg varhato értékét és szorasat.

a.pp=c¢, k=aa+1,...,b, abeN;

b.pr=cp*, k=0,1,..., 0<p<]l1;

c.pp=c /K, k=0,1,..., X>0;
d.pr=()p*1—p)"*, k=0,...,c, neZ", 0<p<l.

Adjunk meg olyan pi, k = 1,2,... salyfliggvényt, hogy a kapcsolatos véletlen véltozo
varhato értéke végtelen legyen. Definialjuk a g, eloszlassorozatot olyan modon, hogy a
valtozo érték véges, de a szoras végtelen legyen.

Egy marketingakcio keretében egy adott termék vasarlasakor dobhatsz egy szabalyos
dobokockaval. Ha hatost dobsz, akkor egy 500 forint értéki szakacskonyvet, ha négyest
vagy harmast, akkor egy 100 forint értékd bogrét, ha pedig kettest, akkor egy 20 forintos
hiitémagnest kapsz ajandékba. Ha egyest dobsz, akkor semmit sem nyertél. Irjuk fel a
nyeremény értékének eloszlasat, eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat.

Adott két értékpapir, melyeket azonos aron, 1000 forintért lehet megvésarolni. Egy
év mulva az elsd papir értéke 800, 1200 vagy 1600 forint lehet rendre 0.2,0.6 és 0.2
valoszintséggel. A masikat 400, 1200 vagy 2000 forintos aron adhatjuk el, mely arak
valoszintisége rendre 0.3,0.4 és 0.3.

a. Mennyi az egyes értékpapirok varhaté hozama, tehat az jovébeni ar és a vételar
kilénbségének varhato értéke? Te melyik befektetést véilasztanad? Az értékpapirok
arfolyamkockazatat a varianciaval szoktak szamszertsiteni. Adjuk meg a két értékpapir
arfolyamkockazatat.

b. 1000 forintos vételarért egy olyan portfoliot allitunk 6ssze a két értékpapirbol, mely-
ben 0 < a < 1 az els§ papir aranya. Hatarozzuk meg a portf6lié varhatd hozamat és
kockazatat, ha a két papir arfolyammozgésa fiiggetlen.

Feldobok két dobokockat, és a nagyobb értékbdl kivonom a kisebbet. Hatarozzuk meg
a kiilonbség eloszlasfiiggvényét, varhatod értékét és szorasat.

Egy terrariumban harom horesog él, melyek egymastol fiiggetlentl az idének 1/2, 1/3 és
1/4 részében alszanak. Jelolje X az ébren 16v6 horesogok szamat egy véletlen idGpont-
ban. Adjuk meg X eloszlasat, varhatd értékét és szoréasat.

A kosarlabdaban bizonyos esetekben 1 4 1 biintet§dobés jar a szabalytalansagot el-
szenvedd félnek. Ez azt jelenti, hogy a jatékos kap egy szabad dobast, és ha ez sikeres,
akkor még egyet. Tegyiik fel, hogy a jatékos egymastol fiiggetleniil 0.6 valoszintiséggel
értékesiti a bilintetSket. Adjuk meg a sikeres dobasok szaménak eloszlasfiiggvényét,
varhato értékét és szorésat.
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A férfi kézilabda-bajnoksag réjatszasdban a Pick és a Veszprém 3 gy6zelemig tartod
mérkézéssorozaton donteni el a bajnoki cim sorsat. Tegyilik fel, hogy a csapatok a
t6bbi talalkozo eredményétdl fiiggetlentil 1/2-1/2 eséllyel nyernek meg egy-egy meccset.
Adjuk meg a lejatszott mérkézések szaménak eloszlasat, varhato értékét és szorasat.

Egy ladaban 4 par kiillonb6zd6 szind, tehat Osszesen 8 cipd taldlhatod. Véletlenszertien
kivesziink koziiliik 4 darabot. Jelolje X a kivélasztott cipéparok szaméat. Adjuk meg X
eloszlasat, varhato értékét és szorasat.

Egy pénzérmét dobalunk egészen addig, mig nem kapunk palindrom dobéassorozatot,
vagyis olyan fej-iras sorozatot, mely forditott sorrendbenn tekintve azonos énmagaval.
(Példaul: FIIIF.) A legels6 dobas utdan még nem allunk meg. Adjuk meg a sziikséges
dobasok szamanak varhato értékét és szorasat.

Két jatékos felvaltva dob kosarra egészen addig, amig valamelyikiik dobéasa sikeres nem
lesz. Az els6 jatékos 0.5, a masodik 0.6 valoszintiséggel talal a kosarba egy-egy dobas
soran. Jelolje X a sziikséges dobasok szamét. Adjuk meg X varhato értékét és szorasat.

Feldobok egy pénzérmét. Ha az eredmény fej, akkor még egyszer, ha iras, akkor még
kétszer dobom fel Gjra. Adjuk meg az 6sszesen kapott fejek szamanak eloszlasat, varhato
értékét és szorasat.

a. Adott két urna. Az els6ben 5 piros és 4 zold, a mésodikban 7 piros és 3 zdld golyo
talalhato. Véletlenszertien kihtizunk egy golyot az els6 urnabol, és attessziik a masikba,
majd huzunk egy golyot az elsé urnabol, és beledobjuk az els§ urnaba. Adjuk meg az
els6 urnédban talalhato piros golyd szamanak varhato értékét és szorasat.

b. Oldjuk meg az a. feladatot azzal a modositassal, hogy egy-egy golyot vesziink ki a
két urnabol, és kicseréljiik ¢ket.

Matematikai értelemben egy jatékot akkor tekintiink igazsagosnak, ha a jaték varhato
nyereménye egyenlé a belépési dijjal, vagyis nulla a varhaté nettdé nyeremény. Egy
jaték igazsagos ara a nyeremény varhato értéke, tehat az az Osszeg, melyet a jaték
elején befizetve a jaték igazsagos.

a. Az eur6pai rulettasztalokon 37 mez6 talalhato 0-tol 36-ig szamozva. Ezek koziil 18
fekete, 18 piros szind, és a 0-a4s mezd szine zold. Ha a piros szinre teszel, és talalsz,
akkor a téted kétszeresét kapod vissza, egyébként elbukod a feltett pénzt. 100 forintos
téttel jatszva mennyi a varhatoé nyereményed? Kinek kedvez a jaték? Hogyan lehetne
modositani a szabélyokat, hogy a jaték igazsagos legyen?

b. A jatékos feldob 16 szabélyos érmét, majd a bank kiszamitja a kovetkezs értéket. A
dobott fejek szamabol levon 8-at, majd a kiilonbséget elosztja 4-gyel. A jatékos nyer
egy forintot a banktol, ha az eredmény 0, 1 vagy —1, egyébként a jatékos egy forintot
fizet a banknak. Kinek kedvez a jaték? Mennyi a jaték igazsidgos ara?

c. A jatékos feldob egy kockat. Ha paratlan szdmot dob, veszit 20 forintot, ha 6-ost
dob, nyer 80 forintot, ha pedig 2-est vagy 4-est dob, akkor 1jbol dobhat. A mésodik
dobéasnal 20 forintot nyer, ha pérost, és 40 forintot veszit, ha paratlant dob. Adjuk meg
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a nyeremény eloszlasat és eloszlasfiiggvényét. Allapitsuk meg, hogy a jaték a jatékos
szamara elényos, hatranyos vagy igazsagos. Adjuk meg a jaték igazsagos arat.

Egy urnaban 4 cédula van. Egy cédulan 0, két mésikon 1, az utolsén pedig 5 &ll.
Haromszor hiizunk visszatevéssel. Jelolje X a kihuzott cédulakon all6 szamok szorzatat.
Adjuk meg X varhato értékét és szorasat.

Egy adott pozicié betoltésére harom péalyazat érkezik. A pélyazatok koziil a gyGztest
egy Ottagi bizottsdg vélasztja ki egyszert szavazéssal. Feltehetd, hogy a bizottsag
tagjai egymastol fliggetleniil szavaznak, és mindegyikiik azonos esallyel valasztja az
egyes jelolteket. Adjuk meg a legtobb szavazatot kapott palyazat(ok)ra érkezett vok-
sok szamanak eloszlasat és varhato értékét.

Hatszor dobok egy kockaval. Adjuk meg a dobott szamok Gsszegének varhato értékét és
szorasat. Hatarozzuk meg a legkisebb érték eloszlasat. Mennyi a kiilonb6z6 eredmények
szamanak varhato értéke és szorasa?

Legyen Xi,... X5 a lottosorsolason kihtizott 6t nyerGszam a huzés sorrendjében, és
jelolje X} az ot nyertes szam koziil a k-adik legkisebbet, k =1,...,5.

a. Adjuk meg az X, valtozok eloszlasat, varhato értékét és szorasat. Filiggetlenek-e ezek
a valtozok?

b. Milyen értékeket vehet fel az X véletlen valtoz6? Hatarozzuk meg X eloszlasat,
varhato értékét és szorasat. Filiggetlenek-e az X, valtozok?

c. Mennyi az 6t nyerészam Osszegének varhato értéke és szorasa?

d. Mik lennének a vélaszok az a., b. és c. pont kérdéseire, ha a lottosorsolast vissza-
tevéses mintavételezéssel végeznék, tehat egy-egy szdmot tobbszor is ki lehetne huzni?



8. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Bernoulli kisérletnek nevezziik az olyan kisérleteket, melyeknek csupén két kimenetele
van, egy p valoszintiségi kedvezd, és egy 1 — p valodszintiségd kedvezdtlen, ahol 0 < p < 1
tetszélegesen rogzitett paraméter. Ha az X valtozot ugy definialjuk, hogy legyen 1 az értéke,
ha a kisérlet kimenetele kedvezd, és legyen 0, ha az eredmény kedvezétlen, akkor a valtozo
Bernoulli eloszlast kiévet p paraméterrel. (Az ilyen valtozokat szoktak indikatorvaltozo-
nak is nevezni.) A Bernoulli eloszlas silyfiiggvénye, varhato értéke és szorasnégyzete

P(X=0)=1-p, P(X=1)=p, EX)=p, D*(X)=p(l-p).

Tekintsiink n darab fiiggetlen Bernoulli kisérletet, és jelolje X a kedvezd kimenetelek
szaméat. Ekkor X binomialis eloszlast kovet n és p paraméterrel. A binomiélis eloszlas
tipikus példaja a visszatevéses mintavételezés, ahol X a kivélasztott selejtes darabok szama.
Az X valtozo eloszlasa, varhato értéke és szorasnégyzete

P(X—k)—(Z)pk(l—p)"k,k—(),...,n, E(X)=np, DXX)=np(l-p).

Fontos megjegyezni, hogy a bemutatott eloszlasok nem alkalmasak a visszatevés nélkiili
mintavételezés leirdséara, hiszen ez esetben nem pontosan ugyanazt a kisérletet ismételjiik meg
tobb alkalommal. Legyen adva egy m elemszdmu alaphalmaz, melyben s darab els6 tipusi
és m — s darab mésodik tipusi elem talalhato. A halmazbol véletlenszertien és visszatevés
nélkiil kivalasztunk n < m elemet, és jelolje X a kihtizott els6 tipusu elemek szamat. Ekkor
az X valtozo hipergeometrikus eloszlast kovet, és stlyfiiggvénye, varhato értéke, valamint
szorasnégyzete

P(X = k) = —(’“)((;j)_’“) LB =2, DX)=nm—n (1= 2.

Tekintsiik ismét fiiggetlen p paraméteres Bernoulli kisérleteknek egy sorozatat. Legyen X
azon kisérletnek a sorszama, mikor el6szor kapunk kedvezd kimenetelt. Ekkor az X valtozo
geometriai eloszlast kovet p paraméterrel, és

1 1—
PX =k =(1-pt'p, k=12.., BX)=-, DX)=—L.
p p
Az X valtoz6 Poisson eloszlast kévet A > 0 paraméterrel, ha eloszlasa
)\k
P(X =k)= Fe*A, k=0,1,2,...

Ekkor E(X) = D?*(X) = A. A Poisson eloszlast jellemz&en ritkan bekovetkezd események és
miiszaki hibak szamanak lefrasara alkalmazzuk.

Legyen X tetsz6leges nemnegativ egész értéki véletlen véaltozo, és tekintsiink egy olyan
Bernoulli kisérletet, mely 0 < p < 1 valoszintiséggel ad kedvez6 kimenetelt. Végezziik el a
kisérletet egymastol fiiggetleniil X alkalommal, és legyen Y] illetve Y5 a kapott kedvezd illetve
kedvezétlen kimenetelek szama. Ekkor X = Y] + Y5, és az Y] és Y, valtozot az X valtozo p
valoszintiség szerinti Bernoulli felbontasanak nevezziik. Fontos megjegyezni, hogy Y; és
Y5 nem feltétlentil binomiélis, hiszen az Gsszesen elvégzett kisérletek szama véletlen, nem egy
rogzitett n érték. Ekkor a Poisson eloszlasra teljesiil az alabbi két tulajdonség.



e Ha az X,,..., X, valtozok teljesen fliggetlenek, és X; rendre \; paraméteres Poisson,

akkor Xy +--- 4+ X, eloszldsa \; + - - - + )\, paraméteres Poisson.

e Ha X Poisson eloszlast kovet \ paraméterrel, és V) és Y, az X valtozod p valodsziniiség

szerinti Bernoulli felbontéasa, akkor Y; és Y, Poisson eloszlast rendre pA és (1 — p)A
paraméterrel, tovabba Y) és Y, fliggetlen.

Feladatok

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

20xx-ben a futball Eur6pabajnoksag dontGjében a paradés magyar csapat a mindent
eldonts tizenegyesparbajra késziil az olasz valogatottal szemben. Fiaink egymaéstol
fliggetleniil rendre p = 0.8 valdszintiséggel értékesitik a biintetéket. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy legalabb négy magyar gélnak fog oriilni a népes magyar szurkolota-
bor az 6t biintetérigas soran? Varhatdan hany gol fog sziiletni? Milyen p érték esetén
teljesiil, hogy legalabb 0.9 annak az esélye, hogy a fiutk mindegyiket bevarrjak?

Egy dobozban 5 piros és 8 fehér golyd van. Kihtizunk 7 golyét. Mennyi a valészintisége,
hogy péaros szamu pirosat htzunk ki? Mennyi a kihtzott piros golyok szaméanak varhato
értéke? Oldjuk meg a feladatot visszatevéses és visszatevés nélkiili huzasra is.

Egy halastoban ismeretlen szamt, N darab hal van. Egy nap kifognak 100 halat, meg-
jelolik, majd visszadobjak Gket. A kovetkez6 napon ismét kifognak 100 halat. Legyen
X a maésodik napon kifogott megfelolt halak szama. Adjuk meg X varhatod értékét
és szorasat. Ha a masodik napon 20 megjelolt halat fognak ki, akkor milyen becslést
adhatunk N értékére?

A valoszintiségszamitas targybol egy-egy probalkozas soran rendre 0.6 valoszintiséggel
teszek sikeres vizsgat. Jelolje X az elsd sikeres vizsga sorszamat. Adjuk meg X varhato
értékét. Mennyi annak az esélye, hogy harom vizsgaalkalom nem elegendd a kurzus
teljesitéséhez?

Két szabélyos dobokockaval addig dobunk ismételten, mig a kockdkon lathato értékek
Osszege legalabb 10 nem lesz. Mennyi annak a valoszintisége, hogy legfeljebb két dobasra
lesz sziikség? Milyen k egészre teljesiil, hogy legalabb 0.9 annak az esélye, hogy k dobas
elegends? Adjuk meg a sziikséges dobasok szamanak varhato értékét és szorasat.

Egy gytimdlesosben az egy fak talalhato gylimolesok széma Poisson eloszlast kovet
20 varhato értékkel. Egy nyari éjszakan a vihar egymastol fiiggetleniil rendre 0.75
valoszintiséggel lerdzza az egyes gyiimolcsoket. Mennyi annak a valdszintisége, hogy
egy kivalasztott fan legfeljebb 2 gyiimoles marad? Milyen valaszt adhatunk ugyanerre
a kérdésre, ha a fa alatt 30 lerazott gyiimolesot talalunk? Adjuk meg a megmaradt
gytimolesok szamanak varhato értékét.

A konyvekben az egy oldalon talalhaté nyomtatasi hibak szama kozelitéleg Poisson
eloszlast kovet. Annak az esélye, hogy egy oldalon van nyomtatéasi hiba 0.1. Mennyi a
valoszintisége, hogy egy adott oldalon legalabb két hiba taldlhat6é? Mennyi annak az
esélye, hogy egy 100 oldalas konyvben legfeljebb 3 hiba van? Varhatéan hany hiba van
egy ilyen konyvben?
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Egy tesztvizsgéan az oktatd egy 5000 kérdést tartalmazo feladatgytjteménybdl valaszt
ki 20 példat. Minden kérdésre négy lehetséges véalasz koziil kell kivalasztani a megfelel6t.
Egy hallgatd a konyv kérdéseinek felére tudja a helyes vélaszt. A feladatok 10 szaza-
lékarol azt hiszi, hogy tudja a helyes valaszt, de téved, ilyenkor rossz vélaszt jelol meg.
A tobbi feladat esetében nincs Otlete, ilyenkor véletlenszertien jelol meg egyet a négy
lehetséges vélasz koziil.

a. Mekkora annak a valdszintisége, hogy nem lesz olyan kérdés, amire tippelnie kell? Mi
az ilyen kérdések szamanak varhato értéke? Mekkora a valdszintisége, hogy a feladatsor
pontosan 10 olyan példat tartalmaz, amire tippelnie kell?

b. Mekkora valoszintiséggel ad a vizsgazo helyes valaszt egy-egy feladatra? Mi annak
a valoszintsége, hogy legalabb 18 feladatot helyesen old meg? Mekkora a helyesen
megvalaszolt kérdések szamanak varhato értéke?

c. Milyen valaszt adhatunk az a. pont kérdéseire, ha a feladatgytjtemény csak 50
kérdést tartalmaz?

a. Mennyi a telitaldlat valoszintisége az otoslotton? Mekkora annak a valdszintsége,
hogy legalabb két taldlatunk lesz? Mennyi a taldlataink szaméanak varhatoé értéke és
szorésa’

b. Ha minden héten egy szelvénnyel jatszunk, akkor annak nagyobb a valdszintisége,
hogy az elsé héten legalabb kettesiink lesz, vagy annak, hogy semmit sem nyeriink
harom évig? Mennyi annak az esélye, hogy az elkdvetkezs 20 évben lesz telitalalatunk?
Hany éven at kell jatszanunk, ha azt szeretnénk hogy legalabb 0.9 valoszintiséggel legyen
telitalalatunk ezen id6 alatt? Varhatoéan hanyadik héten érjiik el az elsé telitalalatot?

c. Mennyi annak az esélye, hogy a nyerészamok koziil pontosan ketts kisebb, mint 317
Mennyi annak a valoszintisége, hogy mindegyik nyerészam nagyobb, mint 607

Az égbolt egy adott méreti, véletlenszertien kivalasztott szeletén a csillagok szama
Poisson eloszlast kévet 5 varhato értékkel. Az égen lathato csillagok 80 széazaléka a
vOoros torpe tipusba tartozik.

a. Mennyi annak a valészintisége, hogy az égboltnak egy adott méreti szeletén nem
talalunk csillagot? Ha véletlenszertd megfigyelések sorozatat végezziik egészen addig,
mig olyan szeletet nem taldlunk, melyen van csillag, akkor mennyi annak az esélye,
hogy 3-nal tobb szeletet kell megvizsgalni? Mennyi a sziikséges megfigyelések szdmanak
varhato értéke?

b. Milyen valaszt adhatunk az a. pont kérdéseire, ha kétszer akkora méreti szeleteket
vizsgalunk?

c. Adjuk meg az egy szeleten taldlhato voros torpék szamanak varhato értéket és
szorasat. Mekkora annak a valészintisége, hogy egy szeleten legalabb 3 voros torpét
talalunk? Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy szeleten legalabb 3 vords torpét
talalunk, ha a szeleten mast tipusu csillag nem lathat6? Mekkora annak a valészintisége,
hogy egy szeleten legalabb 3 voros torpét talalunk, ha a szeleten Gsszesen 5 csillagot
taldlunk?
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Tiz focista egy-egy lovéssel teszi probéara egy kapus tudasat. Mennyi a golok szama-
nak varhato értéke és szorasa, ha a jatékosok egymastol fliggetleniil rendre py, ..., pio
valoszintiséggel talalnak a kapuba?

A kupongytijté problémaja. Egy csokolddéfajta csomagolasaban kuponokat rejtettek el,
Osszesen 4 fajtat. Minden csokoladé egy kupont tartalmaz, és az egyes kuponok gyako-
risdga azonos. A kupongytijté egészen addig vasarolja az ujabb és tjabb csokoladékat,
amig Ossze nem gytjt 4 kiilonbéz6 kupont. Jelolje X az ehez sziikséges csokoladék
szamat. Adjuk meg X varhato értékét és szorasat, valamint altalanositsuk a problémat
n kuponra.

Tekintsiink egy véletlen permutéciot az {1,...,n} alaphalmazon. Adjuk meg a fixpon-
tok szaméanak varhato értékét és szorasat.

N golyot egyméstol fliggetlentil szétosztunk M urnaba olyan moédon, hogy minden
goly6 azonos valoszintiséggel keriil az egyes urnédkba. Adjuk meg az iiresen maradt
urnak szamanak varhato értékét és szorasat.

A légitarsasagok a kihasznaltsag érdekében tébb jegyet adnak el elGvételben, mint
amennyi hely van a repiil6gépen. Ezt arra alapozzék, hogy atlagosan az utasok 5 szaza-
léka nem jelenik meg beszallaskor. Természetesen idénként eléfordul, hogy valaki nem
fér fel a gépre, ilyenkor 6t kiarpotoljak. Legyen adva egy 70 féréhelyes gép, melyre 72
jegyet adott el a légitarsasag. A jegyek 50000 forintba keriiltek, és ha valaki nem fér
fel a gépre, akkor a jegy aranak kétszeresét fizetik neki vissza.

a. Mekkora valoszintiséggel lesz olyan utas, aki nem fér fel a gépre? Adjuk meg a
lemaradt utasok szamanak varhato értékét és szorasat.

b. Mennyi a cég varhato netté bevétele, tehat mekkora a jegyeladasokbodl szarmazo
bevétel és a kifizetett kartérités kiillonbségének varhato értéke? Mekkora lenne a bevétel,
ha csak 50 jegyet adtak volna el?

Ebben feladatban a kotelezd gépjarmi felelGségbiztositas bonusz-mélusz rendszerét
fogjuk modellezni.

a. Egy kotelezd gépjarmii felelGségbiztositas feltételei a kovetkezdk. A biztositott az
els6 évben A forintot fizet. Ha az autos egy adott évben nem okoz balesetet, akkor a
kovetkezd évben fizetendd biztositéasi dij az el6z6 évi Osszeg A-szorosa (0 < A < 1). Ezzel
szemben, ha az adott évben karambolozott, akkor az el6z6 évi dij u-szorosét kell fizetnie
(> 1). Legyen p annak a valoszintisége, hogy egy adott évben balesetet okozok, és
jelolje X, az n-dik évben fizetendd biztositasi dijat. Adjuk meg X, eloszlasat és varhato
értékét. Mennyi az E(X,,) sorozat hatarértéke? Hosszutavon milyen autésoknak kedvez
ez a biztositasi konstrukci6?

b. Egy masik tarsasag a kovetkezd dijkonstrukciot vezeti be. Belépéskor itt is A forin-
tot kell fizetni, és a balesetmentes évet itt is ugy jutalmazzak, hogy az éves dij az
el6z6 évinek A-szorosara csokken. Viszont, ha az autos balesetett okozott, akkor nem
csupén egy p-szoros emelés a blintetése, hanem a kévetkezd évben ismét A forintot kell
befizetnie. Valaszoljunk az a. pont kérdéseire ilyen feltételek mellett.



9. Folytonos véletlen valtozok

Legyen X tetszoleges véletlen valtozo, és legyen F'(z) az eloszlasfiiggvénye. Azt mondjuk,
hogy X folytonos eloszlasu valtozo, ha létezik f(y), y € R fiiggvény, melyre

F(z) = / " fy)dy

minden x pontban. Ha létezik ilyen f(y) fiiggvény, akkor 6t stirtiségfiiggvénynek nevezziik,
és az eloszlasfiiggvénybdl derivalasal kaphato meg: f(y) = F'(y). Egy f(y) fiiggvény pontosan
akkor strtiségfiiggvénye egy folytonos véaltozonak, ha

e f(y) >0, yeR
o [T fly)dy=1.

Ha az X valtozo eloszlasa folytonos, akkor az eloszlésfiiggvénye folytonos fliggvény, és
P(X = z) = 0 minden z-re. Emellett tetszéleges a és b valos szamok esetén

b
P(aﬁXﬁb):P(a<X<b):/ fly)dy.
A folytonos eloszlasit X véletlen valtozé varhato értéke definicié szerint

E(X) = /oo yf(y)dy,

mig ha t : R — R mérhetd, akkor a ¢(X) transzformalt valtozé varhato értéke

Az X véaltoz6 variancidja vagy szorasnégyzete a diszkrét esethez hasonldan

Var(X) = D(X) = E((X - BQOP) = [ (v = BO0) 70 dy

— E(X?) - (B(X))* = /Oinf(y) dy — {/_:yf(y) dyr,

és X szorasa most is variancia gyoke D(X) := / Var(X).

Az X valtozd egyenletes eloszlasu a,b € R, a < b, paraméterekkel, ha az X pont
eleget tesz az egyenletességi hipotézisnek az [a, b] intervallumon. Jelélésben: X ~ E(a,b). Az
egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye

0 r<a

1/(b—a), a<z<b, ’ ’

_ _ _ - <z<
1o ={ ¢ i, W= @oa/0-a), aszso

varhato érteke E(X) = (a +b)/2, szorasnégyzete D*(X) = (b — a)?/12.



Az X véletlen valtoz6 exponencidlis eloszlasta A > 0 paraméterrel, ha stirtiségfiiggvénye
és eloszlasfiiggvénye

- {17 220 {1 1z
Jelolésben: X ~ Exp()). Az varhato érték E(X) = 1/, szordsnégyzet D?(X) = 1/\%
Feladatok
9.1. Mi legyen a c konstans értéke, hogy stirtiségfiiggvényt kapjunk? Hatarozzuk meg a

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

kapcsolatos véletlen valtozo eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat.
a. fly)=c/y*, 0<y<1, keN;

b. fly)=c/la*+ (y—b)?, yeR, a,b>0;

c. fly)=ceV'/?, yeR.

Legyen X egyenletes eloszlasu a [—1,4] intevallumon. Adjuk meg 2X, 3 — X, | X| és
X? eloszlasfiiggvényét és varhato értékeét.

a. Valasszunk véletlenszertien egy p pontot az egységnyi oldalhosszusagi négyzetben,
és legyen X a legkozelebbi oldaltol mért tavolsag. Adjuk meg X stirtiségfiiggvényét,
varhato értékét, szorasat, valamint az {1/4 < X < 3/4} esemény valoszintisegét.

b. Oldjuk meg az a. feladatot azzal a modositassal, hogy X a p pontnak a legkdzelebbi
csucstol valo tavolséga.

a. Adott egy egységnyi magassagu és egységnyi alapkorsugaru egyeneskup. Az egyen-
letességi hipotézisnek megfelelGen valasztunk egy pontot az alapkoron. Jelélje X a pont-
nak a kup csticsatol vett tavolsagnégyzetét. Adjuk meg X varhatod értékét, szorasat,
valamint annak a val6sziniiségét, hogy X nagyobb, mint 1.5.

b. Véletlenszertien valasztunk egy pontot az el6z6 kip belsejében. Legyen Y a pontnak
az alapkortl mért tavolsaga. Adjuk meg az Y valtozo varhato értékét és szorasat. (Az
r sugari és m magassagt kap térfogata mr?/3.)

Az egyenletességi hipotézisnek megfelelGen torjiink kettébe egy egységnyi hosszusagu
gyufaszalat.

a. Adjuk meg a révidebb, illetve a hosszabb darab hosszisagénak eloszlasfiiggvényét,
varhato értékét és szorasat. Mekkora valoszintiséggel esik a rovidebb darab hossza 1/4
és 3/4 kozé?

b. Jelolje X a kapott darabok hosszénak négyzetosszegét. Adjuk meg X varhato értékét
és szorasat. Mekkora valdszintséggel lesz X nagyobb, mint 1.27

Anna és Gabor elhatarozzak, hogy megbeszélik a Valoszintiségszamitas gyakorlat dol-
gozazatfeladait. A talalkozé helyszinére egymastol fliggetleniil és véletlen id6pontokban
érkeznek 2 ora és fél 3 kozott. Jelolje X illetve Y az elbb illetve az utdébb érkezs fél
érkezési idejét. Adjuk meg X és Y varhato értékét.

b. Véarhatéan mennyi id6t kell varnia az el6bb érkezének a masikra? Mennyi annak a
valoszintisége, hogy a varakozas idGtartama 15 percnél hosszabb?
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Feldobok egy kockat, legyen X a dobott érték. Ezutan az egyenletességi hipotézisnek
megfelelGen vélasztok egy Y pontot a (0, X) intervallumon. Adjuk meg az Y valtozo
strtiségfiiggvényét, varhato értékét és szorasat. Mekkora valoszintiséggel lesz az Y érték
2-nél nagyobb?

a. Véletlenszertien valasztunk egy-egy pontot a 2 oldalhossusagu négyzet két szemkozti
oldalan. Jelolje X a pontok téavolsagnégyzetét. Adjuk meg X varhato értékét. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy a pontok tavolsaga nagyobb, mint 1.27

b. Oldjuk meg az a. feladatot azzal a modositassal, hogy a két pontot egy szomszédos
oldalparon vessziik fel.

c. Véletlenszertien véalasztunk két pontot a 2 oldalhossztisagi négyzet keriiletén. Adjuk
meg a pontok tavolsagnégyzetének varhato értékét.

Véletlenszertien és egymastol fiiggetleniil valasztunk két pontot a 2 oldalhosszusagu
négyzet belsejében. Adjuk meg a pontok tavolsaganak varhato értékét.

Egy miszaki berendezés élettartama exponenciélis eloszlast kdvet 1 év varhato értékkel.
Amennyiben a berendezés tonkremegy, azonnal kicseréljiik egy djra. Az egyes beren-
dezések élettartama fliggetlen.

a. Mekkora valoszintiséggel bir ki egy 1j berendezés 1 évet? Mekkora valoszintiséggel
bir ki egy berendezés tovabbi egy évet, ha mar 100 éve iizemel?

b. Varhatéan mennyi idé milva megy tonkre a 10-dik berendezés? Mekkora ezen id6-
tartam szorasa?

A tesztek szerint a Toyota csapat Forma 1-es versenyautojanak kilométerekben mért
élettartama exponencialis eloszlast kovet 500 kilométeres atlaggal. A sportag szabalyai
szerint egy autonak két egymast kovets versenyt kell kibirnia?

a. Mennyi annak a valosziniisége, hogy az auté nem bir ki egy 300 kilométeres versenyt?

b. Feltéve, hogy az auté kibirta az els6 versenyt, mennyi annak az esélye, hogy egy
maésik 300 kilométeres versenyt is kibir?

Van egy novénylink, évente 3 centimétert ng, ha fény éri, de elpusztul a s6tétben. A
novény most 10 centiméter magas, és koszoni szépen, jol van. Betessziik 6t egy sotét
szobaba egy égd villanykortével, és magara hagyjuk. A korte élettartama exponencialis
eloszlast kovet 3 év varhatd értékkel. Adjuk meg a névény maximaélis magassaganak
eloszlasat, valamint ezen magassag varhato értékét és szorasat! Mennyi annak az esélye,
hogy a novény valaha eléri az 1 méteres magassagot?

A radidaktiv anyagok atomjainak élettartama exponencialis eloszlast kovet. A 60-as
tomegszami kobalt izotop felezési ideje 5.26 év, tehat az ilyen atomoknak a fele bomlik
le 5.25 év alatt. Jelolje X a %%Co izotop élettartamét. Mennyi X varhato értéke?

Egy X véletlen valtozé k-adik momentuma az M, = E(X*) varhato érték. Adjuk
meg a A > 0 paraméteres exponencialis eloszlas k-dik momentumat.



10. A normalis eloszlas és a centralis hatareloszlas-tétel

Az X véletlen valtoz6 normalis eloszlast kovet p és o2 paraméterrel (1 € R, o > 0),

ha stirtdségfiiggvénye
1 _e-w?
f(t) = e 22, teR.
2ro

Ekkor az X valtozo eloszlasfiiggvénye, varhato értéke és szorasnégyzete
Fa)= [ sd,  BO=p, DY) =0,

Mivel az f(t) strtségfiiggvénynek nem létezik analitikus fiiggvények segitségével zart alakban
felirhato primitiv fiiggvénye, a normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye szintén nem irhato fel zart
alakban. Egy X valtozo esetén az (X — E(X))/D(X) valtozot az X standardizaltjanak
nevezziikk. Ha X normalis eloszlasi, akkor a standardizéltja p = 0 varhato értékd és o = 1
szorast normaélis, melyet standard normalisnak neveziink. A standard normélis valtozot
altalaban Z-vel, a strtségfliggvényét o(t)-vel, az eloszlasfiiggvényét ®(x)-szel jeloljik.

Z:X_'u, o(t) = ! e_é, @(m):/x o(t) dt.

Megjegyezziik, hogy ¢(t) szimmetrikus az ¢t = 0 pontra, és ezért ®(—t) =1 — O(¢).

Legyen az X valtozé binomialis eloszlast n és p paraméterrel, tovabba legyen ¢ = 1 — p.
Az alabbi tételek azt mondjak ki, hogy az X valtozo standardizaltja nagy n-re kozelitéleg
standard normalis eloszlast kovet.

e deMoivre-féle lokalis hatareloszlas-tétel.

1 k—np 1 _ (k=np)?
P(X=k)— go( ): e e . N — 00,
( ) VIpg "\ \/1pq

e de Moivre—Laplace-tétel.

X_np = — a n—oo
P(a<\/n_m§b)—>P(a<Z§b)_¢>(b) O (a), :

A de Moivre-Laplace-tétel egy altalanositasa a centralis hatareloszlas-tétel (CHT).
Tekintstink X7, X5, ... fliggetlen és azonos eloszlasi véletlen valtozokat, melyek kozos varhato
értéke E(X) és kozos szorasa D(X) véges. Ekkor

(X1+--+X,) —nEX)
P(“ < VAD(X)

Tehat nagy n-re az X; + --- + X, Osszeg standardizaltja megkozelitéleg normaélis eloszlast
kovet.

gb)HP(a<Z§b):®(b)—®(a), n— oo.
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A skot bakak mellkas kormérete normélis eloszlést kvet 88 cm varhato értékkel és 5 cm
szorassal. A bakak hany szazaléka fér bele a 83-as zubbonyba?

Az 1Q-teszteket ugy allitjak Ossze, hogy a teszt eredménye a népességen beliil nor-
malis eloszlast kovessen 100 pont varhato értékkel és 15 pont szoérassal. A népesség
hany szézaléka dicsekedhet 145 feletti intelligencia-hanyadossal? Adjunk meg egy olyan
(100 — a,100 + a) intervallumot, melybe a lakossag 90 szazalékanak intelligencia-
hanyadosa beleesik.

Egy tizemben a kétliteres tidits toltését két gép végzi. A t6lt6tt mennyiség mindkét gép
esetében 2 liter varhato értékd normalis eloszlast kovet. Az livegbe toltott mennyiség
szorasa az els6 gépnél 1.4 dl, a mésiknal 0.8 dl. Az iivegek 60 szazalékat tolti az elsd
gép. Az iivegek mekkora hanyadaban marad el az idit6 mennyisége legalabb 1 decivel
a névleges tartalomtol.

A majmok ébredését vizsgalva azt latjuk, hogy 10 szézalékuk 4:30 el6tt, 20 szazalékuk
9:15 utan mészik le a farol. Feltételezve, hogy a majmok ébredése normalis eloszlést
kovet, mekkora annak a valoszintisége, hogy kedvenciink 7 és 8 o6ra kozott kel fel?

Egy adott aramforrés fesziiltségét szeretnénk megmérni. A mérési hibak miatt a mérés
eredménye normaélis eloszlast kdvet, melynek varhato értéke az ismeretlen fesziiltség,
szordsa pedig a méréberendezés pontossigéra jellemzé mennyiség. Néhény mérés utan
a kapott eredmények 2 szazaléka kisebb, mint 7 V, és 84 szézaléka kisebb, mint 7.75 V.
Mekkora az aramforras fesziiltsége? A mérések hany szézaléka esett 7.3 V és 7.6 V
kozé?

A SOLE Rt iizemében az automata 1 liter varhato értékd normalis eloszlas szerint
adagolja a literes kiszerelést tejet. Az el6irasok szerint a dobozok legfeljebb 5 szézaléka
tartalmazhat 0.98 liternél kevesebb tejet?

a. Mekkora lehet az adagolas szorasa?

b. Sajnos az adagologépen csak a tej mennyiségének varhato értéke allithatd be, a
szoras rogzitett technoldgiai paraméter, melynek értéke 0.02 liter. Mekkora varhato
értéket allitsanak be, hogy megfeleljenek az elGirasoknak?

Feldobunk 500 dobokockat. Adjunk becslést annak valészintiségére, hogy pontosan 100
hatost kapunk. Mennyi annak a valoszintsége, hogy legfeljebb 100 hatost kapunk?
Adjunk meg egy olyan intervallumot, melybe 0.9 valdszintiséggel beleesik a kapott
hatosok szama.

Egy raktarban a termékek 10 szazaléka selejtes. Visszatevéses mintavételezéssel kiva-
lasztunk 100 mintadarabot. Mennyi annak a valoszintisége, hogy kozottiik pontosan 10
selejtes lesz? Mennyi annak az esélye, hogy 10-nél kevesebb selejteset taldlunk?

Egy 40000 lakosu kisvaros polgarmester-valasztasan két jelolt indul, akik egyforman
szimpatikusak minden szavaz6 szamara, tehat feltehets, hogy a lakosok egymastol
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fiiggetlentil 1/2-1/2 valoszintiséggel szavaznak a jeloltekre. Feltehetjiik, hogy mindenki
elmegy szavazni. Mi a valdszintisége annak, hogy a két jeloltre leadott voksok szama
kozti kiilonbség legfeljebb 40 szavazat?

Egy étteremben kétféle menii koziil lehet valasztani. A tapasztalatok szerint atlagosan
a vendégek hatoda valasztjak az A meniit, a tobbiek a B meniit rendelik. Egy adott
napon 500 vendég érkezik, a vendéglés 100 A meniit és 420 B meniit készitett eld.
Feltételezve, hogy a vendégek véletleniil és egymastol fiiggetleniil valasztanak a két
menii kozott, mi a valdszintisége, hogy a vendéglés mindenkinek tud olyan meniit adni,
mint amilyet az illet rendelt?

Egy tutvonalon két, egymassal versengd légitarsasag (A és B) indit jaratokat. Mivel
a jaratok nagyjabol egyszerre indulnak, és azonos szinvonald szolgaltatast nyijtanak,
feltehetjiik, hogy az utasok egymaéastol fiiggetleniil és véletlenszertien (példaul pénzfel-
dobéassal) dontenek arrdl, hogy melyik cégnél vegyék meg a jegyet. Egy adott napon
400 utas akar utazni, és mindkét cég k személyes gépet iizemeltet. Mekkora legyen k
értéke, hogy legfeljebb 0.01 legyen annak a valoszintisége, hogy az A tarsasag helyhiany
miatt kénytelen néla jelentkezs utast a konkurencidhoz atiranyitani? Mekkora legyen
k értéke, ha azt akarjuk, hogy 0.01 valoszintiséggel mindkét gépre felférjenek az oda
jelentkezett utasok?

Véletlenorszaghan egy bank pénztaranal az egyik napon eléreldthatoan 60 tligyfél vesz
ki pénzt. A pénztarnal az atlagos kifizetés ligyfelenként 50 tallér, 20 tallér szorassal.
Mennyi annak a valészintisége, hogy a nap folyaman legfeljebb 2700 tallart vesznek
fel az iigyfelek? Legalabb mennyi pénzt tartson a kasszajaban a pénztaros, hogy 0.95
valészintiséggel minden fennakadés nélkiil tudja teljesiteni a kifizetéseket?

Feldobok 100 dobokockéat. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a dobott szamok 6sszege
335 és 365 kozott van? Adjunk egy olyan (3.5 — a, 3.5+ a) alakd intervallumot, melybe
a dobott értékek atlagara 0.95 valoszintséggel beleesik.

Egy kisérlet lehetséges kimenetelei a 0, 2, 4 és 8 szamok, rendre 0.125, 0.5, 0.25 és
0.125 valoszintiséggel. Mennyi annak az esélye, hogy a kisérletet 1000-szer elvégezve a
kimenetelek atlaga 2.98 és 3.04 kozé esik?

Egy adott tipusi izz6 élettartama a gyari tesztelések szerint exponencialis eloszlast
kovet 2500 ora varhatod értékkel. Vesziink 100 darab izzot, és addig hasznéljuk &ket,
mig tonkre nem mennek.

a. Mennyi annak a valészintisége, hogy egy izz6 legalabb 2500 6ran at miikodik?

b. Mekkora annak a valoszintisége, hogy az izzok atlagos élattartama nagyobb, mint
az élettartamuk varhato értéke?

Egy acélkidbelen a méterenként eléforduld anyaghibak szama Poisson eloszlast kovet
1/4 varhato értékkel. Mekkora a valoszintisége annak, hogy egy 1000 méteres darabon
a. pontosan 200 anyaghibét talalunk;

b. 200-nal tobb anyaghibat talalunk?



11. A Markov- és a Csebisev-egyenl6tlenség,
a nagy szamok Bernoulli-féle torvénye

Legyen X tetszGleges véletlen valtozo, és legyen ¢ > 0 tetszéleges valos konstans. Ekkor
teljesiilnek az alabbi egyenlStlenségek.

e Markov-egyenlétlenség.

e Csebisev-egyenlGtlenség.

P(IX - E(X)[=¢) <

Ha X binomialis eloszlast kovet n és p paraméterrel, akkor a Csebisev egyenl6tlenség a
nagy szamok Bernoulli-féle (gyenge) torvényét adja:

([l <

nc
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Egy pozitiv értékid véletlen véltozo varhato értéke 10, szoérasa 2. Legfeljebb mekkora
valoszintiséggel vesz fel 20-nal nagyobb értéket? Legalabb mekkora valdszintiséggel esik
az [5, 15] intervallumba?

Az X véletlen valtozo F'(z) eloszlasfiiggvényérdl tudjuk, hogy F'(0) = 0 és F'(10) = 0.8.
a. Adjunk becslést X varhato értékére.

b. Tegyiik fel, hogy X varhato értéke 5. Adjunk becslést a valtozd szoérasara.
Feldobok 100 dobokockat. A Csebisev-egyenlétlenség segitségével becsiiljiik meg annak

valoszintiségét, hogy a szamok Osszege 335 és 365 kozé esik. Oldjuk meg a feladatot a
centrélis hatareloszlas-tétel alkalmazéasaval is, és hasonlitsuk 6ssze az eredményeket.

Egy nagyvaros lakossaganak altalunk ismeretlen p hdnyada dohanyzik. Fzt a p értéket
akarjuk kozelit6leg meghatarozni a kévetkez6 moédon. Megéllitunk az utcan n embert,
és megkérdezziik, hogy dohanyoznak-e. A dohényosok szaméat X-szel jelolve a nagy
szamok torvénye szerint a p = X/n hanyados jo becslése a p aranynak.

a. Milyen nagynak kell valasztanunk az n mintaméretet, ha az a célunk, hogy a megfi-
gyelt p relativ gyakorisag legalabb 0.95 valoszintséggel 0.01 hibahataron beliil kozelitse
a valodi p értéket? Mas szoval adjunk meg olyan n pozitiv egészet, hogy

P(|p— p| < 0.01) >0.95



11.5.

teljesiiljon minden 0 < p < 1 értékre? A kérdésre valaszoljunk a nagy szamok Bernoulli-
féle torvényének felhasznalaséval, illetve a de Moivre—Laplace-tétel alkalmazaséaval is.

b. Tegytk fel, hogy n = 10000 embert kérdeziink meg, és koziiliik 2500 dohéanyzik.
Milyen becslést adhatunk az ismeretlen p értékre? Szerkessziink meg egy olyan inter-
vallumot, melybe p legalabb 90 szazalék biztonsaggal beleesik.

Az amerikai elnokvalasztas el6tt a Gallup kozvéleménykutatd tarsasig meg kivénja
becsiilni a Demokrata parti szavazok aranyat New Hempshire és Texas allamban. A ko-
rabbi felmérések szerint a Demokrata parti szavazok aranya mindkét allamban 40 és 60
szazalék kozott van. Céljuk, hogy az aranyokat mindkét allamban 0.99 valdszintiséggel
2 szazalék hibahataron beliil allapitsak meg. New Hempshire allamban 1.2 millio,
Texasban 12 milli6 szavazéasra jogosult allampolgar él. E szamok alapjan a Gallup
statisztikusa azt allitja, hogy Texasban tizszer akkora mintat kell megfigyelni, mint
New Hempshire-ben.

a. [gaza van-e a statisztikusnak? Mekkora mintat kell megfigyelni az egyes allamokban?

b. Hényszorosara kell novelni a mintaméretet, ha meg kivanjuk felezni a hibahatart,
tehat 1 szazalék pontossiagi eredményt akarunk?



12. Diszkrét véletlen vektorvaltozok

Legyen (2, A, P) tetsz6leges valoszintiségi mezd, és tekintstink Xy, ..., X, : Q@ =R, n > 2
véletlen valtozokat. Ekkor az X = (Xy,...,X,) : Q@ — R" vektorfiiggvényt n-dimenziods
véletlen vektorvaltozonak nevezziik.

Az X vektorvaltozo diszkrét, ha megszamlalhato sok kiilonbozé értéket vesz fel. A
diszkrét vektorvaltozokat az eloszlasukkal, masnéven suilyfiiggvényiikkel irjuk le, ami

p(ry,. .., zp) :P(X: (xl,...,xn)) =PXi=x,...., X, =1z,).

Ezt a sulyfiiggvényt szokas az Xi, ..., X, viltozok egyiittes eloszlasanak is nevezni. Egy
p(xq,...,x,) fiiggvény pontosan akkor eloszlasa egy n-dimenziés vektorvaltozonak, ha

[ p(.ﬁEl,...,.fUn) ZO,

> P(Xy, ) =1

.....

Az X diszkrét vektorvaltozd perem- vagy marginalis eloszlasai az Xi,..., X, véletlen
valtozok eloszlasai, melyek megkaphatoak a
P(Xl = xl) = Z P(Xl = xl? 7Xn = xn)

T1yeersTim 15T 5415005

képlettel. A vektorvaltozo Xi,..., X, komponensei fiiggetlenek, ha tetszdéleges x1,...,x,
értékek esetén

P(Xlsz?Xn:xn):P(Xl:xl)P(Xn:,’ﬂn)

Ha a t : R® — R fliggvény mérhetd, akkor a t(X) : Q@ — R transzformalt véletlen valtozo
varhato értékeét az

E(t(X)) = > t@,...,2)P(Xi =21,..., X, = z,)

TLyeeey Tn

formulaval szamolhatjuk.
Legyen V' és W diszkrét véletlen valtozo. A két véltozod kovarianciaja

Cov(V,W) = E|[V = E(WV)][W — E(W)]| = E(VW) = E(V)E(W),
ahol a t((V,W)) = VW transzformalt vektorvaltozo varhato értéke

E(VW)=> vwP(V =v,W =v).

Ha V és W szorasa pozitiv, akkor a valtozok korrelacidja vagy korrelacios egyiitthatoja,

Cov(V, W)

"= Bwnony

mig ha valamelyik szorés 0, akkor r(V, W) = 0. A korrelacios egyiitthato a valtozok kozotti
fliggGség erdsségét fejezi ki.



A kovariancia és a korrelacié fontosabb tulajdonsagai:
e Cov(V, W)= Cov(W, V), r(V,IW) =r(W,V),
o Cov(aV +b, W) =aCov(V,IW),
Cov(U + V, W) = Cov(U, W)+ Cov(V,W),
o Cov(V,V) = Var(V),
o —1<r(V.W) <1,
e Ha V és W fiiggetlen, akkor r(V, W) =0,

e Ha |r(V,W)| = 1, akkor a valtozok kozott W = aV +0 linearis kapcsolat van valamilyen
a, b valos konstansokkal, ahol a > 0, ha a korrelacié +1, és a < 0, ha a korrelacio —1.

Egy X diszkrét vektorvaltozé varhaté érték vektora a komponensek varhatod értékeit
tartalmazo vektor
E(X) = (E(Xl), o E(Xn)> ,

mig a vektorvaltoz6 kovarianciamatrixa a komponensek paronkénti kovarianciait tartal-
maz6 matrix:

COV(Xl,Xl> COV(XI,XQ) cee COV(Xl,Xn>

n Cov(Xy, X Cov(Xs, X5) -+ Cov(Xs, X,

Cov(X) = ( Cov(X:, X)) = V(X2 Xa) - Cov(X, o) _ v X Xo)
)i j=1 : : . :

Cov(Xn, X1) Cov(X,,Xs) --- Cov(X,, X,)

Feladatok

12.1. a. Tekintsiink egy kisérletet, melynek m lehetséges kimenetele van, és a kimenetelek
valoszintsége p1,...,Pm, ahol p1 + -+ p,, = 1, p1,...,pm > 0 tetszbleges értékek.
Jelolje rendre X}, a k-dik kimenetel gyakorisagat a kisérlet n-szeri egymaéstol fliggetlen
végrehajtasa utan. Ekkor az (X1, ..., X,,) vektorvaltozé polinomialis eloszlast kovet.
Mutassuk meg, hogy az eloszlés silyfiiggvénye

n!
P(Xlzk‘l’7Xm:km)zmplf1.pfnm’ k1+’+km:n7

valamint algebrai eszkozokkel hatarozzuk meg a peremeloszlasokat. Fiiggetlenek-e az
X1, ..., X, valtozok?

b. Legyen adva [ darab diszjunkt halmaz, benniik rendre sq, ..., s elem. A halmazok
m = s; + -+ + s elemd univjabol visszatevés nélkiil kivalasztunk n < m elemet.

Ha X} jeloli a k-dik halmazbol kivalasztott elemek szamat, akkor az (Xi,..., X,)



12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

valtozo polihipergeometrikus eloszlast kovet. Mutassuk meg, hogy a vektorvaltozo
sulyfiiggvénye

() -~ G)
tovabba adjuk meg a peremeloszlasokat. Mit mondhatunk az X, ..., X,, valtozokrol
fliggetlenség szempontjabol?

P(Xlzk’l,...,Xm:km): k1++km:n,

Adott egy 10 cm sugart kor alaki céltdbla, melyet koncentrikus korokkel 10 darab 1 cm
szélesség sévra osztunk. Az egyes savok pontértéke beliilrdl kifelé haladva 10,9, ...,1
pont. Egy fegyverrel 16viink a céltablara addig, mig 100 darab talalatot el nem ériink.
Feltehets, hogy a talalatok fiiggetlenek és egyenletes eloszlast kivetnek a céltablat.

a. Mekkora valoszintiséggel lesz a talalatok kozott pontosan 20 darab 5-pontos, 20 darab
2-pontos és 60 darab 1-pontos? Mekkora eséllyel ériink el minden pontértékbdl pontosan
10 talalatot? Mekkora valoszintiséggel 16viink pontosan 3 alkalommal 10-pontot és 5
alkalommal 9-pontos tertiletre?

b. Adjuk meg az 8-pontos 16vések szamanak varhato értékét, valamint annak az esélyét,
hogy legalabb 20 darab 8-pontos talalatunk lesz.

Az 6t6slotto sorsoldson mennyi annak a valosziniisége, hogy a nyerdszémok koziil pon-
tosan 2 kisebb, mint 317 Mennyi annak az esélye, hogy pontosan 2 nagyobb, mint
507 Mennyi a két esemény egyiittes bekovetkezésének a valoszintisége? Filiggetlen-e
egymastol a két esemény?

a. Egy 32 lapos kirtyapaklibol visszatevéssel kihuzunk 8 lapot. Mennyi a valoszintisége,
hogy pontosan 3 pirosat, 2 zoldet és 1 t6kot huzunk? Mekkora valoszintiséggel kapunk
minden szinbdl pontosan 2 lapot? Mennyi annak az esélye, hogy pontosan 4 zoldet és
2 makkot kapunk? Mennyi a kihtizott pirosak szdmanak varhato értéke?

b. Vélaszoljunk az a. feladat kérdéseire azzal a modositassal, hogy a mintavételezést
visszatevéssel végezziik.

Az alabbi tablazat egy X és egy Y véletlen valtozo P(X = x,Y = y) egyiittes eloszlasat
tartalmazza. Hatarozzuk meg a ¢ paraméter értékét. Adjuk meg a peremeloszlasokat,
és irjuk fel az (X,Y) vektorvaltozo varhato érték vektorat és kovarianciamétrixat.
Mennyi az X2 véltozo varhato értéke? Mit mondhatunk az X és Y kozotti fiiggsseg
erGsségérol?

U123 Y12 3
a 0 |4c 0 4c b. 0 |4c 6c 10c
5 0 6c 6c 5 6c 9c 1bc

Egy piros érme egyik oldalara 0-t a masik oldakara 1-t frunk. Hasonl6 moédon egy zold
érme egyik oldalara 0, a méasik oldalara pedig 5-0s keriil. Ezutan egyszer feldobjuk az
érméket.



12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

a. Legyen X illetve Y a piros illetve a zold érmével dobott érték. Adjuk meg X és Y
egylittes eloszlasat és a peremeloszlasokat. Hatarozzuk meg az (X,Y’) vektor varhato
érték vektorat és korrelaciométrixat. Mit mondhatunk a vektorvaltozé komponenseirél
fliggetlenség szempontjabol?

b. Moédositsuk az a. feladatot annyiban, hogy egyszeri feldobas utan X jelolje a kapott
0-k, Y pedig a kapott nem 0-k szamaét.

a. Feldobok két szabalyos dobokockat. Legyen X a dobott értékek minimuma, Y pedig
a szamok maximuma. Hatarozzuk meg X és Y egyiittes eloszlasat, valamint az X és
az Y valtozo peremeloszlasat. Irjuk fel az (X,Y) vektorvaltozo varhato érték vektorat
és kovarianciamatrixat.

b. Oldjuk meg az a. feladatot azzal a modositassal, hogy X a dobott értékek Osszege,
Y pedig a szamok kiilémbsége.

ElGszor véletlenszeriien valasztok egy X egész értéket 1 és 5 kozott, tehat egy értéket
az {1,2,3,4,5} halmazbol. Ezutén véletlenszeriien valasztok egy Y egész szamot 1 és
X kozott. Adjuk meg X és Y egyiittes eloszlasat, valamint X és Y peremeloszlasat.
Mennyi X és Y varhato értéke? Fiiggetlenek-e a valtozok, és ha nem, akkor mennyi a
korrelacios egyiitthatod értéke?

Legyen az X véletlen valtozo varhato értéke 10, szordsa 4, az Y valtozo6 varhato értéke
4, szordsa 3. Adjuk meg a 2X + 3Y valtozd varhato értékét és szorasat, ha

a. X és Y fiiggetlen;
b. r(X,Y) =0.2;
c.r(X,Y)=—1L

Adott két vallalati részvény a t6zsdén. Az . értékpapir jelenlegi arfolyama 10 000 forint,
a II. részvény darabjat 20000 forintért lehet megvasarolni. Az egyszertiség kedvéért
tegyliik fel, hogy egy év miilva az I. részvény lehetséges arfolyamai 8 000, 12 000 illetve
16 000 forint, melyek valoszintisége rendre 0.3, 0.4 és 0.3. A II. értékpapirt egy év milva
18000, 22000 vagy 26 000 forintért lehet eladni, mely arak esélye 0.25, 0.5 illetve 0.25.
Egymillio forintért osszeallitunk egy olyan potfoliot, melyben 40% az I. értékpapir
értékaranya. Legyen X a portfolio értéke egy év milva.

a. Feltéve, hogy a két értékpapir arfolyama fiiggetlen, adjuk meg X varhato értékét és
szorasat.

b. Tegyiik fel, hogy a két arfolyam nem fliggetlen, hanem az arfolyamok kozotti korrela-
cios egyiitthatd 0.5. Adjuk meg X varhato értékét és szorasat ilyen feltételek mellett.
Mi a helyzet akkor, ha a korrelacio —0.57

Legyen X és Y fiiggetlen Poisson eloszlastu véletlen valtozo A illetve p paraméterrel.

a. Adjuk meg az (X,Y) vektor eloszlasat, varhato értékét és kovarianciamatrixat.

b. Hatarozzuk meg X + Y és XY varhato értékét és szorasat, valamint a két valtozo
kovarianciajat.



13. Folytonos véletlen vektorvaltozdk

Legyen X és Y véletlen valtozo egy tetszéleges (€2, A, P) valoszintiségi mezén. Az (X,Y)
vektorvéltozo eloszlasfiiggvénye, vagy masnéven X és Y egyiittes eloszlasfiiggvénye az

F(r,y)=P(X <2,Y<y), =yeR
fliggvény. Ekkor tetszéleges a < b és ¢ < d valés szamok esetén

P((X,Y) € (a,b] x (¢,d]) = Pla< X <b,c<Y <d)
= F(b,d) — F(a,d) — F(c¢,b) + F(a,c).

Az (X,Y) vektorvaltozo folytonos eloszlasu, ha létezik f(s,t), s,t € R fliggvény, hogy

F(x,y)=/;/_:f(s,t)dtds.

Ekkor az f(s,t) fiiggvényt az (X,Y") vektorvaltozo stirtiségfiiggvényének, vagy masnéven
X ésY egyiittes stirtiségfiiggvényének nevezziik. Egy f(s,t) fliggvény pontosan akkor
strtséfliggvénye valamilyen vektorvaltozonak, ha

L f(57t) Z 07
o [ [ f(s,t)dtds =1.

A stirtiségfiiggvény segitségével

bopd
P(a<X§b,c<Y§d)://f(s,t)dtds,

tovabbé az X és az Y valtozo strtségfiiggvénye

fx(s) = /_oo f(s,t)dt és fr(t) = /_OO f(s,t)ds.

Az igy kapott fx(s) és fy(t) figgvényt az (X,Y) vektorvaltoz6 perem- vagy marginalis
stirtiségfliggvényeinek is szokis nevezni. A vektorvaltozo komponensei (X és Y) pontosan
akkor fiiggetlenek, ha

fs,t) = [x(s)fr(t)
teljesiil. Amennyiben ¢ : R? — R mérhet6 fiiggvény, akkor a t(X,Y) : Q — R véletlen véltoz6
varhato értéke meghatarozhato az

E(t(X,Y)) :/Oo /OO t(s,t)f(s,t)dtds

formulaval. Ezek alapjan a kovarianciaszamitasnal megjelené XY szorzat varhato értéke

B(XY) = /_ Z /_ Z stf(s.t) dtds.



Feladatok

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

13.5.

A Tisza és a Maros vizhozama a Maros torkolata felett kozelitéleg normalis eloszlast
kovet 660 m?3 /s és 160m? /s atlaggal. A folyok vizhozama erésen ingadozo, a két szoras
200m? /s illetve 50m? /s. A folyok egyiittes vizhozama szintén normalis eloszlast kovet.

a. Feltéve, hogy a két folyd vizhozama fiiggetlen, adjuk meg a Tisza vizhozaméanak
varhato értékét és szorésat a Belvarosi hidnal.

b. Milyen valaszt adhatunk az a. kérdésre, ha a két vizhozam kozotti korrelécio értéke
0.6. Mennyi a varhato érték és a szoras akkor, ha a korrelacios egyiitthatéo —0.4. Vajon
a harom lehetGség koziil melyik all legkozelebb a valésaghoz? Miért?

c. Mindharom esetben hatarozzuk meg, hogy atlagosan egy évbdél hany napon keresztiil
nagyobb a vizhozam, mint 1500 m?/s.

Tekintsiik az alabbi f(x,y) fliggvényt. Mennyi legyen a ¢ valos paraméter értéke, hogy
a fliggvény egy (X, Y') vektorvaltozo striiségfiiggvénye legyen? Adjuk meg a marginalis
stirtiségfiiggvényeket, tovabbé a vektorvaltozo varhato értékét és kovarianciamatrixat.
Fiiggetlen-e egyméstol az X és az Y valtozo?

a.
clz+y), 0<z,y<1,

flay) = { 0, egyébként,

_f cdry+22+2y+1), 0<z,y<1,
flay) = { 0, egyébként.

Egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlas szerint valasztok egy X és egy Y értéket
a [0, 1] intervallumon, és legyen U = min(X,Y’) és V = max(X,Y). Mind az (X,Y),
mind az (U, V') vektorvaltozo6 esetében hatarozzuk meg

a. a vektorvaltozo eloszlasfiiggvényét és stirtiségfliiggvényét;

b. a marginalis strtiségfiiggvényeket;

c. a varhato érték vektort és a kovarianciamétrixot;

d. annak a valoszintiségét, hogy a két komponens egyenld;

e. annak az esélyét, hogy a vektorvaltozo a (0,0), (1,0) és (0,1) cstucsok altal hatarolt

haromszogbe esik.

Véletlenszeriien valasztok egy p = (X, Y') pontot az egységnyi sugart korlapon. Adjuk
meg az (X,Y) vektor siirtségfiiggvényét, a marginalis striiségfiiggvényeket és a két
komponens varhato értékét. Batrabbak nekimehetnek a korrelacios egyiitthatonak is.
Legyen X és Y fliggetlen és exponencialis eloszlastu rendre A\ és p paraméterrel.

a. Adjuk meg X és Y egyiittes eloszlas- és stirtiségfiiggvényét.

b. Hatérozzuk meg min(X,Y") és max(X,Y") eloszlasfiiggvényét.

c. Mekkora valoszintiséggel vesz fel X kisebb értéket, mint Y. Mennyi annak az esélye,
hogy a két valtozo egyenls?



