Valdszinliségszamitas
1. feladatsor
Események, valosziniségi mezo, klasszikus valdsziniiségr mezo

1. Fejezziik ki az A, B, C' halmazokkal az aldbbi eseményeket!
a. Az A, B, C események koziil pontosan k € {1,2,3} kdvetkezik be.
b. Az A, B, C események koziil legalabb k kovetkezik be.
c. Az A, B, C események koziil legfeljebb k kovetkezik be.

2. Legyenek Aq, A, ..., A, tetszOleges események. Mit jelent az A; o Ag o
...0 A, esemény?

Megj.: A o a szimmetrikus differenciat jeldli, azaz Ao B = (A — B) U
(B—A). (5szerzds, 1.1.7)

3. Igazoljuk az alabbi formulak helyességét!
a. AoB=(AUB)—-ANB;
b. AN(B—-C)=ANB—-ANC;
c. A—-(A—(B-C))=AnBnNCs
d. AUB=AoBo(ANB).

4. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges Ay, As, ..., A, események esetén
P(AiNnAyn---NA,) >P(A) +P(Ay) +--- +P(A,) — (n—1).
(5szerzds, 1.2.2)
5. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges A, B, C' eseményekre
a. P(Ao(C)<P(AoB)+P(Bo();
b. ha P(Ao B) =0 akkor P(A) = P(B);
c. [P(ANB)-P(ANC)| <P(Bo0).
(5szerzds, 1.2.3 és 1.2.4)
6. Bizonyitsuk be, hogy tetszOleges A és B eseményre

[P(ANB) —P(A)P(B)| <

AN



Mikor van egyenldség? (5szerzds, 1.2.5)
7. Igazoljuk, hogy tetszoleges A és B eseményre

P*(AN B)+P*(AN B°) +P*A°N B) + P*(A°N B°) >

| =

Mikor van egyenléség?

8. Adjuk meg a lottéhuzast leird valdszintiségi mezét! Mennyi annak a
valészintisége, hogy pont 3 taldlatunk lesz? Mennyi a valdszintisége, hogy
lesz taldlatunk?

9. Mekkora a valdszintisége, hogy az 6toslottéon kihtzott szamok kézott nem
lesznek egymaést kovetok?

10. Két szabalyos kockat r-szer feldobunk. Legyen p, annak a valdszintisége,
hogy az (1,1),(2,2), ..., (6,6) mindegyike legaldbb egyszer el6fordul. Haté-
rozzuk meg p,-et! (Hszerzds, 1.2.13)

11. Sorban elhelyezett n dobozba talalomra berakunk N golyét gy, hogy
az Osszes elhelyezés egyforméan valészinii. Mennyi a valdszintisége, hogy az
elsé k doboz egyike sem tires? (Hszerzds, 1.2.14)

12. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihtuzzuk a
lapokat. Hanyadik helyen legvalészintibb a masodik asz?

13. Egy kertész harom juhar-, négy tolgy- és 6t nyirfat iiltetett egy sorba
véletlen sorrendben, mindegyik fat egyenl6 valdszintiséggel valasztva. Mennyi
annak a valészintiége, hogy nem keriil egymas mellé két nyir?

14. Egy urnaban k-féle szinii golyé van, mindegyik sziniib6l ugyanannyi
darab. Egyenként huzunk a golyékbdl tigy, hogy minden hizés utan vissza-
tessziik a kihuzott golyot, és minden hizésnédl barmelyik goly6 ugyanolyan
valészintiséggel kertilhet kihuzasra.

a. Mennyi annak a g, valdsziniisége, hogy legalabb n huzas kellett ahhoz,
hogy minden szin el6forduljon?

b. Mennyi annak a p, valészinlisége, hogy n huzas sordan minden szin
el6fordult, és ez az m-edik hizasndl kovetkezik be el6szor (vagyis az
els6 (n — 1) huzés soran csak (k — 1) szin fordult el§) 7

(5szerzds, 1.2.15)

15. Harom kockaval dobva mennyi a valdszintisége, hogy a dobott szamok
osszege 47 Adjuk meg a kisérletet leiré valdszintliségi mezét, ha 3 kiilonb6z6
kockaval dobunk, ill. ha 3 egyformaval!



16. Egy szabdlyos érmét addig dobunk, amig kétszer egymés utan azo-
nos oldalara nem esik. Adjuk meg a kisérletet leiré valdszintiségi mezot!
Hatarozzuk meg a kovetkez6 események valészintiségét:

a. { legfeljebb 6-ot kell dobni };
b. { paros sokat kell dobni }.

17. Hét torpe kozil Hofehérke leiiltet 6tot egy kor alaku asztalhoz. Tegyiik
fel, hogy az Osszes lehetséges elrendezés egyforman valdszinti. Mennyi a
valdszintisége, hogy Morgo és Kuka nem kertil egymés mellé?

18. Egy sakktablan taldlomra elhelyeziink 8 béastyat. Mi a valdszintisége,
hogy egyik sem 1iti a mésikat?

19. Egyes vidékeken elterjedt a kovetkezd babona: egy lany 6 fliszalat
fog a markaba gy, hogy azok a kezébdl mindkét iranyban kiallnak. Egy
masik lany mindkét oldalon paronként Osszecsomodzza a fiiszédlakat. Ha igy
egy zart lanc keletkezik, akkor arra kovetkeztetnek, hogy a lany a kovetkezo
évben férjhez megy. Ha a csomdzas teljesen véletlenszertien torténik, mennyi
a valoszintisége, hogy zart lancot kapunk. Mi a helyzet 2n fliszal esetén?
(5szerzds, 1.3.29)

20. Mennyi a valdszintlisége, hogy a kor keriiletén adott 2n pontot taldlomra
parokba szedve és mindegyik par két pontjat hurral 6sszekotve a kapott n
szamu hir kozil egyik sem metszi a masikat? (Schweitzer, 1952, 6)

21. A parti tiizérség 1 km tavolsdgban felfedez egy ellenséges cirkalot, és
elkezd réa tiizelni, percenként egy 1ovést adva le. A cirkdld az els6 16vés
leaddsakor menekiilni kezd 60 km/h sebességgel. A taldlat valdszintisége
r km tavolsag esetén 0,75272. Ha egy lovés talalt, akkor még mindig 1/4
valészintiséggel a cirkald nem siillyed el, és tovabb menekiil. Mekkora valdszi-

niiséggel menekiil el a cirkdlé? (Schweitzer, 1950)

22. Vesziink egy elég nagy urnat, és éjfél elott fél perccel 1-t6l 10-ig
szamozott golyokat rakunk bele, majd rogton kivesziink egyet. Ejfél elott
1/4 perccel az urndba 11-t6l 20-ig szdmozott golydkat tesziink, majd régton
kivesziink egyet. Fzt igy folytatjuk éjfélig. Hany goly6 lesz az urnaban pont-
ban éjfélkor, ha

a. az i-edik lépésben az i-edik golydt vessziik ki?
b. az i-edik 1épésben a 10 - i-edik golydt vessziik ki?

c. véletlentil vessziik ki a golyo6t?



23. Vegyiink két olyan kockat, melyeken annak a valdszinlisége, hogy i-
t dobunk, p;, i = 1,2,...,6, ahol p; > 0 és 3.0 p; = 1. Vilaszthatk-e
a valdszintiségek 1gy, hogy két kockaval dobva minden Gsszeg 2-t0l 12-ig
egyforman valészinii legyen?

Bolyongas 2—dimenziéban. Olyan sorozatokat fogunk vizsgalni, melyek

véges sok plusz egybdl és minusz egybol allnak. Tekintstink az €4, ..., &, soro-
zatot, melyben p db 1 és g db —1 szerepel, p+q = n. Jelolje sp =1+ -+¢;
ezek részletosszegét. Az (e1,...,€,) sorozatot egy tortvonallal dbrazoljuk:

a tortvonal k-adik 1épésének meredeksége ¢ és k-adik szogpontjanak or-
dinatédja si. Jelolje N, , az origdébdl az (n,x) pontba vezeté utak szamét.
24. Hatarozzuk meg N, , értékét!

25. Ballot—tétel. Legyenek n és = pozitiv egészek. Igazoljuk, hogy az
origdbdl az (n, z) pontba vezet6 olyan (si, s, ..., s, = x) utak szdma, melyre
51> 0,82 >0,...,8, >0 pontosan ZN,, ;.

A tovabbiakban a fent leirt tortvonalra gy gondolunk, mint egy bolyongo
részecske palydjara. Jelolje Xi, X, ... az egyes 1épéseket és S, = X; +
-+ + Xj. Feltessziik, hogy a részecske n 1épése sordan eloéforduld 2™ utvonal
egyforman valdészini.

26. Mennyi P(S, = r) valészintiség? Legyen ugr, = P(Sor = 0) és for =
P(Sy #0,...,5% 2 # 0,5y = 0). Hatdrozzuk meg u,-et, és igazoljuk, hogy

Ugp = follon—2 + faton—a + -+ + fonlo.



Valdszinliségszamitas
2. feladatsor
Gamma- és béta-figguény, de Moivre—Laplace-tétel, geometriai valdsziniiség

1. Bizonyitsuk be, hogy

L(p+1) ~ <§>p V27p.

Ennek segitségével igazoljuk, hogy T'(p + h)/T(p) ~ p", amint p — oo.
Segitség: Hasznaljuk a Stirling-formula bizonyitasanak maddszerét!

2. Mutassuk meg, hogy

s s
2 2 (=D " ha n paros
/ sin"z dr = / cos"zdxr = { I bares,
0 0

——, han pdratlan.

2
Ez alapjan igazoljuk a Wallis—formulat: lim,, . (%) %

_
=Z

3. De Moivre is tudta, hogy n! ~ (n/e)”\/nc, ahol ¢ valamilyen pozitiv
konstans. A Wallis—formula segitségével igazoljuk, hogy ¢ = v/2x! (Stirling
is igy csinélta 1733-ban.)

4. A béta—fliggvény (vagy elséfaju EULER—féle integral).

a. Bizonyitsuk be, hogy B(z,y) = fol t*=1(1 — t)~! dt véges minden x >
0,y > 0 esetén, és B(z,y) = B(y, z).

L(z)C(y)

b. Mutassuk meg, hogy B(z,y) = Taty) (Vagyis, ha a Gamma-fligg-

vényt a faktorialis folytonos kiterjesztésének tekintjiik, akkor a Béta—
fiiggvény a binomidlis egyiitthaté folytonos kiterjesztése.)

5. Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk 200-szor. Jelolje S,, a dobott ha-
tosok szamat. Adjuk meg pontosan, majd a de Moivre— Laplace tétellel
kozelitve a P(30 < S,, < 40) valdszintiséget!

6. Egy szabalyos érmét n-szer foldobunk. Adjuk meg a
P{g—c\/ﬁ<5n< g+c\/ﬁ}

valészintiségek kozelitd értékét! Mit kapunk a ¢ — 0 ill. ¢ — oo esetben?

7. Egy étteremben kétféle menii koziil lehet vélasztani. A vendégek 5/6
valésziniiséggel A meniit, 1/6 valészintiséggel B meniit vélasztanak. Egy
adott napon 500 vendég érkezik. A vendéglos 420 A és 100 B meniit készitett

1



el6. Feltételezve, hogy a vendégek egymastdl fliggetleniil vélasztanak, mi a
valészintisége, hogy mindenkinek jut olyan menii, amilyet kér?

8. Egy szerencsejatékon a nyerési esélyed 1/11. Ha nyersz, visszakapod
a feltett tétet és még nyereményként annak kilencszeresét. FElegendd sok
kezdotokével indulva ezer alkalommal felteszel 1-1 petakot. Mi a valdszinti-
sége, hogy ezer jatszma utan még legalabb annyi pénzed van, mint kezdetben
volt?

9. Chicago és Los Angeles kozott két vasitvonal van, melyek mindegyikén
egy-egy vonat kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, lényegében egy-
forman kényelmes és k személyes. Tegyiik fel, hogy 1000 utas egymastol
fiiggetleniil 1/2—-1/2 valészintiséggel vélaszt vonatot. Legaldbb mekkora le-
gyen az il6helyek k szama, hogy 0,01-nél kisebb legyen annak a valészintisége,
hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iilohely?

10. Budapesten meg akarjak allapitani a dohanyosok p arédnyat. Ehhez
kivalasztanak n egyént igy, hogy minden valasztasnal mindenki ugyanakkora
valdszintiséggel keriil kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a dohdnyosok
k szamat. Legalabb mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n ardny
legalabb 0,95 valdészintiséggel legfeljebb 0,005 hibaval kozelitse a valédi p
ardnyt, akarmi is p € (0,1)7

11. A [0, 1] intervallumot felosztjuk két véletleniil radobott ponttal harom
részre. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy

a. mindhdrom szakasz hossza nagyobb, mint 1/47
b. mindhdrom szakasz hossza kisebb mint 1/27?
c. a szakaszokbdl haromszog szerkeszthetd?

d. a szakaszokbol hegyesszogii haromszog szerkeszthet6?

12. Vilasszuk az X, Y pontokat egymaéstdl fiiggetleniil a (0, 1) intervallum-
ban egyenletes eloszlas szerint. Mennyi a valdszintisége, hogy az

224+ Xe+Y =0

egyenletnek valés gyokei lesznek?

13. Andras és Betti munkaideje egymastdl fiiggetleniil egy-egy du. 4 és
6 kozotti egyenletes eloszlasu idopontban ér véget. Munkaidejiik végeztével
mindketten elmennek egy, munkahelyiiktél azonos tavolsagra levo kavézoba,
ahol elfogyasztanak egy csésze kavét. Andras esetében ez 10 perc, Betti
esetében 20. Mi a valdszintisége, hogy talalkoznak?



14. Tekintsiink egy egységnyi keriileti kort, és ennek egy rogzitett pontjat.
Viélasszunk tovabbi két pontot a korvonalon egymastdél fiiggetleniil egyenle-
tes eloszlas szerint. Mennyi a valdszintisége, hogy a harom pont altal meg-
hatarozott haromszog fedi a kor kozéppontjat?

15. Egy egységnégyzet két szemkozti oldalan véletlentil valasztunk egy-egy
pontot. Mi a valdszintisége, hogy tavolsaguk négyzete kisebb, mint 3/27?

16. Egy kor keriiletén egymastdl fiiggetleniil, egyenletesen valasztunk 4 pon-
tot: A, B,C,D. Mennyi a valdszintisége, hogy az AB és C'D htrok metszik
egymast? (KoMalL 2012)

17. Egy kor kertiletén valasszunk n pontot egymastol fiiggetlentil, egyenletes
eloszlas szerint. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a pontok konvex burka
tartalmazza a kor kozéppontjat? Mennyi ez a valdszintiség, ha a pontokat a
kor belsejében valasztjuk fiiggetlentl, egyenletes eloszlas szerint?

18. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pon-

tot. Mennyi a valdszintisége, hogy a véalasztott pont kozlebb van valamelyik
oldalhoz, mint 1/47



Valdszinliségszamitas
3. feladatsor
Feltételes valosziniiség, flggetlenség

1. Az 52 lapos franciakartyabdl kiosztanak 13 lapot. Legyen A az az
esemény, hogy pontosan 2 dszt kaptunk. Hatdrozzuk meg a P(A|B;) feltételes
valészintiségeket, ha

a) B azt jelenti, hogy van legalabb egy dszunk;

(
(

)

b) Bs azt jelenti, hogy a kor 4sz nélunk van;

(c) Bs azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az els6 ész;
)

(d) By azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az elsé a kor asz.

2. Elhelyeziink N goly6t n dobozba tigy, hogy az Osszes n¥ elhelyezés
egyforman valdszinii. Feltéve, hogy az els6 dobozban van golyd, mennyi a
valészintisége, hogy K golyd van benne?

3. Egy kockéaval addig dobunk, mig el6szor kapunk hatost. Feltéve, hogy a
sziikséges dobdasok szama paros, mennyi a valdsziniisége, hogy kétszer kellett
dobnunk?

4. Tegyiik fel, hogy egy alkatrész meghibdsoddsédnak valészintisége a (¢, t+h)
intervallumban, feltéve, hogy t ideig m{ikodott, a(t)h+o(h). Hatdrozzuk meg
annak a p(t) valészintliségét, hogy az alkatrész legalabb t ideig miikodott!

5. Aladar a pénzét harom egyforma boritékban tartja. Az elsében két
ezerforintos, a masodikban egy ezer- és egy kétezerforintos, a harmadikban
egy ezer és harom kétezerforintos van. Aladar taldlomra kivesz egy boritékot,
és onnan egy bankjegyet. Mennyi a valdszintisége, hogy ezerforintost hizott?

6. Van n darab urnank, melyek mindegyikében a fehér és b piros golyo
van. Az els6 urnabdl kihizunk egy golydt, attessziik a masodikba; majd a
masodikbol hizunk egyet és atrakjuk a harmadikba, ... . Végiil az n-edik
urnabol hizunk egyet. Jelolje p, annak a valdsziniiségét, hogy az utolso
urnabdl fehér golyot huzunk, feltéve, hogy az elsobdl fehéret huztunk. Iga-

zoljuk, hogy
a b

a+b+a+b

Pn = (a+b+ 1)



7. Feldobunk n egyforma dobdkockat, melyeken a hatos valdszintisége p €
(0,1). Jeldlje p, annak a valészintiségét, hogy paratlan sok hatost dobtunk.
Hatarozzuk meg p,-et!

8. Egy fiu és egy lany megbeszéli, hogy két utca keresztezodésénél talalkoz-

nak egy meghatarozott idépontban. Elfelejtik megbeszélni, hogy a négy sarok
koziil melyiknél varnak egymasra. Az utkeresztezodés nagyon forgalmas, nem
lehet atlatni a tobbi sarokra. Mindketten pontosan érkeznek, és ha a masik
nincs ott, akkor 2,5 perc utan atmennek a szomszédos sarkok valamelyikére,
1/2-1/2 valdszintiséggel. Ez fél percet vesz igénybe, majd ha megint nem
talalkoztak, akkor 2,5 perc utan megint sarkot valtanak. El6szor mindketten
1/4 valdsziniiséggel vélasztanak sarkot. Természetesen az is taldlkozdsnak
szamit, ha egymassal szembe jonnek az tttesten.

(a) Mennyi a valdsziniisége, hogy az els6 percen beliil talalkoznak?

(b) Mennyi annak a p,, valdszintlisége, hogy az els6 3n percen beliil talal-
koznak?

(c) Mennyi annak az r, valdszintisége, hogy pontosan a 3n-edik percben
talalkoznak?

(d) Igazoljuk, hogy egy val6sziniiséggel véges id6n beliil talalkoznak.

9. Szindbadnak jogdban all N haremholgy koziil egyet kivalasztania oly
modon, hogy az elotte egyenként elvonuld holgyek valamelyikére ramutat.
Tegyiik fel, hogy egyértelmi szigorian monoton szépségi sorrendet tud feldl-
litani, és a haremholgyek barmely elvonulési sorrendje egyforméan valdszinti.
Szindbad k holgyet elenged, majd kivédlasztja az elsot, aki szebb az Gsszes
el6tte elvonultndl. Mennyi a valdszintisége, hogy a legszebb holgyet valasztja
ki? Milyen k esetén lesz ez a valdszinliség a legnagyobb, ha N elég nagy?

10. Shanille O’Keal biintetoket dobal egy kosarpalyan. Az elsét bedobja,
a masodikat nem. Ezek utan annak a valészinlisége, hogy egy biintetét be-
dob, megegyezik az eddig sikeres dobasainak részaranyaval. Mi annak a
valészintisége, hogy az elsé 100 dobasbdl pontosan 50 sikeres?

11. Egy cukraszdédban 3 cukrasz A, B és C' siit stiteményt, és a siitemények
2, 3 illetve 5%-4t rontjék el. A stutemények 50%-at A, 30 %-4t B, 20%-4t
pedig C késziti. Mennyi a valoszintisége, hogy A siitotte a siiteményt, feltéve,
hogy az rossz?

12. A sztochasztika tanszék egyik oktatoja p valdszintiséggel szokott bejonni
a tanszékre. Ha ismerdseinek azt mondta, hogy aznap bejon, akkor annak a



valdszinfisége, hogy pontosan k-an keresik telefonon e #u* /k!, ha pedig azt
mondta, hogy nem, akkor e *\*/k!, k = 0,1,..., 0 < A < p. Feltéve, hogy
k hivas érkezett, mennyi a valdszintisége, hogy aznap bent volt az oktatd?
Vizsgaljuk a k — oo esetet.

13. Legyen (1 — p)p™ annak a valdszintisége, hogy egy almafan n virdg van,
n = 0,1,.... Tegyiik fel, hogy minden viraghdl a valdszintiséggel lesz érett
gyuimoles. Feltéve, hogy a fan r alma van, mennyi a valészinlisége, hogy n
virag volt?

14. Pinokkionak kilenc akadélyon kell sikerrel tuljutnia, hogy fababubdl
kisfiuva valtozhasson. Ha egy akadalyon elbukik, akkor vissza kell mennie az
el6zohoz, ha az elson bukik el, 6rokre fababu marad. Pinokkié nem tanul a
kudarcokbdl, ezért az egyes akadédlyokon a siker valdszintisége 1/10,2/10, .. .,
9/10. Milyen sorrendben helyezze el a Kékhaju Tiindér az akadélyokat, hogy
Pinokkié a legnagyobb eséllyel lehessen igazi kisfia. Mennyi ekkor a valdszi-
ntiség? (KoMalL, 2001, B.3441)

15. Egy egységnyi hosszu szakaszon taldlomra valasztunk ketto pontot.
Mennyi a valészintisége, hogy mindkét pont a szakasz egy elére adott vég-
pontjahoz van kozelebb, ha tudjuk, hogy a két valasztott pont tavolsidga
kisebb, mint 1/37

16. Jokedvében Matyas kirdly kegyelmet ajanl velencei rabjanak, ha a rab
két egyforma urna koziil az egyikbdl kihiz egy eziistgolyot. Megengedi neki,
hogy 50 eziist- és 50 aranygolydt gy osszon el a két urndba, ahogy akarja.
Ezutan Matyas udvari bolondja taldlomra véalaszt egy urnat, a rab pedig
abbdl talalomra egy goly6t. Hogyan ossza el a rab a két urnaba a golydkat,
ha kedves az élete? Ekkor mekkora az esélye a szabadulasra?

17. Haromszor feldobunk egy szabalyos érmét. Jelentse A azt az eseményt,
hogy a dobasok kozott fej és iras is elofordul, B pedig azt, hogy legfeljebb
egy iras fordul el6. Fiiggetlenek-e A és B.

18. Adjunk példat olyan A, B, C' eseményekre, melyek paronként fiiggetle-
nek, de nem filiggetlenek.

19. Vilasszunk taldlomra az 1,2, ..., n szamok kozil igy, hogy mindegyiket
1/n valoszintiséggel valasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a valasztott
szam p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és py relativ prim és pips|n, akkor A, és A,
fliggetlenek.



(b) Igazoljuk, hogy

e =] (1-1),

ahol ¢(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ
prim pozitiv egészek szama.

20. Legalabb héany lottoszelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy egy sorsolasnal
a telitaldlat valdsziniisége legaldabb 1/2 legyen? Legaldbb hény hétig kell
jatszani egyetlen szelvénnyel, hogy annak a valdszintisége, hogy legalabb egy-
szer volt telitaldlatunk legaldbb 1/2 legyen?



Valdszinliségszamitas
4. feladatsor
Véletlen vdltozok, eloszlasfigguény, siriiségfiigguény

1. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezo fiiggvények?

0, ha z <0,
ha xz > 0.

@ Flo) = {

_Z_
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0, ha z < 0,
(c) F(m)—{ 1—%, ha = > 0.
2. Milyen a, b értékek esetén lesz eloszlasfiiggvény
(a) F(z)=a+ b arctanz?

(b) F(z) =e "7

3. Legyen F'(z) eloszlasfiiggvény. Igazoljuk, hogy

z+h 1 z+h
Gilw) = 5 / Fltydt & Galo) = 5 / F(t)dt
T z—h

is az!

4. Adjunk példat olyan F' eloszlasfiiggvanyre, mely tiszta ugrofiiggvény, és
barmely a < b esetén F'(b) — F'(a) > 0!

5. Az aldbbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valdszintiségeloszlast?
(a) p*¢?, ahol p€ (0,1),q=1—p, k=1,2,..
(b) A, k=1,2,..;

CESE

(c) 3k/kle™3 k=0,1,2,....
6. Strtségfiiggvény-e?
(a) f(z) = (Jou(z)sinz)/2;

(b) f(z) = Iam0)(@)a™?
(¢) f(z) = Lo00)(x)Ae™*, ahol A > 0.



(d) flz) = (x(1+2%))7".

7. Hatarozzuk meg az 6toslotton kihtzott legkisebb szam eloszlasat, varhato
értékét és szorasat!

8. A (0,1) intervallumon taldlomra kijeloliink harom pontot. Hatarozzuk
meg a kozépsé nullatol vett tavolsaganak eloszlas- és stirtiségfiiggvényét,
varhato értékét és szorasat!

9. Viélasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Legyen X a

pontnak a négyzet hataratél vett tavolsaga. Adjuk meg X eloszlasfiiggvényét,
varhaté értékét, szorasat!

10. Legyenek X3, Xy, ..., X, véletlen valtozdk fiiggetlenek és azonos el-
oszlastak, melyre P(X; = k) = 1/3, k € {0,1,2}. Adjuk meg az YV =
X1Xy -+ X, szorzat eloszlasat!

11. Valasszunk két szamot egymastol fiiggetleniil az egyenletességi hipotézis
szerint a (—1,1) intervallumbdl! Adjuk meg a két szdm maximumanak el-
oszlasfliggvényét! Szamoljuk ki a varhato értéket és a szorast is!

12. Egy telefonfiilke elott allunk, és varjuk, hogy az elottiink beszélo be-
fejezze a beszélgetést. Az illetd véletlentdl fliggs ideig beszél, az idétartam
stirtiségfiiggvénye (percben mérve) e=(*/3) /3 x > 0.

(a) Mennyi a val6sziniisége, hogy a beszélgetés 3 percnél tovabb tart?

(b) Mennyi a valdszintisége, hogy a beszélgetés t + 3 percnél tovabb tart,
feltéve, hogy t percnél tovabb tart?

13. Tegyiik fel, hogy az X vv orokifju, azaz tetszoleges t,s > 0 esetén
P{X>t+s/X>t}=P{X > s}.

Hatédrozzuk meg X eloszlasfiiggvényét!
14. Legyen a X véletlen valtozo sfirtiségfiiggvénye f(x) = ¢/2?, ha z > 1.
(a) Hatarozzuk meg c értékét!
(b) Adjuk meg X véarhaté értékét (ha létezik)!
(¢) Mennyi P(X > 4)?
)

(d) Legyen Y =1/X. Adjuk meg Y eloszlas—, és siirtiségfliggvényét!



15. Egy szabdlyos kockaval n-szer dobunk. Jelolje X; az egyesek, X5 a
kettesek szamat. Hatarozzuk meg az egytittes eloszlasukat!

16. Valamely novényfajta magjaibol all6 mintdban a hibds magok szama
A paraméterii Poisson—eloszlasi vv. Minden mintat 3 technikus vizsgdl meg
egymas utan, hogy eltavolitsdak a hibas magokat. Az i-edik technikus p; <
1 valészintiséggel veszi észre a hibas magokat; dontései az egyes magokra
nézve fiiggetlenek, és az egyes technikusok is egyméstol fliggetleniil dontenek.
Hatarozzuk meg az el nem tavolitott hibas magok eloszlasat!

17. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha
van szabad taxi, akkor a kozpont a legkozelebbit hozzank kiildi. Feltessziik,
hogy a taxik egymdstol fliggetleniil, egyenletes eloszlas szerint helyezkednek
el a vdrosban, és mindegyik egymdstdl fiiggetleniil 2/3 valdsziniiséggel foglalt.
Tovabba egy taxi helyzete a varoson beliil fiiggetlen attol, hogy foglalt-e vagy
sem. Mennyi annak a valészinlisége, hogy a legkozelebbi szabad taxi 1 km-
es korzetiinkben legyen (mely nem nyulik ki a varosbdl), feltéve, hogy van
szabad taxi? A véros teriilete 28,26 km?.

18. Egy szabélyos kockaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(\) vv. Jeldlje
X, az egyesek, Xy a kettesek szamat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast!

19. Legyen az (X,Y) vv. eloszldsa egyenletes az egységkorben. Hatérozzuk
meg az egyiittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok stiriiségfliggvényeit!

20. Legyen az X és Y vv-k egyiittes stirtiségfiiggvénye

2z +ay+vy), ha(z,y) € (0,1)
— 5 ) b ) )
i, y) { 0, kiilonben .

Hatarozzuk meg a peremeloszldsokat!

21. Lattuk, hogy abszolut folytonos vvv peremeloszlasai abszolit folytono-
sak. Igazoljuk, hogy ez nem megfordithatd, azaz mutassunk X, Y abszolit
folytonos vv-kat, melyek egyiittes eloszlasa nem abszolut folytonos!

22. Léssuk be, hogy ha az (X,Y) vvv abszolit folytonos, akkor P(X =
Y) = 0. Az egyiittes stlirliségfiiggvénnyel irjuk fel a P(X < Y) valészintiséget!

23. Legyenek Xi, X,,..., X, figgetlen vv-k Fi, Iy, ... F, eloszlasfligg-
vénnyel. Adjuk meg az m,, = min{Xy, Xo,..., X,,}, M, = max{ Xy, Xo,..., X,,}
vv-k eloszlasat!



Valoszintiségszamitas
5. feladatsor
Varhato érték, szords, nevezetes eloszldsok
1. Legyen X, ~ Binom(n,p,), ahol np, — A > 0. Hatdrozzuk meg X,

hatéreloszlasat, azaz a lim,,_,., P{X,, = k} értékeket!

2. Geometriai eloszlas. Legyen P(A) = p € (0,1). Egy kisérletet addig
ismétliink, mig az A esemény be nem kovetkezik. Jelolje X a sziikséges
ismétlések szamat. Adjuk meg X eloszldsat, varhato értékét, szérasat!

3. Legyen X pozitiv egész értékii véletlen valtozd, melyre teljestil a diszkrét
orokifjua tulajdonsag, azaz

P{X >k+1X >} =P{X > k}.

Mutassuk meg, hogy X ~ Geom(p)!

4. Legyenek XY, Z fiiggetlen, Geom(p) eloszldsi vv-k. Adjuk meg a kovet-
kezo valdszintiségeket:

(a) P(X =Y);
(b) P(X > 2Y);
() P(X+Y > 2).

5. Legyen U = min{X,Y} és V = X =Y, ahol XY fiiggetlen, Geom(p) vv-
k. Igazoljuk, hogy U és V fliggetlenek. [Ez jellemzi is a geometriai eloszlést. |

6. Egy urndban egy piros és egy fehér goly6 van. Visszatevéssel htizunk az
urnabdl, minden hizas utan még egy piros golyot tesziink az urndba. Jelolje
X annak a kisérletnek a sorszamét, amikor eloszor huztunk fehéret. Adjuk
meg Xy eloszldsét, varhato értékét!

7. Legyen X nemnegativ egész értéki vv, és tegyiik fel, hogy E(X) < oc.
Bizonyitsuk be, hogy

E(X) = f:P(X > ).

8. Egy halastéban N hal van. Kihalaszunk M halat, megjeloljiik oket,
és visszaeresztjiik a téba. Bizonyos ido elteltével, miutan jol elkevered-
tek, kihalaszunk m-et. Ezek kozott legyen a megjeloltek szama X. A tel-
jes haldllomany N meghatdrozasara az Mn/(X + 1) becslést hasznaljuk.

1



Szamitsuk ki ennek a varhato értékét és szérdsat! Miért nem a logikusabb
Mn/X becslést hasznaljuk?

9. Kupongyujto probléma. Egy N kiilonbozo elembol all6 sokasdgbol
visszatevéses mintat vesziink. Jeldlje S, azt a véletlen szamot, ahany ele-
met kellett hiznunk, hogy kapjunk r kiilonb6zo elemet. Hatarozzuk meg
S, varhaté értékét, szorasat, majd adjunk ezekre kezelhetd aszimptotikus
egyenloséget.

Utmutatéds: Vezessiik be az Xi = Sgr1 — Sk valtozot.

10. Egy urndban N goly6 van, megszamozva 1-tol N-ig. Visszatevéssel
n elemi mintat vesziink. Jelolje X a legnagyobb mintaelemet. Adjuk meg
X eloszlasat, varhato értékét, és az utobbira adjunk aszimptotikat. Ha N
értéke ismeretlen, hogyan lehetne becstilni?

11. Egy gombafajta spérai nyolcelemu lanc alakjaban keletkeznek. A lanc
kiilonb6zo részekre szakadhat, mind a hét lehetséges helyen egymastol fiigget-
leniil p valészintséggel. Hatarozzuk meg az ¢ spérabol allo lancok varhato
értékét!

Egy tényleges kisérlet soran 7251 spérat szamoltak meg, melyek N = 907
lancbdl szarmaztak (5 spora elveszett). A spérdk 1975 lancra szakadtak szét.
Adjunk becslést p értékére!

12. Jelolje S, n elem véletlen permutdcidja soran a fixpontok szamét.
Hatarozzuk meg S,, varhaté értékét és szérdsat!

13. Vérvizsgalatot végeznek N embernél. Egyszerre k ember vérét Gssze-
ontik és analizaljak. Ha az eredmény negativ, akkor egy vizsgalat elég k
embernek, ha pozitiv, akkor a k személyt egyenként is meg kell vizsgalni, és
igy k + 1 vizsgalat kellett. A vizsgalat eredménye egyméastol fiiggetlentil p
valbszintiséggel pozitiv.

(a) Mennyi a val6szinusége, hogy k ember vérét egylitt vizsgélva, az ered-
mény pozitiv?

(b) Jelolje X a sziikséges vizsgdlatok szamat! Mennyi X varhaté értéke?
(¢) Minimalizaljuk E(X)-et k fliggvényeként!

(d) Léssuk be, hogy a kapott k kozel van 1/,/p-hez, és a varhatd érték
2N ,/p koriil lesz.

14. Legyen f(z,y) = c(z +vy), 0 < z,y < 1, egy (X,Y) vektorvéltozé
surtségfiiggvénye. Mennyi c értéke? Adjuk meg a peremeloszlasokat, varhato
érték vektort, kovarianciamdtrixot! Szamoljuk ki Xe¥ varhat6 értékét!



15. Legyen X és Y fiiggetlen Poisson eloszlasu véletlen véltozo A illetve
paraméterrel. Hatarozzuk meg X + Y és XY véarhato értékét és szorasat,
valamint a két véltozé kovariancigjat.

16. Legyen az X és Y valtozdok egyiittes surtiségfiiggvénye
flz,y) =6e7>7% (2,9 >0),

0, kiillonben. Hatarozzuk meg az egyiittes és margindlis eloszlasfiiggvényeket!
Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

17. Legyen X és Y egyiittes sturusége f, ahol

(a) f(z,y) =z~ ha z,y > 0;

(b) f(z,y) = 60y haz,y > 0és z +y < 1;

(c) f(z,y) = 2zy + =, ha z,y € (0, 1);

(d) flz,y) = (z+y)’—(z—y)* haxz,ye(0,1).

Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!

18. FEgy kockat n-szer feldobunk. Mekkora az egyes és hatos dobasok
szamanak kovariancidja és korrelacioja?

19. Egy konyvben, az egyes oldalakon levo sajtéhubdk szama Poisson(2)
eloszlast kovet. Hatarozzuk meg a sajtéhubak varhaté értékét és szérasat!

20. Egy szovet 100 méterében atlagosan 5 hiba van. Harom méteres dara-
bokra vagnak 300 m hosszu szovetet. Varhatéan hany hibatlan darab lesz?

21. Egy villanykorte élettartama exponencidlis eloszlasi, atlagosan 2 évig
mukodik. Mennyi a valdszintsége, hogy legalabb egy évig fog mikodni egy 1j
villanykorte? Es egy mar fél éve miikodo? Mennyi idot él meg a villanykorték
90%-a?

22. Egy munkadarabokat készito gép 40 cm-re van bedllitva. A hiba
normélis eloszlast kovet 0 varhato értékkel. Annak a valdszinusége, hogy
egy munkadarab nagyobb, mint 40,5 cm, 0,05. Mennyi a szoras?



Valdszinliségszamitas
6. feladatsor
Vidrhato érték; valtozotranszformdciok

1. Egy urnaban 20 piros és 30 fehér goly6 van. Visszatevés nélkil kihizunk
10 golyét. Hatarozzuk meg a kihtizott piros golyok szamanak varhato értékét
és szérasat!

2. Egy szabdlyos érmével 100-szor dobunk. Jelolje X a kiilonb6zo F'F
sorozatok szamat. Hatarozzuk meg X varhaté értékét és szordsat!

3. A hézimacskak testsilya jé kozelitéssel normalis eloszlast kovet. A
macskéak 10%-a konnyebb, mint 1,5 kg, és 20%-a nehezebb, mint 7 kg. Mek-
kora a 6 kg-nal nehezebb macskdk aranya?

4. Hatarozzuk meg 1/(X + 1) varhaté értékét, ha

5. Legyen X ~ Egyenletes(—1, 1) eloszlast vv. Hatdrozzuk meg a kovetkezé
vv-k stlirtiségfiiggvényeit:

(a) |X];
(b) X%

(c) e¥.

6. Legyen X ~ Exp(\) eloszlasi vv. Hatdrozzuk meg a kévetkez6 vv-k
strtiségfiiggvényeit:

(a) 2X + 3;
(b) X
(©) VX.



7. Legyen G = (V,E) egy egyszerti graf, és vy, vs,...,v, a csicsok egy
sorrendje. Minden csicsra feldobunk egy szabdlyos érmét, ha az fej akkor a
csucs az A halmazba, kiilonben a B halmazba keriil. Hatdrozzuk meg az A
és B halmazok kozt futé élek szaméanak varhaté értékét!

8. A G = (V, E) graf j6 sikra rajzoldsa egy olyan lerajzolas, ahogy mindenki
lerajzol egy grafot, azaz két él véges sok pontban metszi egymast és egy
ponton ketténél tobb él nem halad at. Egy graf metszési szama, cr(G), a
lehet6 legkevesebb metszést ado jo lerajzolasnal keletkezett metszések szama.

[gazoljuk, hogy
3

e
CI'(G) Z m,

ahol e az élek v a cstcsok szdma. (Ajtai, Chvatal, Newborn, Szemerédi)
Utmutatds: Tekintsiink egy véletlen G’ részgrafot, melyben minden csi-
csot egymastdl fiiggetlentil p € (0, 1) valdsziniiséggel tartunk meg. Jeldlje X a
G optimalis lerajzoldsdban a G’ metszéseinek szamat.(Nyilvan X > cr(G').)
Hatérozzuk meg az E(v(G)),E(e(G")) és E(X) értékeket, alkalmazzuk az
Euler-tételbél ad6d6dé cr(G) > e — 3v + 6 becslést, végil legyen p = 4v/e.

9. Ramsey tételkor. R(k) a legkisebb olyan N, hogy ha egy N csiicsu teljes
graf éleit pirossal és kékkel szinezziik, akkor lesz egyszini k-klikk. Mutassuk
meg, hogy 2%/2 < R(k) < 2% (Erdés)!

Utmutatds: A fols6 becslés konstruktiv, nem kell hozza véletlen. Az
alsé becsléshez szinezziik véletleniil az éleket, és szamoljuk ki a k-klikkek
szdmanak varhat6 értékét! (Konstruktiv bizonyitds az alsé becslésre nem
ismert.)



