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1. fejezet

Sztochasztikus folyamatok

1.1. Sztochasztikus folyamatok

1.1.1. Definici6. Legyen (€2, A, P) valdszintiségi mezd, (X, F) mérhetd tér, X, : Q — X,
t € T, véletlen elemeknek (azaz A-F mérhetd fiiggvényeknek) egy nem iires T halmazzal
indexezett gytjteménye. Ekkor az X={ X;:t€T} rendszert sztochasztikus folyamatnak
nevezziik. A véletlen elemek lehetséges x € X értékeit llapotoknak hivjuk, az X halmaz
a folyamat allapottere vagy fazistere. A T halmaz a folyamat indexhalmaza vagy
paraméterhalmaza, és a t indexet paraméternek nevezziik. Azt mondjuk, hogy az X
folyamat a t € T id6pontban az x € X allapotban van, ha a realizalt w € 2 kimenetel
mellett X;(w) = z.

Ezen el6adas keretei kozott nem foglalkozunk ilyen &altalanossagban sztochasztikus
folyamatokkal. Nalunk az indexhalmaz alltalaban a pozitiv félegyenes egy T C [0, 00)
részhalmaza lesz, ugyanis a folyamatokkal kiilénféle véletlen rendszerek idébeli viselke-
dését kivanjuk leirni. Ebben az esetben a t paramétert idéparaméternek, vagy réviden
csak idének szokas nevezni. Mivel a valos szamok halmazén adott egy természetes ren-
dezés, beszélhetiink egy folyamat jovajérdl illetve multjarol. Amennyiben egy rogzitett
t € T értéket tekintiink jelen iddpillanatnak, akkor az {X : s > t} valtozok a folyamat
jovéje, az { X : s <t} halmaz pedig a folyamat multja.

A sztochasztikus folyamat allapotterére is tesziink megszoritast. Mi jellemz&en valds
értékd (ritkan valos vektor értéki) folyamatokkal foglalkozunk, tehat szamunkra az &l-
lapottér egy X C R (idénként X' C R?) halmaz lesz. Jelolje rendre B és B¢ az R illetve
az R? tér Borel halmazait. Ekkor az allapottéren a B|y := BNX (magasabb dimenzios
esetben a By := B4NX) Borel halmazok o-algebrat alkotnak. A tovabbiakban legyen
N={1,2,...} a pozitiv egészszamok halmaza, és Ny = {0,1,2, ...} a nemnegativ egészek
halmaza.

1.1.2. Példa. Rogzitsiink egy tetszsleges pe(0,1) valoszintiséget, és tekintsiink Z;, Zs, . . .
fiiggetlen és azonos eloszlasu valtozokat

P(Z,=1)=p, P(Z,=-1)=1-p, n=12,...



eloszlassal. Legyen X,,, n=20,1,..., a kapcsolatos részletosszeg-sorozat, azaz
XOIO, anzl++Zn, n:1,2,...

Ekkor barmely n€N esetén o(Xo, X1, ..., Xn)=0(Z1,...,2Z,), és a Z, 1 valtozo fliggetlen
ett6l a o-algebratol. Ez azt jelenti, hogy az Xy, Xy, ..., X, valtozok értékétdl fiiggetleniil

P(Xpi1=Xo4+1)=P(Zpsy1=1)=p, PXpp=X,—1)=P(Zp1=1)=1-p.

Azt kapjuk, hogy az X ={X,,:n € T =Ny} sztochasztikus folyamat a valos egyenes egész
racspontjain lépked (X =7Z), determinisztikusan a 0 pontbol indul, és minden egyes id6-
pontban a korabbi lépésektdl fiiggetleniil p valoszintiséggel eggyel jobbra ugrik, és 1 —p
valosziniiséggel pedig eggyel balra. Az X folyamatot (egydimenzids) véletlen bolyon-
gasnak nevezziik. Ha p = 1/2, akkor szimmetrikus, egyébként nem szimmetrikus
bolyongasrol beszéliink.

1.1.3. Példa. Ha X,, t € T, fiiggetlen és azonos eloszlast véletlen valtozé nulla varhato
értékkel, akkor az X = { X, : t € T} sztochasztikus folyamatot fehér zajnak nevezziik. A
fehér zaj a hibanak, a kiils6 zavard tényezének a matematikai modellje. Gyakori probléma,
hogy mérni kivainunk egy Y = {Y; : t € T} mennyiséget, de ezt eltorzitja a zaj, és ezaltal
csak az Y+ X ={Y;+ X, :t € T} folyamatot ismerjiik. Ilyenkor a feladat a zaj levalasztasa
az Osszegfolyamatrol, melyet sziirési problémanak neveziink.

1.1.4. Definici6. Legyen X ={X;:t € T C[0,00)} valos vagy valos vektor értéki szto-
chasztikus folyamat. Az X folyamat diszkrét ideji, ha T megszamlalhat6 halmaz. Ekkor
altalaban T = Ny, tehat a folyamat véletlen valtozoknak vagy vektorvaltozoknak egy so-
rozata. A folyamat folytonos idejti, ha T a pozitiv félegyenes egy véges vagy végtelen
részintervalluma. Ekkor jellemzGen T = [0,00) vagy T = [0,1]. A sztochasztikus folya-
mat megszamlalhato (esetleg véges) allapottert, ha az X" allapottér megszamlalhato
(vagy véges) halmaz. Ekkor az X; véletlen valtozok diszkrétek. A folyamat nem meg-
szamlalhaté allapottert, ha X nem megszamlalhat6. Nalunk ebben az esetben az X,
valtozok abszolit folytonosak lesznek. Az X folyamatnak egy adott w € € kimenetelhez
tartozo trajektoridja a T — X, t — X, (w), determinisztikus fiiggvény.

1.1.5. Példa. Megmérjiik a kiils§ (véletlen) hdmérsékletet egy T C [0,24] indexhalmaz
altal meghatarozott id6pontokban, és legyen X;, ¢t € T, a mérések eredménye. Ekkor az
X ={X; :t € T} rendszer egy sztochasztikus folyamat. Ha a hémérsékletet mondjuk
oranként egyszer mérjiik meg, akkor T C Ny diszkrét halmaz, tehat X diszkrét idejd
folyamat. Ha a hémérsékletet folyamatosan mérjiik, tehat T = [0,24], akkor a folyamat
folytonos idejti. Ha a mérést egy digitalis hdmérdvel végezziik, akkor a lehetséges értékek
halmaza elméletileg megszamlalhato, gyakorlatilag véges, (mivel a digitalis h6mérd is
elolvad elegendGen magas hémérsékleten.) Ha analog hémérst hasznalunk, és képesek
vagyunk az értékeket tetszGleges pontossiggal leolvasni, akkor a folyamat allapottere
nem megszamlalhato.
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1.2. Filtraci6é és megallasi id6

Tegyiik fel, hogy adott egy véletlen kisérlet, és az ezt leiro (€2, A, P) valoszintiségi mezd.
Tegyiik fel tovabba, hogy valamilyen forrasbol rendelkeziink valamennyi informéacioval
arra nézve, hogy mi lehet a kisérlet aktualis kimenetele. Ez nem feltétleniil jelenti azt,
hogy pontosan tudjuk, melyik w €2 kdvetkezett be, csupan annyit, hogy képesek vagyunk
sziikiteni a lehetséges kimenetelek korét. Ebben az alfejezetben néhény olyan eszkozt
vezetiink be, melyek segitségével ez az informacié matematikailag kezelhetGvé vélik.

1.2.1. Definicio. Legyen F C A tetszéleges rész-o-algebra. A tovabbiakban azt mond-
juk, hogy ismerjiik az F o-algebrat, ha a rendelkezésre 4116 informacio elegend ahhoz,
hogy tetszéleges A € F eseményrdl el tudjuk donteni, hogy a kisérlet aktudlis végrehaj-
tasakor bekdvetkezett, vagy nem.

1.2.2. Lemma. Legyen F C A tetszileges rész-o-algebra, és tegyik fel, hogy az {X;:t€T}
véletlen vdltozok generdljik F-et, tehdat F = o (X :t € T). Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) Ismerjik az F o-algebrit.
(ii) Ismerjik minden Xy, t € T, vdltozo értékét.
(iii) Ismerjik minden F-B mérhetd véletlen vdltozd értékét.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ismerjiik az F o-algebrét, és legyen YV : Q — R
tetszGleges F-B mérhets véletlen valtozo. Ekkor minden y € R esetén {y} € B, amibdl a
mérhetdség miatt

{weQ:Y(w)=y}=Y""({y}) e F.

Ezt azt jelenti, hogy minden egyes y értékrdl el tudjuk donteni, hogy az {Y =y} esemény
bekovetkezett vagy nem, amib6l mar kovetkezik, hogy ismerjiik az Y valtozo értékét.



Azonnal kovetkezik abbol a ténybél, hogy az X, t € T, valtozok mérhetéek
az altaluk generalt o-algebrara nézve.

(ii)={(1)| Legyen F' C A azon események a halmaza, melyekrdl el tudjuk dénteni, hogy
bekovetkeztek vagy nem, ha ismerjiik az X, t € T, valtozok értékét. Nyilvanvalo, hogy az

F' halmazrendszer o-algebra, mely tartalmazza az {X; € B} = X; ' (B) eseményt minden
B € B és t € T mellett. Ekkor

.F:0_<Xt:t€T)g.F/7

vagyis az X;, t € T, valtozok ismeretében barmely A € F eseményrdl el tudjuk donteni,
hogy bekovetkezett-e. O]

1.2.3. Példa. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy egymaéstol fiiggetleniil feldobunk két sza-
balyos dobokockat. Ezt a kisérletet leirja az (€2, A, P) valosziniiségi mezd, ahol

Q={(k,0):k,1=1,...6}, A=29 P({w})=1/36, weQ.
Legyen X (w) =k, Y(w) =1, w=(k,l) € Q, a két dobas értéke, tovabba tekintsiik az
F={Bx{123456}:BC{l,...6}} CA

o-algebrat. Ekkor F=0(X), tehat F ismerete ekvivalens X aktuélis értékének ismeretével.
Ha Z jeloli az X valtozo kettével vett maradékat, akkor Z szintén F mérhetd, tehat F
ismeretében Z értékeét is meg tudjuk mondani. Ez nem meglepd, hiszen Z az X valtozénak
egy mérhetd fliggvénye, és igy X ismeretében Z értéke egyértelmten meghatarozhato.
Viszont Z nem generdlja az F o-algebrat, tehat kevesebb informéciét tartalmaz, mint
az F. Bz a gyakorlatban tgy jelenik meg, hogy hiaba ismerjiik a Z valtozot, ebbdl az X
dobés értékét nem tudjuk megmondani. Mivel Y fiiggetlen az X valtozotol, F ismeretében
semmit sem tudunk mondani Y értékérol.

1.2.4. Definicid. Legyen {F; :t € T} az A rész-o-algebrainak egy béviils rendszere,
tehat legyen F; C A o-algebra olyan modon, hogy F; C F;, ha s <t. Ekkor az {F;:t €T}
rendszert filtracionak vagy sztirésnek nevezziikk. Az X = {X, : t € T} sztochasztikus
folyamat adaptalt az {F; :t € T} sziiréshez, ha az X, valtoz6 mérhets az F; o-algebrara
nézve minden t € T esetén. A folyamat mindig adaptalt az FX =0 (X, : s <t) filtracichoz,
melyet az X altal generalt filtracionak vagy természetes filtraciénak neveziink.

Amikor egy filtraciéval dolgozunk, akkor adott ¢ € T esetén F; a t id6pontban rendel-
kezéstlinkre 4ll6 informéciot tartalmazza, azt, hogy mit tudunk a mualtrdl és a jelenrsl. Az
F; o-algebra pontosan azoknak az eseményeknek a halmaza, melyek bekovetkezése csak
a multtol és a jelentdl fligg, és egy véltozo pontosan akkor F; mérhets, ha értéke szintén
csak a multtol és a jelentdl fiigg. A filtracié fogalma azt fejezi ki, hogy az idében elére
haladva egyre tobb informaciot gyijtiink, egyre tobb eseményrsl tudjuk eldénteni, hogy
bekovetkezik-e, és ezaltal egyre tobb valtozonak tudjuk megmondani az értékét. Ha az X
sztochasztikus folyamat adaptalt a sztiréshez, akkor minden ¢ id6pontban az F; o-algebra
elég informéaciot tartalmaz ahhoz, hogy megmondhassuk az X, s <t, valtozok értékét. Ha
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ezen til a filtracio a folyamat altal generalt sztirés, akkor F; pontosan annyi informaciot
tartalmaz, mint amennyit az X, s <t, valtozok. Fontos megjegyezni, hogy létezhet olyan
Y valtozo, mely értékét akkor sem tudjuk meghatarozni, ha minden F;, t € T, o-algebrat
ismeriink. Példaul, ha egy X folyamat altal generélt sztirést tekintiink, és az X;, t € T,
valtozok nem hatarozzék meg teljesen Y értékét, akkor ezt az értéket a teljes {F;*:t € T}
filtracio ismeretében sem tudjuk megmondani.

1.2.5. Példa. Legyen X ={X,, :n €T =Ny} a véletlen bolyongas a generalt filtracioval.
Ekkor az FX = (X, ..., X,) o-algebra pontosan annyi informiciot tartalmaz, mint az
Xo, ..., X, valtozok, hiszen F= ismerete ekvivalens Xy,..., X, értékének ismeretével.
Ebbdl jon, hogy {Xa = 4} ¢ Fi5, és hogy Xo0 nem mérhets az Fiy o-algebréra nézve,
ugyanis a 10. lépésben még nem rendelkeziink elég informéacioval ahoz, hogy eldontsiik,
hol lesziink 20. 1épésben. Ezzel szemben {Xo0 =4} € Fa | és az Xy valtozé Fa, mérhetd,
hiszen a 30 id6ponthoz viszonyitva a 20 mar a mult, és a multat ismerjiik. Ha ezen tal Y az
egész bolyongastol fiiggetlen valtozo, mondjuk egy kockadobas, akkor a teljes { F=:neN}
filtracioban sincs elég informacioé ahhoz, hogy megmondhassuk Y értékét.

Definicio szerint egy 7 véletlen valtozo egy olyan 7:QQ—R fiiggvény, mely A-B mérhetd.
Ennek a definiciénak gyakran egy altalanosabb valtozatat alkalmazzuk, mely megengedi,
hogy a 7 leképezés egy legfeljebb nulla mértéki halmazon végtelen értéket vegyen fel, vagy
akar ne is legyen definialva. A kés6bbi munkank soran sziikségiink lesz ezen fogalomnak
egy még altalanosabb kiterjesztésére, melyben a 7 akir egy pozitiv mértéki halmazon is
felveheti a végtelent értékiil.

A tovabbiakban jeldlje R:=(—o0, +00]=RU{+00} a plusz végtelen ponttal kibévitett
valos egyenest, és tekintsiik a B := (B, {+oc}) generalt o-algebrat az R téren. Kénnyen
megmutathatd, hogy ekkor

B={B,BU{+c}:BeB}.

A valos fiiggvénytanbol ismert definicio szerint egy 7: €2 — R fiiggvény mérhetd, (preci-
zebben: A-B mérhet6,) ha tetsz6leges D € B Borel-halmaz esetén 7!(D) € A. Legyen

Qo =7YR) és Qp =7 ({+00}).
A kovetkez§ allitas egy sziikséges és elegendd feltétel a 7 mérhetéségeére.

1.2.6. Allitas. Egy 7: Q — R fiigguény pontosan akkor A-B mérhetd, ha Q0 € A, és a
Tla : Qo — R megszoritas A-B mérhetd.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy a 7 fiiggvény A-B mérhets. Ekkor {+o0} € B, amibsl
azonnal kovetkezik, hogy 2, € A. Mivel 7 pontosan az {2}y eseményen véges, kapjuk, hogy

tetszéleges B € B esetén
(Tlay) ™ (B)=771(B) € A,

azaz a T|q, megszoritas A-B mérhetd.



A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy €2} € A, és Tlg, mérhetd. Jegyezziik meg ismét,
hogy tetszdleges D € B halmaz felirhato D = B vagy D = BU{+o0} alakban, ahol B € B
egy megfelelGen valasztott Borel-halmaz. Most

T H(B) = (7la,) ' (B) €A,

valamint
T_I(BU{—|—OO}) =7 Y (B)ur ({+oo}) = (7]q,) H(B)UQ, € A,
ami azt jelenti, hogy 7 A-B mérhetd. O

1.2.7. Definicié. Egy 7: Q — R leképezés kiterjesztett véletlen valtozo6, ha A-B
mérhets. Ha 7: Q2 — [0, oo] nemnegativ, akkor létezik az

E(rlg,) = /Q +dP € [0, 0]

varhato érték, és a 7 kiterjesztett véletlen valtozé varhatéd értéke defindlhato az

E(r) = /QTdP = E(71lq,) +00-P(Qy) = { fg]}%) ’ iggj i 8:

formulaval. (Legyen co-0=0.)

Megmutathato, hogy a véges véletlen valtozokhoz hasonloan a kiterjesztett véletlen
valtozok halmaza is zart bizonyos miiveletekre. Ha h:R —R mérhet fiiggvény, akkor h(7)
is mérhetd, valamint megszamlalhatéd sok kiterjesztett véletlen valtozd Gsszege, szorzata,
infimuma és szuprémuma is kiterjesztett véletlen valtozo6. Szintén megmutathato, hogy a
most bevezetett varhato érték linedris és monoton kiterjesztése a véges véletlen valtozok
varhato értékének.

1.2.8. Definicié. Egy 7:Q — TU{+oo} kiterjesztett véletlen valtozéo megallasi id§ az
{F: :t € T} filtraciora nézve, ha {r <t} € F; minden ¢t € T esetén. Tovabba, T megallasi
id6 az X ={X, :t € T} sztochasztikus folyamatra nézve, ha megallasi id6 a folyamat altal
generalt filtraciora nézve.

Az el6z6 definicio egy nagyon egyszeri és szép tulajdonsagot takar. A 7 valtozd akkor
megallasi id§, ha tetsz6leges t € T id6pontban pusztan csak a milt és a jelen ismeretében
el tudjuk donteni, hogy 7 aktuélis értéke a ,miltban vagy a jelenben van”, azaz 7 <t, vagy
a ,,jovében”, tehat 7>t. Ha létezik olyan ¢ id6pont, hogy az eddigi torténéseknek, tehat az
F; o-algebranak az ismerete nem elegend§ ahhoz, hogy egyértelmten dontsiink, ugyanis
T értékét a jové vagy mas kiilsé tényezs is befolyasolja, akkor a valtoz6 nem megallasi
idé.

1.2.9. Példa. A 7(w) =1y, w € (2, konstansvaltozé megallasi id6 az {F;:t € T} filtraciora
nézve tetszéleges to € T esetén. Ugyanis ¢ < ¢y esetén {7 <t} =0 € F;, és ha t > t,, akkor
{r<t}=0Q¢€F.



1.2.10. Példa. Legyen X={X,,:n€T=Ny} a véletlen bolyongas, és tekintsiik a folyamat
altal generdlt {FX=0(Xo,...,X,):neN} filtraciot. Tetszoleges a > 0 egész érték mellett
legyen

7y =min{n e N: X, =a}, n=min{n e N: X,,;, = X,,— 1},

ahol min () = co. Ekkor 7 az a érték elsé elérési ideje, mig 75 a folyamat elsG lokalis
maximumanak a helye. Vegyiik észre, hogy barmely n € N idépontra

{n<ny={Im<n:Xp=a}=J{Xn=0a} e F) =0(Xo,..., X),

m=0

vagyis az Xo,..., X, valtozok ismeretében egyértelmiien el tudjuk donteni, hogy az a
értéket elértiik mar, vagy sem. Tehat 7 megéllasi id6 a filtraciora, és ezaltal a bolyongasra
nézve. Természetesen el6fordulhat, hogy a folyamat sosem éri el az a értéket, ekkor 7 =o0.
Alkalmazzuk most a véletlen bolyongasnak az Példaban bevezetett definiciojat,
tehat legyen
X():O, Xn:Z1—|——|—Zn, 7’L:1,2,...,

ahol 7, Zy,...: Q — {—1,+1} fiiggetlen és azonos eloszlasi véletlen véaltozo. Ekkor

{7'2§n}:{EImSn:XmH:Xm—l}:{3m§n12m+1:—1}

- U{Zm+1:_]—}¢0-(Z1,...7Zn>:U(Xo,...7Xn>:f§,
m=0

hiszen hidba ismerjiik az F* o-algebrét, a fiiggetlenség miatt a 7, . . ., Z, valtozok semmit
sem mondanak Z,, ., értékérsl. Mindez azt jelenti, hogy 7, nem megallasi id§ a véletlen
bolyongasra nézve.

1.2.11. Allitas. Legyen {F,:t €T} filtrdcid az A o-algebrdn, és legyen 7:Q— TU{+00}
kiterjesztett véletlen vdltozo. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

(i) 7 megdlldsi idd a filtracidra nézve.
(ii) {r >t} € F, minden t €T esetén.
Ha ezen feliil T =Ny, akkor az elézdekkel az is ekvivalens, hogy
(iii) {7 =n} € F, minden n € Ny esetén.

Bizonyitds. |(1)k={(il)| A o-algebréak definiciojabol azonnal kovetkezik, hogy tetszGleges t€T
esetén {7 <t} € F; pontosan akkor teljesiil, amikor {7 >t} = {7 <t} € F.
Legyen n € Ny tetsz6leges. Ha n =0, akkor {r=n}={r<n}eF,. Han>1,
akkor [(1) miatt {7 <n—1} € F,_; C F,, amibdl
{r=n}={r<n}\{r<n-1} e F,.

Tetsz6leges m < n nemnegativ egészek esetén {7 =m} € F,, C F,, és igy

{r<ny=|J{r=m}er. O



1.2.12. Definicié. Legyen 7:Q— TU{+o00} megallasi id6 az {F;:t€ T} filtraciéra nézve.
Az
Fr={AcA: An{r <t} e F,teT} CA

halmazt pre-o-algebranak, vagy a T el6tti események o-algebrajanak nevezziik.

Tekintsiink jelennek egy tetszdlegesen rogzitett t € T idpontot. Mivel 7 megallasi id&,
adodik, hogy {7 <t} € F;, tehat a ¢t id6pontban tisztan csak a mult ismeretében el tudjuk
donteni, hogy a 7 érték a ,multban vagy a jelenben” vagy a ,,j6vében van”. A pre-c-algebra
definicidja szerint A akkor 7 el6tti esemény, ha 7 <t esetén az A eseményrdl is tudunk
nyilatkozni, el tudjuk donteni, hogy bekovetkezik, vagy nem, és ehhez nem kell ismerniink
a jovot, csak az F; o-algebrat, tehdt a mualtat és a jelent. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
7 id6 utani torténéseknek nincsen hatasa az A esemény bekovetkezésére. A bekovetkezése
vagy be nem kovetkezése csak attol fiigg, hogy mi torténik a 7 idépontig. Innen jon a
,T el6tti esemény” elnevezés. Mivel a pre-o-algebra ezen eseményeknek a halmaza, F.
pontosan a 7 véletlen idépontban rendelkezésiinkre 4ll6 informéciot tarlamazza.

A kovetkez§ allitas a pre-o-algebra néhany fontosabb tulajdonsagat fogalmazza meg.
Mindenekell§tt megmutatjuk, hogy F, tényleg o-algebra, ugyanis ez nem kovetkezik tri-
vidlisan a definiciobol. Az pont masodik allitasa szerint JF, ismeretében meg tudjuk
mondani 7 értékét. A allitas azt tisztazza, hogy az F, jelolés konzisztens a filtracio
jelolésével. Végiil a pont szerint ha 7 mindig p el6tti id6pont, akkor a 7 pillanatban
nem rendelkezhetiink tobb informéacioval, mint a p idépontban.

1.2.13. Allitas. Ha 7 és p megdlldsi idé az {F,:t €T} filtrdcidra nézve, akkor teljesiilnek
az alabbiak.

(i) Az F, halmazrendszer o-algebra, és a T viltozd F.-B mérhetd.
(ii)) Ha 7(w) =to € T minden w € Q kimenetel esetén, akkor F, = F,.

(ili) Ha 7(w) < p(w) minden w € Q kimenetel esetén, akkor F, C F,.

Bizonyitds. A definiciobol jon, hogy az F,. halmazrendszer tartalmazza az iires hal-
mazt. Szintén a definici6é alkalmazasaval kapjuk, hogy F, zart a komplementerképzésre és
megszamlalhaté uniéra nézve, ugyanis tetszéleges A, Ay, Ao, ... € F, események mellett

An{r<ty={r<t}\(An{r<t}) eFR, teT,
(AiUA U N{r <t} = (Ain{r <tHUu(Asn{r <t}u---€ F/, teT.

Tehat az F, halmazrendszer egy o-algebra. Legyen s€ T tetsz6leges érték. Ekkor barmely
t € T esetén
{T < S}Q{T < t} = {T < min(s,t)} € fmin(s,t) - ft )

P

s tetszGleges érték volt, a 7 valtozd F. mérhetd.
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Most tetszdleges t € T mellett {7 <t} =Q, ha t > tg, és {7 <t} =0, ha t < t,.
Amennyiben A € F;, akkor AN{r <t} € F; minden ¢ esetén, azaz A € F,. Ha viszont
A¢ Fi,, akkor AN{r <t} =A¢ F,, ésigy A¢ F,.

Tekintsiink tetszéleges A € F, eseményt és t € T értéket. Ekkor {p <t} C {r <t},
és AN{r <t} € F;, amibdl kovetkezi, hogy

An{p<tt=An({r<t3n{p<t}) =(An{r<t})n{p<t}t e F.
Ekkor a pre-o-algebra definiciojat alkalmazva kapjuk, hogy A € F,, azaz F, C F,,. n
1.2.14. Allitas. Ha T =Ny, és 7: Q — NoU {400} megdlldsi idd, akkor
]-T:{AEA:AO{T:n}an,nENO}.

Bizonyitds. Jelolje F C A a jobb oldalon felirt halmazrendszert, és legyen A€ F, és n€Nj
tetszbleges. Ha n=0, akkor az F, o-algebra definiciojabol AN{r=n}=AN{r<n} e F,.
Ha n > 1, akkor AN{r <n—1} € F,_; CF,, és eziltal

An{r=n}=An({r<n}\{r<n—-1}) = (An{r <n})\(AN{r<n-1}) € F,.

A két eset alapjan az F halmazrendszer definiciojabol A € F, és azaltal F, C F.
A forditott irdnyd tartalmazashoz legyen A € F tetszGleges, tovabba vegyiik észre,
hogy m < n nemnegativ egészek esetén AN{r =m} € F,, C F,. Ekkor

An{r <n}= O (An{r=m}) e F,

m=0

tetsz6leges n € Ny mellett, amibdl A € F,, és azaltal F C F.. O
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2. fejezet

Diszkrét idejii Markov-lancok

2.1. Diszkrét idejii Markov-lancok definiciéi

Ebben a fejezetben diszkrét ideji és megszamlalhato allapotterdi X = {X; : ¢t € T}
folyamatokkal fogunk foglalkozni. Az egyszeriiség kedvéért, ha csak az adott probléma
mast nem diktal, a folyamatokat a nemnegativ egész szamokkal indexeljiik, (azaz T=Nj,)
és feltessziik, hogy az éallapotok egész értékek (X C Z,) vagy (vektorértéki folyamatok
esetén) egész racspontok (X CZ%). Mivel Markov-lancok esetén az allapottérre Z a bevett
jelolés, a tovabbiakban mi is ezt fogjuk alkalmazni X helyett.

2.1.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az X = {X,, : n € Ny} sztochasztikus folyamat
rendelkezik a Markov-tulajdonsaggal, amennyiben tetszélegesen rogzitett n € Ny egész
és i, .. .,in,j € L allapotok mellett ha P(X,, =i,,..., Xo=1y) > 0, akkor

P(Xn+1:]|Xn:Zna7XO:ZO):P(X7L+1:j’Xn:Zn)

A fenti tulajdonsagot tgy is szoktadk mondani, hogy a folyamatnak nincsen memoriaja,
és ekkor az X folyamatot diszkrét ideji Markov-lancnak nevezziik.

Legyen n € Ny és i, j € T tetsz6leges. Abban az esetben, ha P(X,, =) > 0, akkor a
pw(n—I—l) = P(Xn+1 :j | Xn = Z)

feltételes valoszintiség jol definidlt, és azt fejezi ki, hogy ha a Markov-lanc az n-dik lépés-
ben az ¢ allapotban van, akkor mekkora valoszintiséggel fog a kovetkezs 1épésben a j-be
ugrani. Azonnal jon, hogy

JET JjeET

Ezzel szemben, ha P(X,, =1i) =0, akkor a p; ;(n+1) valésziniiséget nem tudjuk ilyen
modon definidlni. Mindazonéltal mi mégis szeretnénk valamilyen modon értelmezni ezt a
valoszintiséget, ugyanis a késébbiekben kényelmetlen lenne mindig azt vizsgéalgatni, hogy
az X, valtozo6 mely ¢ € 7 allapotokat veheti fel értékiil, és melyeket nem. Vegyiik észre,

12



hogy a p; ;(n+1) feltételes valosziniiség konkrét értékének abban az értelemben nincs is
jelentGsége, hogy a feltételben szerepld esemény majdnem biztosan nem kdvetkezik be.
Akéar azt is mondhatnank, hogy a p; j(n+1) valészintiség legyen 1, vagyis legyen 1 annak
az esélye, hogy a folyamat a j allapotba ugrik, ha el6tte az n-dik 1épésben az ¢ allapotban
volt. Technikai okokbd6l nem ezt a megoldast valasztjuk, hanem azt mondjuk, hogy a
valoszintiségek tetszéleges modon definidlhatoak gy, hogy a p;;(n+1), j € Z, értékek
eloszlast alkossanak, tehat teljesiiljon

pij(n+1)>0, JET, és Zpi’j(n—kl):l.
jez

2.1.2. Definici6. Rogzitett n€N mellett a p; ;(n), i, j €Z, valoszintségeket az X Markov-
lanc n-dik lépéshez tartozo egylépéses atmenetvaldszintiségeinek nevezziik. Az at-
menetvaloszintiségek altal alkotott

P(n) = [p;;(n)] ijeT

matrix a lanc n-dik 1épéshez tartoz6 Atmenetvaldsziniliség-matrixa, vagy roviden at-
menetmatrixa. A Markov-lanc kezdeti eloszlasa az a = |[o;];ez sorvektor, melynek
altalanos eleme o; = P(Xo =1).

Egy X ={X, :n € Ny} diszkrét ideji Markov-lanc valoszintiségelméleti szempontbol
tokéletesen jellemezhets az a kezdeti eloszlassal és a P(n), n € N, dtmenetméatrixokkal.
A kezdeti eloszlas azt hatarozza meg, hogy a folyamat mekkora valdsziniiséggel indul az
egyes ¢ € Z allapotokbodl, mig az dtmenetmatrixok a folyamat dinamikajat irjak le, azt,
hogy a lanc az egyes lépésekben honnan hova mekkora valoszintiséggel ugrik at.

2.1.3. Definici6. Legyen Z C Ny tetsz6leges halmaz. Azt mondjuk, hogy egy o = [aiez
sorvektor eloszlas, ha elemei nemnegativak, és az elemek Osszeges 1. Egy A = [a; )i jer
négyzetes matrixot sztochasztikus matrixnak neveziink, ha az elemei minden sorban
eloszlast alkotnak.

2.1.4. Allitas. Tetszdleges diszkrét idejii Markov-ldnc esetén az o kezdeti eloszlds elosz-
las, a P(n), n € N, dtmenetmdtrizok pedig sztochasztikus mdtrizok.

Bizonyitds. Azonnal kévetkezik az a; és p; j(n) valoszintiségek definiciojabol. 0

2.1.5. Példa. Tekintsiik az[I.1.2] Példaban bevezetett X = {X, : n € Ny} egydimenzi6s
véletlen bolyongast. Tehat, egy rogzitett pe€ (0,1) paraméter mellett tekintsiink Z;, Zs, . ..
fiiggetlen véletlen valtozokat, melyek eloszlasa P(Z,=+1)=p, P(Zy=—1)=1—p, neN,
és legyen

XO::O, XnJrl Z:Xn+Zn+1zzl+"'+Zn+1, n:O,l,Q,...

Azonnal latszik, hogy ez egy Markov-lanc, ugyanis az, hogy az (n+1)-dik 1épésben a folya-
mat hova 1ép tovabb és mekkora valosziniiséggel, csak attol fiigg, hogy melyik allapotban
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van az n idépillanatban. Formalis szdmitéassal azt kapjuk, hogy ha tetsz6leges n € Ny id6-
pont valamint i, . .., i,, ] € Z =7 allapotok mellett az { Xy =1, ..., X,, =1, } eseménynek
pozitiv a valosziniisége, tehat bekovetkezhet, akkor a 7y, Z;, ... valtozok fliggetlensége
miatt

P(Xpp1=7|Xn="tn,...,Xo=1i0) =P(Zns1=J—in| Zn=tn—tin_1,..., 21 =11 —1p)
:P<Zn+1 :j_i7z) :P(Zn+1 =J—in | Zy+- -+ 2y, :Zn) :P(Xn—H :j’XTL :Zn) :
Ez pedig definicio szerint azt jelenti, hogy az X folyamat Markov-lanc. Nyilvanvald, hogy

a folyamat kezdeti eloszldsa a 0 pontban degeneralt eloszlas, tovabba a fenti szdmitasok
szerint az dtmenetvalosziniiségek

P, J=i+1,
pij(n+1)=P(Xpn=j|Xy=i) =P(Zpn=j—i)={ l-p, j=i-1,
0, egyébkeént.

Jegyezziik meg, hogy az dtmenetvaldsziniségek nem fliggnek az n idéponttol.

2.1.6. Példa (A Polya-féle urnamodell). Legyen adva egy urna, benne pedig két golyo,
egy piros és egy fehér. A tovabbiakban minden egyes 1épésben véletlenszeriien kihtizunk
egy goly6t az urnabol, majd visszatessziik azt, és betesziink még egy olyan szind golyot,
mint amilyet kihiztunk. Ezaltal minden lépésben eggyel n6é az urnédban taladlhatd golyok
szama.

Jelolje X, annak az eseménynek az indikatorat, hogy az n-dik 1épésben kihtzott golyo
piros. Ekkor az X = {X,, : n € N} sorozat nem Markov-lanc, ugyanis

3,1
P(X3:1]X2:1,X1:1):Z%izP(Xg):HXg:l,Xl:O).

Ha az X folyamat Markov-lanc lenne, akkor a fenti val6sziniiségeknek egyenlGeknek kellene
lennie a p; 1(3) dtmenetvaloszintiséggel, és ezaltal egymassal is.

Legyen Y,, a piros golyok szama az n-dik 1épés végrehajtdsa utan, és tekintsiik az
Y ={Y, :neNy} sorozatot. Ekkor tetszéleges n € Ny és i, ..., i,,j €Z=N értékek esetén,
ha a feltételben szerepls esemény bekovetkezhet, akkor

in/(24+n), j=1i,+1,
P(Xn1=j | Xn=in,...,Xo=t0)=4 1—i,/(24+n), j=1iy,, =P(Xps1=7 | Xn=1y) .
0, egyébként,

Ez pontosan azt jelenti, hogy az Y folyamatnak nincsen memoéridja, nem ,emlékszik” arra,
hogy korabban mely allapotokat latogatta meg, azaz a sorozat Markov-lanc a fenti atme-
netvaldszintiségekkel. A folyamat kezdeti eloszlasa az 1 allapotban degeneralt eloszlas.

2.1.7. Példa (T6bblépéses Markov-lancok). Tegytik fel, hogy az X={X,,:n€Ny} folyamat
nem Markov-lanc, de véges hosszisagi a memoridja. Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan
rogzitett p > 1 egész érték, hogy tetszdéleges n >p—1 idépont és ig, ..., i,,j € Z allapotok
esetén

P(Xn+1 :j|Xn:Zn77XO:ZO> :P(XnJrl :j’Xn:inw”aanerl:inprrl)-
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Az ilyen sorozatokat tObblépéses Markov-lancnak nevezziik. A tovabbiakban megmu-
tatjuk, hogy ilyenkor definidlhatunk egy mésik folyamatot, ami méar Markov-lanc lesz, és
amibdl az X folyamat visszafejthets.

Legyen Y, = (X, ..., X,_p11)", és tekintsiik az Y = {Y,, : n > p—1} vektor értéki
sztochasztikus folyamatot. Latszik, hogy az Y folyamatbdl az X sorozat visszafejthetd, és
jegyezziik meg, hogy ha Z jeloli az X folyamat &llapotterét, akkor az Y sorozat az Z? hal-

mazbol veszi fel az értékeit. Egy altalanos i € ZP vektor esetén legyen i=(iy,...,i,) . Most
megmutatjuk, hogy Y Markov-lanc. Tekintsiink tetszéleges n>p—1¢s j,4,,...,1,  €Z?
vektorokat olyan modon, hogy az {Y,, =4i,,...,Y, 1 =1, |} eseménynek pozitiv legyen a

valoszintisége. Ekkor az Y sorozat definicidja miatt a kivalasztott vektor értékd allapotok
komponensei kozott szoros kapcsolatnak kell lennie, és szintén a definiciobol

{Yn:lna s aY;J—lzﬁp_l}:{Xn:Zn,la s aXn—p-I-l:Zn,pa Xn—p:Zn—l,pa s XOZZp—l,p}::A .

Kiilonboztessiink meg két esetet. Ha j = (j1,n,1, - - - ,in—pt+21)  valamilyen j; € T értékre,
akkor az Y folyamat és a tobblépéses Markov-lancok definicidja szerint

P(Yo1=j41Yn=tn, ... Ypu1=1,4)
P( X1 =71, Xp =tn1, s Xpopi2 = inp_1 | A)
P(Xnt1 =51 Xn=tn1s -, Xnopt1 = s Xnep = in—1p, - - - Xo = ip-1,p)
= P(Xn+1 =N | Xn = in,lv cee 7Xn—p+1 = @'n,p)
P(Xp1 =51, Xp =tnt, s Xnopr2 = tnp-1 | Xn =it oy Xnopr1 = inp)
P(

}/;L+1:l|yn:ln)

Vegyiik észre, hogy most pontosan a Markov-tulajdonsagot bizonyitottuk be a kivalasztott
vektorokra. Ezzel szemben, ha j nem all el§ (ji,ip1,. .. ,in,p+271)T alakban valamilyen
j1 €T értékre, akkor nyilvanvalo, hogy a fenti formula mindkét oldala egyenls nullaval. Ez
pedig azt jelenti, hogy a Markov-tulajdonsag tetszéleges allapotok esetén teljesiil, tehat
az Y folyamat Markov-lanc.

A kovetkez§ allitasban a diszkrét ideji Markov-lancok néhany ekvivalens definicidjat
fogalmazzuk meg és bizonyitjuk be.

2.1.8. Tétel. Tekintsink eqy X={X,,:n€No} megszdmldlhato dllapotterd sztochasztikus
folyamatot, és legyen

Fo=0(Xo,. . X)), Go=0(Xn, Xos1s-..), neNy.
Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
(i) Az X folyamat diszkrét idejii Markov-ldnc.
(ii) Tetszdleges n € Ny egész, i,j € I dllapotok és B € F,, esemény mellett
P(Xn+1:j’Xn:iaB) :P(Xn—H :j‘Xn:i) )

valahdnyszor az { X, =i} N B esemény valdszinisége pozitiv.
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(i) Tetszdleges n,mENy egészek, i, jn, - - ., Jnim €L dllapotok és B € F, esemény mellett
P(Xpim = Jnims s Xon =Jn | X0 =1, B) = P(Xpym = Jnsm, - - X = Jin | X =1) ,
valahdnyszor az { X, =i} N B esemény valdsziniisége pozitiv.

(iv) Tetszdleges n € Ny egész, i € T dllapot és A € G, illetve B € F,, események mellett

P(A|X,=1i,B)=P(A|X,=1),
valahdnyszor az { X, =i} N B esemény valdszinisége pozitiv.

(v) Tetszbleges n,m € Ny egészek és g : T™ — R korldtos fiigguény esetén
E[g(xn,...,xn+m) }Xn,...,XO] :E[g(Xn, e Xom) ]Xn] .

2.1.9. Megjegyzés. A kovetkezG bizonyitasban és a kés6bbi munkak soran is tobb alka-
lommal sziikségiink lesz egy egyszer( észrevételre. Tekintsiink tetszéleges Y7, ..., Y], vélet-
len valtozokat, melyek az Z allapottéren veszik fel értékiiket, és legyen A € o(Y,...,Y,)
tetsz6leges esemény. Ekkor a generalt o-algebrak definicidja szerint valamely D € B”
Borel-halmazra

A=(Yy,....Y,) "(D)={(11,...,Y,) €D} ={(W1,....Y,) e DNI"}.
Az 7 halmaz megszamlalhatosagabol kovetkezik, hogy J := DNZ" is megszamlalhato, és

igy A felirhato6 diszjunkt eseményeknek egy megszamlalhato uniojaként az alabbi alakban:
A= U Vi=ii,....Yo=1,}.
(i1,vin)ET
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy pozitiv a {X, =i} N B esemény valoszintisége, és
tekintsiik a B eseménynek a Megjegyzésben bevezetett

B= |J {Xo=io,....X\=1in}

(io,‘..,in)Gj
reprezentéaciojat. Jelolje J* azon (ig,...,4,) € J vektorok halmazat, melyekre
in =] és P(Xo=1io,..., X, =1i,) >0.

Ekkor a lancszabaly és a Markov-tulajdonsag alkalmazaséaval
P(Xop1=j,Xo=0B)= Y  P(Xpp1=jXp=1,X, =4, ..., Xo=1o)
(i0;--yin)ET
(X1 =17, X =tn, ..., Xo=1p)

~

(’507 ﬂn)ej*

— Z P(X, =i, ..., Xo="10)P(Xps1 =17 | X0 =tin,...,Xo=140)
(10,-.,in)ET *
(io, ,ln)ej*
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Ismét tegyiik fel, hogy pozitiv a {X,, =i} N B esemény valoszintisége. Az
allitast teljes indukcidval bizonyitjuk be. Az m = 0 esetben az egyenlGség nyilvanvalo,
hiszen mindkét oldal 0 vagy 1 attol fiiggGen, hogy a j, allapot azonos-e az i &llapottal.
Tegyiik fel, hogy az egyenlGség teljesiil m-re, és lassuk az m+1 esetet. A lancszabédly, a
pont és az indukcios feltevés alkalmazasaval

P(Xntmt1 = Jntmtts - - Xn = ju| Xn =1, B)P(X,, =i, B)
= P(Xn+m+l :jn+m+1a s 7Xn :]naXn = Z>B)
= P(Xn+m+l = jn+m+1 ’Xn—&-m = jn+m> ey Xy = Jns Xn =1, B)
- P(Xontm = Jntms - - X =jn | Xn =14, B)P(X,, =1, B)
= P(Xn+m+l = Jntm+1 ’Xn—‘rm - ]n-i—m)
P(Xngm = Jntms - s X = jn | X =1) P(X,, =1, B)
= P(Xn+m+l = Jn+m+1 ’Xn—‘rm = Jndmy - -y Xn = Jny Xn = Z)
P(Xpsm = Jntms - - - Xn = jn, Xn = 1) P(X,, =1, B) /P(X, = 1)
= P(Xntm+1 = Jnemtts Xntm = Jntms - - - Xn = Jn | Xn =1) P(X,, =14, B).

Innen azonnal jon a bizonyitani kivant egyenlGség az m+1 esetre.

Tekintsiik a

oo

o= o(Xu ., Xnsm)

halmazalgebra egy tetszéleges A € H,, elemét. Ekkor valamely m € Ny egész érték mellett
Aco(Xn, ..., Xnim), és a Megjegyzéshdl kovetkezik, hogy A felirhatd egy

(jny-uyjn+7n)€j

megszamlalhatd diszjunkt unioban. A témorség kedvéért ezt az uniot A = U Ay alakban
fogjuk kezelni, ahol természetesen Ay, € 0(X,,. .., X,1m) minden k esetén. Ekkor a
pont eredményét alkalmazva

P(A|X,=i,B) =) P(A|X,=i,B) =Y P(A|X,=i)=P(A|X,=1).

Mivel a H,, halmazalgebra generalja a G, =0 (X,,, X,,11,...) o-algebrat, a Carathéodory-
tételbdl azonnal kovetkezik az allités.

A g fiiggvény korlatos, igy az allitdsban szerepl$ varhatd értékek jol defini-
altak. Tetszo6leges i, ..., i, € Z allapotok esetén, ha

P(X,, =iy, ..., Xo=10) >0,
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akkor a pont szerint
E|:g(Xn7"'aXn+m) ‘Xn :in7"~aX0:i0:|

= Z g(]m7jn+m>P(Xn+m:jn+m77Xn:]n|Xn:Zn,,XOIZO)

j’ﬂ 77777 ,jn+m€I
= Z g(]m7jn+m)P(Xn+m:]n+m,,Xn:]n‘Xn:Zn)
jn ~~~~~ jn+m€I

:E[Q(Xnann—l—m) ‘anzn} )

amibdl mar kovetkezik az allités.

(v)={(1)| Legyen m =1 és tekintsiik a

L, y=y
I? >R, xT,y) = ’ .
g 9(z,9) {0, y#£7,

fliggvényt. Ekkor, amennyiben a feltétel valosziniisége pozitiv,
P(Xpa1 = j| X =i, ..., Xo=ig) = E[g(Xn,XnH) | Xy = in, .., Xo = o
_ E[g(Xn, Xoi) | X = zn] = P(Xpi1 =7 | Xn =)
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O]

Az el6z6 tétel allitasat agy is meg szoktak fogalmazni, hogy a jelenre feltételesen
a mult és a jovo fiiggetlen egymastol. Tekintsiik ugyanis a

Jelen = {X,, =i}, Jov6=A€o(Xp, Xni1,--.), Mult = B € o(Xy, ..., Xn),
eseményeket. Ekkor a pont szerint
P(J6v6 | Jelen, Malt) = P(Jové | Jelen) .

Jegyezziik meg, hogy a feltételes valoszintiség elemi tulajdonsagait alkalmazva megmu-
tathato, hogy ez utobbi egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha

P(Jovs, Mult | Jelen) = P(Jové | Jelen) P(Mult | Jelen)
ami pedig ekvivalens azzal, hogy

P(Mult | Jelen, J6v6) = P(Mult | Jelen) .
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2.2. Homogén Markov-lancok

A fejezet tovabbi részében olyan Markov-lancokkal foglakozunk, melyek dtmenetvalo-
szintiségei id6ben allandoak, tehat a folyamat az n €N id6paramétertdl fiiggetleniil mindig
azonos eséllyel 1ép at egy adott allapotbdl egy masikba.

2.2.1. Definicio. Legyen X = {X,, : n € Ny} diszkrét ideji Markov-lanc. Azt mondjuk,
hogy a folyamat id6homogén, vagy réviden csak homogén, ha tetszéleges n,m € Ny
egészek és 1,7 € 1 allapotok esetén ha

P(X,=i)>0 ¢  P(X,=1i)>0,

akkor
P(Xpi1=7]Xn=1)=P(Xppr1=7| Xpn=1) .

Ha a folyamat olyan, hogy az n és az m idépontban is pozitiv valoszintiséggel tartoz-
kodik az ¢ allapotban, akkor a

pij(n+1)=P(Xp1 =7l Xy =1),  pij(m+1)=P(Xpp1=j| Xp=1),

atmenetvalosziniiségek jol definidltak és megegyeznek tetszéleges j € Z allapot esetén.
Ezzel szemben az el6z4 alfejezetben lattuk, hogy ha az m érték olyan, hogy az {X,, =i}
eseménynek nulla a valészintisége, akkor a p; ;(m+1) atmenetvaloszintiség nem definial-
hat6 a P(X,,4+1 = j|X,, =) formulaval. Ehelyett ebben az esetben a p; ;(m+1), j € Z,
értékek tetszGlegesen valaszhatoak gy, hogy eloszlast alkossanak. Amennyiben a Markov-
lanc homogén, akkor tekintsiink egy olyan n € Ny értéket, melyre P(X, =) >0, és legyen

pij(m+1)=p;j(n+1)=P(Xpp1 =] X, =1).

Ezzel a konvencioval a P(n+1), n € Ny, &tmenetmatrixok mind azonosak lesznek, tehat
a tovabbiakban nem kell az idéparamétert jelolniink.

2.2.2. Definicié. Egy X (id6-)homogén Markov-lanc esetén a p; j:=p; ;(n), n€eN, i, j€Z,
valosziniiségeket a lanc (egylépéses) atmenetvalosziniiségeinek nevezziik, mig

P= [pz‘,jthI:P(n)a neN,

a folyamat (egylépéses) dtmenetmatrixa. A tovabbiakban jelolje X ~ Markov(a, P)
azt, hogy X egy diszkrét idejii homogén Markov-lanc a kezdeti eloszlassal és P atmenet-
matrixszal.

A homogén Markov-lancokat az &tmenetgrafjuk segitségével szoktuk abrazolni. Az
atmenetgraf egy olyan irdnyitott graf, melynek csticsai az allapotok, és egy i_j>, 1, €L, él
pontosan akkor van behizva, ha p; ; >0. Az élekre ra szokas irni dtmenetvaloszintiségeket.
Az dtmenetgrafrol szépen leolvashato, hogy melyik allapotbol melyik masik érhets el, és
mekkora valoszintiséggel.
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2.2.3. Példa. A Példaban mar megmutattuk, hogy az X = {X,, : n € Ny} véletlen
bolyongas diszkrét ideji Makov-lanc, melynek atmenetvaldszintségei

D, j=1i+1,
pijn)=<¢ 1—p, j=i-1, neN.
0, egyébként,

Mivel az atmenetvaloszintiségek nem fliggenek az n id6paramétertsl, a bolyongas homogén
Markov-lanc. Atmenetgrafja:

CNCNCNC NN
e =2 1 0 1 2 ...
R N N N N

l-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1-p

2.2.4. Példa. A Példa szerint a Polya-féle urnamodellben a piros golyok szama
Markov-lanc, de az atmenetvaloszintiségek fiiggenek n értékétdl, tehat a folyamat nem
id6homogén.

2.2.5. Tétel (Multiplikacios formula). Legyen X = {X,, : n € N} sztochasztikus folyamat
az T dllapottéren, és tekintsink eqy o= |a;)icr eloszldst és eqgy P =p; jli jer sztochasztikus
mdtrizot. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) X~ Markov(a,P).
(ii) Tetszdleges n € N és iy, ..., i, € T esetén
P(XO = 7:07 N 7Xn = Zn) = aiopio,il . 'pinflain .

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy X~Markov(ca, P). Ekkor a lancszabaly és a Markov-
tulajdonsag alkalmazasaval

P(Xo=io, X1 ="11,..., Xp1 =tlp_1, Xpn =)
=P (X, =1y | Xpo1 =tp_1,...,Xo=10) - P(X1 = i1 | Xo =i0) P(Xo = i)
=P (X, =1y | X1 =1p_1) -+ P(X1 =41 | Xo = io) P(Xo =1o)
= Q4o Digyiy """ Pin_1,in -
A forditott irdnyért tegyiik fel, hogy az X folyamat kielégiti a multiplikacids tulajdon-

sagot, és tekintsiink tetszdéleges n >0 egészt és i, ..., 1, 1,1, €L allapokat. Amennyiben
P(Xn =1, X1 =p1... >XO = Zo) >0 teljesijl, akkor

P(Xpi1=7|Xn=14Xn1=tn1...,X0=1o)
 P(Xo=ig,..., Xpo1 =1, Xn =1, Xpy1 = J)
N P(Xo=10,.., Xn1=in1,Xn=1)
4 Pigyiy 0 Pip_1,4Pig

aiopio,il o 'pin—lvi

i?j :
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Vegyiik észre, hogy a kapott valosziniiség fiiggetlen attol, hogy a folyamat a multban mely
10, - - -, 11 allapotokat latogatta meg, tovabba fiiggetlen n értékétdl is. Ez azt jelenti, hogy
a folyamatnak nincsen memoraja és homogén, vagyis X homogén Markov-lanc. A fentib6l
azonnal megkapjuk az dtmenetvaloszintiségeket, a multiplikacios szabalybol pedig n =0
mellett a kezdeti eloszlast:

P(X1:j|X0:Z'):pi7j, és P(X():Z):OZZ
Tehat X ~ Markov(a, P). O
2.2.6. Tétel. Egy megszamldlhato dllapotterd X ={X, :n € Ny} sztochasztikus folyamat
pontosan akkor diszkrét idejii homogén Markov-linc P dtmenetmadtrizszal, ha tetszdleges
m € Ny egész és i € L dllapot esetén az X' ={X! = X,,1n : n € No} folyamatra teljesiil,
hogy
(1) az {X,, =i} eseményre feltételesen X' figgetlen az Xo, ..., X,, vdltozdtdl;

(i) az {X,, =i} eseményre feltételesen X' ~ Markov(d;, P), ahol 6; az i dllapotban de-
generdlt eloszlds, tehdt

L, i=y,
5@':[5%1]%1’ 61}j:{ 0, i#j.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy mar a jelen tétel (i) pontjabol is kovetkezik, hogy
X homogén Markov-lanc P adtmenetmatrixszal. Ehhez jelolje o az X, véletlen valtozo
eloszlasat, és tekintsiink egy tetszéleges n € Ny egészet valamint i, . . ., 2, € Z allapotokat.
Vegyiik észre, hogy az m = 0 vélasztassal X' =X és igy a pont szerint az { Xy =ip}
eseményre feltételesen X ~ Markov(d;, P). A lancszabély és a Tétel segitségével

P(X, =tin,...,Xo=10) = P(Xpn=1p,..., X1 = i1, Xo =40 | Xo =i0) P(Xo = ip)
= (51‘0,1'0]%0,1'1 o 'pz‘n,l,z‘n)%o = WigDigir * " " Pin_1,in s
amibdl a 2.2.5] Tétel ismételt alkalmazasaval azonnal jon, hogy az X folyamat feltétel

nélkiili eloszlasa Markov(a, P).
A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy X homogén Markov-lanc P atmenetmatrixszal és

valamely o kezdeti eloszlassal. Vegyiik észre, hogy az allitas |(i)| pontja a[2.1.8, Tétel
pontjanak egyszertd atfogalmazasa, és ezaltal kovetkezik abbol, hogy X Markov-lanc. Az

allitas [(ii)| pontjaért tekintsiink tetszéleges n, m € Ny egészeket és 1, 1, . . . , i, allapotokat.
Ekkor az X' = {X] = X,;.4n : n € Ny} folyamatra a [2.2.5] Tétel szerint

P(X), =im, ..., X\ =1ig, X =1)
— Z P(Xm+n:im7'--7Xm:i07Xm:i7mel:jmflw--;XO:jO)

j0:~~7jm—1€I
= E A0 Pjo,51 " 'pjmfl,z'(;z’,z‘opz'o,z‘l © Pim_1im
J0reesim—1€L
= 5i,iopi0,i1 0 Piy_1im E P(Xm =1, Xm—1 = Jm—1s---, X0 = ]0)

= 5i7i0pi07i1 v 'pirn_l,imP<Xm == /L) .
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Mindkét oldalt leosztva az {X,, =i} esemény valoszintiségével kapjuk, hogy
P(Xq/n = ima S 7X(/) = Z.0 | Xm = 7’) = 5i,iopio,i1 * Py 1 im
ami a [2.2.5] Tétel alkalmazéasaval ekvivalens a bizonyitani kivant [(ii)| ponttal. O

2.2.7. Kovetkezmény. Legyen X homogén Markov-linc. Ekkor a P(Xpin=17|Xm=1),
m,n €N, i, 57 €L, valdsziniség nem fiigg m értékétal.

Bizonyitds. A Tétel szerint az {X,, =i} = {X{ =i} eseményre feltételesen
X' = {X;Z =Xpin:n€ No} ~ Markov(d;, P) .

Ugyanezt a tételt m=0 mellett alkalmazva kapjuk, hogy az { Xo=i} eseményre feltételesen
X ~ Markov(d;, P). Mivel a két feltételes eloszlas megegyezik, azonnal jon, hogy

m értékétdl fiiggetleniil. O]

2.2.8. Definicié. Homogén Markov-lanc esetén legyen

Y =P(X,=j|Xo=i), P®:=p

n)
iJL,jEI’ nENo.

A pg? valoszintiséget n-1épéses dtmenetvaldszintiségnek, a P(™ matrixot n-1épéses
Atmenetmatrixnak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicié n = 0 mellett is értelmes, és a 0-1épéses Atmenet-
valoszintiségek

o_s _ )1, i=7, ©) . [5.
pi’j_éz’j_{O, i#J, Pr=E= [%L‘,jez‘

2.2.9. Tétel (Chapman-Kolmogorov egyenletek). Homogén Markov-ldnc esetén tetszd-
leges m,n € Ny és i,5 € L mellett

m-+n m n
p = el
kel

Bizonyitds. Az allitas konnyen bizonyithato a lancszabaly alkalmazasaval, ugyanis

P = P(Xpn =3 | Xo=1) = Y P(Xpyn =5, Xon = k| X = 1)

ke
= P(Xpin=J | Xon =k, Xo =) P(X,, = k| Xo = 1)
kel
= P(Xuta =i X =K)P(Xn=k| Xo=8) =3 p{pl). O
kel kel
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Az el6z6 bizonyitas alapgondolata nagyon egyszerd. Ha az i allapotbol indulva m+n
lépés megtételével a j allapotba akarunk eljutni, akkor erre az dtmenetgrafon szamos
titvonal létezhet. A kiilonbozs ttvonalak kizarjak egymast, ezért a pEZlJ’") aAtmenetvalo-
szintiség pontosan a lehetséges utvonalak kiilon-kiilon vett valoszintiségeinek az Gsszege.
Rogzitett k allapot esetén p%) éppen annak az esélye, hogy m lépés utan a k allapotbha
keriiliink. Mivel a Markov-lancnak nincsen memoriaja, a k allapotbol tovabbindulva a ko-
rabbi lépésektd] fliggetlentil p,g"]) a valoszintisége annak, hogy az (m+n) lépés megtétele
utan pontosan a j allapotba jutunk. A milt és a jovo fliggetlenségébdl azonnal kapjuk,
hogy p%) pl(CnJ) azon utaknak az 0sszvaloszintisége, melyek a £k allapoton keresztiil vezetnek
az 1-bdl a j-be. Ezeket a valoszintiségeket 0sszegezve adddik a kivant atmenetvaloszintség.
Az alabbi multiplikacios formuldknak is hasonl6 az alapotlete.

2.2.10. Kévetkezmény. X ~ Markov(a, P) esetén P =P, és X,, eloszldsa aP™.
Bizonyitds. A Chapman-Kolmogorov egyenletek szerint p( ) o PMP® grorzatmétrix
altalanos eleme, amibsl P = P(MP®  Kapjuk, hogy prth) = ppl) = PP,
amibdl indukcioval jon az elsé allitast. Ekkor, tetszéleges j € Z allapotra

:ZP(anﬂXO:z) (Xo=1)= Zozzp” aP(”) (aP")j,

i€l i€
és ezaltal X, ~ aP". O

2.2.11. Allitas (Multiplikacios formula). Legyen X ~ Markov(a, P). Ekkor tetszdleges
E>1,0<m<ng <---<ng, €Si,J1,...,Jx €L esetén

P( X = s Xog 1 = Gt Xy = 1 | Xon = 1) = pfh ™ pna=m) .p(nk—%fl) ’

J1,J2 Jk—1Jk
P(Xnk g ]k7 XTL]C,1 — jk—l? ... 7X"L1 g j17 XO g Z) — Oélprfjl)p‘g?EQ nl) .. pg:’i;?}ffl) ,
P(X”k = Ty Xy = Tty ooy Xy = jl) - Z 1pz(731)p§?292 ") py:f:?:il) :
€T

Bizonyitds. ElGsz6t alkalmazzuk a lancszabalyt és a Markov-lancok elemi tulajdonsigait :

P (X = G Xogy = Jhets ooy Xy = J1 | X :z)
= P (X, = j1 | Xon =) P(Xn, = Jo | Xy = j1, Xon =)
cP( Xy =k | X s = Jhets o Xy = J1 | X =1)
= P(Xo, =1 | Xo = 1) P(Xp, = jo | Xory = 51) -~ ( Xy = i | Xy, = J1)

(n1—m)_(n2—n1) (ng—ng—1)
_pml p]1,J2 p]k 1:.Jk

A masodik formula azonnal jon az els6bél a lancszabaly Gjboli alkalmazasaval:

P (X = Gk Xy = Jhet1s -+ Xy = J1, Xo =1)
=P (X = Jis X s = Jbots -+, Xy = 51 | Xo = 1) P(Xo =)

(n1), (n2—n1)  (nk—nk—1)

_pzm pywz pﬂk 1:.Jk Qi
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mig a harmadik megkaphaté a masodik egyenlet ¢ allapotra vald Gsszegzésével:

P(Xnk :jkank_l :jk—la SR ?XTL1 :]1)
= ZP(XW = Jky Xnp y = Jhe1s- -+ > Xn; = J1, X0 Zi)

1€T

_ (n2—n1) (g —mp—1)
prl p]h]Q pjk 1:.Jk Qi - o
1€L

2.3. Kommunikacibs osztalyok és az dllapotok periodusa

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk meg, mit mondhatunk el egy homogén Markov-
lancrol, ha csak azt ismerjiik, hogy mely allapotbol mely allapotba lehet &tlépni, tehéat azt,
hogy adott ¢,5 € Z esetén a p; ; dtmenetvaloszintiség pozitiv vagy nulla. Ki fog dertilni,
hogy bizonyos szempontbo6l mar ez a kevés informaci6 is meghatarozza a Markov-lanc
viselkedését.

2.3.1. Definicié. Legyen i,j € T tetsz6leges allapot. Azt mondjuk, hogy a j allapot
elérhetd az i-bol, (jeldlésben i — j,) ha

P(a lanc valaha eljut j—be|X0:i) :P(HnENO:Xn :j|X0:i) >0.

Az i és j allapot kommunikacids viszonyban &ll egymassal, (i = j,) ha kolesondsen
elérhetGek egymashol, azaz i — j és j — i. Az i allapot elnyels, ha beléle csak 6nmaga
érhetd el.

2.3.2. Allitas. Tetszdleges i,j € T dllapotok esetén az aldbbiak ekvivalensek.
(i) A j dllapot elérhetd i-bol.
(ii) Létezik n € Ny, hogy pgz) > 0.
(i) Vagy i=j, vagy valamely n € N mellett létezik i1, ..., i,_1 € T dllapot, hogy
PiirDivsia *** Pin_1,5 > 0.
(iv) Vagy i =j, vagy az dtmenetgrdfon létezik az i-bdl a j-be vezetd irdnyitott it.

Bizonyitas. |(1)k=](il)| Kovetkezik abbol, hogy tetszéleges n € Ny esetén
P < PEneNy: X, =j| Xo=1) = P(U{X,=j} | Xo=1) <> _pi7.

Lattuk, hogy tetszéleges n € N esetén P = P”, és ezaltal

PEZ) - Z Pii1Pivyie * " Pip_1,5 -

(ST in—1€ZL
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Tegyiik fel, hogy teljesiil. Ha n =0, akkor ¢ = 7. Ha n > 0, akkor a kiemelt formuldaban

az Osszeg valamelyik tagja pozitiv, és készen vagyunk.

(iii)={(iv)l Ha i = j, akkor az implikacio nyilvanvalo. Ha i # j, akkor a pontban
definiélt 74, ...,1,_1 allapotok adnak egy iranyitott utat.
(iv) Ha ¢ = j, akkor pgg.) =1, és készen vagyunk. Ha ¢ # j, akkor tekintsiink egy
I — 1] —> iy — - — 1,1 — J irdnyitott utat a két allapot kézott. Ezekre az allapotokra

pz(z) 2 DiiyPivyia """ Pip_1,j =~ 0. 0

2.3.3. Allitas. A kommunikdcids viszony ekvivalenciareldcid az dllapotok halmazdn.

Bizonyitds. A reflexivitis és a szimmetria kdvetkezik a kommunikaciés viszony definici-
6jabol. A tranzitivitasért tegyiik jel, hogy k elérhetd el i-bél, és j elérhets k-bsl. Ekkor
valamely m és n értékekre pf",: >0 és p,(cnj) > 0, és a Chapman—Kolmogorov egyenletek

értelmében N
m+n n
Zplfpﬁ,] —pzkpk,j 07
el

vagyis j elérhetd i-bél. A szereposztas felcserélésével igazolhato, hogy i is elérhets j-bél,
tehat kommunikacios viszonyban allnak. O]

2.3.4. Definicié. A kommunikacios viszony, mint ekvivalenciarelécio 4ltal meghatarozott
ekvivalenciaosztalyokat kommunikaciés osztalyoknak nevezziik. A lanc irreducibilis,
ha csak egy osztalya van, és reducibilis, ha t6bb. Azt mondjuk, hogy az allapotoknak
valamely tulajdonsaga osztalytulajdonsag, ha egy osztalyon beliil vagy minden allapot
rendelkezik vele, vagy egyik sem.

Egy homogén Markov-lanc kommunikéicios osztélyait altalaban az atmenetgraf segit-
ségével hatarozzuk meg. A j allapot pontosan akkor elérhetd i-bdl, ha a grafon létezik
az i-bél j-be vezetd iranyitott Ut. Egy osztalyba az egymasbol kolesonosen elérhetd al-
lapotok esnek, tehat az osztalyok éppen az dtmenetgraf erGsen Osszefiiggé komponensei.
Ez egyben azt is jelenti, hogy a kommunikacios osztalyok nem fiiggenek a lanc kezdeti
eloszlasatol, csupan az atmenetmétrixtol. Vagyis beszélhetiink az dtmenetméatrix altal
meghatarozott osztalyokrol, illetve mondhatunk olyat, hogy egy sztochasztikus matrix
reducibilis vagy irreducibilis.

2.3.5. Definicio. Az i allapot periodusa
d; :=1Inko {n e N: p“ >O}
(Legyen Inko () = c0.) Az allapot periodikus, ha d; > 1, és aperiodikus, ha d; = 1.

2.3.6. Példa. A véletlen bolyongas esetében az atmenetgraf erGsen Osszefiiggd, tehat
barmely allapot elérhets barmely allapotbol. Ez azt jelenti, hogy csak egy kommunikéacios
osztaly van, a lanc irreducibilis. Az is latszik, hogy minden allapot peridédusa 2.
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2.3.7. Példa (Bolyongas elnyeld falakkal). Adott a,b>0 egész értékek mellett difinialjuk
az X={X,,:n€N} homogén Markov-lancot az Z={—a, ..., b} allapottéren a P(X,=0)=1
kezdeti eloszlassal és a

p, =1+1 ¢&s ig{_avb}7
R 1_]7, ]:Z_l es Z.Q{_C%b}a
Pii=Y 1, i=j=—a vagy i=j=b,
0, egyébként.
atmenetvalosziniiségekkel. A folyamat a —a+1, ..., b—1 allapotokban gy viselkedik, mint

az egydimenzios bolyongds. A kiilonbség a —a és a b allapotban jelenik meg, melyekbe a
folyamat beleragad. Ezeket az allapotokat nevezziik elnyeld falaknak. Ebben az esetben
—a és b elnyels allapot, melyek egy-egy 6nall6 aperiodikus osztalyt alkotnak. A t&bbi
allapotnak 2 a periédusa, és kolcsonosen elérhetéek egymésbol, tehat egyetlen osztalyt
képeznek.

p p p p p p p
f Y Y Y Vi Vi VT

1 —a+1--- =1 0 1 - b-1 1
Y S S K S . S S

2.3.8. Allitas. (i) Ha egy dllapot elnyeld, akkor aperiodikus, és egyedil alkot egy kom-
munikdcios osztalyt.

(ii) Egy dllapotnak pontosan akkor végtelen a periddusa, ha az dllapotbol indulva oda
nem lehet visszatérni. Fkkor az dllapot ondllo osztdlyt alkot.

Bizonyitds. Az olvasora bizzuk. n

2.3.9. Tétel (Szolidaritasi tétel az allapotok peridduséra). Egy kommunikdcids osztdlyon
beliil minden dllapotnak azonos a periodusa.

A szolidaritasi tétel azt allitja, hogy a periodus osztalytulajdonsag, és igy beszélhetiink
egy osztaly peridodusarol, valamint periodikus és aperiodikus osztalyokrol attol fiiggen,
hogy milyenek a benniik talalhato allapotok.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az i és a j allapot azonos osztalyba esik, és legyen rendre
d; és d; a periddusuk. Ha valamelyik periédus végtelen, akkor a . Allitas pontja
szerint ¢ = j, amibél d; = d;. A tovabbiakban tehat tegyiik fel, hogy mindkét allapotnak

(?)>O és pi™ >0,

véges a periodusa. Ebben az esetben létezik m és n pozitiv egész, hogy p; f;
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amibdl a Chapman-Kolmogorov egyenletek alkalmazasaval kovetkezik, hogy tetszéleges
r > 0 mellett Pm++7) = PMUPOP(n), és igy

(m+r+n m) (r), (n)

Z pzk pkepu 2 Dij PjiPji -
k0T

Az egyenl6tlenségbdl » = 0 mellett kapjuk, hogy

pit > plp() >0,

és igy d;lm+n. Ha d; {r, akkor d;f m+r+n, amibgl

0=p{7 """ = p

és ezaltal pgrj) = (0. Tehat pg? csak akkor lehet pozitiv, ha d;|r. Ekkor azonnal jon, hogy

d;|d; =1Inko {r > 0:p{") > 0} .
és a szerepek felcserélésel ugyanigy mutathaté meg, hogy d;|d;. O]

Az alabbiakban el§szor egy szamelmeéleti eredményt kozliink bizonyitas nélkiil. Utana
egy olyan allitast fogalmazunk meg, mely arrdl szol, hogy egy periodikus osztalyban
milyen lépésszammal érhetGek el egymasbol az allapotok.

2.3.10. Allitas. (i) Tekintsiik egész szdmoknak egy tetszéleges M CN nemiires halma-
zat, és legyen d a szamok legnagyobb kézds osztaja. Ekkor az M halmazbol kivdlaszt-
hato véges sok érték gy, hogy azok legnagyobb kizds osztdja d.

(ii) Tekintsink tetszdleges my, ..., m, €N értékek, és leqgyen d a legnagyobb kizos oszto-
jJuk. Ekkor létezik ng kiisz6bszdm, hogy ha dn és n>ng, akkor valamely ay, .. ., a,€Ny
szamokra n =aymyi+---+a,m,.

2.3.11. Allitas. Legyen i és j azonos kommunikdcids osztdlyba esé dllapot, és tegyiik fel,
hogy az osztdly d periodusa véges. Ekkor teljesilnek az alabbi dllitdsok.

(i) Létezik d(i,j) € {0,...,d—1} érték, hogy p§j}) > 0 esetén n =d(i,j) mod d.
(n)

(ii) Létezik n(i) pozitiv egész kiisz6bszdm, hogy n > n(i) esetén p;

ii > 0 pontosan akkor
teljesiil, ha n =0 mod d.

(n)

(iii) Létezik n(i,j) pozitiv egész kiisz0bszdm, hogy n > n(i,j) esetén p;; > 0 pontosan
akkor teljesil, ha n =d(i,j) mod d.

Bizonyitds. Legyen ni,ns € Ny tetszéleges olyan érték, melyre pl(] >0¢ésp;; >0.

Mivel az 7 és a j allapot ugyanabba a kommunikacios osztalyba esik, létezik m € No, hogy
pgl) > (0. Ekkor pﬁﬁm) > () és pgfﬁm) > 0, amibdl d|ny +m és diny +m. Kapjuk, hogy
d|ny —ngy, azaz ny = ne mod d. Ekkor d(i, 7) legyen az n; érték d-vel vett maradéka.

(n2)
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P

(n)

fiiggetleniil ha p;” > 0, akkor d|n. A forditott franyért alkalmazzuk a [2.3.100 Allitas (i)

pontjat az

M:{mEN:pE?)>O}QN

halmazra. Kapjuk, hogy léteznek my,...,m, € M értékek gy, hogy azoknak d a legna-
gyobb kozos osztoja. Ugyanezen allitas pontja szerint 1étezik tovabba ng kiiszobszam,

hogy ha n > ng és d|n, akkor n elgall n = a;m; +- - - +a,m, alakban valamely a4,..., a,
nemnegativ egészekre. Mivel most pﬁl), e ,pz(»zl’“) > 0, azonnal jon, hogy

+-tarmy & r
pl) = plmtetem) > (pI M () > 0.
Tehat n(i) =ng valasztassal igaz az allitas

Az egyik irdny azonnal kovetkezik az pontbol. A masik iranyért tekintsiink

egy olyan m €N értéket, melyre pﬁf;‘) > 0. Ekkor az|(i)| allitasbol m=d(i, j) mod d. Legyen
n(i, j) = n(i) +m. Tetszbleges n > n(i, j) esetén, ha n=d(i, j) mod d, akkor n—m > n(i)

és djn—m, tehat szerint pngm) > 0. Kapjuk, hogy pgz) > pz(»zfm)pg?) > 0, ami éppen
az, amit bizonyitanunk kellett. O]

Legyen X ~ Markov(a, P) irreducibilis és periodikus Markov-lanc egy Z allapottéren
d € (1,00) periodussal. Legyen tovabba

Y, = Xoa, Y ={Y, :neNy}, Q="P<.
2.3.12. Tétel. (i) Y ~ Markov(a, Q).

(ii) Az dllapottér felirhatd Co=Cg,Cy, . ..,Cq—1 CI alosztilyok T=CyU---UCq_1 diszjunkt
unidjaként olyan mddon, hogy tetszdleges n € Ny és k=0,...,d—1 esetén

P(Xpt1 €Chi1| X, €C) =1.
(i) Az Y Markov-ldnc kommunikdcids osztdlyai pontosan a Co,...,Cq_1 halmazok, és
ezek az osztalyok aperiodikusak és zdartak az Y ldncban.

Bizonyitas. Tekintsiink tetszGleges n > 0 egészet és iy, ...,1, € Z allapotokat. Ekkor
a2.2.111 Allitas szerint

. — s\ (n) (n) _
P(Yn =lpy..., Y0 = lo) = QigPigir " Pin_1n = Xio%Bioyis * " Qin—1in >

és a[2.2.5] Tétel multiplikacios formalajaval jon, amit igazolni kivanunk.
Legyen i € T tetszéleges allapot, és definidljuk az alosztalyokat a

Cri={jeZ:d(i,j)=k}, k=0,...,d—1,

formulaval. Lathato, hogy a Cy,...,Cq_1 halmazok diszjunktak, tovabba minden allapot
beleesik valamelyik alosztalyba. Mindenekel6tt azt fogjuk megmutatni, hogy az aloszta-
lyok csak az indexezés erejéig fliggnek attol, hogy melyik ¢ allapotbdl kiindulva irtuk fel
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Gket. Legyen j € Ci, és j' € Cp tetszoleges allapot, tovabba legyen pﬁ,) > ( és pgz) >0
valamilyen m,n € Ny egészekre. Ilyen m és n értékek léteznek, hiszen az X lanc szerint
minden allapot azonos kommunikécios osztalyba esik. Ekkor pf?fm) > pgz)p%) >0, amibdl
K =d(i,j) = n+m=d(i,j)+d(j,j') = k+d(j,j') modd.

Kapjuk, hogy j és j' pontosan akkor esik azonos alosztélyba, ha d(j, ;') = 0. Mashogyan
megfogalmazva, a kapott alosztalyok a d(7, j') =0 ekvivalenciarelacio altal meghatéarozott
ekvivalenciaosztalyok. Természetesen az alosztalyok indexezése fligg attol, hogy melyik ¢
allapotbol indulunk ki.

Ha a fenti eredményt m = 1 mellett alkalmazzuk, rogton adodik, hogy p; ;7 > 0 esetén
k' = k+1, hiszen ekkor d(j, ') = 1. Ez azt jelenti, hogy a lanc a Cj alosztalybol biztosan
a Cp.1 alosztalyba lép at, vagyis

P(Xn+1 S Ck+1 | Xn c Ck) = 1 .

Az Y lancban valamely j’ allapot akkor és csak akkor érhetd el egy j allapotbdl,

(Tf) > 0, hiszen

ha qu, > 0 valamely n > 0 egészre. Ez pontosan akkor teljesiil, ha p;

qa(',j)' =P(Yo=J'1Yo=j) = P(Xoa=J'| Xo=j) = §;j/) '
Ez viszont azzal ekvivalens, hogy d(j,7') =0, tehat j és j' azonos alosztalyba esik. Ebb6l
azonnal kovetkezik, hogy az Y lanc kommunikaciés osztalyai a Cy, .. .,Cq_1 halmazok, és
ezek az osztalyok zartak is. Emellett a j allapot periddusa az Y lancban
d;y = Inko {n : q](-g) > O} = Inko {n :p(nd) > 0} = Inko {m/d : p(W) > O} =d;x/d=1,

Y Y

tehat minden allapot aperiodikus. O

2.4. Az er6s Markov-tulajdonsag, visszatérési idék

A késébb alfejezetekben latni fogjuk, hogy a homogén Markov-lancok elméletében az
a kulcskérdés, hogy egy-egy allapotbol elindulva oda a folyamat mekkora valdsziniiséggel
illetve hanyszor tér vissza. Most ehhez a témakorhoz vezetiink be néhany technikai esz-
kozt. MindenekelGtt azt kell tisztaznunk, hogy ha egy lanc elindul egy allapotbol, majd
valahany, altalaban véletlen sok 1épés utan visszatér oda, akkor mit allithatunk a fo-
lyamatnak a visszatérés utani viselkedésérsl. Amire sziikségiink lenne, az egy, a [2.2.6
Tételhez hasonlo allitas azzal a valtoztatassal, hogy ezuttal az X' folyamatot nem egy de-
terminisztikus m idépontban, hanem egy véletlen 7 id6pontban inditjuk el. Szerencsére a
késébbi alkalmazasokban a 7 valtozé nem akarmilyen véletlen id6pont, hanem megallasi
id6 lesz, ami nagyban megkonnyiti a munkankat.

Amennyiben 7 megallasi id6 az X homogén Markov-lanc altal generalt

.F;L:O'(Xo,...,Xn), nENo,
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filtraciora nézve, akkor a 7 elGtti események o-algebraja az
Fr={AeA: An{r =n} € F,,n €Ny}
pre-o-algebra. Tekintsiik az Qp = {7 < 0o} eseményt, tovabba az

X’T’-‘r’l’b(w) , we Q0 )

—|—OO, ngOa n€N07

X' :QO—R, X;(w):{
fiiggvényeket. Konnyen megmutathato, hogy a most definialt leképezések altalanos érte-
lemben vett véletlen valtozok, melyek végesek az €2y eseményen. Ekkor az X sorozatnak
a 7 idépont uténi jovéjet definidlhatjuk az X' = {X/ :n € Ny} folyamat altal generalt
G, =0 (X') g-algebraval. Példaul, a {r = co} eseményre

{r=o00} =0 = (X}) " ({+0}) €G-

Ezen el6készités utdn mar kimondhatjuk a tételiinket, mely azt allitja, hogy amennyiben
rogzitjiik a folyamatnak a 7 id6pontban felvett értékét, akkor az X' folyamat homogén
Markov-lanc, mely fiiggetlen attol, hogy az X folyamat milyen 4llapotokat ldtogatott meg
a 7 id6pont el6tt.

2.4.1. Tétel (Erss Markov-tulajdonsag). Fgy X ={X, :n € Ny} sztochasztikus folyamat
pontosan akkor diszkrét idejd homogén Markov-linc P dtmenetmdtrizszal, ha tetszdleges

//////

T megdlldsi idd és i €T dllapot esetén a most definidlt X'={X! :n€Ny} sorozatra teljesiil,
hogy

(1) a {7 <00, X, =i} eseményre feltételesen X' fiiggetlen az F,. o-algebrdtol;

(i) a {7 <o0, X, =i} eseményre feltételesen X' ~ Markov(d;, P), ahol 6; az i dllapotban
degenerdlt eloszlds.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasat a konnyebbik irdnnyal kezdjiik. Tegyiik fel, hogy tetszs-
leges 7 megallasi id6 és ¢ € Z allapot esetén teljesiil [(i)és és legyen m € Ny tetsz6leges
egész. Ekkor 7 = m mellett a jelen allitas [(i)| és [(ii)| pontja rendre a Tétel [(7)] és
pontjat adja, melyekbdl mar kovetkezik, hogy X Markov-lanc P atmenetmétrixszal.

A forditott irdnyhoz tekintsiink tetszéleges n,m € Ny egészeket, i, jo, ..., jn € L alla-
potokat és egy B € F, eseményt. Mivel ekkor BN{r=m} € F,,, a lancszabalyt és a[2.2.6
Tétel |(1)| és pontjat alkalmazva kapjuk, hogy

P(X), =jn, ..., X\ =jo, X; =i,7=m, B)

n

=P(X m+n_jn,... Xon = jo, jo =1, Xm =1,7 =m, B)

=P(Xosn =Jn -+ Xm =Jo. Jo=1| Xpn =1, {T=m}NB)P(X, =i,7=m, B)
=P(X m+n_]n,... X =Jo,jo=1| X =1)P(X,; =4i,7=m, B)

:P(Xn Xg—jg,jo—Z)P(XT:i7T:m,B).
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Az egyenlGség két oldalat az m € Ny értékre Gsszegezve

P(X) =jn, ..., X\ =jo, Xr =1,7 <0, B)
= P(X,, =jn, ..., Xo=1Jo,jo=1)P(X, =1i,7 <0, B),

amibdl egy osztassal és a [2.2.5 Tétel segitségével
P(X), =jn, ..., Xi=Jo| Xr=1i,7 < o0, B)
= P(X0=Jn, - X0 =170, Jo = 1) = 0ijoPjosjs *** Pin_1.jn

Vegyiik észre, hogy a kapott valosziniiség fliggetlen a B eseménytél, és specidlisan B = (2
mellett
P(X;L = Jny-- - 7X(/) = Jo ‘ X;=1,7< OO) = 6i,jopj0,j1 * Pin—t,dn

amib6l a Tételt ismeételt alkalmazasaval jon a bizonyitando allitas [(ii)] pontja. Je-
gyezziik meg, hogy az utolso két kiemelt formulat 6sszevetve

P(X, =jn, ..., Xi=Jo| Xr =i,7 <00,B) =P(X) = jn,..., Xy =Jo| X; =i,7 <00) .

Az [(i)| pont bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy a

H=|Jo(x(,.... X))
n=0

halmazrendszer halmazalgebra, mely generalja a 7 utani események o(X') rendszerét.
Ekkor tetszéleges A € H eseményre létezik n € Ny, hogy Aco(X{,..., X)), ésigy af2.1.9
Megjegyzésbdl kivetkezik, hogy valamely J C Z"™! halmaz mellett

= U Xi=jo....X,=jn}.

A tomorség érdekében kezeljiik ezt az elGallitast A = Ui Ax alakban. Innen a bizonyitas
korabbi eredményei szerint

P(A|X,=i,7<00,B) =Y P(A|X,=1i,7<00,DB)
k

:ZP(Ak|XT:i,T<oo):P(A|XT:i,T<oo).
k

Mivel a H halmazalgebra generalja a o(X') o-algebrat, a Carathéodory-féle kiterjesztési
tétel garantélja, hogy
P(A|X7:i,7<oo,B) :P(A|XT:z',7'<oo)

tetszéleges A € o(X') eseményre. Ezzel a tétel |(i)| pontjat is igazoltuk. O
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2.4.2. Példa. Legyen X = {X,, : n € Ny} ~ Markov(dy, P) véletlen bolyongas valamilyen
p € (0,1) paraméterrel, és legyen a > 0 tetszbleges egész érték. A min () := +oo definicio
mellett tekintsiik a

i ::min{nENo:Xn:a}, Ty ::min{nGNO:Xn+1 :Xn—l},
altalanos értelemben vett véletlen valtozokat, valamint az

Xﬁ—i—n(w) y T <00,

1=1,2,
+00, T, = 00,

XO .= {Xr(f) ‘n e No} , X0 (w) = {
folyamatokat.

Az [1.2.10] Peldaban belattuk, hogy a 7 valtozo, tehat az a érték elsG elérési ideje
megallasi id6. Ekkor az erds Markov-tulajdonsag szerint a {m < 0o, X, =a} = {1 < o0}
eseményre feltételesen X ~ Markov(d,, P). Ez azt jelenti, hogy a véletlen bolyongis az
a érték elérése utdn ugyanolyan atmenetvaldszinitségek szerint 1ép tovabb, mint az elérés
el6tt, tehat rendre p valoszintiséggel 1ép egyet felfelé, és 1—p valoszintiséggel lefelé. Vagyis
az XM sorozat egy, az a pontbol indulé véletlen bolyongés.

Ezzel szemben, a {m, < 00, X,, = a} eseményre feltételesen az X2 folyamat méar nem
véletlen bolyongas, hiszen 7 az X sorozat elsé lokalis maximumanak a helye, tehat X®)
az elsd 1épést garantaltan lefelé fogja tenni. Jegyezziik meg, hogy ez nem mond ellent az
erés Markov-tulajdonsagnak, hiszen az Példaban igazoltuk, hogy 7, nem megallasi
id6. A jelen példa arra mutat ra, hogy a[2.4.1] Tételben valoban meg kell kévetelni, hogy
7 megallasi id6 legyen, ez nem csak egy kényelmi feltevés, ugyanis enélkiil a tétel allitasa
méar nem feltétleniil teljesiil.

Amint azt a bevezetGben mar emlitettiik, az er6s Markov-tulajdonsagra azért van
sziikségiink, mert az X folyamatnak egy rogzitett allapotba valo visszatéréseit szeretnénk
vizsgalni. Ennek érdekében most bevezetiink néhany 1j fogalmat.

2.4.3. Definicié. Determinisztikus ¢ € Z kiindulési allapot mellett tekintsiink egy X
homogén Markov-lancot. Az ¢ allapotba valo T;, r-dik visszatérési id6t a 1, :=0,

’ oo, E,T—lzoov

rekurzioval definialjuk. Az X folyamatnak a visszatérések kozotti {X,, : 15,1 <n <T,}
szakaszait kirAndulasoknak nevezziik, és az r-dik kirandulas hossza

S = T;,r _T’i,rfl ; T’i,rfl <00,
T T

0, Ty 1=c0, r=12,...

A tomorebb jelolésért legyen T; :=T, 1 = S, 1 az els6 visszatérési id6, melynek varhato
értéke p; := E(T;). Legyen tovabba

Vi ::max{rz():TM <oo} € NU{oo},
az 1 allapotba valo visszatérések szama, és f;:= P(T; < 0o) az ¢ allapotba valo vissza-

térés valoszintisége .
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Vegyiik észre, hogy a most definialt T, : Q@ — NgU{oo} leképezések nem feltétleniil
végesek, de mérhetGek, tehat altalanos értelemben vett véletlen valtozok. Ekkor az els6
visszatérési id6 varhato értéke jol definialt, és p; € [1, 00]. Az is latszik, hogy a visszatérési
id6k megallasi id6k, tovabba V; 41 az ¢ allapotban tett Osszes latogatas szaméat adja.

2.4.4. Allitas. Rogzitett i € T dllapot mellett legyen X ~ Markov(d;, P). Ekkor tetszdleges
r € N egész mellett teljesiilnek az alabbiak.

(i) A {T;, < oo} eseményre feltételesen S;,11 figgetlen az S;q,...,S;, vdltozoktdl,
tovdabbd S; 41 feltételes eloszldasa megegyezik T; = S; 1 feltétel nélkili eloszldsdval.

(ii) Ha P(V; = o0) =1, tehdt 1 valdszinidséggel a folyamat végtelen sokszor visszatér a
kiinduldsi 1 dllapotba, akkor S;1,Siz, ... feltétel nélkil fiiggetlen és azonos eloszldsi.

Bizonyitas. Rogzitett r mellett vezessiik be az

X' ={X) =X, 4n:n€Np}

v

{Ti,r < oo} = {Tw <oo, Xy, = z} )

Ekkor az er6s Markov-tulajdonsagot alkalmazva kapjuk, hogy a {T;, < co} eseményre
feltételesen X' ~ Markov(d;, P), tovabba X' feltételesen fiiggetlen a T}, megallasi id§
el6tti eseményektdl, vagyis az Fr,, o-algebratol. Tehat X' feltételes eloszlasa megegyezik
X feltétel nélkiili eloszldsaval, amibdl azonnal jon, hogy

Si,?”-‘rl = min {’I’L eN: X;I = Z}
feltételes eloszlasa azonos az
Si,lzmin{neN:Xn:i}

valtozo feltétel nélkiili eloszlasaval. (A korabbiakhoz hasonloan legyen most is min ():=00.)

A fiiggetlenségért vegyiik észre, hogy az . Allitas |(i)| pontja szerint a Tj 1, Ty o, . . .
megallasi id6k rendre mérhetéek a kapcsolatos Fr,,, Fr,,,... pre-c-algebrakra nézve.
Mivel most tetsz6leges w € ) kimenetel esetén

Tin(w) < Thaw) < ...,

ugyanezen allitas pontjabol kévetkezik, hogy ezek a o-algebrak egy béviils rendszert
alkotnak. Ebbél jon, hogy a T 1,...,T;, valtozo, és ezaltal a kirdndulasok S;i,...,S;,
hossza mind mérhets az Fr, o-algebrara nézve. Azt viszont mar lattuk, hogy az X'
folyamat feltételesen fiiggetlen a Fr, = o-algebratol, amibdl jon, ugyanez az Sj,11 = h(X')
valtozora is igaz. Innen S;,, feltételes fiiggetlensége a korabbi sétak hosszatol azonnal
kovetkezik.
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A feltevés miatt tetszéleges rogzitett r € N egész esetén a {7}, < oo} eseménynek
1 a valoszintisége, amibdl a feltételes valoszintiség elemi tulajdonsigai szerint

P(A|T, <o) =P(A), AcA.

Tehat a {1}, <oo} eseményre vett feltételes valoszintiség azonos a feltétel nélkiili valoszi-
niiséggel. Ekkor S; 41 feltétel nélkiili eloszlasa azonos ugyanezen valtozonak a {7}, < oo}
eseményre vett feltételes eloszlédsaval, ami a jelen allitas |(i)| pontja szerint megegyezik 5;
feltétel nélkiili eloszlasaval. Tehat az S;1,.5;29,... valtozok azonos eloszlasiak. Tovabba,
az |(1)| pontban bizonyitott feltételes fiiggetlenségbdl kovetkezik, hogy most S; 11 feltétel
nélkiil is fiiggetlen az S;1,..., 5, valtozoktol. Mivel ez tetszGleges r € N értékre igaz,
kapjuk, hogy az S;1, Si2,... valtozok mind fliggetlenek. O]

2.4.5. Kovetkezmény. Ha f; < 1, akkor az i dllapotban tett ldtogatdsok V;+1 szama
geometriar eloszldast kévet 1 — f; paraméterrel, mig ha f; =1, akkor V; = oo majdnem
biztosan. Tovdbbd mindkét esetben

1 )
EV)+l=— = ()
( ) + 1 _ f'Z ; pz,z
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy tetszéleges r € N esetén a [2.4.41 Allitas (i) pontja szerint
P(Si7r<OO‘T;7T,1<OO):P(Si<OO):fi.

Ekkor a lancszabaly alkalmazasaval

P(V>r):P(T41<oo Ty < 00)

(11<OO) (12‘E1<OO) P(T‘ir<OO’T'i,1<OO7"'7T‘i,r71<OO)
(11<00) (22<OO‘Tzl<OO) (Si,r<OO’T‘i,r71<OO)
( Sin<o00) =

és igy

P(Vitl=r)=P(Vi2r-1)-PVizr)=f{"'—fl=f{"'(1-fi), reN.
Mindebbdl, ha f; <1, akkor V;+1 geometriai eloszlast kovet 1— f; paraméterrel, és ezaltal
E(V;+1)=1/(1—f;). Ha f; =1, akkor P(V;+1=7r) =0 minden r € N egészre, vagyis

Vi+1=00m.b., ésigy E(V;+1)=00=1/(1—f;). Ismét felhasznalva, hogy V;+1 az i-ben
tett latogatasok szama, tovabba azt, hogy Xy =1 m.b., kapjuk, hogy

E(Vi+1) = (Zﬂ{xn_z}) :ZP(ani\Xoﬂ):ZPE?)
n=0 n=0

Ezzel minden allitast igazoltunk. O]
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2.5. A diszkrét felajitasi tétel

Ebben az alfejezetben egy olyan technikai jellegii allitast mondunk ki, mely nem koz-
vetleniil Markov-lancokrol szol, de amit a késébbiekben egy kozponti jelentGségi tétel
bizonyitasa soran alkalmazni fogunk. Tekintsiik nemnegativ értékeknek olyan f,, n € N,
sorozatat, melyre fi+ fo+--- =1, és legyen

p=3 s,
n=1
Definialjuk tovabba a p, szamsorozatot a py:=1,
pn::mepn,m, n=12...,
m=1

rekurzioval.

2.5.1. Tétel. Ha Inko {n eN: f,> O} =1, akkor a fenti p, sorozatra

) 1

lim p, = —,

n—oo
ahol 1 =00 esetén 1/ =0.
Bizonyitds. Vezessiik be az

Tp = Z fk ) ne NO )
k=n+1

jelolést. Vegyiik észre, hogy ekkor ro =1 és r, —r,_1 = — f,, n € N, amibdl valamint a p,

és az r, sorozat definiciojabol

n

Zrnzzkszﬂ és Topn:pn:—Z(Tm_Tm—l)pn—m, neN.
n=0 k=1

m=1

A masodik egyenléség dtrendezésével kapjuk, hogy

n n—1
Sn = Z 'mPn—m = Z "mPn—m—1, nec N7
m=0 m=0

tehat a bevezetett jelolést alkalmazva S, = S, _1. Ez azt jelenti, hogy az S,, 0sszeg értéke
nem filigg n vélasztasatol, vagyis

Zrmpnfm:Sn:SU:TOpozl neN.

m=0
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Legyen
A:=limsupp, .

n—oo

Ekkor létezik olyan ny, k€N pozitiv egészekbd6l allo sorozat, hogy A=limy_, pn, . Legyen
tovabba s € N egy olyan rogzitett érték, melyre f; > 0. Ekkor

N
A= lim p,, =liminfp,, = liminf g fmPny—m =limint | fip,, _s+ E fmPny—m
k—o00 k—o0 k—o00 k—oo
m=1 m=1,..., ng
m#s

< /s 1i]§g g}f Prj—s + Z Jm 1113 glf Prp—m
m=1,...,ng

m#s

Z fm] limsup p, < f; liminf p,, —, + (I=foN.
—00

n—oo

< fsliminfp,, s+
k—o0

m=1,...,ng

A X érték definiciojabol és a fenti szdmolésbol azonnal jon, hogy

A <liminfp,, s <limsupp,,_s <limsupp, = A,
k—o00 k—00 n—00
és igy limy_y00 P, —s = A. Jegyezziik meg tdjra, hogy ez teljesiil minden olyan s € N és ny,
k € N pozitiv egészekbdl 4ll6 sorozat esetén, amikor f; > 0 és limy_yo0 pn, = A.

A tétel feltevése szerint az M :={s€N: f,>0} CN halmaz elemeinek legnagyobb kozos
osztoja 1. Ekkor a Allitas|(i)| pontja szerint kivalaszthaté véges sok sq,...,s,€ M
elem olyan moédon, hogy Inko (sq,...,s,) = 1. Ugyanezen &llitas pontjat alkalmazva
kapjuk, hogy létezik olyan 7 € N determinisztikus kiiszobszam, melyre barmely ¢ > 7 egész
mellett talalhatéak aq, ..., a, € Ny szamok agy, hogy t =ays1+- - - +agsy teljesiiljon. Rog-
zitsiink most egy tetszéleges t > 7 értéket, tekintsiik a kapcsolatos ay, ..., a, nemnegativ
egész szamokat, tovabba legyen b=a;+---+a, € N és

¢
tm = Z [aisiﬂ{a1+...+ai§m} + [m — (CLl —+ - -+ai_1)} Si1{a1+~~-+ai,1<m<a1+--~+ai} s
i=1
m =20,...,b. Vegyiik észre, hogy ha a t érték t = a;s1 +- - -+ ays, alaka elGallitasat egy
b-tagszamu Osszegként fogjuk fel, akkor ¢,, nem mas, mint az els6 m tag Osszege. Ebbgl
azonnal jon, hogy tg=0, t,=t, és s, :=t,,+1 —t,,, € M minden m=0,...,b—1 esetén. A
kovetkez6kben indukcioval megmutatjuk, hogy

lim py, ¢, = A, m=0,...,b.
k—o00

A konvergencia a p,, részsorozat valasztasa miatt teljesiil m =0 esetén. Tegyiik fel, hogy
a konvergencia teljesiil valamilyen rogzitett me {0, ... b} értékre. Ekkor az el6z6 bekezdés
utols6 mondata szerint

hm —t = llm —t)—g. — )\ .
k—)oopnk md k—>oop(nk m)=Sm
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Ezzel sikeriilt megmutatnunk, hogy a konvergencia teljesiil ¢, =t mellett, vagyis
lim p,,_+ = A.
k—o00

Jegyezziik meg, hogy ebben a levezetésben csak azt kdveteltiik meg, hogy a t egész legyen
legalabb akkora, mint a 7 kiiszébszam.
A bizonyitas korabbi eredményei szerint

NE—T

Z 'mPny—r—m = Snqu— =1 s keN.

m=0

Valasszuk szét a levezetést két esetre. Ha p=>" " r, = oo, akkor tetszdleges K > 0
érték mellett létezik my € N egész, hogy ro+- - -+ 1y, > K. Ebbdl

mg mg
1 == I}Ll’g.o Snk—T Z klgﬂgo Zormpnk—ﬂ'—m — Zorm {kll{lgopnk—(r-{-m)} Z )\K’
m= m=

azaz 0 <A <1/K. Mivel ez barmely K pozitiv értékre teljesiil, kapjuk, hogy A =0, vagyis

limsupp, =A=0=1/pu.
n— oo
Most tekintsiik azt az esetet, mikor u < oo, és vegylik észre, hogy p, sorozat definici-
6jabol indukcioval konnyen megmutathato, hogy 0 <p, <1, n=0,1,... Ez azt jelenti,
hogy az S,, . Osszeg majoralhat6 egy konvergens sorral, ugyanis

Snk—‘l' = Z Tmpnk—‘r—m]l{mgnkf-r} < Z T™m =M.
m=0 m=0

Ekkor a majorans konvergenciatétel alkalmazaséval

k—o0

1= lim Snkf‘r = Z T'm klgg) [pnkfffmﬂ{mgnk—T}} = Z_Orm)\ = M)H

m=0

tehat ismét kapjuk, hogy limsup,,_,..pn =A=1/p.
A fentiekhez hasonl6 maodszerrel bizonyithato, hogy liminf, . p, =1/u, a részleteket
az olvasora bizzuk. O]

Az olvaso részérdl felmeriilhet a kérdés, hogy miért is nevezziik ezt az allitast diszkrét
felajitasi tételnek. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos tipust alkatrész élettartama egy pozitiv
egész értékid véletlen valtozo. Képzeljiik el, hogy a 0 idépontban {izembe allitunk egy ilyen
tipusu alkatrészt, és amikor ez tonkremegy, akkor azonnal kicseréljiik egy 14j alkatrészre.
Ha az 1j alkatrész is tonkremegy, akkor azt is lecseréljiik egy harmadikra, és igy tovabb.
Ezeket a cseréket nevezziik ,felujitasnak”.

Jelolje &, &, ... az egyes alkatrészek élettartamat, és tegyiik fel, hogy ezek a valtozok
fiiggetlenek és azonos eloszlastiak egy altalunk ismert f, = P(& =n), n € N, eloszléassal.
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Legyen tovabba R,, n € Ny, az n id6ponttal bezarolag tértént felajitasok szama, és legyen
rn=E(R,), r€Ny. Az R, folyamatot diszkrét felajitasi folyamatnak, az r, sorozatot
pedig diszkrét felajitasi fiiggvénynek nevezziik. Ekkor a teljes varhato érték tételével

rn:E(Rn):ZE(Rn|£l:m)P(€l:m)> TL:1,2,...

m=1

A fenti 0sszegben ha & =m > n, akkor az n id6ponttal bezarolag nem torténik felajitas,
és igy E(R,|& =m)=0. Az m <n esetben a feltételes varhato érték meghatarozasa mar
egy kicsivel nehezebb.

Vezessiik be az R, :=R¢,+,—1, n€Ny, folyamatot, mely szintén egy feldjitasi folyamat,
de nem a 0, hanem az & id6ponttol kezdve szamolja a feldjitasokat. Nyilvanvalo, hogy
E(R))=E(R,)=r,. Vegyiik észre tovabba, hogy az R! folyamat értékei csak a &, &s, . ..
élettartamoktol fiiggnek, ezaltal fiiggetlenek a & véltozotol. Tehat, ha m < n, akkor

E(Rn|£1:m):E( ! +1\£1:m):E(R;%m—i—l):rn,m—i—l.

n—E&1

Ezt beirva a teljes varhato érték tételével kapott formuladba azonnal jon, hogy

T, = Z (Tn_m+1>P(§1 =m)+ Z 0P(§ =m) :an‘{'mern—mv n=12...,
m=1 m=n+1 m=1

ahol a, =>"" | frn=P(& <n).
Tekintsiik most az f,,, n € Ny, eloszlast és egy tetsz6leges a,, n € Ny, valds sorozatot.
Ekkor az

Av=nt Y fulnm,  n=12,...
m=1

egyenletrendszert az ismeretlen A,, n € Ny, sorozatra vonatkoz6 diszkrét felajitasi
egyenletnek nevezziik. A fentiekben lattuk, hogy példaul a, = P(§; < n) esetén az r,
felajitasi fliggvény megoldasa a felijitasi egyenletnek. Kideriil, hogy szamos, a feldjitésel-
méletben érdekes sorozat szintén felirhato, mind a feldjitasi egyenlet megoldésa, természe-
tesen kiilénbo6z6 a,, sorozatok segitségével. Jelolje példaul p, annak a valoszintiségét, hogy
az n id6pontban torténik felujitas. Ekkor a teljes varhato érték tételének alkalmazasaval
megmutathato, (a bizonyitast az olvasora bizzuk,) hogy

n
pn:mepn—ma n:1727"'7
m=1

tehat a p, sorozat a, =0 mellett megoldasa a feltjitési egyenletnek. Jegyezziik meg, hogy
ez pontosan az a rekirziv formula, amely a Tételben is megjelenik, és vegyiik észre
azt is, hogy a tételben szerepl6é p nem mas, mint az alkatrészek élettartamanak kdzos vér-
hato értéke. Ezek utan a diszkrét felajitasi tétel allitasa mar konnyen értelmezhet: annak
a valoszintisége, hogy az n id6pontban torténik feldjitas konvergdl az alkatrészek varhato
értékének reciprokdhoz. Ez az allitas egyaltalan nem meglepd, hiszen ha példaul p =5,
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akkor atlagos minden 6t6dik id6pontban van sziikség felujitasra, és ezaltal heurisztikusan
1/ =1/5 annak az esélye, hogy egy adott idépillanatra esik felajitas. Jegyezziik meg,
hogy ez a heurisztika nem miikodik akkor, ha a Tételben nem teljesiil a legnagyobb
kozos osztora vonatkozo feltétel, ekkor ugyanis a p, sorozat nem feltétleniil konvergens.

2.6. Az allapotok tipusai

Korabban mar vizsgaltuk, hogy egy homogén Markov-lanc régzitett adott allapotbol
elindulva mely mas allapotokat érhet el, illetve hany lépésben érheti el azokat. Fontos
megjegyezni, hogy abbol, hogy egy allapot elérhets, még egyaltalan nem kovetkezik, hogy
a folyamat 1 valoszintiséggel meg is latogatja azt az allapotot. Ehhez kapcsolodo kérdés,
amit mar részben vizsgaltunk korabban, hogy a lanc mekkora valészintiséggel és hanyszor
tér vissza a kiindulasi allapotba. Latni fogjuk, hogy ezek a kérdések nem is csak az
elérhetGségek szempontjabol fontosak, hanem nagyban meghatérozzak a Markov-lancok
asszimptotikus viselkedését.

2.6.1. Definici6. Legyen i € 7 egy rogzitett allapot, és tekintsiik az X ~ Markov(d;, P)
Markov-lancot. Azt mondjuk, hogy az i allapot tranziens, ha az i allapotba valo visszaté-
rések V; szama 1 valosziniiséggel véges, és az adllapot rekurrens, ha V; majdnem biztosan
értéke p; < oo, mig az allapot null-rekurrens, ha rekurrens, és p; = co. Ezeket nevezziik
ugy, hogy az allapotok tipusai.

2.6.2. Megjegyzés. A Ko6vetkezmény szerint a {V; < oo} és a {V; = oo} esemény
nem kdvetkezhet be egyarént pozitiv valosziniiséggel, ami azt jelenti, hogy minden allapot
beleesik valamelyik tipusba.

2.6.3. Példa. Tekintsiik a [2.3.7] Példaban definialt elnyels falakkal modositott véletlen
bolyongast. Tehat, legyen a, b>0 tetszbleges egész, és tekintsiik azt a folyamatot, melynek
allapotai az Z={—a, ..., b} egész szamok, a —a és a b allapot elnyeld, és a folyamat a tobbi
allapoton tgy viselkedik, mint a véletlen bolyongas. Az idézett példaban megmutattuk,
hogy ennek a folyamatnak harom kommunikacios osztalya van.

p p p p p p p
l§ V7 V7 V7 Vi V7 V7

1 —a+1-- -1 0 1 - b—1 1
AN AN AN AN YN YN ]

Mivel a b dllapot elnyeld, kapjuk, hogy a visszatérések szama V, =00, a visszatérési idg
T, =1 és a visszatérési id6 varhato értéke p, =1. Ebb6l a definicio értelmében kévetkezik,
hogy b pozitiv rekurrens, és nyilvan ugyanezt elmondhatjuk a —a allapotrol is. Tekintsiink
most egy —a <1 <b allapotot, és tegyiik fel, hogy ez is rekurrens. Ez azt jelenti, hogy ezen
allapothol indulva a folyamat ide 1 valoszintiségel végtelen sokszor visszatér. Jegyezziik
meg, hogy a lanc minden egyes visszatérés utan p®~% > 0 valdszintiséggel csak jobbra
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lépkedve eléri a b elnyel6 allapotot. Az erés Markov-tulajdonsig szerint a visszatérések
kozotti sétak fiiggetlenek, igy a nagy szamok torvénye miatt 1 annak az esélye, hogy a
folyamat valamelyik visszatérés utan csak jobbra lépkedve elnyelédik a b allapotban. Ez
viszont azt jelenti, hogy 1 valészintiségel véges sok visszatérés utan a folyamat tébbé mar
nem térhet vissza az ¢ allapotba, ami ellenmond annak az indirekt feltevésnek, hogy ¢
rekurrens. Tehat a kozépso osztaly allapotai tranziensek.

2.6.4. Allitas. Legyen X homogén Markov-linc P dtmenetmdtrizszal, és tegyiik fel, hogy
az i dllapot periodikus dllapot az X ldncban d € (1,00) periddussal. Tekintsik tovdbbd az
Y ={Y,, = Xpa:n € No} Markov-lancot. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.

(i) Az dllapotnak a két lancban vett visszatérési idejének varhato értékére pi; x =dp; y.
(ii) Az i dllapotnak a két lancban azonos a tipusa.

Bizonyitds. Legyen az X folyamat kezdeti eloszlasa ;. Ekkor X legfeljebb az nd, n € N,
alaku id6pontokban térhet vissza az ¢ allapotba, és igy a visszatérések szama és az elsd
visszatérési idg a két lancban

Vix=Viy és Tix=dly.
Ebbdl azonnal kovetkezik mindkét allitas. O
2.6.5. Tétel. Legyen i € L tetszdleges dllapot.

i) Az dallapot pontosan akkor tranziens, ha az i dllapotba vald visszatérés valoszinisége
i) Azi dllapot pont kkor t ‘ h  dllapotba valo visszalérés valoszinisé
fi <1, ami pontosan akkor teljesiil, ha

i pﬁj}) < 00.
n=0

Ebben az esetben a visszatérési 1dd varhato értéke p; =00, és tetszdleges j €L esetén
oo
(n)
> op <o
n=0

(ii) Az dllapot pontosan akkor null rekurrens, ha
Zpgz) =00 és pgz) —0.
n=0

(

Ebben az esetben tetszdleges j € T esetén pjf? — 0.

(i) Az dllapot pontosan akkor pozitiv rekurrens, ha

o0
Zpgz) =00 €s lim sup pgz) >0.
n=0

n—oo
Specidlisan, ha az i dllapot aperiodikus, akkor lim,,_, pgz) =1/p;.
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Miel6tt bebizonyitanank a tételt, vezessiink be néhany jeldlést. Legyenek a j allapot
elérési valoszintiségei
fiji=P3neN:X,=j|Xo=1)
= P(a folyamat valaha eléri a j allapotot | Xo = z) ,
= P(Xy =, X #Gym=1,...,n—1|Xg=1)

i\j
= P(a folyamat az n. 1épésben éri el elGszor a j allapotot | Xy = z) , n>1,

f-(q) =0.

z’-]

Ha j =i, akkor ezeket visszatérési valoszintiségeknek nevezziik. Lathato, hogy

=Y 10 fi=fu=Y_ Y,
n=1 n=1

tovabba a lacszabaly és a Markov-tulajdonsag alkalmazasaval

Py = ZP =0, X =5, X1 £, X1 # ] Xo = 1)

=1
P(Xp =5, X1 #Joo -, X1 # 5| Xo = 1)
-3
m=1
Ha 7 rekurrens allapot, akkor az elsé visszatérési id6 T; < oo m.b., tehat varhato értéke
(T;) = Z nfi(,?) .
n=1

Bizonyitds. El6szor az ekvivalenciakat bizonyitjuk be. Vegyiik észre, hogy a Kovet-
kezmény szerint

i tranziens <= V;<oo mb. <<= fi<l <<= Zp(n)
illetve ezzel anal6g modon
1 rekurrens <— V=00 m.b. <— fi=1 <<= sz(rz) _
Legyen most ¢ rekurrens allapot, és elGszor tegyiik fel, hogy ¢ aperiodikus. Vegyiik észre,

hogy ekkor a p, = pgz) és az fp, = fi(’?) sorozat, valamint a p; varhato érték kielégiti a [2.5.1}
Tétel feltételeit, és igy

lim p; = —
n—00
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A definiciokbol kapjuk, hogy az ¢ dllapot pontosan akkor null-rekurrens, ha ez a hatarérték
nulla, és az allapot pontosan akkor pozitiv rekurrens, ha a limesz pozitiv. Ha ezzel szemben
az 1 allapot periodikus 1 <d < oo periddussal, akkor tekintsiik a “ 2.6.4 Allitasban definialt
Y folyamatot. Ekkor a Tétel szerint Y ~ Markov(d;, Q), ahol Q = P¢, tovabba az
i allapot aperiodikus az Y lancban. Ebbél a [2.6.4 Allitas eredményeit alkalmazva

(n) 1 d

lim pgz)—lim q;; = =

n—0o0 n—o0 ’ /’Ll,Y ILLZ,X

Mivel a peridédus definicidja szerint d{n esetén pl(-z) = 0, kapjuk, hogy

: m _ d
limsupp,,” =
n—00 ' J220'e

ami pontosan akkor nulla, ha j1; x =00, tehat ha 7 null-rekurrens az X lancban, és pontosan
akkor pozitiv, ha ¢ pozitiv rekurrens az X folyamatban. Ezzel az ekvivalencidkat belattuk.

Ha i tranziens allapot, akkor P(T;=o00)=1— f;>0, és igy pu;=E(T;)=o00. Tovabba,
tetsz6leges ;7 allapot esetén a Kovetkezmény ismételt alkalmazasaval

DEDID DL DD NV ALED WD S AR e
n=0 n=0 m=1 m=1n=m Z

(Jegyezziik meg, hogy ebbdl péfz-) — 0, amint n — oo.)
A null-rekurrens esetben j legyen ismét tetszéleges allapot, és jegyezziik meg, hogy

ij(,?) = [ <1.
m=1

Ekkor a p@ n € N, sorozat mar bizonyitott konvergenciajat és a majorans konvergencia-

1,0 )

tételt alkalmazva

p]l ijz b, Zf](;n (PZ(Z m)ﬂ{mgn}> Zf(m)o 0, n— oo.
m=1

m=1

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O]

2.6.6. Tétel (Szolidaritasi tétel az allapotok tipusara). Egy kommunikdcids osztdlyon
beliil minden dllapotnak azonos a tipusa.

A szolidaritasi tétel azt allitja, hogy a tipus osztalytulajdonsag. A tovabbiakban azt
mondjuk, hogy egy osztaly tranziens, null-rekurrens vagy pozitiv rekurrens attol fiiggéen,
hogy milyen a benne taldlhat6 allapotok tipusa.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ha i és j azonos osztalyba es¢ allapot, akkor létezik m és
n pozitiv egész, hogy pz(»j?) >0 és pg? > 0. Tovabba, barmely r > 0 mellett

PP < plr
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Tegyiik fel, hogy az osztalyban van tranziens allapot, jeloljiik ezt i-vel, és legyen j az
osztaly egy tetszéleges masik eleme. Ekkor a fenti m és n egészekre

pﬁ?){:g:léy]lyz _.253157*T+")

Mivel p;’7 >0 és pﬁ) > 0, kapjuk, hogy > 7, pgr]) < 00, azaz j szintén tranziens. Tehét,
ha az osztalyban van tranziens allapot, akkor az osztalyban minden allapot ilyen.
Most tegyiik fel, hogy az osztalyban nincs tranziens allapot, de van null-rekurrens,

mondjuk az ¢. Ekkor az osztaly barmely masik j elemére

(m)

PP < pTEY 50, = 00,

amibdl pg»? — 0. Mivel az osztalyban nincsen tranziens allapot, kapjuk, hogy j csak null-
rekurrens lehet. Ezutan nyilvanvald, hogy ha az osztalyban van pozitiv rekurrens allapot,
akkor az osztaly minden eleme ilyen. O

A szolidaritasi tételben az a nagyszert, hogy a tétel értelmében nem kell egy Markov-
lanc minden egyes allapotarol kiilon-kiilon eldonteniink, hogy melyik tipusba esik, hanem
elég minden osztalybol egy matematikailag konnyen kezelhetd reprezentanst megvizsgalni.
Ezeket a kivalasztott allapotokat azonban tovabbra is csak a Definici6 vagy a|2.6.5}
Tétel alkalmazasaval tudjuk elemezni, ami sok esetben technikai nehézségek vezethet. A
tovabbiakban néhany konnyen ellenérizhetd feltételt adunk az osztalyok tipusara.

2.6.7. Definici6. Legyen C kommunikacios osztaly egy X Markov-lancban. A C osztély
zart, ha nem lehet elhagyni, tehat tetszéleges i € C és j € T\ C allapotok esetén p; ; = 0.
A kommunikacios osztaly nyitott, ha nem zart.

2.6.8. Allitas. (i) Minden nyitott osztdly tranziens.
(ii) Minden rekurrens osztdly zdrt.

Bizonyitds. Legyen C nyitott osztaly, és tekintsiink olyan i€C és j€Z\C allapotot, melyre
pi; > 0. Ha 7 elérhet6 lenne j-b6l, akkor azonos osztélyba esnének, ami most nem teljesiil.
Kapjuk, hogy

1—fi= P(a lanc sosem tér vissza i-be | Xy = @) >pi; >0,
amibdl f; < 1, azaz i tranziens. A masodik allitas egyszertien az elsé megforditasa. O

2.6.9. Megjegyzés. Az el6z6 allitds nem megfordithato, tehat nem igaz az, hogy minden
zart osztaly rekurrens, és az, hogy minden tranziens osztély nyitott. Péld4ul lattuk, hogy a
bolyongas irreducibilis Markov-lanc, amibél jon, hogy az egyetlen kommunikacios osztalya
zart. A kovetkezd alfejezetben viszont meg fogjuk mutatni, hogy a nem szimmetrikus
esetben a folyamat tranziens.
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2.6.10. Allitas. Eqy véges kommunikdcids osztdly pontosan akkor rekurrens, ha zdrt.
Tovdabba, egy véges osztdly nem lehet null-rekurrens.

2.6.11. Megjegyzés. Egy véges allapotterid Markov-lanc minden kommunikéaciés oszté-
lya véges, ezért az ilyen lancokban az allapotok tipusat konnyd meghatarozni.

Bizonyitds. Mivel egy rekurrens osztaly mindig zart, a bizonyitashoz elég azt megmutatni,
hogy egy véges zart osztaly mindig pozitiv rekurrens. Ha C véges és zart, akkor barmely
rogzitett ¢ € C mellett

Yp =Y P(X,=j|Xo=i)=P(X,€C|Xo=i)=1, n=12,. ..

jec jec
Tegyiik fel, hogy C tranziens vagy null-rekurrens. Ekkor a [2.6.5] Tétel [(1)] és [(ii)] pontjabol
pgz) — 0 minden j € C allapotra, és ezaltal Zjec pg? — 0, amint n — oo. Ez ellentmondés,
tehat C pozitiv rekurrens osztaly. O]

Az utolsoé tételben azt vizsgaljuk meg, hogy mi torténik egy Markov-lanccal, ha valaha
elér egy rekurrens (és ezaltal zart) osztélyt.

2.6.12. Allitas. Legyen C C T az X Markov-linc egqy rekurrens osztdlya.
(i) Hai,je€C, akkor f;; =1.

(ii) Ha az X Markov-ldnc valaha eléri a C osztdlyt, akkor C minden dllapotdt végtelen
sokszor megldtogatja.

Bizonyitas. Ha ¢ = j, akkor az allitds nyilvanvald, ezért a tovabbiakban tegyiik fel,
hogy i # j. Mivel i rekurrens, az ¢ allapotbol indulva a lanc végtelen sokszor visszatér, és
emiatt a 7;,, 7 =0,1, ... visszatérési id6k véges megallasi id6k. Vegyiik az

A, = {Hn N ) STLSTz‘,r,Xn:j}

= {a lanc a 75,1, ..., T;, lépések soran meglatogatja a j allapotot} , r=12,...,

eseményeket, és tekintsiink az d&tmenetgrafon minimalis i-b6l j-be, illetve j-bdl i-be ve-
zetd iranyitott utat. Ekkor a két ut Gsszekapcsolasa egy i-bdl i-be vezetd olyan utat ad,
mely érinti a j allapotot, de egyik kozbiils6 lépésben sem tér vissza i-be. Ez azt jelenti,
hogy P(A;) > 0. Az erés Markov-tulajdonsag szerint X' = {Xr, ., :n € N} ugyanolyan
eloszlasi Markov-lanc, mint X, tovabba X' fiiggetlen a T;, id6pont el6tti eseményektdl.
Ebbél kovetkezik, hogy A;, Ay, ... fliggetlen és azonos valésziniiségli esemény. Ekkor a
nagy szamok torvénye szerint 1 valoszintséggel valamelyik esemény bekovetkezik, tehat
majdnem biztosan lesz olyan kirandulas, mely meglatogatja a j allapotot.

Tekintsiink egy tetszéleges j € C allapotot, legyen He a C osztaly elsé elérési ideje,
mely megallasi id6, és alkalmazzuk a Pe(A)=P(A|Hc<o0), A€A, feltételes valoszintiséget.
Célunk azt megmutatni, hogy

P(a folyamat valaha eléri j-t | He < oo) =Fe (Eln > He: X, = j) =1.
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Ez nekiink elég, ugyanis a j allapot elsd elérési ideje megallasi id6, és igy az er6s Markov-
tulajdonsag és j rekurrencidja miatt, ha a folyamat valaha eléri j-t, akkor 1 val6szinti-
séggel végtelen sokszor vissza is tér oda. Vegyiik észre, hogy a {H¢ < oo} eseményre
feltételesen a {Xp, =i}, ¢ € C, teljes eseményrendszert alkot. Tovabba, rogzitett i € C
mellett a {He < 0o, X, = i} eseményre feltételesen X' = {X] = Xp,4,, : n > 0}, olyan
Markov-lanc, melynek P az dtmenetmatrixa. Ez azt jelenti, hogy C az X' lancra nézve is
rekurrens osztaly, amibsl

Pe(3n>0: X, =j|X)=i)=P(3n>0: X, =j|He <o0,X)=1i)=1.
Ekkor a teljes valoszintiség tételével
Pe(3n>He: X, =j) =Y Pe(3n>He: X, = j| Xp, =i)Pe(Xp, =)
ieC

=) P(In>0:X,=j|X;=i)Pe(Xp,=i) =) Pe(Xpy,=i)=1. O

ieC ieC

2.7. A véletlen bolyongas és a Poélya-tétel

Legyen X={X,,:n €N} egydimenzios véletlen bolyongas p € (0,1) paraméterrel, tehat
az Példaban adott definicionak megfelelGen tekintsiink Z;, Z,, ... fiiggetlen véletlen
valtozokat, melyek eloszlasa P(Z, = +1)=p, P(Z,=—-1)=1—p, n € N, és legyen

X[):O, Xn:ZI++Zn7 n:1,2,...
Jegyezziik meg, hogy a [2.2.3| Példa szerint az X folyamat homogén Markov-lanc
pi’iJ’,l :P(XnJrl :Z+1’Xn22) =D, pi,ifl :P(XnJrl :Z—l ’Xn:’l) =q= 1—p,

aAtmenetvalosziniiségekkel. A tovabbiakban meghatarozzuk az allapotok tipusat a véletlen
bolyongasban, valamint altaldnositjuk ezt a kérdést magasabb dimenziéra. Elgszor az X
sorozat asszimptotikus viselkedését vizsgaljuk meg.

2.7.1. Allitas. A véletlen bolyongdsra 1 valdsziniséggel

. | 400, p>1/2,
th"_{ —00, p<1/2.

n—oo

Bizonyitds. A nagy szamok erds torvényébdl 1 valoszintiséggel

X, Zi+---+2,
—:g%E%:Qp—l, n — oo.
n n

Tehat 2p—1 elGjelétdl fiiggben X, ~ (2p—1)n — £00, n — 0o, majdnem biztosan. [

Mivel a bolyongasnak csak egy kommunikacios osztalya van, minden allapotnak azonos
a tipusa. Az el6z§ allitasban lattuk, hogy a nem szimmetrikus esetben | X,,| — oo majdnem
biztosan, ami azt jelenti, hogy a 0 allapotbdl indulva 1 valoszintiséggel csak véges sokszor
térlink vissza oda. Tehat, ebben az esetben a folyamat tranziens. A kovetkezd tételben a
szimmetrikus és a nem szimmetrikus esetet egyiitt vizsgaljuk ebbdl a szempontbol.
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2.7.2. Tétel. A bolyongds egyetlen kommunikdcids osztdlya null-rekurrens a p = 1/2
szimmetrikus esetben, és tranziens a p # 1/2 nem szimmetrikus esetben.

Bizonyitds. A bizonyitasban a Tétel ekvivalens karakterizacioit fogjuk alkalmazni.
Ha a lanc a 0 allapotbol indul, akkor csak paros sok lépésben térhet vissza oda. Pontosan
2n lépésben akkor tér vissza, ha n 1épést tesz jobbra és n lépést balra. Mivel a jobbra
tett 1épések szama binomialis eloszlast kovet, kapjuk, hogy

Poo = <n>p q" = (n!)Q(pq) , n=01,...

Az ismert Stirling-formula szerint
n n
n!~<—> 21, n — 0o,
e

amibdl )
n 2n/e) "/ Amn n
pé?o) ~ Qp = ( / ) 2(pQ) =
[(n/e)"v2mn
(2n)

Ekkor tetszdleges € > 0 esetén létezik ng, hogy n > ng mellett a,(1—¢) <pyy’ <an(1+e),
amibdl jon, hogy

n—oo.

00 00
(2n) p
pi,i €S an
n=0 n=1

pontosan ugyanazokra a p értékekre konvergens, illetve divergens. (Miért?) Ha p # 1/2,
akkor 4pq < 1, és ezért

;anﬁg(ﬁlpq) = T"apg <

vagyis a nem szimmetrikus esetben a Tétel |(i) pontja szerint a 0 allapot tranziens.
Ha p =1/2, akkor 4pqg =1, és

- 1« 1
;an:ﬁ;m:w7

azaz a szimmetrikus esetben a 0 allapot rekurrens. Emellett a,, — 0, amibdl p((]tg — 0, és

igy ugyanezen tétel [(ii)| pontja miatt a lanc null-rekurrens. O
2.7.3. Definici6. Rogzitett d > 1 egész mellett legyen ey, ..., e; az R? Euklideszi tér
szokasos bazisa. Tekintsiink 7, Z5, ... fliggetlen vektor valtozokat, melyek eloszlasa
1
P(Zn:ek):ﬁ:P(Zn:—ek)7 k=1,...,d, n=12,...,

tovabba az egydimenzids esethez hasonléan legyen

XOIO, XnJrl:Xn+Zn+1:Z1+"'+Zn+17 n:0,1,2,...
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Az igy bevezetett X={X,,:neNy} sorozatot d-dimenziés szimmetrikus bolyongasnak
nevezziik. A Példaban alkalmazott gondolatmenettel konnyen megmutathato, hogy
az X folyamat homogén Markov-lanc az Z = Z¢ allapottéren, és az atmenetvalosziniségei

1
2’
Tehat, a d-dimenzios szimmetrikus bolyongas a d-dimenzés Euklideszi tér egész racspont-
jain lépked. Az origobol indul, és minden egyes lépésben azonos valbszintiséggel ugrik
tovabb az aktualis pozicié 2d szomszédos racspontjaba. Mivel barmely két racspont elér-
hetd egymasbol, a folyamatnak egyetlen kommunikacios osztalya van. A kévetkezd tételt
Polya Gyorgy bizonyitotta elészor.

P(Xpi1=i+ey| X, =1)=P(Xpp1=i—ey| X, =1) = k=1,...,d, i€Z".

2.7.4. Tétel (Polya-tétel, 1921). A d-dimenzids szimmetrikus bolyongds null-rekurrens,
ha d=1,2, és tranziens, ha d > 3.

Bizonyitds. Terjedelmi okokbol csak vazoljuk a bizonyitds menetét, a részleteket az olva-
sora bizzuk. Legyen {X,(d):n € Ny} a d-dimenzios szimmetrikus bolyongas, és vezessiik
be a

P (d) i= P(Xo(d) = 0] Xo(d) =0),  n=0,1,...

jelolést. A két- és a haromdimenziés esetben az egydimenzioés esethez hasonléan kombina-
torikus uton felirhatoak a p(()fg (d) atmenetvaloszintiségek. Ezutan, szintén az egydimenzios
eset mintdjara, a Stirling-formula alkalmazasaval kapunk egy a,(d) ~ pé%)(d) sorozatot,
melyre d =2 esetén a » . a,(d) sor divergens, mig d = 3 esetén konvergens. A maga-
sabb dimenzios esetekben megmutathato, hogy p(()flo)(d) < p(()flo)(?)), vagyis a Zfbo:lp(%(d)

sor konvergens. Ebbdl a Tétel szerint mar kovetkezik az allitas. m

2.8. Markov-lancok invarians meértékei és eloszlasai

Az eddigiekben egy Markov-lancot mindig egy az dtmenetvalosziniiségektdl fliggetlen
kezdeti eloszlas szerint inditottuk el. Ilyenkor természetesen semmi sem garantéalja, hogy
azn=1,2,... id6pontokban a folyamat eloszlasa azonos lenne a kezdeti eloszlassal. Ebben
az alfejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy van-e olyan kezdeti eloszlas, mely idében allando
eloszlast biztosit.

Legyen X={X,,:n€N} homogén Markov-lanc tetszéleges av=[c;];er kezdeti eloszlassal
és P=[p; ;]i jez &tmenetmatrixszal. Ezt ugy képzelhetjiik el, hogy az « kezdeti eloszlasnak
megfelelGen szétteritiink egységnyi nagysagysagu sulyt az allapottéren. Ezutan rendre az
v € I allapotban talalhato o; stulyt vagjuk szét a p;; dtmenetvalosziniiségek szerint, és
toljuk at a a;p; ; nagysagu tomeget a j € Z allapotokba. Ha ezt minden 7 és j allapotra
végrehajtjuk, akkor a Kovetkezmény szerint a j allapotba

Z@ipi,j:(@P)j:P(Xlzj)a JETL,

ieT
nagysagu saly keriil. Tehat, az attologatasok utan a stlyeloszlas pontosan az X; valtozo
eloszlasat adja. Ez egyben azt is jelenti, hogy az « eloszlas pontosan akkor allando idében,
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ha a stlyok mozgatasa utan visszakapjuk az eredeti tomegleosztast. Hogy megkiilonboz-
tessiik 6ket a tetszdleges o kezdeti eloszlastol, az id6ben allando eloszlasokra altalaban a
7 = [m;]iez jelolést hasznaljuk.

2.8.1. Definici6. Legyen X = {X,, :n € N} homogén Markov-lanc P atmenetméatrixszal.
A m=[m]iez eloszlast invarians eloszlasnak vagy stacionarius eloszlasnak nevezziik,
ha Xy ~ 7 esetén X, ~ .

A kovetkezd allitds ramutat arra, hogy az invarians eloszlas fiiggetlen az a kezdeti
eloszlastol, tehat ez is a Markov-lanc olyan jellenzGje, melyet a P atmenetmétrix hataroz
meg. Ilyen médon beszélhetiink egy sztochasztikus méatrix invarians eloszlasarol.

2.8.2. Allitas. Legyen P sztochasztikus mdtriz, ™ pedig eloszlds az T dllapottéren. Ekkor
az aldbbiak ekvivalensek.

(i) A m vektor invaridns eloszlds.

(ii) Xo~ 7 esetén X,, ~m minden n € N értékre.

iii) m a P mdtriz A\ =1 sajdtértékhez tartozo baloldali sajdtvektora.
] ]

Bizonyilds. = Ha Xy~m, akkor X;~7P. Ha 7 invarians eloszlas, akkor 1P =1-7.
= [(ii)|Ha m a P matrix 1 sajatértékéhez tartozo sajatvektora, akkor Xy~ esetén
tetszéleges n potitiv egészre

X, ~7P"= (PP =7P" ' =...=aP =1.
= [(i)] Nyilvanvalo. -

2.8.3. Kovetkezmény. A 7 vektor pontosan akkor invaridns eloszlds, ha komponensei
nemnegativak és kielégitik az aldbbi eqyenletrendszert:

Zm—zl, Wj:mem, JETL.

€L 1€

Vegyiik észre, hogy egy sztochasztikus matrixnak az 1 mindig jobboldali sajatértéke,
hiszen a 7 = [1];e7 vektorra Pr" = 17 ". Ebb6l véges allapottéren kovetkezik, hogy az
1 baloldali sajatérték is, de ez nem garantalja, hogy létezik olyan baloldali sajatvektor,
melynek komponensei nemnegativak, tehat ami eloszlas lenne. Vegyiik észre, hogy véges
sok allapot esetén a [2.8.3] Kovetkezmény egyenleteinek szama eggyel nagyobb, mint az
ismeretlenek szdma. Ez azonban ez nem zérja ki az invarians eloszlas létezését, ugyanis
az egyeneletek nem filiggetlenek, azokat Osszeadva azonossagot kapunk. A legegyszertibb
esetekben egy hasznos linearis algebrai eredmény, (melyet bizonyitas nélkiil kozliink,)
garantalja a stacionarius eloszlas létezését.

2.8.4. Tétel (Perron-tétel). Ha az A € R mdtriz pozitiv, tehdt minden komponense
nagyobb, mint nulla, akkor létezik egy A(A) domindns sajdtértéke, melyre teljesilnek
az aldbbiak.
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(i) A M(A) sajdtérték pozitiv valds szdm, egyszeres sajatérték, és létezik hozzd olyan
sajatvektor, melynek minden komponense pozitiv.

(ii) Az A mdtriz minden mds r sajdtértékére |k| < A(A), és a tobbi sajdtéréknek nincs
olyan sajdtvektora, melynek minden komponense nemnegativ lenne.

2.8.5. Tétel. Legyen X ~ Markov(a, P) véges, irreducibilis és aperiodikus Markov-ldnc.
Ekkor teljesiilnek az aldbbiak.

(i) A P mdtriznak az 1 egyszeres sajdtértéke, és az dsszes tobbi k sajdtértékre |k| < 1.
Ebbdl kovetkezik, hogy P spektralsugara 1.

(ii) Az X Markov-ldncnak létezik egyértelmi m = [m;]icz invaridns eloszldsa.

Bizonyitds. Ha d € N jelsli a Markov-lanc allapotainak szamat, akkor nyilvan P € R%*¢,

Mivel a lanc irreducibilis és aperiodikus, a . Allitas pontjabol kapjuk, hogy
minden ¢, j € Z allapotra létezik n(i,j) kiiszobszam, melyre n > n(i, j) esetén pz(»z) > 0.
Ez azt jelenti, hogy ha n = max; jezr n(i, j) +1, akkor a Q := P" € R¥? matrix pozitiv.
Ekkor a Perron-tétel szerint a Q matrixnak létezik A\(Q) dominéans sajatértéke, tovibba
ezen sajatértékhez tartozik olyan x € R¢ sajatvektor, melyben minden komponens pozitiv.
Mivel Q szintén sztochasztikus matrix, kapjuk, hogy

d d d d d d d d
MQ Yz =2 (MQ)); =) (¢Q); =3 > wiqus =D wi ) aia= ).
j=1 j=1 j=1 j=1 i=1 =1 j=1 i=1

amibdl A\(Q) = 1.

Jelolje k1, ..., kq € C a P sajatértékeit, és legyen 2, ... 29 € C? sajatvektoroknak
egy ortonormalt rendszere. Ekkor

+MQ = (x(k)P)Pn—l = kPP = = Hzx(k) .

Tehat, a 21, ... 2@ vektorok a Q métrixnak is sajatvektorai, és sajatértékei 7, ..., K

alakban allnak el§. Lattuk, hogy az 1 sajatértéke a P matrixnak, és A(Q)=1" a dominans
sajatérték. Perron tételét alkalmazva kapjuk, hogy az Gsszes tObbi sajatértékre |£"|<A(Q),
amibdl |k| < 1. Ez egyben azt is jelenti, hogy az 1 a P matrixnak is egyszeres sajatértéke,
és igy a tétel [(i)] pontjat bebizonyitottuk.

Mivel az 1 mind a P, mind a Q matrixnak egyszeres sajatértéke, a kapcsolatos sajét-
vektorok mindkét matrix esetében egydimenzios alteret alkotnak. A korabbi észrevételiink
szerint ha x a P métrixnak az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektora, akkor z a Q matrix-
nak is sajatvektora ugyanezen sajatértékkel. Ebbd6l kdvetkezik, hogy a két altér egybeesik,
tehat ezen sajatvektorok megegyeznek. Nyilvanvald, hogy ebben az altérben legfeljebb egy
olyan vektor lehet, melyben a komponensek 6sszege 1, tehat az invaridns eloszlas, ha lé-
tezik, akkor egyértelmd. A Perron-tétel szerint a Q matrixnak, és ezaltal P-nek létezik
olyan z sajatvektora, melynek minden komponense pozitiv. Ekkor x normaltja

d
WZ:JI/ E T;
i=1
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eloszlas. Mivel 7 beleesik a sajatértékek alterébe, megkaptuk az invarians eloszlast. [

A kovetkezékben azt mutatjuk meg, hogy az invarians eloszlas keresésekor a tranziens
és a null-rekurrens allapotokkal nem kell foglalkoznunk.

2.8.6. Tétel. Legyen X~ Markov(a, P) tetszdleges Markov-ldinc. Ha i € L tranziens vagy
null-rekurrens dllapot, akkor P(X, =1) — 0, n — oo.

Bizonyitds. A Tétel szerint ha i tranziens vagy null-rekurrens, akkor tetszdéleges
J €1 allapot esetén pﬁ) — 0. Figyelembevéve, hogy az a vektor komponenseinek 6sszege
1, a majorans konvergenciatétel alkalmazasaval

P(Xn:i)zzajpﬁ)%ZajO:O, n— 00.
JET jET
Tehat az allitast bebizonyitottuk. O]

2.8.7. Kovetkezmény. Ha eqy Markov-ldncnak létezik invaridns eloszldsa, akkor a tran-
ziens €s a null-rekurrens dllapotok ezen eloszlds szerinti mértéke 0.

Bizonyitds. Legyen 7 a lanc invarians eloszlasa, és tekintsiink tetszéleges ¢ tranziens vagy
null rekurrens allapotot. Ekkor a [2.8.2L Allitas szerint X,, ~ 7 minden n > 0 egészre, és
igy a[2.8.6. Tétel alkalmazasaval

mi=P(X,=1) —0, n— 00,
amibdl m; = 0. O

Ahhoz, hogy a porzitiv rekurrens allapotokat is hatékonyan tudjuk tanulmanyozni,
sziikségiink lesz egy 1j fogalomra, mely az eloszlas altalanositasa.

2.8.8. Definici6. A 7 = [m;];ez vektort mértéknek nevezziik, ha komponensei nemne-
gativak. Allapotok egy J C 7 halmazanak a mértéke

m(J):= Z .
ieJ

A mérték véges, ha 7(Z) < co. A m mértek az X ~ Markov(a, P) folyamat, illetve a
P sztochasztikus matrix invarians (vagy stacionarius) mértéke, ha 7= = 0 vagy a P
matrixnak a A = 1 sajatértékhez tartozo baloldali sajatvektora. A m megszoritasa a J
halmazra legyen

5, 7 € j,
W’J = [Wi,J]z'eI, g = Wiﬂ{iej} = 0 7,§E J.

2.8.9. Allitas. Legyen ™ mérték az T dllapottéren, X ~ Markov(a, P).
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(i) A 7 vektor pontosan akkor invaridns mértéke az X folyamatnak, ha komponensei
kielégitik az aldbbi egyenletrendszert:

szzpi,jﬁia jEI

1€T

(ii) Véges sok invaridns mérték nemnegaliv egyitthatokkal velt linedris kombindcidja
mwvaridns merték.

(iii) Ha 7 véges invaridns mérték, és C C T zdrt oszldly, akkor |c szintén invaridns
mérték.

Bizonyitds. , A definiciobol jon.

Vegyiik észre, hogy ha 7 véges invarians mérték, akkor|(ii)| miatt 7 /7(Z) invarians
eloszlas. Ebbdl a [2.8.7 Kovetkezmény alkalmazasaval jon, hogy a null-rekurrens és a
tranziens allapotok 7 szerinti mértéke 0. (Ha m nem véges, akkor ez nem feltétleniil igaz,
egy lehetséges ellenpélda a nem szimmetrikus bolyongas, lasd alabb.) Legyen Xy ~ 7|c.
Ekkor tetszéleges j € Z allapot esetén

P(X,=j)= Zﬂ'i,cpi,j = Zﬂz’pi,j :

1€T ieC

Ha j ¢ C, akkor C zartsaga miatt p; ; = 0 minden ¢ € C allapotra, vagyis P(X; = j) = 0.
Ha j € C, és i ¢ C olyan allapot, hogy p; ; > 0, akkor i egy nyitott osztaly eleme, tehat
tranziens, amibdl m; = 0. Kapjuk, hogy

P(Xi=j)= Zmpi,j = Zﬂz’pi,j =T =Tjc -

ieC i€l
Tehat Xy ~ 7|c, azaz 7| invarians. O

A kovetkezs tétel azt vizsgalja, hogy milyen invarians mértékek léteznek egy rekurrens
osztalyon. Kideriil, hogy ezen mértékek kdzott nagyon szoros kapcsolat van, és az osztaly
tipusa egyértelmten meghatarozza, hogy a mértékek végesek, vagy nem.

2.8.10. Tétel. Legyen P irreducibilis és rekurrens dtmenetmadtriz, k € T tetszdleges rog-
zitett dllapot, és tekintsiik az X ~ Markov(dy, P) Markov-ldncot. Legyen v*) := [%—(k)]ig,
ahol

T.—1
We=EY lx,_y€loo0], Q€L

n=0
a k dllapotba valo elsd wvisszatérésig az © dllapotban tett ldatogatdsok szamdnak vdrhato
értéke. Ekkor teljesilnek az aldbbiak.

(i) Y a P mdtriz invaridns mértéke, tovibbd W,Ek) =1 ésy®(T) = .

(ii) A ldnc invardns mértékei pontosan a C’y(k):[cv-(k)]iez, >0, alakban elédllo mértékek.

1
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(i) Ha az osztdly pozitiv rekurrens, akkor minden invaridns mérték véges, mig ha az
osztdaly null-rekurrens, akkor m =0 az egyetlen véges invarians mérték.

Bizonyilds. Tekintsiink tetszoleges 7,7 € Z allapotokat, egy n € N egészet, valamint a
kovetkez eseményeket:

Jelen ={X,, 1 =i}, Mult={n<T;}€o(Xo,...,Xp1), Jov6={X,=7j}€o(X,).

Mivel a Tétel |(1)| pontja szerint a Jov6 és a Milt a Jelenre nézve feltételesen fiig-
getlen, kapjuk, hogy

P(Xn—lzzaXn:jvnng>:P<Xn:j7n§Tk’|Xn—l:Z)P<Xn—1:@)
:P(Xn:]|Xn_1:Z)P(HST]C|XH_1:Z)P(Xn_lzZ) :piJ‘P(Xn_l:Z.,TLSTk).

Jegyezziik meg, hogy k rekurrens allapot, és igy Tj < oo m.b., tovabba Xy = Xp, = k.
Ekkor

= ZZP(XH =i, Xy, =jn<Ti) =Y pi; y P(Xp1=i,n<Tj)

i€Z n=1 i€L n=1
Tr—1
- sz,]E Z :H-{Xn 1=i} — sz,]E Z ]]-{Xn—z} - sz j’Y
€L i€ i€

tehat ) invarians meérték. A vl(gk) =1 egyenlGség nyilvanvalo, tovabbé

Tp—1 T,—1
IO =Y =By Y - 9= B3 1= BT =
i€l n=0 €L

Tegyiik fel, hogy \ olyan invaridns mérték, melyre )\, = 1. Meg fogjuk mutatni,
hogy ekkor A =), Mivel X invarians, iteracioval kapjuk, hogy tetsz6leges j € T allapot
és n — oo mellett

A= NioPiog = D NigPiog + 1k =Y {Z AirPin o +pk’7io:|pi0,j + Dk.j

i0€L io#k lo#k “i1#k

= Z AirPirioPio,j + [Pk,j+zpk,iopm,j} =
io,i1#k iotk

= Z )\inpinfinfl o .pi()aj + |:pk7_7 + Z pk7i()pi07j + e + Z pk?,in71 o pi()vj:|
’io,...,in#k 'L'O#k i07-~~:in—17ék

> 04 [P(X) = Ty 2 1)+ P(Xo =, T 2 2) -+ P(Xpys = j, T 2 n+1)]

o0 oo k
SN P(Xu=5Ti2m)=EY Ly, ymem =E Y Lz =7

m=1 m=1
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Mivel a \; érték fiiggetlen az n lépésszamtol, kapjuk, hogy A; Zyj(k) minden j€Z allapotra.
Nyilvanvalo, hogy p := A —~®*) szintén invarians mérték, tovabba p, = 0. Mivel a lanc
irreducibilis és rekurrens, létezik n € Ny, hogy pﬂ) > 0. Ekkor

0=pr= Z pipgf,? > Pjpﬁ) :
i€
amibdl p; =0, és igy \; = 7](-]“).

Tekintsiink most egy tetsz6leges A invarians mértéket, tovabba legyen c=\;. Ha ¢=0,
akkor a fentiekben a p mértékre alkalmazott gondolatmenettel jon, hogy A=0=cy*). Ha
viszont ¢ > 0, akkor \/c szintén invaridns mérték, amire (A/c)r = 1, és a bizonyitas elsg
része szerint \/c = y®).

Legyen A\ # 0 tetsz6leges invarians mérték. Ekkor az allitas els6 két pontja szerint
valamely ¢ > 0 konstans mellett A\(Z) = ¢y®)(T) = cuy, ami véges, ha az osztaly pozitiv
rekurrens, és végtelen, ha null-rekurrens. O]

2.8.11. Példa. A Allitas alkalmazasaval kapjuk, hogy a m mérték pontosan akkor
invarians mérték az egydimenziés véletlen bolyongéasra, ha komponensei mind azonosak,
tehat ha m=[c|;ez, ¢ >0, alakban all el6. Mivel a bolyongéasnak végtelen sok &llapota van,
ez nem invarians eloszlas. Kalkulacioval ellenérizhetd, mind a szimmetrikus, mind a nem
szimmetrikus esetben %) az az invarians mérték, melynek minden komponense 1.

2.8.12. Tétel. Egy irreducibilis Markov-lancnak akkor és csak akkor létezik m invaridns
eloszldsa, ha a ldnc pozitiv rekurrens. Ekkor az invaridns eloszlds eqyértelmd, és m;=1/p;
minden © dllapotra.

Bizonyitds. Ha alanc irreducibilis, és van invarians eloszlasa, akkor a2.8.7 Kévetkezmény
miatt a lanc egyetlen osztilya nem lehet tranziens vagy null-rekurrens. Visszafelé, ha az
osztaly pozitiv rekurrens, és k tetszdleges allapot, akkor a[2.8.10] Tétel szerint a 7 mérték
pontosan akkor invarians, ha 7 =cy® alakt valamilyen ¢>0 valos konstanra. Mivel ekkor
7(Z) = cy®(T) = cpy, kapjuk, hogy 7 pontosan akkor invarians eloszlas, ha c=1/puy, azaz
7=~") /.. Tehat létezik invarians eloszlds, és egyértelmii is. Mivel a fenti gondolatmenet
minden £ allapotra igaz, tovabba %gk) =1, kapjuk, hogy m, = ngk)/ﬂk =1/ n

Az eddigi eredményeket az alabbi tételben foglalhatjuk Gssze, mely méar nem csak az
irreducibilis esettel foglalkozik.

2.8.13. Tétel. Egy diszkrét ideji homogén Markov-ldncnak akkor és csak akkor létezik
mwvaridns eloszldsa, ha a ldncenak van pozitiv rekurrens osztdlya. Ebben az esetben m ponto-
san akkor invaridns eloszlds, ha eldall a pozitiv rekurrens osztdlyok invaridns eloszldsainak
konvez linedris kombindcidjaként. Tehdt, ha 7V, 73 .. az egyes pozitiv rekurrens osz-
talyok egyértelmi invaridns eloszldisa, akkor m pontosan akkor invaridans eloszlds az egész
lancon, ha elddll

=am® +an®@ ...

alakban, ahol ay,as,...>0, a1 +as+---=1, tetszdleges konstansok. Azonnal ldtszik, hogy
ha csak eqy pozitiv rekurrens osztdly van, akkor az invaridns eloszldas egyértelmi, mig ha
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tobb, (véges vagy megszamldlhatdan végtelen sok,) akkor a ldncnak végtelen sok invaridns
eloszldsa van.

Bizonyitds. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy ha a Markov-lancnak létezik egy vagy t&bb
pozitiv rekurrens osztalya, akkor a fenti linearis kombinaci6 invarians eloszlas. Tekintsiink
tetszéleges aq,as,... >0, a;+as+--- =1, konstansokat. Ekkor

71'(1') :a17T(1)(I)+a27T(2)(I)+"' =a1tas+---= 1’

tehat 7 eloszlas. Legyen ezutan Xy ~ 7, rogzitsiink egy 7 € Z allapot, és jelolje 1 < N < oo

a pozitiv rekurrens osztalyok szaméat. Mivel #) 73 invarians eloszlas, kapjuk, hogy
Xl_j Zﬂ-lplj Zanzﬂ- Pij = Z ():ﬂ-j7
€T €L n=1

amib6l X, ~ mw, azaz 7 invarians.

A masodik 1épésben azt bizonyitjuk be, hogy ha a lancnak létezik invarians eloszlasa,
akkor van pozitiv rekurrens osztalya, és az invarians eloszlas a fenti modon all el6. Legyen
7 a lanc egy invaridns eloszldsa. Ha a lancnak nem lenne pozitiv rekurrens allapota,
akkor a [2.8.7 Tétel szerint 7(Z) = 0 teljesiilne, ami ellentmond annak, hogy m eloszlés.
Legyen Cy,Co ... C T alanc (véges vagy végtelen sok) pozitiv rekurrens osztalya. A[2.8.9

Allitas pontja szerint a 7le,, 7|c,, . .. megszoritasok az egyes osztalyokra koncentralt
invarians mértékek, melyek végesek, ugyanis a,,:=7lc, (Z)=7(C,)<1,n=1,2,.... Kapjuk,

hogy ha a,, >0, akkor 7(™ :=7|c, /a,, invarians eloszlas a C, osztalyon. Ebbdl azonnal jén,
hogy

N | N
Cn
™= E Tle, = E an, = E a,m™ = E a,m™ O
n=1 n=1,...,N n n=1,...,.N n=1

A kovetkez6kben a periodikus Markov-lancok invarians eloszlasait tanulméanyozzuk.
Legyen X ~ Markov(a, P) irreducibilis, pozitiv rekurrens és periodikus Markov-lanc az 7
allapottéren, és legyen 1 < d < oo a lanc periddusa. Legyen tovabba

Y, = Xna, Y ={Y,:neN}, Q=P?,

és jelolje Co=Cy, . .. ,Cq—1 az X folyamat alosztalyait. Jegyezziik meg, hogy a[2.3.12] Tétel

és au Alhtas szerlnt Y~Markov(a, P), ésaCy,...,Cq halmazok az Y lanc aperiodikus
és pozitiv rekurrens kommunikéciés osztalyai. Tekintslink az X Markov-lanc egyértelmd
7 = [m;]iez invarians eloszlasat, és legyen

k) . k) ®) . | dmi, i€Ck, _
W().—dﬂck—[ﬂi Lez’ T .—{ 0. idC k=0,...,d,

Ekkor 7(®) rendre a Cj, halmazra koncentralt mérték, és

2O 4y (@D
y :

m =
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2.8.14. Allitas. (i) Tetszdleges k=0,...,d—1 esetén m-+1) = (K1 P,

(i) A 7O, . 7D meértékek az Y Markov-laincnak rendre a Cy, . ..,Cq_1 kommunikd-
ct0s osztdlyra koncentrdlt egyértelmi invaridns eloszldsas.

Bizonyitds. Tetszbleges j € Cp4+q &llapot esetén p; ; =0, ha i ¢ Ci, amibdl

k)P Z ™ pw Z dm;p; j = dz TiDij = ) =dnj = Wj(kﬂ) .

1€Cy 1€Cy €L

Mivel mind 7P, mind 7*+1 a C,,; halmazra koncentralt mérték, kapjuk, hogy a kettd
egyenld.
[Gi)] Az [(i)] pont eredményébsl kivetkezik, hogy 7*)/(Z) = n*+1)(Z), k =0,...,d 1.
Mivel most
70 () +-- .+7r(d—l)(z) =dn(I),

kapjuk, hogy 7(O(Z) =--- = 7@ (T) = 1. Szintén az|(i)| pont eredményét alkalmazva
A Q = p WPl _ (0Pt _ . (=Dp )

Tehat a 7 eloszlas invarians. Az egyértelmiiség kovetkezik a [2.8.120 Tételb6l, hiszen a
Co, .. .,C4_1 halmazok az Y lanc aperiodikus és pozitiv rekurrens osztalyai. ]

2.8.15. Kovetkezmény. Eqy irreducibilis, periodikus és pozitiv rekurrens Markov-lanc
eqyértelmi invaridns eloszldsdt harom kilonbézd maodon lehet maghatdrozni.

(i) Megoldjuk a. Allitdsban felirt egyenletrendszert.

(i) Meghatdrozzuk az Y Markov-linc Co, . .. ,Cq_1 osztdlyaira konventrdlt =(© mld=1)

egyértelmd invaridns eloszldsait, és tekintjik a ™= (7O +- .-+ 7=V /d eloszldst.

(iii) Meghatdrozzuk az Y Markov-linc tetszdleges osztilydanak az invaridns eloszldsdt,
ezutin a 7Y = 7OP, k=0,...,d—1, rekurzidval kiszamoljuk a t6bbi invaridns
eloszldst, majd veguil vessziik ezek szamtani dtlagdt, mint az el6zd pontban.

2.9. Konvergencia az egyenstilyhoz és az ergodikus tétel

Ebben az alfejezetben a Markov-lancok asszimptotikus viselkedését fogjuk vizsgalni.
Az els6 tétel az atmenetvalosziniiségek és az eloszlasok konvergencidjat mondja ki.

2.9.1. Tétel (Konvergencia az egyensiilyhoz). Legyen X ~ Markov(a, P) irreducibilis,
aperiodikus és pozitiv rekurrens Markov-lanc, tovdbbd legyen m a ldnc invaridns eloszldsa.
Ekkor tetszdleges 1,5 € T dllapot esetén

lim pl = lim P(X, =j)=m;.

n—00 n—oo
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Jegyezziik meg, hogy a fenti tételben m; =1/p;, és vegyiik észre, hogy a p%-) atmenet-
valoszintiségek konvergenciajat méar bizonyitottuk a Tetel pontjaban. Ugyanitt
azt is meggondoltuk, hogy a periodikus esetben a py; sorozat mar nem konvergal, tehat a
jelen allitdsban az aperiodicités egy nem elhagyhaté feltétel. Jegyezziik meg azt is, hogy
ha j € 7 tranziens vagy null-rekurrens allapot, akkor tetszéleges ¢ € Z esetén p; = oo. En-
nek felhasznélasaval a|2.6.5| és a[2.8.6] Tételbdl kovetkezik, hogy tetszéleges i € 7 allapot

esetén

1
lim p{") = lim P(X,=j)=0=—.

n—o0 n—oo ILL]

Bizonyitds. AR.6.5] Tétel utan egy megjegyzésben megmutattuk, hogy tetszéleges i, j€Z
allapotokra

(n) _ (m), (n—m)
by = Zfz‘,j Pj; -
m=1

Mivel most j rekurrens, és egy kommunikacids osztalyba esik az ¢ dllapottal, kapjuk, hogy

ISR SV
m=1 m=1

Ekkor f, = fﬁ;) s p, = pgz) szereposztéassal a [2.5.1f Tételbdl jon, hogy pg}) — 1/ u; =m;,
amint n — co. Innen a majorans konvergenciatétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

P(Xn:j):ZozipEZ-)—>Zai7rj:7rj, n— oo,

i€l 1€l
amivel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O]

Az atmenetvaloszintiségek hatarértékére a kovetkez6 heurisztikus magyarazat adhato.
Ha j tranziens, akkor, ha a lanc egyaltalan el is jut valaha a j allapotba, oda csak véges
sokszor tér vissza, tehat hosszutavon kicsi valoszintiséggel tartozkodik j-ben. Ha 7 null-
rekurrens, akkor a folyamat ugyan végtelen sokszor visszatér, de a visszatérések nagyon
ritkdn kovetik egymast, és amiatt kicsi annak az esélye, hogy egy determinisztikus n
id6pontban a lanc éppen a j allapotban van. Méas a helyzet a pozitiv rekurrens esetben. Ha
a lanc irreducilis, akkor 1 valoszintiséggel véges sok 1épésben eléri j-t, és ezutan atlagosan
i lépésenként ujra és djra visszatér oda. Emiatt asszimptotikusan 1/p; valoszintséggel
talaljuk a folyamatot a j allapotban. Ez a gondolatmenet azt is sugallja, hogy megfelels
feltételek mellett a j allapotban toltétt id6 hosszitava aranya szintén 1/p;.

2.9.2. Tétel (Ergodikus tétel Markov-lancokra). Tekintsiink X ~ Markov(a, P) homogén
Markov-lancot, és legyen

n—1
‘/J(n) = Z l{Xm:]}
m=0

a j €L dallapotban tett ldtogatdsok szama az n—1 iddépontial bezdrdlag.
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(i) Ha a ldnc irreducibilis, akkor
Vi) 1
n s

) n—oo, m.b.

(ii) Tegyiik fel, hogy a linc irreducibilis és pozitiv rekurrens, és legyen m a folyamat
egyértelmd invaridns eloszldsa. Ha eqy ¢ : T — R fiigguényre

E::Zc(j)wj <00,
jET
akkor
1 n—1
— (X)) —e, n—oo, m.b.,
n
0

3
I

Bizonyitas. Ha j tranziens, akkor V; véges, hiszen ha el is érjiik, 1 valosziniséggel csak
véges sokszor tériink vissza. Ekkor

Vi(n Vi 1

L 2 50=—, n — 0o, m.b.
n n Hj

<

Legyen a tovabbiakban j rekurrens allapot, jelolje H=H;=min{n>0:X,,=;} a j allapot
elsé elérési idejét, és tekintsiik az X' ={ Xy, :n>0} folyamatot. Mivel H véges megallasi
id6, az er6s Markov-tulajdonsag miatt X’ ~ Markov(d;, P). Legyen tovabba Vj(n) az X'
folyamat altal a j allapotban tett latogatasok szama az n—1 id6ponttal bezardlag. Ekkor,
ha n > H, kapjuk, hogy

Vi) _ Lxomp e i =y =it lp=py 0 Viln-—H)n—-H
n n n n n—H n

Most H végessége miatt (n—H)/n—1 majdnem biztosan, vagyis az allitas bizonyitasahoz
elég azt megmutatnunk, hogy V/(n)/n — 1/u;. Vegyiik észre, hogy ez éppen az ((i)| pont
allitasa specialisan az X ~ Markov(d;, P) Markov-lancra, ezért kényelmi okokbol inkabb
az X folyamattal dolgozunk.

Legyen tehat a tovabbiakban X ~ Markov(d;,P), és a célunk azt megmutatni, hogy
V;i(n)/n—1/p;. Mivel j rekurrens &llapot, a lanc 1 valoszintiséggel végtelen sokszor vissza-
tér j-be, és ezaltal a Allitas pontja szerint a visszatérések kozotti kirandulédsok
Sj1,Sj2, ... hossza fiiggetlen és azonos eloszlast valtozo azonosan E(S;1) = E(1}) = u;
varhato értékkel. Vegyiik észre, hogy mivel V;(n)—1 a j allapotba valos visszatérések
szama az n— 1 id6ponttal bezardlag, a Ty, (n)—1 valtozo a j-be val6 n—1 id6pont elstti
utolso6 visszatérés idépontjat adja. Adodik, hogy

Tivimy—1<n—1<n<Tjy ), n=12 ...
Mivel V;(n) — V; = oo teljesiil 1 valoszintiséggel, a nagy szamok erés torvénye szerint

Tivimy  Sia+-+Siv;m)
: = ’ — n — oo, m.b.,
Vj(n) Vj(n) ’
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és hasonlé megfontolashol

Tivim—1  Sjait-+Sivim)y-1Vj(n)—1
i =2 ’ — -1, n — 00. m.b.,
V,(n) -1 Vm M

Kapjuk tehat, hogy

M,<_Tj7vj<n>—1< n Tj%(n)_w_
T Vi) Vi) T Vi(n) 7

és a renddr elv alkalmazasaval n/V;(n) — p,;. Ebb6l azonnal jon a bizonyitando.
Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy véges allapottér esetén azonnal kovetkezik
az pontbdl, ugyanis ekkor

% z_: c(Xm) = Z (1) VT;EZ) — Z c(i)m;, n—o0o.

1€l i€l

Az altalanos, tehat nem feltétleniil véges allapottert esetet csak arra az esetre bizo-
nyitjuk, mikor a ¢ fiiggvény korlatos, azaz létezik ¢* > 0, hogy |c(i)| < ¢* minden i € T
allapotra. Ekkor tetsz6leges J C Z részhalmaz esetén a haromszoégegyenlGtlenség alkal-
mazasaval

1 Vi(n . . Vi(n
—Zc(Xk)—E = Z(—)—m)c(@)‘gc Z () _ ;
"= ez ez |
N | Vin) ) Vi(n) N | Viln) )
< — | < _ .
<c - i+ Z( - + 75 _202 - ;| +2¢ Zm,
=N i2J ieJ igJ
ahol az utolso6 lépésben felhasznaltuk, hogy
Vi(n) Vi(n) Vi(n) Vi(n)
= 1= = i — i| < i~ i
> |- B |3 (- E )y IS

igJ eJ e igTJ ieJ

Tekintsiink most egy tetszGleges € > 0 értéket, és legyen J C 7 olyan véges részhalmaz,

melyre
Y om< <
Lot T Yo
€T

Mivel J véges, az [(i)| pont szerint 1 valoszintiséggel létezik ng = ng(w) kiiszobszam, hogy
n > ng esetén

Vi €
> <
, n 4c*
ieJ
Kapjuk, hogy ha n > ng, akkor
1 n—1 ~
— C(Xk) —c|<e,
n
k=0
amibdl a bizonyitand6 konvergencia azonnal kovetkezik. O
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Gyakorlati alkalmazasokban idénként felmeriil az a probléma, hogy ismerjiik ugyan
egy X = {X,; :t € T} sztochasztkus folyamat dinamikajat, tehat szamitogéppel tudunk
trajektoridkat generalni, tovabba tudjuk, hogy létezik invarians eloszlas, de a folyamat
olyan bonyolult, hogy nem vagyunk képesek elméleti iton meghatarozni ezt az eloszlést.
Ez kiilondsen érvényes folytonos idejii és nem megszamlalhaté allapotterd Markov folya-
matokra, példaul sztochasztikus differencidlegyenletek megoldasaira, de idénként még a
joval egyszertiibb diszkrét ideji homogén Markov-lancok is nehézséget okoznak. Ennek
megoldasara dolgoztdk ki a Markov Chain Monte Carlo (MCMC) modszert, mely a
klasszikus Monte Carlo (MC) modszer egy valtozata. Ezen technikik alkalmazhatoak
szinte minden olyan esetben, mikor az X folyamatra teljesiil az ergodikus tétel.

A Monte Carlo mddszer egy klasszikus gyakorlati technika, mely alkalmas arra, hogy
kozelit6leg megkapjuk valamilyen véletlen valtozo eloszlasat. Az otlet annyi, hogy szami-
togéppel generalunk fiiggetlen megfigyeléseket, melyekbdl statisztikai eszkdzokkel tudunk
kévetkeztetni az ismeretlen valtozo eloszlasara. Amennyiben egy diszkrét ideji homogén
Markov-lanc invarians eloszlasat akarjuk meghatarozni, akkor trajektoriakat generalunk,
és megnézziik, hogy egy megfelelGen késGi n idépontban mi az X,, valtozé tapasztalati
eloszlasa. Ez elegendGen nagy szamu generdlas utan jo kozelitése lesz X,, elméleti elosz-
lasanak, ami pedig a [2.9.1] Tétel szerint jol kozeliti az egyensilyi invarians eloszlast.

A Monte Carlo modszer egyik hatuliitGje, hogy meglehetGsen sok trajektoriat kell
generalni ahoz, hogy elegend6 pontossaggal megkapjuk az invarians eloszlast, és ez még
a mai modern szamitoégépek kordban is rengeteg id6t vesz igénybe. A Markov Chain
Monte Carlo modszer alapotlete az, hogy az ergodikus tétel szerint elegendd egyetlen
trajektoriat generalni, hiszen a Vj(n)/n hanyados egy nulla mértékd halmaztol eltekintve
minden kimenetel esetén tart a m; értékhez. Természetesen ebben az esetben ezt az egy
trajektoriat joval tobb lépésen keresztiil kell vizsgélnunk, mint a Monte Carlo modszer
esetében, de a teljes idGigényt tekintve ez a moédszer gyakran még mindig gazdasagosabb,
hiszen csak egyetlen egy trajektoridra van sziikség.

2.10. Diszkrét potencialelmélet

A potencidlelmélet azzal az elméleti kérdéssel foglalkozik, hogy ha adott egy sztochasz-
tikus folyamat és egy koltségfiiggvény az allapotok halmazan, akkor mennyi a folyamat
altal meglatogatott allapotok Osszkoltsége. Ennek az elméleti problémanak szamos alkal-
mazasa van példaul a fizikdban. Mi a kérdéssel csak diszkrét ideji homogén Markov-lancok
esetén foglalkozunk, de hasonlé eredmények folytonos ideji folyamatokra is léteznek. A
témaban a f6 eredmény az alabbi Tétel.

2.10.1. Definicié. Legyen X diszkrét idejd és megszamlalhato allapotteri sztochasztikus
folyamat, és tekintsiik az allapottérnek valamely 7 = J UK diszjunkt felbontasat. Ekkor
a J halmaz els6 elérési ideje

Hy:=min{neN:0:X,€J},

ahol min () = co. Az elsé elérési id6 nem feltétleniil véges érték, de altalanos értelemben
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vett véletlen valtozo6 és megallasi id6. Ha J zart, akkor a H 7 valtozot elnyelési idének
is nevezziik.

2.10.2. Tétel. Legyen X diszkrét ideji homogén Markov-lanc P ditmenetmdlrizszal. Le-
gyen tovdbbd c: I — [0,00) és f: T — [0,00) tetszdleges fiigguény, és tekintsiik a

¢i=E| > c(Xn)+f(XHJ)11{Hj<OO}‘XO:z]e[o,oo], i€,
0<n<Hgz

vdrhato értékeket.

(i) A ¢, i € Z, potencidlok kielégitik a kovetkezd egyenletrendszert:

¢i=c(i)+ Y pijo;, i€k,

jeT

¢ = f(i), 1e€J.

(ii) A ¢4, 1 € I, potencidlok minimdlis nemnegativ megolddsai az egyenletrendszernek,
tehdt ha 1; > 0,1 €L, és

¢izc(i)+zpi,j¢ja i€k,
jeT
akkor 1; > ¢; minden i dllapotra.

(i) Ha P(Hy<oo|Xo=1)=1 minden i dllapotra, akkor az|(i)] pont egyenletrendszernek
legfeljebb eqy korldtos megolddsa létezik.

Bizonyitds. Ha i € J, akkor H; =0, amib6l ¢; = f(i), tehat ez az eset konnyen jon.
A tovabbiakban legyen ¢ € IC, és vezessiik be a

Pi(A)=P(A| X, =1) és E(Y)=E(Y|X,=1),

jelolést. A Markov-tulajdonsag szerint tetszéleges j allapot esetén az {X; =7} eseményre
feltételesen X' ={X,,+1:n €N} ~Markov(d;, P). Vegyiik észre, hogy ha i € I, akkor az X’
folyamat a H’; = H;—1 id6pontban éri el a J halmazt. A teljes varhato érték tételével
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és a Markov-lancok memoria nélkiili tulajdonsagéval kapjuk, hogy

¢i:Ei[C(Xo)+ Z C(Xn)+f<XHj)1{Hj<OO}:|

1§n<Hj
SR D] [ DIEE ARV IR RV TGN
JjET 1<n<Hg

:c(i)+2E{ Z c(Xn)—Irf(XHJ)IL{Hj@O}‘Xl:j,XO:i]P(XlzﬂXO:i)

JET 1<n<Hg

i+ B| X el X i, <o X5 = ]

¥ !
JjET n<H';

= C(Z) + Z qup@j .

jeT

Legyen

¢i(m) :=F

Z C(Xn)Jrf(XHj)]l{ngm}‘Xo:Z'] : neN,ieT,

n<Hgzn<m

a felmeriils koltség az m idéponttal bezardlag. Mivel m — oo esetén a ¢;(m) definicioja-
ban talalhato 6sszeg 1 valoszintiséggel monoton névekedve konvergél a ¢; definiciojaban
szerepld Gsszeghez, kapjuk, hogy a varhato értékek is konvetgalnak, tehat ¢;(m) 1 ¢;. Te-
gyiik fel, hogy a 1;, 1 € Z, mennyiségek teljesitik apont feltételeit. Megmutatjuk, hogy
ekkor 1; > ¢;(m) minden i € Z allapot és m € N idépont esetén. Ha i € J, akkor

Vi > f(i) = ¢s(m),

tehat megkaptuk, amit akartunk. Az ¢ € IC esetben alkalmazzunk indukciot. m =0 mellett
az egyenlGtlenség nyilvanvalo, hiszen ¢; > 0 = ¢;(0). Ha feltessziik, hogy valamely m >0
egeészre 1); > 0= ¢;(m), i € Z, teljesiil, akkor kapjuk, hogy

Vi > (i) +Zpi,j¢j > c(i) +Zpi,j¢j<m) =gi(m+1).
JET JjET

Mivel a korabbi megallapitasunk szerint ¢;(m) 1 ¢;, ebbdl méar jon, hogy ¥; > ¢; minden
1 allapotra. O

A potencialelmélet egyik legfontosabb alkalmazésa az elérési valoszintiségek és az el-
érési id6k meghatarozasa.

2.10.3. Definici6. Az eddigi jel6lések mellett legyen
hi7jI:P(Hj<OO‘X0:Z.), k’i’jZ:E(Hj’XO:Z'),

a J halmaz elérési valoszintisége illetve az elérési id6 varhato értéke. Ha 7 zart halmagz,
akkor a h; 7 valoszintiséget elnyelési valoszintiségnek is nevezziik.
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Nyilvanval6é, hogy ha i € J, akkor Hy; = 0 m.b., vagyis h; s =1 és k;, 7 = 0. Ez
természetesen J = {i} esetén is teljesiil, vagyis a h; (;y elérési valoszintiség nem feltétleniil
azonos az f;; visszatérési valosziniséggel. Ezzel szemben, ha J = {j}, ahol j # i, akkor
hig = fij-

Vegyiik észre, hogy a[2.10.2] Tételben ¢ =0 és f =1 mellett

¢Z:E[1{HJ<OO}‘XOIZ}:E(HJ<OO’X0:Z):h1“7, 1€,
mig a c =1 és az f =0 fliggvény alkalmazaséaval

3 1’X0:i

0§7L<Hj

¢i=FE =E(Hs| Xo=1)=kiy i€T.

Tehét az elérési valoszintiség és az elérési id§ varhato értéke potencial, és a[2.10.2] Tétel
és pontjabol kapjuk az alabbi allitast.

2.10.4. Kovetkezmény. (i) A h; 7, i € L elérési valdszindségek a minimdlis nem ne-
gativ megolddsai az aldbbi eqyenletrendszernek.

hig =Y pijhig, AV
JET
higz=1, icJ.
(ii) A ki, i € T vdrhato értékek a minimdlis nem negativ megolddsai az aldbbi egyen-
letrendszernek.
kig =1+ pijkiz, i¢J,
ieT

kig=0, ieJ.

2.10.5. Példa (A jatékos csGdje probléma). Legyen adva két jatékos, mondjuk Péter
és Pal, akik ,fej vagy iras” jatékot jatszanak egy nem feltétleniil szabalyos pénzérmével.
Minden dobésnal egy-egy forintot tesznek fel tétnek, és a dobéas nyertese elviszi a feltett té-
teket. A jatékosok kezdGtGkéje a illetve b pozitiv egész szam, és a jatékot addig folytatjak,
mig valamelyikiik cs6dbe nem megy, tehat a vagyona nullara nem csokken. Az a kérdés,
hogy mekkora valoszintiséggel fog Pétel illetve Pal cs6dbe menni, tovabb mennyi a jaték
hosszanak varhato értéke. Ezt a feladatot a jatékos csédje problémanak nevezziik.

Jelolje X = {X,, : n € Ng} Péter vagyonat a jaték folyaman. Mivel az egyes érmedo-
basok fliggetlenek, az X folyamat egy diszkrét ideji idGhomogén Markov-lanc, mely az a
allapotbol indul, és minden egyes lépésben mondjuk p valoszintiséggel egyet jobbra, 1 —p
valoszintiséggel egyet balra 1ép. Amennyiben Péter vagyona eléri a 0 vagy az a+0b értéket,
akkor valamelyik jatékos cs6dbe megy, és a jaték véget ér, tehat ezek elnyels allapotok.
Azonnal latszik, hogy az X folyamat egy véletlen bolyongés elnyeld falakkal és azzal az
tjdonsaggal, hogy a lanc most nem a 0, hanem az a > 0 allapotbél indul el. (Lasd: .
Példa.)
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a  at+l - a+b—1 a+

\/UUM&/UU

Jelolje a tovabbiakban p, , annak a valosziniségét, hogy Pal valaha cs6dbe megy, tehat
az X folyamat elnyelédik az a+0 allapotban, és legyen q,, , Péter cs6djének a valoszintsége,
vagyis annak az esélye, hogy a folyamat a 0 allapotban kot ki. Ekkor annak az esélye,
hogy a jaték nem ér véget véges sok 1épés soran 1— (p,;, +3,,). Jeldlje tovabba my,y a
jaték hosszanak varhato értékét. Ezeket a mennyiségeket szeretnénk meghatarozni, mint
az a, b és p paraméterek fliggvényét.

Vegyiik észre, hogy a kordbban bevezetett jeloléseket alkalmazva J = {a+b} esetén
Pap=la,7, mig J ={0} mellett G, ,=h, 7, végiill 7 ={0,a+0b} esetén my=kq 7. Tehat a
keresett mennyiségek elGallnak, mint az Z={0,...,a+0b} allapottér bizonyos részhalma-
zainak elérési (és elnyelési) valoszintiségei, valamint az elérési id6k varhato értékei. Ezeket
viszont meg tudjuk hatarozni a 2.10.4] Koévetkezmény segitségével. Ezen jegyzet keretei
kozott csak a p=1/2 szimmetrikus esettel foglalkozunk. Az altalanos eset hasonloképpen
kezelhetd, ezt az olvasora bizzuk.

Hatérozzuk meg elGszor Péter végss gyGzelmének a valoszintségét, tehat a p, ,, értéket.
A [2.10.4 Kovetkezmény [(i)] pontja szerint a J = {a+b} halmazhoz tartoz6 h; 7, i € T,
elérési valoszintiségek megoldésai a

ho7 = ho,7,
hi,J:<hi—1,j+hi+1,J)/2a 1=1,...,a+b—1,
havvg =1,

peremfeltételes homogén differenciaegyenletnek. Az elsG egyenlet eldobhat6, hiszen azo-
nossag, de helyette a hy s = 0 formaban adhaté egy masik peremfeltétel. A differencia-
egyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet 22 —2x+1=0, aminek z=1 a gyoke kétszeres
multiplicitassal. Ez azt jelenti, hogy a differenciaegyenlet altaldnos megoldasat

hig=cllteill=ctdi, i=0,...,a+b,

alakban kell keresni. A hg 7 =0 és a hq1p 7 = 1 peremfeltétel alkalmazasaval azonnal jon,
hogy h; 7 =i/(a+b), 1=0,...,a+b, amibsl

a
a+b’

ﬁa,b = h/a“7 =

Hasonlé modszerrel Péter csédjének q,, esélye is meghatarozhato, de egy egyszerd
triikkel ezt a valoszintiséget sokkal kénnyebben is megkaphatjuk. Vegyiik észre, hogy
Péter cs6dje ekvivalens Pal végss gydzelmével, és igy a szerepek felcserélésével

b

o = Pha = a_+b .
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Ebbél azonnal kovetkezik, hogy 0 annak az esélye, hogy a jaték nem ér véget véges sok
lépésben. Ez abbdl a szempontbol nem meglepd, hogy az {1,...,a+b—1} allapotok egy
nyitott osztalyt alkotnak, melyet a bolyongas biztosan elhagy.

Egyetlen feladatunk maradt, a jaték varhato hosszanak meghatarozasa. A Ko-
vetkezmény pontjabol adodik, hogy a J = {0, a+ b} halmazhoz tartozo k; 7 varhato
értékek megoldasai a

k707j:O,
ki7j:1+(l€i_17‘7+ki+17j)/2, izl,...,a—l—b—l,
kayv7 =0,

inhomogén differenciaegyenletnek. A karakterisztikus egyenlet ismét 22 —22+1=0, amibél
a homogén altalanos megoldas megint csak ¢y +coi, 1=0, ..., a+b. Tovabba, mivel az r=1
a karakterisztikus egyenlet kétszeres gyoke, az inhomogén egyenlet partikularis megoldéasa
kereshetd di? alakban. Ez utobbit a differenciaegyenletbe beirva jon a

0=ki17—2kig+ki1s+2=d(i+1)*—2di*+d(i—1)*+2=2d+2,
egyenlet, amibdl d = —1. Tehat a differenciaegyenlet altalanos megoldasa
ki =c1+coi—i?, i=0,...,a+b,
alakban all el6. A peremfeltételek segitségével kapjuk, hogy
kiz=(a+b)i—i*=i(a+b—1), i=0,...,a+b,

amibdl a jaték hosszanak varhato értéke mg,, = k, 7 = ab.

2.11. Elagazo6 folyamatok, a Galton—Watson-folyamat

Tegyiik fel, hogy egy populécioé egyedszama tgy alakul, hogy minden egyes egyednek
a tobbitdl fiiggetleniil valamilyen rogzitett eloszlas szerint lesznek utédai a kdvetkezd
generacioban. Legyen X,, a populdcio mérete az n-edik generacioban, és jelolje &, azt,
hogy az n-edik generacio k-adik egyedének hany utoda van, ahol n=0,1,2,.... A bevezetd
feltevés szerint ekkor &, 5, n,k=1,2,... fliggetlen és azonos eloszlasti nemnegativ értéki
valtozo, tovabba azt is fel fogjuk tenni, hogy ezen valtozok fiiggetlenek az X, kezdeti
populaciomeérettsl is. Ekkor az n-edik generacié mérete

Xn—l

Xn:Z£n,k7 neN.
k=1

Vegyiik észre, hogy az Xo, {m i, KEN, m=1,... n, valtozok egyértelmtien meghatirozzak
az Xy, ..., X, valtozok értékek, vagyis az Xy, ..., X, valtozok mérhet6ek az

Fn ::a(Xo,gm,k:kEN,mzl,...,n)
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o-algebrara nézve. Mivel a feltevés szerint a &, i, k€N, m=n+1, n+2, viltozok fiiggetlenek
az JF, o-algebratol, fiiggetlenek az Xy, ..., X, generacioméretektdl is.

A tovabbiakban a tomorség kedvéért legyen £ az utddeloszlas-valtozokkal azonos elosz-
last véletlen valtozo, valamint legyen p a £ valtozo eloszlasa, tehat legyen u(B)=P(€ B),
B € B. Jelslje tovabba p** a p mérték (-edik konvoltcidhatvanyat, tehat legyen

p(B) =P+ +&ue€B),  BeB,
mely fiiggetlen az m paramétertél. Ekkor tetszéleges n € N és i, ..., 1,,7 € Ny értékek
mellett
A= {X():Z(),,Xn:’tn} EE“
amibdl

Xn
P(Xo1=7| Xp=in,..., Xo=tig)=P ( anﬂ,k:i
k=1

A> =P ( > v =i> =u({7})
k=1
és hasonlé megfontolasbol

P(Xpi1 = | Xn =in) = " ({4})

Ezzel belattuk, hogy az X = {X,, : n € Ny} folyamat egy homogén Markov-lanc, melynek
atmenetvaloszintiségei

pij=PXpi1=7|Xp=19)=p"({j}), i.jeNy.
Jegyezziik meg, hogy specidlisan py = 1, tehat a 0 allapot elnyeld.

2.11.1. Definici6. A bevezetett X = {X,, : n € Ny} sztochasztikus folyamatot Galton—
Watson-folyamatnak nevezziik.

A Galton-Watson-folyamat torténete a 19. szdzadra nyulik vissza. 1873-ban Sir Fran-
cis Galton egy cikkében azt a kérdést vetette fel, hogy mi az esélye annak, hogy Xy =1
kezdeti érték esetén a folyamat kihal, azaz mennyi a

P(létezik n € N melyre X, =0| X, = 1)

valosziniiség értéke. (A pontossag kedvéért jegyezziik meg, hogy 6t az angol nemesi csa-
ladnevek kihalasi valoszintsége érdekelte.) Tehat tulajdonképpen a 0 allapot elérési (és
ezaltal a 0 allapotban vald elnyelddés) valoszintisége a kérdéses. A problémara 1874-ben
Reverend Henry William Watson kozolt egy megoldast, melyben azt &allitotta, hogy a
kihalas valésziniisége mindig 1. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy ez a megoldas csak
részben helyes, ugyanis a kihalas valosziniisége pontosan akkor 1, ha az utodeloszlas F(€)
varhato értéke nem haladja meg az 1 értéket, de egyébként a kihalas valdszintisége szigo-
rian kisebb, mint 1. Az eredmény viszont abbol a szempontbo6l mérféldkének szamitott,
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hogy Watson ratalalt a probléma kezelésének megfelel§ eszkézére. Watson generatorfiigg-

vényeket hasznalt, és észrevette, hogy a g valoszintiség gyoke a G¢(x) = x egyenletnek,
ahol

a & utodeloszés-valtozd valoszintiségi generatorfiiggvénye. A pontos valaszt bizonyitassal
elGszor Johan Frederik Steffensen publikdlta 1930-ban, aki meglep6 médon nem ismerte
Galton és Watson munkajat. A teljes torténethez hozzatartozik, hogy Irénée-Jules Bie-
naymé mar 1845-ben foglalkozott ezzel a kérdéssel, és bizonyitas nélkiil meg is fogalmazta
a helyes valaszt, de ez a cikk t6bb mint széz évig a feledés homalyaba meriilt. Az & tisz-
teletére a folyamatot sokan Bienaymé—Galton—Watson-folyamatnak nevezik.

2.11.2. Tétel (Kihalasi tétel). Legyen X={X,,:n €Ny} Galton—Watson-folyamat Xy=1
kezdeti értékkel és & utddeloszldssal, és legyen m = E(§) az utddeloszlds vdrhatd értéke.
Ekkor teljesiilnek az aldbbiak.

(i) A kihalds valdszinisége a Ge(v) = x egyenletnek [0,1] intervallumba esd legkisebb q
gyoke.

(ii) A kihalds valdszinisége pontosan akkor 1, ha m<1, vagy pedigm=1 és P({=1)<1.
Minden mds esetben a kihalds valoszinisége hatdrozottan kisebb, mint 1.

Bizonyitds. Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy a valésziniiségi generatorfiiggvények
elemi tulajdonsagai szerint a G¢(x) =z egyenletnek az x =1 érték mindig gyoke, tehat az
egyenletnek garantaltan van a [0,1] intervallumba es6é megoldasa. Tovabba, a generétor-
fiiggvény folytonos, ezért a gyokok infimuma is gyok, ami azt jelenti, hogy a ,legkisebb
gyok” jol definialt. Jel6lje a tovabbiakban ¢ ezt a legkisebb nemnegativ gyokot.

A meérték folytonossidga miatt a kihalas valoszintisége el6all, mint

q= P( UJ{x. = 0}) = lim P( U{x = 0}) = lim P(X,=0).
n—oo n—oo
n=1 k=1
[smét a generatorfiiggvények tulajdonsigai alapjan itt P(X,, = 0) = Gy, (0), ahol Gx,

az X, véletlen valtozd generdtorfiiggvénye. A kovetkezSkben teljes indukcioval belatjuk,
hogy Gx, a G¢ fiiggvény n-edik iteraltja, azaz

leng és GX,H_l:GXnOG{, TL:2,3,...

Mivel Xy =1 miatt X; =&, 1, azonnal jon a Gx, = G¢ egyenl&ség. Most tegyiik fel, hogy
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az allitas igaz valamely n—1 > 1 egészre. Ekkor

GX (ZE) _ E(I'Xn) — E(l»Zf:nfl gn,k> — Z E(ngc:l Enk |Xn—1 :]>P<Xn_1 :])

j=0
v 00 J
B(aXha &0 ) P(X, g =) = >0 P(Xo1 = j) [ B(at)
=0

k=1

[
WE

0

.
Il

P(Xo1 =) (Ge(@))’ = G, (Ge()) = (Gx,, 0Ge) (@),

[
NE

<.
Il
o

ami pontosan a bizonyitando6 volt.
A valoszintiségi generatorfiiggvények definiciojabol azonnal jon, hogy G monoton
névekvé a [0, 1] intervallumon, amibdl

0< P(£=0) =Ge(0) <Gelg) =q.
Ezaltal 0 < Gx, (0) = G¢(0) < g, és ismét csak a G¢ fliggvény monotonitasat alkalmazva
0< Ge(0) < Ge(Gx,(0)) < Gelg) = 1.
és ezaltal

0< GXI(O) < GXz(O) <q.

Hasonloan folytatva, teljes indukcioval kapjuk, hogy tetsz6leges n € N esetén
0 S GXl(O) S GXQ(O) S ce S GX"(O) S q.
Mivel a G, (0), n € N, sorozat monoton né és korlatos, létezik hatarértéke, és

L:= lim Gx,(0) = lim P(X,=0)€[0,q].
n—oo n—oo
Vegyiik észre, hogy ez egyben azt is jelenti, hogy L maga a kihalas valoszintisége. A G¢
fiiggvény folytonossaga miatt

Ge(L) = Jim Ge(Gx, (0)) = im G, (0) = L.
tehat az L érték nemnegativ gydke a G¢(x) =z egyenletnek. Mivel most L <g, és definici6
szerint ¢ minimalis nemnegativ gyok, kapjuk, hogy ¢ = L.
Most megvizsgaljuk azt, hogy a kihalds valdsziniisége mikor lesz egyenld eggyel.
Elgszor tegyliik fel, hogy P(£ < 1) < 1. Elemi eszkozokkel megmutathato, hogy ekkor a
G¢ generatorfiiggvény szigorian monoton novekvs és szigortian konvex a [0,1] interval-

lumon. Ekkor a fiiggvény derivalhato is ezen az intervallumon, tovibba a Lagrange-féle
kozépértéktétel szerint tetszéleges x € [0,1) esetén létezik olyan y € (x,1), hogy

Ge(l) = Ge(@)

1—2x

= Ge(y)-
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A G fiiggvény szigori konvexitasa miatt G szigorGan monoton névekvé a [0,1] interval-
lumon, igy G¢(y) < Gg(1) =m.
El6szor tegyiik fel, hogy m < 1. Ekkor

1 - Gelr) _ Ge(l) ~Ge(a)

l1—=x l1—=x

— Gyy) < Gi1)=m <1,

amibgl 1 —Ge(x) <1—uz, vagyis Ge¢(x) >x. Mivel az = érték a [0,1) intervallim tetszéleges
pontja volt, a G¢(x) = = egyenlet minimalis nem negativ megoldésa, és ezéltal a kihalas
valoszintisége ¢ = 1.

Ha ezzel szemben m = G¢(1) > 1, akkor talalhato olyan z € (0,1), hogy Gi(r) > 1, és
a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint 1étezik y € (x, 1), melyre

Ge(1) = Ge(x)

— X

= Ge(y)-

Ismét alkalmazva a Gy fliggvény szigord monotonitdsat kapjuk, hogy Ge(y) > G¢(x) > 1,
és ezért
1-Ge(z) _ Ge(1) = Ge(z)
l—z 11—z

vagyis 1 —Ge¢(z) > 1—x, amib6l G¢(z) —x < 0 kovetkezik. Mivel G¢(0)—0=P({=0) >0,
a G fiiggvény folytonossaga alapjan a G¢(x) = x egyenletnek létezik megoldasa a [0,1)
intervallumon. Ez azt jelenti, hogy m > 1 esetén ¢ < 1.

A tovabbiakban méar csak azt az esetet kell megvizsgélnunk, amikor P(¢ < 1) = 1.
Ekkor P(£ =0) = 1— P(¢ = 1), amibél

= GLly) > Gele) > 1,

Ge(r)—x = [P(é’zO)—i—P(ﬁz 1)x] —r= [I—P(fz 1)](1—x)

Ezért P(€ =1) <1 esetén, ha m < 1, akkor a G¢(X)—x = 0 egyenletnek csak z =1 a
gyoke, tehat g=1. Ha pedig P({=1)=1, akkor m=1 esetben a G¢(z) —x =0 egyenletnek
minden z € [0, 1] szam gyoke, tehat ¢ = 0. ]

A kovetkez§ tételben az X folyamat asszimptotikus viselkedését fogjuk megvizsgalni.

2.11.3. Tétel. Legyen X ={X,, : n € No} Galton-Watson-folyamat & utddeloszldssal, és
tegyiik fel, hogy P(§ =1) < 1. Ekkor minden j € N dllapot tranziens, és ezért

lim P(X,=3j)=0, keN.

n—oo

Tovdbbd, ha a kezdeti érték Xo=1, és q jeloli a G¢(x)=x egyenletnek a [0,1] intervallumba
esd legkisebb gyokét, akkor

P( lim Xn:0>:q és P( lim Xn:oo>:1—q.

n—o0 n—oo
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Bizonyitds. Legyen j€EN egy tetsz6leges allapot, és legyen Xo=j. Elgszor tegyiik fel, hogy
P(£=0)>0. Vegyiik észre, hogy a folyamat soha t6bbé nem tér vissza a j allapotba, ha a
kiindulési generacioban taladlhato j egyed egyikének sincsen utdda, aminek a valoszintisége
P(£ =0)’. Ebbdl kapjuk, hogy

1—fj = P(X, #j,n € N| Xo = j) 2 P(X1 = 0| Xo = j) = P(§ = 0)’ >0,

és igy f; <1, azaz a j allapot tranziens.

Ha ezzel szemben P(£ = 0) = 0, akkor minden generaciéban minden egyednek van
legalabb egy utdda, ami azt jelenti, hogy Xo<X;<--- majdnem biztosan. Mivel feltettiik,
hogy P(£ =1) <1, valamikor el6 fog fordulni, hogy egy egyednek legalabb két utoda lesz,
ami azt jelenti, hogy a j dllapotba valo visszatérések szama 1 valoszintiséggel véges, vagyis
j tranziens.

Mivel minden pozitiv egész érték tranziens, a folyamat 1 valoszintiséggel csak kétfe-
leképpen viselkedhet: elnyel6dik a 0 allapotban, vagy divergdl a végtelenbe. Mivel a 0
allapot elnyeld, a [2.11.2] Tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

P( lim Xn:0> = lim P(X,=0) =g,

n—oo n—0o0

amibdl mar kévetkezik, hogy a végtelenbe valo divergalds valdszintisége 1 —gq. O]

A fenti eredmények miatt a Galton-Watson-folyamatokat az m = E (&) varhato érték
nagysaga alapjan osztalyozzuk. A folyamat szubkritikus, ha m <1, kritikus, ha m =1,
és végiil szuperkritikus, ha m > 1.

Az eddigiekben a Galton—Watson-folyamatokra csak eloszlasbeli konvergencidkat fo-
galmaztunk meg. A kdvetkezs tétel egy ennél erésebb allitas.

2.11.4. Tétel. Legyen {X,:neNy} Galton-Watson-folyamat & utdodeloszldssal, és legyen
m=E(§). Ha 0 <m < oo, akkor létezik olyan Y wvéletlen vdltozd, melyre

& —Y, n — oo, m.b.

mn
Bizonyitds. Tetsz6leges n € N és j € Ny esetén

Xn—1 J
E<Xn|Xn—1 :]) = E( Z £7L,k ‘ Xn—l :]> :E<Z£n,k) :jm7
k=1 j=1

ezért F(X, | X,,_1) =mX,_1. Meggondolhat6, hogy az

{Y, = X,,/m":neNy}
sztochasztikus folyamat szintén Markov-lanc. Ekkor a Tétel |(v)| pontja szerint bar-
mely n € N mellett

E(Ya|Yor. o Yo) = E(Ya | Yot) = E(mix

mnfl

1 X
Xn—l) = Wan—l = - = Yn—l ’
vagyis az Y,, n € Ny, sorozat egy nemnegativ érték(i martingal. Ekkor tetszéleges n € Ny

esetén E(|Y,|)=E(Y,)=E(Yy) =1, vagyis sup,,cy, £(|Yn]) <oco. Ezek utdn az allitds mar
kovetkezik a martingal konvergencia-tételbsl. O]
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3. fejezet

Felgjitasi folyamatok

3.1. Az exponencialis eloszlas
Az S valtoz6 exponencialis eloszlast kivet A >0 paraméterrel, ha eloszlasfiiggvénye

l—e™, 5>0,
0, s<0.

Ekkor a valtozé varhato értéke, szorasa illetve stirtiségfiiggvénye

B =D =5 f={ ) 20
13-mmmmmmmmmmomenae A
Fs s

A fenti definiciot kiterjesztve a tovabbiakban azt mondjuk, hogy az S altalanos érte-
lemben vett véletlen valtozé A\ =0 paraméteres exponencialist kdvet, ha P(S =+o0) =1.
Vegyiik észre, hogy a varhato érték és az eloszlasfiiggvény fenti formulaja ebben az ese-
tekben is érvényes, ugyanis

E(4+00) =1/0, Fio(z)=P(+00<s)=0, seR.

Erdemes megjegyezni, hogy mivel A =0 esetén S elfajulé, tehat majdnem biztosan kons-
tans, ezért fiiggetlen minden (4ltalanos értelemben vett) véletlen valtozotol.

3.1.1. Tétel. Legyen S nemnegativ értékd véges véletlen vdltozo. Ekkor az alabbiak ekuvi-
valensek.

(i) Az S wvdltozo exponencidlis eloszldst kovet valamilyen X > 0 paraméterrel.
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(ii) Tetszdleges s,t > 0 wvalds szamok esetén

P(X—t>s|S>t)=P(S>5s).

(iii) Tetszdleges s > 0 wvalds szdm valamint az S-tél fiiggetlen és nemnegativ értékd T

véges valtozo esetén
P(S—T>s|S>T)=P(S>s).

A [B.1.1] Tétel pontjanak allitasat 6rokifja tulajdonsagnak nevezziik. A tétel
szerint az Orokifju tulajdonsig sziikséges és elegend§ feltétele annak, hogy egy valtozo
exponencialis eloszlasi legyen.

<, e .

P(S—t>s55>t) 1-F(s+t)
P(S >t) O 1-F(1)

P(S—t>s|S>t)= =e M =P(X >5s).

= [(0)] Mivel S nemnegativ valtozo, F(s) =0 teljesiil minden s < 0 értékre. Legyen
G(s)=P(s>z)=1-F(s), s>0.
Az orokifja tulajdonsag szerint tetszéleges s,t > 0 valdsak esetén

Gltt) P42 0520 _p(s_to 41550 = (5> )= Glo).

amib6l G(s+t) = G(s)G(t). Felhasznalva, hogy G(s) monoton csokken a pozitiv félegye-
nesen megmutathato, hogy G(s)=e*¢ valamilyen \ > 0 valés szamra, tehéat az S valtozo
exponencialis eloszlast kovet.

[(i1)] = [(iiD)] Jel6lje
Frissm(t)=P(T<t|S>T), teR,

a T valtozonak az {S > T} eseményre vett feltételes eloszlasfiiggvényét. A teljes varhato
érték tételével, felhasznalva, hogy S fliggetlen T-t6l, kapjuk, hogy

P(S—T>s|S>T)—/ P(S=T>s|T=t,8>T)dFrssr(t)

P(S > S) / 1 dFT‘{S>T}(Zf) = P(S > S) .

P(S—t>s|T=t.8>t)dFrssr(t)

P S t>S|S>t) dFT|{5>T}(t)

—00

= Kovetkezik abbol, hogy a T'=t degeneralt viltozo fliggetlen S-t6l. m
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A tovabbi munkank sordn taldlkozni fogunk azzal a kérdéssel, hogy milyen eloszlast
kovet fiiggetlen exponencialis eloszlast valtozok minimuma. Az alabbi tételben erre a
probléméra adunk megoldast.

3.1.2. Tétel. Legyen Si,Ss,... véges vagy végtelen sok fiiggetlen exponencidlis eloszldsi
(esetleg dltaldnos értelemben vett) véletlen vdltozd rendre A\, No, ... >0 paraméterrel. Le-
gyen tovdbbd A = A+ No+- -+, és tekintsik az S =1inf{Sy, Sa, ...} (dltaldnos értelemben
vett) véletlen vdltozot. Ekkor érvényesek az aldbbiak.

(i) Ha X € [0,00), akkor az S wvdltozd exponencidlis eloszldsi A paraméterrel, mig ha
A =00, akkor S =0 majdnem biztosan.

(ii) Ha X € (0,00), akkor az infinimum felvétetik, tehdt létezik olyan N egész értékid
vdltozo, melyre P(S = Sy) =1. Az N wdltozo figgetlen az S értéktdl, és eloszldsa
An An

Bizonyitds. Ha A =0, akkor az 57, Ss, ... valtozok mind 0 paraméteres exponencialis
eloszlast kovetnek, amibdl P(S =+o00) =1, vagyis S szintén exponencialis eloszlast kovet
A =0 paraméterrel.

Abban az esetben, mikor A >0, az S viltozo6 1 valészintiséggel véges. Legyen a valtozo
eloszlasfiiggvénye F'(s) = P(S <s), s € R. Kapjuk, hogy ha s <0, akkor F'(s) =0, mig ha
s > 0, akkor a valtozok fiiggetlenségét felhasznalva

1-F(s)=P(5>5)=P(S1>8,%>s,...)=P(S1>s)P(S2>s) - =e Me 2. ..=¢,

Ha )\ < oo, akkor F' a A\ paraméteres exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ha A = oo,
akkor P(S >s)=1—F(s)=0 minden s > 0 értékre, tehat S a nulla pontban degeneralt
valtozo.

TetszGleges rogzitett n esetén az S’ =inf{S,, : m #n} (altalanos értelemben vett)
valtozo fliggetlen az S,-t6l, tovabba a tétel |(i)| pontja szerint exponencialis eloszlast kovet

X:ZAmzo

m#n

paraméterrel. Ha X' =0, akkor az S,,, m#n valtozok mind degeneraltak a végtelenben, és
igy A >0 miatt A\, > 0. Ekkor S,, egy véges exponenciilis valtozo, tehat N =n majdnem
biztosan, és az allitas azonnal kovetkezik. Ha ezzel szemben X\ > 0, de A\, = 0, akkor az
Sy, = +00 valtozo sosem lesz minimadlis, azaz P(N =n) = 0.

Csak az az eset maradt hatra, mikor ', \,, >0. Ekkor S,, és S’ fiiggetlen véges exponen-
cidlis eloszlasi valtozo, tehat létezik az egyiittes stirtségfiiggvényiik, mely a kiilon-kiilon
vett siirtségfiiggvények szorzata:

/\n)\/e—(Aner)\/y) , x,y>0,
fSn,Sl(x7 y) = fs., (x)fg/(y) - { 0, egyébként.
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Legyen R = {(x,y) € R?:0 <z < y}. Ekkor a kérdéses valoszintiség

P(N=n)=P(S=5,)=P(5,<5)=P((5,,5)€R) = /ngmgx(x, y) dxdy

:/ )\ne)‘"’”/ Ne v dydx:/ )\ne*()‘"JrX)g” dr = An .
0 z 0 Ant N

Vegyiik észre, hogy
An
P(N = == = 1a
D

tehat 1 valoszintiséggel létezik minimalis az Sy, S, ... valtozok kozott. A fliggetlenséghez
legyen R, = {(z,y) e R?: 0 <z <y,z <z}, 2> 0. Ekkor

P(N =n,S5< z) = fs,.5(z,y) dedy :/ )\ne_’\"x/ Ne ™Y dy dx
R, 0 T

= /0 Ape~ P tA)T gy — )\n/\j Y [1—e™] =P(N=n)P(S<2),

tehat N és S fiiggetlen. O

Gamma filiggvénynek nevezziik a
INa)= / v e " dr a>0,
0
fiiggvényt. Megmutathato, hogy I'(«) véges, ha o > 0, tovabba tetszéleges n > 1 egész

esetén I'(n) = (n—1)!. Azt mondjuk, hogy a T valtozd o rendii és A paraméteres (a, A >0)
Gamma eloszlast kovet, ha strtségfiiggvénye

)\Ot
fr(s) = =5t s>0.

Ekkor a valtozo varhato értéke E(T) = a/), szorasnégyzete D*(T) = a/\?. Derivaldssal
ellenérizhets, hogy ha az eloszlas rendje n > 1 egész, akkor az eloszlasfiiggvény

FT(S):Z(]:') e s>0.

k=n

3.1.3. Tétel. Ha S,...,5S, figgetlen exponencidlis eloszldsi vdltozd kézés X\ € (0,00)
paraméterrel, akkor az Sy +---+ S, 0Osszeq n-edrendd A\ paraméteres Gamma eloszldst
kévet.

Bizonyitds. A bizonyitas standard modszerekkel karakterisztikus fiiggvények segitségével
torténik. Fel kell irni az 6sszegvaltozo

G5y 4-t5, (1) =05, (t) - 05, (1),  tER,

karakterisztikus fliggvényét, és meg kell mutatni, hogy ez azonos az n-edrendd A paramé-
teres Gamma eloszlés karakterisztikus fliggvényével. A részleteket az olvasora bizzuk. [
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Az el6z6 allitasban azt vizsgaltuk meg, hogy milyen eloszlast kovet véges sok fliggetlen
és azonos eloszlasu exponencialis véletlen valtozd 6sszege. Az utolsé allitast azt a kérdést
jarja korbe, hogy milyen feltételek mellett lesz exponencialis eloszlasi valtozoknak egy
sora véges.

3.1.4. Tétel. Legyen S1,.5,, ... figgetlen exponencidlis eloszldsu vdltozoknak egy végtelen
sorozata, ahol a paraméterek rendre A\i, \g, ... € (0,00). Ekkor a

T:ZSn:51+SQ+

n=1

sor 1 valosziniséggel konvergens vagy 1 valdosziniséggel divergens, €s a sor pontosan akkor
konvergdl 1 valosziniséggel, ha
oo
>3,
— < 00.
An
n=1

Bizonyitds. A tétel els6 allitasa, tehat az, hogy a T sor vagy 1 valoszintiséggel konvergens
vagy 1 valoszintiséggel divergens kévetkezik a Kolmogorov 0-1 térvényhdél. Jegyezziik meg

azt is, hogy a fentiekben
o0 1 o
> = > E(S,)=E(T).
n=1""

n=1

Ezek utan, ha T'=o0o majdnem biztosan, akkor F(T) =00, és ezéltal a paraméterek recip-
rokaibol képzett sor divergens. Tehat a bizonyitasbdl csak annak igazolasa hidnyzik, hogy
ha 7" majdnem biztosan véges, akkor a paraméterek reciprokaibol képzet sor konvergens.
Ez az allitas a valtozok momentumgenerald fiiggvényével igazolhato, a bizonyitast most
nem kozoljik. O

3.2. A felujitasi folyamat és az elemi felajitasi tétel

3.2.1. Definicié. Tekintsiink tetsz6leges S, Sa, .. .>0 véges véletlen valtozokat, és legyen
To=0,T,=5++S,,n=12,... Az

Xt:#{nzlzTngt}:maX{nZO:Tngt}, t>0,
folyamatot szamlalé folyamatnak nevezziik.

A szamlalo folyamat, amint arra a neve is utal, valamilyen esemény bekdvetkezéseit
szamolja. A bekovetkezések kozotti idG Sp, S, ... > 0, tehat az esemény a T) < T, < ...
id6pontokban kovetkezik be. Ekkor X, azt mondja meg, hogy hany esemény kévetkezett
be a t >0 idéponttal bezarolag, mig X, — X, t >s>0, az (s, t] intervallumon bekovetkezett
események szamat adja. Konnyen megmutathato, hogy az X;, ¢t > 0, folyamat monoton
novekvo és jobbrol folytonos lépesds folyamat.

A szamlalo folyamatnak és az alabb definidlt specialis esetnek, a felajitasi folyamatnak
tobb alkalmazasi teriilete van. Az egyik ilyen teriilet a megbizhatosagelmélet, a miszaki

74



berendezések élettartamanak modellezése. Adott egy berendezés, egy gép, melynek véges
az élettartama, és amikor elromlik, azonnal kicseréljiik egy tujra. Amikor az is tonkre-
megy, akkor ismét felujitjuk a rendszert egy harmadik darabbal, és igy tovabb. Ekkor

a felajitasokat tekintjiik eseményeknek, az Sy, So, ... valtozok a berendezések élettarta-
mai, mig a 17,7, ... értékek a feldjitasok id6pontjai. Egy mésik alkalmazasi teriilet a

tomegkiszolgalasi modellek elmélete. Adott egy szerver, vagyis valamilyen kiszolgalé egy-
ség (egy bolt, egy hivatal, vagy egy szamitogépes terminél), melyhez vevsk (ligyfelek,

lekérdezések) érkeznek Si,Ss, ... id6kozonként. Ebben az esetben a szamlalo folyamat a
vev(ket szamolja, akik a 77,75, ... id6pontokban érkeznek. A szamlalo folyamat a kocka-

zati modellek elméletében is megjelenik, ahol a folyamat a tomegkiszolgalasi modellekhez
hasonléan egy biztositotarsasaghoz beérkez6 karbejelentéseket szamolja.

3.2.2. Definici6. Legyen X;, t > 0, tetszéleges sztochasztikus folyamat. Azt mondjuk,
hogy a folyamat felrobban a 7 (véletlen vagy determinisztikus) idépontban, ha X, véges
minden ¢ < 7 esetén, és limyy, X; = oo.

Szamlalo folyamat esetén a felrobbanas idGpontja

T = hm Tn251+52+"'€ [0,00],

n—oo

és a definiciobol Ny = oo, ha t > 7. Mivel a {7 < oo} esemény az Si, Sy, ... sorozathoz
tartozo6 farokesemény, ezért, ha specidlisan a sorozat elemei fiiggetlenek, akkor a Kolmo-
gorov 0-1 torvény miatt 7 majdnem biztosan véges vagy majdnem biztosan végtelen. Az
altalanos esetben ugyanezt nem mondhatjuk el, konnyen konstrualhaté olyan folyamat,
mely mondjuk 1/2 valoszintiséggel véges id6ben felrobban, és 1/2 valoszintiséggel T = oo.

3.2.3. Definicié. Egy tetszGleges X;, t > 0, sztochasztikus folyamat varhaté érték
fliggvénye az m(t) = F(X,) fiiggvény, mely azon t > 0 pontokban van értelmezve, ahol
a varhato érték létezik.

Vegyiik észre, hogy egy szamlalo folyamat esetén rogzitett n € N és t > 0 mellett
{(Xe=n}={T, <t <Tha} ={T0 <t} \{T11 < t},
amibdl az X, valtozo eloszlasa
P(X;=n)=P(T, <t)=P(Tyh41 <t)=Fr,(t)—Fr,, . (1).

Most Ty = 0, amibdl Frp, (t) = P(So <t) =1, ha t > 0, igy azonnal kapjuk, hogy

P(r<t)=P(X,=00)=1— ZPXt—n =1-> [Fr,(t) = Pr,,,(1)]
n=0 n=0

—1— [Py (t) - lim FTn(t)] — lim Fr, (1)

n—oo n—o0

Mivel szamlalo folyamat esetén X; nemnegativ értékd altaldnos értelemben vett véletlen
valtozo, az m(t) = E(X;) €[0, oo] varhato érték fiiggvény létezik minden ¢ >0 id6pontrara.

75



Ha 7 = oo majdnem biztosan, tehat a folyamat 1 valoszintiséggel nem robban fel véges
idében, akkor

WE

m(t)=E(X,)=> n[Pr,(t)=Fr,,,(t)] =Y _ Fr,(t).

Il
o

n

Abban az esetben, mikor Sy, Ss, ... fiiggetlen, a 11,75, ... valtozok eloszlasfiiggvényei
konvolacioval szamolhatoak.

3.2.4. Definicié. A felajitasi folyamat egy olyan X;, t >0, szamlalo folyamat, melyre
az Sy, Sa, ... >0 véletlen valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlasiiak. Ekkor a kapcsolatos
m(t) = E(X;) varhato érték fiiggvényt felujitasi fiiggvénynek nevezziik.

Legyen S az S, Ss, ... valtozokkal azonos eloszlast. Ha P(S=0)=1, akkor a folyamat
majdnem biztosan felrobban a 7=0 id6pontban, tehat X; egyetlen ¢t >0 értékre sem véges.
Eppen azért a tovabbiakban feltessziik, hogy P(S = 0) < 1. Ekkor a feldjitasok kozotti
id6 varhato értéke E(S) € (0, oo.

3.2.5. Példa. Az X,, t > 0, felujitasi folyamatot A intenzitdsti Poisson folyamatnak
nevezziik, ha a felujitasok kozotti idG eloszldsa a A paraméteres exponencidlis eloszlas.
Ekkor a T, valtoz6 m-edrendd )\ paraméteres Gamma eloszlast kovet, és igy varhato
értéke, szorasnégyzete illetve eloszlasfiiggvénye

_n 2 _n _ - (A1) —\t
B)=§.  P)=g Fl)=PT<)=3 QR 20
Ebbél azonnal kovetkezik, hogy
At n
P(Xe=n) = Fr,(6)— Fr,,(6) = S nz,
n:

tehat egy rogzitett ¢ > 0 pontban az N; valtoz6 A\t paraméteres Poisson eloszlast kovet.
Ez a tulajdonsag a folyamat elnevezésének a magyarizata. Mivel tetszéleges k > 1 egész
esetén X véges véletlen valtozo, kapjuk, hogy

k—o00 k—o00 k—o00

P(T<OO):P(G{T§]{?}>: lim P(7 <k)= lim P(X;=00)= lim 0=0,

vagyis a folyamat 1 valosziniiséggel nem robban fel véges id6ben. A Poisson eloszlas

,,,,,,

sintenzitasnak”, mert tetszéleges (s,t| intervallum esetén ide es§ események szamanak
varhato értéke
E(X;—Xs)=m(t)—m(s) =A(t—3s) .

A felujitasi fliggvényt a korabban felirt formulaval is meghatarozhatjuk, ugyanis

(%s) 0o 0o k 0ok &
m(t) = Z Fr, (t) = ()Z') oA Z Z ()Z!) oM

n=1 n=1 k=n k=1 n=1
RO LV N O LV
=D ke _)\tz e = A
k=1 k=0



Az aldbbiakban két tovabbi definiciot is adunk a Poisson folyamatra, melyek a[3.2.7 Tétel
szerint ekvivalensek az eredeti definiciéval. Ehhez viszont elGszor sziikségiink lesz néhany
1j fogalomra.

3.2.6. Definici6. Tekintsiink egy X={X;:t €T C|0,00)} sztochasztikus folyamatot, és
legyen s,t€ T, s<t, tetszleges. A folyamatnak az (s, t] intervallumon vett né6vekménye
az X;— X, véletlen valtoz6. Azt mondjuk, hogy a folyamat stacionarius névekményii,
ha a névekmény eloszlasa csak a vizsgalt idGintervallum hosszatol fiigg, tehat tetszéleges
st eT, t/—s' =t—s, esetén Xy — Xy és X;— X, azonos eloszlasu valtozo. Az X folyamat
fiiggetlen novekményt, ha diszjunkt intevallumonkon vett névekményei fiiggetlenek,
tehat tetszdleges n €N, tovabba barmely s; <t <so <ty <...<s,<t,, a T indexhalmazbol
szarmazo értékek esetén az X;, — X, Xy, — X,, ..., Xy, — X, valtozok fiiggetlenek.

3.2.7. Tétel. Legyen X;, t>0, szdmldlo folyamat, tovdbbd legyen A>0. Ekkor az aldbbiak
ekvivalensek.

(i) A folyamat X intenzitdasi Poisson folyamat, tehdt felijitdsi folyamat X paraméteres
exponencidlis élettartamokkal.

(ii) A folyamat figgetlen és staciondrius névekményd, és X; Poisson eloszldst kévet \t
paraméterrel, t > 0.

(iii) A folyamat fiiggetlen és staciondrius névekményt, és

P(X;=1)=X+0o(t), PX,>2)=o0(t), tL0.

Bizonyitds. A tételre a kés6bbiekben fogunk egy heurisztikus bizonyitést adni. O]

A tovébbiakban azt fogjuk megvizsgélni, hogy hogyan viselkedik az altalanos feldjitasi
folyamat és a kapcsolatos feldjitasi fiiggvény asszimptotikusan, ha ¢t — oo.

3.2.8. Tétel. Legyen X;, t > 0, tetszdleges felujitdsi folyamat, és tegyiik fel, hogy a fel-
ugitdsok kozotti S iddre P(S =0) < 1. Ekkor

li .b. :
bt B(S) too ¢t E(S)
A mdsodik konvergencidt elemi felujitdsi tételnek nevezziik.

3.2.9. Megjegyzés. A tétel els6 allitdsa azt mondja, hogy hossziatavon, tehat ¢ — oo
esetén, egy egységnyi hosszisagi iddintervallumra juto felajitasok X/t atlagos szama
1/E(S). Ez nem meglepd, ha arra gondolunk, hogy a felajitasok atlagosan E(S) id6-
kozonként kovetik egymaést, és ezaltal atlagosan 1/E(S) felujitas fér bele egy egységnyi
hosszusagu intervallumra. A tétel allitdsait az

t t
Xy~ —— m.b. : t) ~ ——
B m és m(t) E(S)’
forméban is felirhatjuk. Ez azt jelenti, hogy F(S) < oo esetén N; és m(t) aszimptotikusan
lineéris rendben tart a végtelenbe. Ezzel szemben, ha E(S) = oo, akkor N;=o0(t) valamint

m(t) = o(t), amint ¢t — oc.

t— 00,
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Bizonyitds . Tétel). A nagy szamok erds torvényét alkalmazva kapjuk, hogy

=

E(S), n— oo, m.b.
n n

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy X; — oo, amint ¢ — 0o, majdnem biztosan. Tegyiik fel
ugyanis, hogy ez a konvergencia nem teljesiil. Ekkor, mivel X; monoton ng, a folyamat
pozitiv valoszintiséggel korlatos. Ez csak gy fordulhat elg, hogy egy id§ utan nem torténik
ujabb felajitas, tehat valamelyik élettartam végtelennel egyenls. Kapjuk, hogy

O<P<tlL%10Xt<w>:P(Q{Sn:m}) Si:;P(Sn:oo):(),

ami ellentmondéas. Tehat valoban X; — oo, t — o0.

Amennyiben tekintjiik azt a két 1 valoszintiségii eseményt, melyeken a fenti konvergen-
cidk rendre teljesiilnek, akkor a két esemény metszete egy olyan 1 valésziniiségii esemény,
melyen mindkét konvergencia teljesiil. Ebbél jon, hogy

T,
X

— E(S5), t— 00, m.b.

Mivel X, adja a t id6ponttal bezardlag bekovetkezett események szamat, nyilvanvalo,
hogy Tx, <t <Tx,+1, amibdl
T, t Tx,1  Txppn Xi+1

< —< =
Xt _Xt Xt Xt+1 Xt

E(S) + — E(S)-1, t—o00,

majdnem biztosan. A rendér-elv alkalmazasaval jon az elsé allitas.

A masodik konvergencidhoz elgszor azt kell megmutatni, hogy az X, /t, t >0, valtozok
egyenletesen integralhatéak. Ezt mi most nem csinaljuk meg. Mivel X, /t—1/E(S) majd-
nem biztosan, ugyanez a konvergencia sztochasztikus értelemben is teljesiil. A momentum
konvergenciatétel szerint viszont ebbdl jon az L, konvergencia, tehét

E(’%—ﬁ)) 0.

Kapjuk, hogy

0|l <o (st 0. o

amibdl az elemi feltjitasi tétel azonnal kovetkezik. O]

3.2.10. Kovetkezmény. Ha P(S =0) <1, akkor a felujitdsi folyamat 1 valdsziniséggel
nem robban fel véges iddben, tovdbbd a felujitdsi fligguény véges és jobbrol folytonos a
pozitiv félegyenesen.
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Bizonyitds. A Tétel szerint a felujitasi folyamat és a felujitasi fiiggvény asszimp-
totikusan nem né gyorsabban, mint egy linearis fliggvény, tehat nem robbanhatnak fel
véges idGben.

A folytonossaghoz legyen t >0 tetsz6leges rogzitett érték. Ha s t, olyan modon, hogy
s < 2t, akkor a folyamat jobbrol valo folytonossaga miatt X | X;, valamint X, < Xy,. Az
Xy valtozo integralhatd, tehat a majorans konvergencia tétel alkamazasaval

m(s) = E(Xs) = E(Xy) =m(t). O

3.2.11. Definici6. Tekintsiink (S, C,), n=1,2,... fiiggetlen és azonos eloszlaslasu vek-
torvaltozokat, és tegyiik fel, hogy az els6 komponensek nemnegativ valtozok. Legyen X,
t >0, az S1,S5s,... valtozok, mint feltjitasok kozotti idék altal meghatarozott felajitasi
folyamat. Ekkor az

Xy
Rt:Zancl+"'+CNta 75207

n=1

folyamatot felajitasi dijfolyamatnak nevezziik.

A felajitasi dijfolyamatokat jellemzGen olyan esetekben alkalmazzuk, mikor a felijitas
valamilyen kéltséggel jar. A modellben rendre C), az n-dik feltjitas koltsége, mely fiigghet
az el6z6 felujitastol eltelt S, id6 hosszatol, de fiiggetlen a tobbi felajitas koltségétsl. Ekkor
R; a t > 0 id6pontig felmeriil6 teljes koltség. Ilyen tipusu problémaéval tobbek kozott a
biztositasi matematikaban taldlkozhatunk, ahol C, Cy, ... az egyes karbejelentésekre juto
kifizetések nagysaga. A tovabbiakban legyen S és C' rendre azonos eloszlast az S, illetve
a C,, n=12 ... valtozokkal.

3.2.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy az Ry, t > 0, felujitdsi dijfolyamatra P(S =0) <1 és
E(|C]) < co. Ekkor

&—@ m.b €s lim

%t E(S) o bt B(S)

Bizonyitds. Az allitas a Tételbdl és a Wald-azonossaghol kovetkezik. A bizonyitast
az olvasora bizzuk. O

3.3. Az ,inspection paradox”

Tekintsiik a kovetkezd problémat. Adott egy miszaki berendezés, melynek véges az
élettartama, és amint tonkremegy, azonnal kicseréljiik egy 1j, de azonos miiszaki paramé-
terekkel rendelkezé darabra. Arra vagyunk kivancsiak, hogy ha egy véletlen id6pontban
megvizsgaljuk a rendszert, akkor mennyi az aktudlisan iizemel6 berendezés teljes élet-
tartaménak varhato értéke. Ki fog deriilni, hogy ez a varhatd érték magasabb, mint a
berendezések varhato élettartama. A probléméat ugy is meg szoktak foglamazni, hogy egy
busz véletlen, de napszaktol fliggetleniil azonos id6kozonként jat. Ha egy véletlen id6pont-
ban kimegyiink a megalloba, akkor varhatéan mennyi ideig kell varakoznunk? Murphy
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torvénye azt mondja, hogy tobbet, mint az atlagos kovetési id6 fele, és ki fog deriilni, hogy
ez igaz is. Ezeket a meglep6 eredményeket szokas inspection paradox nevén emlegetni.

A problémat a kovetkezSképpen lehet formalizalni. Tekintsiink S7,.5,,... fliggetlen,
azonos eloszlasu és véges szorasu véletlen valtozokat, melyekre P(S; = 0) < 1. Legyen
X, t >0, a kapcsolatos felajitasi folyamat, és jelolje Ty = 0,71, T5, ... a felajitasok id6-
pontjait. Rogzitett tg > 0 mellett tekintsiink egy 7 valtozot, mely fiiggetlen az Sy, S, . ..
értékektol, és egyenletes eloszlasu a [0, to] intervallumon. Legyen N = X, +1>1 a 7 id6-
pont utanni elsé feldjitas sorszama. Ha ezen 7 id6pontban vizsgaljuk a rendszer, akkor
Sy az aktualis berendezés teljes élettartama, Ty — 7 a hétraléves élettartam, és 7—Ty_4
az aktualis berendezés kora. Habar ezt explicite nem jel6ltiik, ezen valtozok eloszlasa, és
ezéltal varhato értéke fiigg a to konstanstol. A kérdés a varhato értékek viselkedése, ha
to — 0o. A tovabbiakban legyen S az S, S, ... valtozokkal azonos eloszlasu.

3.3.1. Tétel. A definidlt vdltozokra

. o _ Bl . _E($?)
t&glgo E(Ty—1) —tggréoE(T—TN_l) = 2E(3) és t&gr;oE(ST) = ES)

3.3.2. Kovetkezmény (Inspection paradox). Ha S nem degenerdlt, tehdt D(S) > 0,
akkor

lim E(Ty—7)= lim B(r—Ty 1) > 200 4 Lim B(S,) > E(S)

dm B(Ty=n) = Jim Br=To)> =35> 6 hm B(8)> B(S),
Bizonyitds (3.3.4 Kévetkezmény). A feltevés szerint D?(S)=E(S?)—(E(S))?>0, vagyis
E(S?)/E(S) > E(S). Innen az allitas mar kiovetkezik a Tételbsl. O

3.3.3. Példa. Legyen X;, t > 0, Poisson folyamat A intenzitassal. Ekkor az S valtozo
exponencialis eloszldsti A paraméterrel, amibsl E(S)=1/) és E(S?)=2/A%. Ekkor a[3.3.1]
Tételbdl kovetkezik, hogy

E(TN—T)—>§:E(S)<§<—E(SN), ty — 00.

Tehat a 7 idGpontban iizemel§ berendezés Sy teljes élettartaménak varhato értéke nem
egyenld a berendezések atlagos ¢lettartamaval, hanem koriilbeliil kétszer akkora. Ehelyett
az atlagos élettartam koriilbeliil azonos az aktualis berendezés hatralevs élettartamaval.

Jogosan meriilhet fel a kérdés, hogy meg tudjuk-e vajon hatarozni a hatralévs élet-
tartam pontos eloszlasat. Kideriil, hogy a Poisson folyamat esetében erre van lehetéség.
Megmutathato, (és ezt az olvasora bizzuk,) hogy ha 7 fiiggetlen az X, t >0, folyamattol,
akkor az

X=X, —X,, t>0,

folyamat szintén A intenzitasi Poisson folyamat. Vegyiik észre, hogy a T — 7 valtozd
nem méas, mint az els§ esemény bekovetkezési idépontja az X, folyamat esetében, tehat
Tn —7 maga is exponencialis eloszlasi A paraméterrel. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy
E(Ty —7) =1/ X tetszbleges rogzitett ty > 0 esetén.
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Abban az esetben, mikor az S valtozé csak véges sok kiilonbozé értéket vesz fel, a[3.3.1]
Tételre adhato egy olyan bizonyitas, mely ravilagit az inspection paradox lényegére. Mi
most csak ezen bizonyitas heurisztikdjat kozoljiik, és csak a harmadik allitasra, de egy
kis munkaval a gondolatmenet teljesen kitakarithato és alkalmazhaté a masik két konver-
genciara is. Ha S elfajuld, tehat csupan egyetlen értéket vesz fel pozitiv valészintiséggel,
akkor a harmadik allitas egyrészt trivialis, masrészt egyaltalan nem érdekes. Tegyiik fel,
hogy az S valtoz6 az sq,...,s > 0 kiilonbo6z6 értékeket veszi fel rendre p.q, ..., p; valoszi-
niiséggel, és legyen tg="T,, tehat a 7 véletlen id6pont legyen egyenletes eloszlasi a 0 és az
n-dik felajitas idépontja kozott. (Ez csak heurisztika!) Ekkor Sy, ..., S, koziil binomialis
szdm valtozo, varhatoan np, veszi fel az s; érteket, tehat az s, hossziségu intervallumok
teljes hossza koriilbeliil npgs,, k=1,...,[. A nagy szamok tétele szerint

Sit--+5,
n——m—=
n

T, = nE(S),
tehat kozelitsleg prsi/E(S) annak az esélye, hogy a véletlen idépont, amikor vizsgaljuk a
rendszert, éppen egy s, hossziisdga intervallumra esik. Ekkor a véletlenszertien valasztott
intervallum Sy hosszanak varhato értéke hozzavetslegesen

!
N DrS B E(S5?%)
E<SN)NZM Ek(;)“’“_ E(S)

A nagyszamtorvények tobbszori alkalmazasaval ez a heurisztikus bizonyitas teljesen pre-
cizzé tehetd, és megmutathato, hogy n — oo esetén a kapott eredmény pontos. A gon-
dolatmenet f6 mondanival6ja, és ezaltal az inspection paradox magyarizata az a tény,
hogy annak valészintisége, hogy 7 milyen hossziisdgu intervallumra fog esni, nem csupén
a pi,...,p értékektdl fiigg, hanem az intervallumok hosszatol is. Ez érthetd, hiszen a
hosszabb istervallumok, ha esetleg ritkdAbban is helyezkednek el, 0sszeségében nagyobb
tartoméanyt fednek le a szamegyenesen, és ezaltal a véletlen id6pont nagy valdszintséggel
egy ilyen intervallumra fog esni.

Bizonyitds (5.3.1. Tétel). A tételbdl csak az els§ konvergenciat bizonyitjuk. A méasodik
hasonléan jon, rabizzuk az olvasoéra, a harmadik pedig ezek utan mar trivialis. Legyen

A(t)ZTXt+1—t, tZO,

a hatralévs élettartam a determinisztikus ¢ idpontban. Rogzitett ¢y esetén 7 sirtiség-
fiiggvénye 1/ty a [0, o] intervallumon, mindenhol méshol pedig 0, igy a teljes varhato
értéek tételével

1 [t
B(Ty—7) = —/ A() dt.
to Jo
Legyen most n > 1 rogzitett egész, és vegyiik észre, hogy

AT, +t) =S, —t, 0<t<S,,
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vagyis az A(t), T,,—1 <t <T,, valtozok értéke csak S, értéktdl fiigg. (Rajzoljuk fel az A(t)
folyamatot!) Legyen most

T, 2
" S
C, = At)dt =2
Tn—l 2
Ekkor az (S,,C,), n=1,2,..., vektorvaltozok fiiggetlenek és azonos eloszlastuak, vagyis

a feltjitasi dijfolyamatokra vonatkozo tételbdl kapjuk, hogy

1 [Tx 1 E(C) E(S?)
E(TN—T)zt—/O A(t)dt—%;Cn%E(S)—2E(S), ty — 00 .

0

Hasonl6 modszerrel kaphatunk egy fels§ korlatot is

Txt+1 1
E(Ty—1)<— At)dt = — R, .
M-n<e [T Ana- 3

n=1

Ennek hatarértéke nehezebb, vissza kell nytlni oda, hogy hogyan lehet levezetni a feluji-
tasi dijfolyamatokra vonatkozo tételt. Mivel X,;, — oo, amint ¢y — co majdnem biztosan,
a nagy szamok tételének alkalmazasaval jon, hogy

Xin+1
X, +1 1 > 1 E(S?)
E(Ty—7)<—2 C, —E(C) = 7
(Iv-m)= = [Xt0+1 nzl ]%E(S) (©) =25
majdnem biztosan. O]
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4. fejezet

Folytonos idejti Markov-lancok

4.1. Folytonos idejti Markov-lancok atmenetval6szintisé-
gei

Ebben a fejezetben a diszkrét ideji Markov-lancok folytonos ideji valtozatat fogjuk
definialni és vizsgalni. Legyen X={X,:t >0} megszamlalhato allapotterti sztochasztikus
folyamat, és jelolje Z a folyamat allapotterét.

4.1.1. Definicié. Az X={X,:t >0} sztochasztikus folyamat folytonos idejii Markov-
lanc, ha tetszéleges n=1,2,... egész, i1,...,1,,1,J allapotok, és 0< 51 < ... <5, <5<t
id6pontok esetén

P(Xi=j|Xs=i,X,, =in,..., Xy, =is,) =P(Xe =7 | Xs =1) = pij(s,1),

amennyiben a feltételben szerepl§ eseménynek pozitiv a valoszintsége. A p; ;(s,t) valo-
szintiségeket Atmenetvaldszintiségeknek nevezziik, a

P(s,t) = [pi,j(‘g?t)}i,jel

matrixfiiggvény a folyamat Atmenetvaldszintiségi matrixfiiggvénye, vagy roviden at-
menetmatrixa.

4.1.2. Allitas. Tetszdleges 0 < s <t esetén teljesiilnek az aldbbiak.
(i) P(s,t) sztochasztikus mdtriz.
(i) P(s,s) =Ez:=[0;;lijez, ahol 6;; a Kronecker delta szimbdlum.

A folytonos idejii Markov-lancok fenti definicioja természetesen adodik a diszkrét ideji
Markov-lancok [2.1.2] Definiciojabol. A diszkrét idejii esetben a [2.1.8] Tételben megmu-
tattuk, a definici6 azzal ekvivalens, hogy tetsz6leges n € Ny idépont, ¢ € Z allapot, tovabba
megfelelen valasztott Mult és Jové események mellett

P(Jov6 | X, =i, Malt) = P(Jov6 | X, = 1) .
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A kovetkez6 tételben azt mondjuk ki, hogy a definicié ezen altalanositasa folytonos idejd
Markov-lancok esetén is igaz. Az allitdst bizonyitasat az olvasora bizzuk, a levezetés a
diszkrét ideji valtozat gondolatmenetét koveti.

4.1.3. Tétel. Legyen X={X;:t>0} megszamldlhato dllapotterd folyamat, tovdbbd legyen
Fi=o0(Xs:5<1t), G=0(Xs:5>1), t>0.
Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
(i) Az X folyamat folytonos ideji Markov-ldnc.
(ii) Tetszdleges t >0 iddépont, i € T dllapot, tovibbd A € G, és B € F; események mellett

A tovabbiakban csak olyan folytonos idejti Markov-lancokkal foglalkozunk, melyekben
a p;;(s,t) atmenetvaloszintiségek értéke csak a t — s kiilonbségtdl fiigg.

4.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X = {X, :t > 0} folytonos ideji Markov-lanc
(id6)homogén, ha az atmenetvalosziniiségek csak az (s, t| intervallum hosszatol fiiggnek,
tehat ha

(s ) =pl;" s P(s) =P,
teljesiil minden i és j allapotra, valamint 0 <s<t id6pontra. Legyen a=[w;);e7 a folyamat
kezdeti eloszlasa, tehat legyen

OéiI:P(XOIi>, 1€l
Ekkor a folyamatra az X ~ Markov(a, P® ¢ > 0) jelolést hasznaljuk.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a lanc &llapotai nemnegativ
egész szamok. Fontos megjegyezni, hogy egy folytonos idejii Markov-lanc felrobbanhat
egy véges idépontban. FEzt a technikai nehézséget gy hidaljuk at, hogy az allapottérhez
sziikség esetén hozzéavessziik a oo allapotot, tehat Z C NU{oo}. A tovabbi bonyodalmak
elkeriilése miatt ezen a kurzuson a oo allapottol megkoveteljiik, hogy ne legyen kezdeti
allapot, azaz a,, =0, és azt, hogy elnyel§ legyen, tehat tetszdéleges 0 < s <t id6pontok,
és 1 # oo allapot esetén py ;(s,t) = 0. Ezek kényelmi feltevések.

Az alabbiakban kimondunk néhany alapvetd tételt a folytonos idejii homogén Markov-
lancokra. Ezeket bizonyitas nélkiil kozoljiik, ugyanis a [4.1.6] Tétel kivételével mindegyik
allitas levezetése a kapcsolatos diszkrét ideji tétel bizonyitasanak gondolatmenetét koveti.
Az emlitett Tétel bizonyitasa joval nehezebb, ezt terjedelmi okokbol nem kozoljiik.

4.1.5. Tétel. Legyen X ~ Markov(a, P, t > 0) folytonos ideji homogén Markov-linc.
Tetszdleges rogzitett s > 0 iddpont és i dllapot esetén tekintsik az X' = { X4y : t > 0}
folyamatot. Ekkor az {Xs =1} eseményre feltételesen teljesiilnek az aldbbiak.

(i) X'~ Markov(8;, P® ¢t >0);

84



(il) X' fuggetlen az {X;,0 <t < s} vdltozoktdl.

4.1.6. Tétel (Erés Markov-tulajdonsag). Legyen X ~ Markov(a, P ¢t > 0) folytonos
idejd homogén Markov-linc. Legyen T > 0 megdlldsi idd az F, = o(Xs:s <t), t >0,
szdrésre nézve, és tekintsik az X' ={X, 4, :t > 0} folyamatot. Ekkor tetszdleges i dllapot
esetén a {T < 00, X, =i} eseményre feltételesen teljesilnek az aldbbiak.

(i) X'~ Markov(8;, P t>0);
(il) X' figgetlen az F, pre-o-algebrdtdl.

4.1.7. Tétel (Multiplikacios formula). Legyen X={X;:t>0} folytonos ideji sztochasztikus
folyamat. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) X folytonos idejii homogén Markov-ldnc o kezdeti eloszldssal és P®, 0 <t, dtme-
netmdtrizszal.

(ii) Tetszdleges n = 1,2,... €gész, jo,J1,---,jn € L dllapotok és 0 < s <t; <...<t,
iddpontok esetén

. . . ¢ to—t tn—tn_
P(Xt, = s Xoy = 1, Xo = o) = agopl g o - ppr i)

Tovabba, ha X folytonos idejii homogén Markov-lanc, akkor

P(th = ns o Xy, =1 ’Xs :jO) (t1i—s), (t2—t1) ‘p(tn—tnfl) )

= Pjo,j1 Pjijo Jn—1,Jn

4.1.8. Kovetkezmény (Chapman-Kolmogorov egyenletek). Legyen X={X,:t>0} foly-
tonos idejii homogén Markov-linc o kezdeti eloszldssal és P t >0, dtmenetmdtrizszal.
Ekkor tetszdleges s,t > 0 mellett PG+ = PEIPO),

Természetesen adodik a kérdés, hogy egy P: [0, co) — R,z matrixfiiggvénynek milyen
szitkséges és/vagy elegendd feltételeket kell kielégitetnie ahhoz, hogy értékei egy folytonos
idejii homogén Markov-lanc 4tmenetmatrixait adjak. Kideriil, hogy erre a kérdésre egy
egészen egyszeri valasz adhato.

4.1.9. Definicio. Egy P:[0, co)—Rz«7 fliggvényt sztochasztikus matrixfiiggvénynek
neveziink, ha teljesiilnek az alabbiak.

(i) P(0)=Ez.
(ii) P(t) sztochasztikus matrix minden ¢ > 0 esetén.
(iii) P(s+t) = P(s)P(¢) teljesiil minden s,¢ > 0 esetén.

4.1.10. Tétel. Legyen T tetszéleges megszamldlhato halmaz, és tekintsiink eqy o € RT
eloszldst, valamint egy P :[0, 00) = Rz.7 mdtrizfiggvényt. FEkkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) Létezik X ~ Markov(c, P(t),t > 0) folytonos ideji homogén Markov-linc.

85



(ii) A P figgvény sztochasztikus mdtrizfigguény.

Bizonyitas. |(1)={(i1)| Tegytik fel, hogy létezik X ~ Markov(«, P(t),t > 0) folytonos idejii
homogén Markov-lanc. Ekkor a. Allitasbol és a Chapman-Kolmogorov egyenletekbdl
Kovetkezmény) azonnal jon, hogy a P fiiggvény sztochasztikus matrixfiiggvény.
Ezt az iranyt késébb fogjuk bizonyitani, ugyanis sziikség van hozza egy mé-
lyebb elméleti tételre. O]

4.2. Kolmogorov egyenletei homogén Markov-lancokra

Az el6z6 alfejezetben arra probaltunk meg ramutatni, hogy a diszkrét ideji Markov-
lancok utan a folytonos ideji Markov-lancok definicidja természetesen adodik, és a két
tipusra teljesen analog allitasok fogalmazhatdak meg. A két folyamat kozott mindossze az
az eltérés, hogy a pozitiv félegyenes mely pontjaiban vannak definidlva. Van azonban egy
olyan techninai jellegii kiilonbség, mely a tovabbi eredmények bizonyitésa sordn alapvetd
fontossagu lesz. Diszkrét id6ben a Chapman-Kolmogorov egyenletek szerint a tobblépé-
ses atmenetvalosziniiségek mind felirhatdak az egylépéses P atmenetmétrix segitségével,
nevezetesen P = P" teljesiilt minden n € Ny esetén. Ez az egyszerii észrevétel nagyban
leegyszertsitette a diszkrét idejd folyamatok vizsgalatat. Ezzel szemben folytonos idében
nem létezik olyan P matrix, melybsl a P®, t >0, atmenetvaloszintiségek mind egysze-
riien felirhatoak lennének mondjuk hatvanyozas segitségével. A tovabbiakban egy olyan
elemi épitékockat, egy olyan objektumot keresiink, mely egy folytonos ideji Markov-lanc
ismeretében konnyen felirhatd, és amibdl az dtmenetvaldszintiségek mind meghatarozha-
toak. Ehhez azonban tovabbi regularitasi feltételeket kell bevezetniink.

4.2.1. Definicié. Legyen X ~ Markov(a, P®,¢ > 0). Azt mondjuk, hogy az X folyamat
standard, ha P®) - P =E;, amint ¢ | 0, tehat tetszSleges 7, j € T allapotok esetén

(t) R 17 22.77
pi,j_>67/7] {07 Z#], tio
(t)

A standarditas azt jelenti, hogy a p; , >0, atmenetvaloszintségek jobbrol folytonosak
a t =0 pontban. Ezen egyszert tulajdonsagbol komoly analitikus allitasokat fogalmazha-

tunk meg a Markov-lanc dtmenetvaloszintiségeire.

4.2.2. Allitas. Legyen X standard Makov-ldnc, és tekintsiink tetszdleges i,j € T dllapo-

tokat. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.
(i) A pgtj), t >0, figguény folytonos.

()

.3

®_y

i

(ii) Tetszdleges i,5 € T dllapotok mellett vagy p; ; >0 minden t >0 esetén, vagy p

minden t > 0 esetén.

(ii)) A
h h
P
i = hl0 h hl0
hatarérték létezik, tovdbbd q;; € [—00,0], és ¢;; € [0,00), ha i # j.
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Bizonyitds. Legyen t >0 tetsz6leges rogzitett érték. Vegyiik észre, hogy barmely ¢, j€Z
és h >0 esetén a pgt,i, k € L, valosziniiségek egy eloszlast, tehat egy véges mértéket adnak

az T allapottéren, tovabba minden k£ € 7 allapotra

pl<t e pl =8y, hlO.

Ebbél kovetkezik, hogy az Z allapottéren értelmezett konstans 1 fiiggvény a p,(;?, kel
fiiggvény egy majoransa, tovabba ez a majorans integralhaté a pgf,z, k € I, valészintiségi
mérték szerint, hiszen
t
> ph1=1.

kel

Ekkor a Chapman-Kolmogorov egyenletek és majorans konvergenciatétel alkalmazasaval

t+h t) (h t
=Sl = > ok =l kLo,
keT keT

A balrél val6 folytonossdg nehezebb, tovabbi ttleteket igényel, ennek bizonyitasat most
mell6ziik.

(ii1)| Ezen allitasok bizonyitédsa mar nehéz és idGigényes, ezért a levezetéseket nem
kozoljiik. Egyediil arra mutatunk ra, hogy ha sikeriil belatni, hogy a ¢; ; értékek léteznek,
akkor ezen derivaltak elGjele mar kénnyen jon abbol az egyszeri észrevételbdl, miszerint

p—-pl <0 e pM—p >0, i) H

A gyakorlatban altalaban olyan folytonos idejii Markov-lancokkal dolgozunk, melyek
minden ¢ >0 pontban jobbrdl folytonosak. Az alabbi allitas szerint ezen folyamatok mind
standardok.

4.2.3. Allitas. Ha egy folytonos ideji homogén Markov-ldne 1 valdszindséggel jobbrol
folytonos a t =0 pontban, akkor a folyamat standard.

Bizonyitds. Jegyezziik meg, hogy az X, viltozd nem veheti fel pozitiv valészintséggel a
oo értéket. Legyen

A= {weQ: Xy (w) jobbrol folytonos a 0 pontban},

A, ={weN: Xy(w) = Xo(w),Vt <1/n}, n=12,...

Nyilvan A, C A, +1 C A minden n esetén. Tovabba, tetszéleges w ) esetén, mivel az X;(w)
fiiggvény egész értéki, a konvergencia csak tgy teljesiilhet, ha valamilyen § = 6(w) érték
esetén X;(w)=Xo(w), ha t<J. Tehat A=U5°, A,. Legyen h 0. Ekkor n(h)=|1/h] — o0,
amibdl

1>p" = P(X, =i| Xo=1) > P(Ayp) — P(A)=1.

(h)

A rendér elv miatt p;’;’ — 1, tehat a folyamat standard. O
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A tovabbi munkankhoz sziikség lesz még egy regularitési feltételre, mely al4.2.2| Allitas
pontjaban definidlt derivaltak kozott teremt kapcsolatot.

4.2.4. Definici6. Legyen X standard folytonos idejii Markov-ldnc. A folyamat konzer-
vativ, ha tetszéleges ¢ € Z allapot esetén

Dau= g & a>—oc.
JF

Ekkor a Q=|g¢; j|; jer matrixot az X folyamat infinitezimalis generatoranak nevezziik.
4.2.5. Allitas. Ha a folyamat standard és csak véges sok dllapota van, akkor konzervativ.

Bizonyitds. Mivel a lanc standard, a ¢; ; € [—00, 00) hatarértékek léteznek. Az allapottér
véges, ezért

h 0 (h) (0)
Z B . Pg,j) _Pg,j) . Zjel'pz‘,j _Zjejpi,j o 1=1
Gij = lim =lim =lim — =0.
A “— h]0 h hi0 h hlo  h
JET JET
A standarditas miatt g; ; véges, ha i # j, amibdl ¢;; szintén véges. m

4.2.6. Kovetkezmény. Amennyiben eqy mdtrixz derivdltjat a komponensenkénti derivdl-
takkal definidljuk, akkor konzervativ Markov-ldnc esetén

it I

{ pgk_é?} Pl _pO  gp®
i,j€T t=0

A kovetkezSkben azt az esetet vizsgéljuk meg, amikor a lanc allapottere véges. Ha
t >0 és h > 0 rogzitett, akkor a Chapman—Kolmogorov egyenletekbdl

p+h) _p®) ) ph _p©  ph) _pO
h N h N h

Ha most h | 0, akkor a kozéps6 és a jobb oldali kifejezés konvergal, tehat a bal oldalnak
is van hatarértéke. Ekkor a P® matrixfiiggvény jobbrél derivalhato, és a derivalt

dP®
dt

=PYQ=QP", t>0.

Felhasznélva, hogy egy standard folyamat, a baloldali derivaltra kapjuk, hogy

—h h 0
POPTY_penPZ P pog-qpv, 1o,

Mivel a P® matrixfiiggvény konponensenként jobbroél és balrél is derivalhato, és a kétol-
dali derivaltak megyegyeznek, a fiiggvény derivilhat6 minden ¢ > 0 pontban.
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4.2.7. Definicié. Legyen Q egy X konzervativ Markov-lanc infinitezimalis generatora,
és legyen P(t) = [pi;(t)]ijer € Rrxz, t > 0, tetszGleges matrixfiiggveny. Ekkor a
dP(t)

7 = P(t)Q ) AZaAZ

dpi;(t) N
a szk(t) qrj, J€EL,

kel

egyenletrendszert Kolmogorov el6rehalad6 (forward) egyenleteknek nevezziik, a

BT QP(1), azaz —a ;I Grpe;(t), 4,j€T,

egyenletek pedig Kolmogorov visszafelé halad6 (backward) egyenletei.

A fentiek alapjan véges allapottér esetén az atmenetvalosziniiségek megoldasai a Kol-
mogorv egyenleteknek, de fontos hangstilyozni, hogy lehetnek méas P(t), ¢t >0, megoldasok
is. A kovetkez§ tétel a megoldas egyértelmiiségét mondja ki.

4.2.8. Tétel (Kolmogorov egyenletei véges allapottéren). Tegyik fel, hogy X véges dlla-
potterd konzervaliv Markov-lanc. Fkkor az dtmenetvalosziniségek eqyértelmd megolddsai
annak a kezdeti érték problémdnak, hogy a Kolmogorov eldrehalado vagy visszafelé halado
egyenleteket tekintjik a P(0) = Er kezdeti feltétellel. Tovdbbd, az dtmenetvaldszinidségek
felirhatoak, mint

P(t)zth = E —|tn, t20
n:
n=0

Bizonyitds. Azt méar lattuk, hogy az atmenetvaldsziniiségek megoldésok, valamint a kez-
deti feltételt is kielégitik. A differencidlegyenletek tananyag alapjan mind az elérehalado,
mind a visszafelé halado egyenletek megoldasai Ae®!, ¢ > 0, alakban allnak els, ahol
A € Rz.7. A kezdeti feltétel alkalmazasaval A = Ez, tehat a megoldas egyértelmd. [

A kovetkezSkben azt vizsgaljuk meg, hogy mit allithatunk nem véges allapottér esetén.
Kideriil, hogy ebben az esetben az egyenletek megoldasa méar nem feltétleniil egyértelm.

4.2.9. Tétel (Kolmogorov elérehalado egyenletei). Legyen X konzervativ Markov-ldnc,
és tegyiik fel, hogy minden 7 € L dllapot esetén
(h)

4.3

A qi.j

sup
i#]

—0, hl0.

Ekkor a pg?, t > 0, ditmenetvalosziniségek minden pontban jobbrol derivdlhatoak, és a
derivdltak kielégitik a Kolmogorov eldrehalado egyenleteket.

Vegyiik észre, hogy véges allapottéren az extra feltétel teljesiil, de a nem véges esetben
mar nem feltétleniil. Ugyan erre nem fogunk kiilon kitérni, de a feltétel nem hagyhato el.
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Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszéleges ¢t > 0 id6pontot és i, 5 € Z rogzitett allapotokat,
és legyen h | 0. A Chapmann-Kolmogorov egyenletekkel

(t+h)
pl J Z p;, kpk g
keZ
vagyis
(t+h) _ (t)

(t)_(0)
Pij Pij Zkelpi,kpk:,J ZkeIpz KPrj (t)Pé,] ~
h - h =Dij +Z lk

k#j
Ebbél azonnal kapjuk, hogy

(t+h) _ (t)

p7 ),
ot Y Dl <

kel

(h) )

—d4j; —dkj| -

J— 7/7‘

+szk

k#j

Most a feltevés szerint h]0 esetén az utolso Osszegben szerepld abszolut értékek egyenlete-
sen konvergalnak nulldhoz, mig a pz k, k+# 7, valoszintiségek egy véges mértéket definidlnak
az allapottéren. Ekkor a majoréas konvergenaatetel alkalamzasaval kapjuk, hogy az egész
Osszeg konvergal nulldhoz. Mivel a jobb oldalon az els6 tag szintén tart nulldhoz, kapjuk,

hogy
(t+h) (b

pz7 pi, ]
P S s = [POQ),, kb,
kel
Tehat az atmenetvaldszintiségek jobboldali derivaltjai léteznek, és kielégitik a Kolmogorov
elére egyenleteket. O]

4.2.10. Tétel (Kolmogorov visszafelé halado egyenletei). Legyen X konzervativ Markov-
lanc. Ekkor az dtmenetvaldsziniségek minden pontban balrol derivdlhatoak, és a derivdltak
kielégitik a Kolmogorov visszafelé halado egyenleteket.

Bizonyitds. A bizonyitds hasonl6 modszerrel megy, mint az el6rehaladé esetben, a leve-
zetést az olvasora bizzuk. Az egyetlen jelentds kiilonbség az, hogy ezuttal nincs sziikség
extra feltételre, nem kell megkdvetelni, hogy minden ¢ € 7 allapotra

h
)

sup ZT’k—qi,k —0, hl0.

ki

teljesiiljon. Ennek az az oka, hogy az egyenletes konvergencia kévetkezik abbol a ténybdl,
hogy a lanc konzervativ. O]

Végiil néhany sz6 a megoldasok egyértelmiiségérdl, bizonyitas nélkiil. Az elgbb lat-
tuk, hogy az d&tmenetvalosziniiségek nem feltétleniil elégitik ki a Kolmogorov el6rehalado
egyenleteket. Viszont, meg lehet mutatni, hogy ha a Kolmogorov elére egyenleteknek van
megoldasa, akkor az egyértelmi, és éppen az dtmenetvaloszintségeket adja. Azt is lattuk,
hogy a visszafelé halado egyenleteknek mindig van megoldasuk, az atmenetvaldszintiségek
mindig kielégitik ezeket az egyenleteket. Viszont altaldban vannak méas megoldasok is.
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4.3. Az allapotvaltozasok dinamikaja

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy egy folytonos idejii homogén Markov-
lanc mennyi id6t t6lt el egy-egy allapotban, és amikor elhagy egy allapotot, akkor mekkora
valoszintiséggel ugrik at a lehetséges célallapotokba. Azonban a {6 tétel kimondasa el6tt
be kell vezetniink néhany jelolést.

Legyen X={X;:t>0} tetszbleges sztochasztikus folyamat az Z=NyU{+oc} allapot-
téren. Azt mondjuk, hogy az X folyamat cadlag, ha tetszéleges w € ) kimenetel esetén
az X(w) : [0,00) = T trajektoria cadlag fiiggvény, tehat mindenhol jobbrol folytonos, és
mindenhol rendelkezik baloldali hatarértékkel. Mivel a folyamat minden pontban jobbrol
folytonos, minden meglatogatott allapotban eltdlt egy pozitiv hossziusagu id6t. Legyenek
0="Ty<T,<T,<... azok az id6pontok, amikor a folyamat allapotot valt, tehéat legyen

T,=min{t>T, ;: X; # Xr, .}, n=12 ...,

ahol min () = +00. Ekkor egy rogzitett w € Q kimenetel esetén a T, (w) sorozat haromfé-
leképpen viselkedhet.

1. Végtelen sok T,,(w) idépontunk van, és T,,(w) — oo, amint n — oco.

2. A T, (w) sorozat konvergél egy 7=7(w) < oo iddponthoz, amint n— oo. Felhasznalva,
hogy a Markov-lanc cadlag megmutathato, hogy ekkor a folyamat felrobban a 7
idépontban, tehat X,;(w) = oo, ha t > 7. Mivel a oo éallapot elnyels, nem vizsgaljuk
a folyamat viselkedését a 7 id6pont utan.

3. Csak véges sok To(w), ..., Tnv(w) id6pontunk van, ugyanis a lanc N = N (w) allapot-
valtas utan belefut egy elnyels allapotba. Ekkor a definicié értelmében T, (w) =400,
minden n > N esetén.

Legyen Y,, = X1, a meglatogatott allapotok sorozata, és jeldlje S, =71, —1,_1 az
egyes allapotokban eltoltott id6t, ahol n =1,2,... Ezen definiciok aldl jelentsen kivételt
a 3. eset, amikor az elnyelG allapot elérése utan, tehat n > N +1 esetén legyen Y, = Y11
és S,, = +oo.

4.3.1. Definicio. Az Y = {Y,, : n € N} sorozatot az X folyamathoz tartoz6 beagyazott
folyamatnak nevezziik.

Az elsé allitasban azt vizsgaljuk meg, hogy hogyan viselkedik a beagyazott folyamat,
ha az X folyamat homogén Markov-lanc.

4.3.2. Allitas. Ha X folytonos ideji homogén Markov-ldnc o kezdeti eloszldssal, akkor
az Y ={Y, :n € N} folyamat diszkrét idejii homogén Markov-lanc, melynek « a kezdeti
eloszldsa és R = [r; j]; jez az dtmenetmdtriza, ahol

Ti,j:P(XS1:j|X0:Z.)a ZaJGI

91



Bizonyitds. A kezdeti eloszlés nyilvanvalé, hiszen definici6 szerint Yy = X. Legyen most
n € N rogzitett, és tekintsiik az X; = X7, 14, t > 0, folyamatot. Ekkor az X' lancban az
els6 allapotvaltéas az S| =T,,11 —T,, id6pontban térténik. Mivel T,, véges megallasi id6, az
erGs Markov-tulajdonsag alkalmazasaval

Az utolst egyenlGség abbol a ténybdl kivetkezik, hogy az erés Markov-tulajdonsag szerint
X és X’ azonos eloszlastuak. ]

Jegyezzilk meg, hogy ha egy folytonos idejii homogén Markov-lanc cadlag, akkor
a[4.2.3] Allitas értelmében standard is, de nem feltétleniil konzervativ. A kovetkezs tétel
a folytonos idejii Markov-lancokkal foglalkozo6 fejezet 6 eredménye.

4.3.3. Tétel (Az allapotvaltozasok dinamikaja). Legyen X={X,:t >0} cadlag folyamat
az T CNU{+oo} dllapottéren, és tekintsiink eqy Q € RT*T mydtrizot, melyben tetszdleges
1,] €L, 1# j, dllapotok esetén

¢i; <0, %;=>0, ZQi,kZO-
keZ

Jeldlje tovdabbd Y a kapcsolatos bedgyazott folyamatot. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) A X folyamat konzervativ folytonos idejd homogén Markov-ldinc, és Q az infinitezi-
malis generdtora.

(ii) Az Y folyamat diszkrét ideji homogén Markov-lane, melynek dtmenetmdtriza

i,
R= [T@J‘L,jez’ Tij = TG

(Legyen 0/0=0.) Emellett, tetszéleges n € Ny esetén az {Y, =i} eseményre feltéte-
lesen Y, 11 €s S, fiiggetlen eqymdstol, az Yy, ..., Y,_1 dllapotoktol és az Sy, ..., Sn_1
iddktdl. Tovdbbd, S, az {Y, =1} eseményre feltételesen exponencidlis eloszldst kivet
\i = —qi; paraméterrel.

Ha ezen felil az X folyamat dllapottere véges, akkor a fentiekkel a kévetkezd is ekvivalens.

(i) Tetszdleges i,j €L dllapotok ést,h >0 iddpontok esetén az Xyip vdltozd az { X, =i}
eseményre feltételesen fliggetlen az X, s <t, valtozoktdl, tovdabbd

P(Xeyn =7 Xi=1) = dij+qsh+o(h),  hlO,

ahol o(h) = 0; ;(h) fiiggetlen a t értéktdl.
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4.3.4. Kovetkezmény. A [[.3.5 Teétel feltételei mellett tekintsink minden n € N esetén
Sn(j), 7 #1, vdltozdkat, melyek az {Y,, =i} eseményre feltételesen exponencidlis eloszldst
kovetnek rendre q;; paraméterrel, és feltételesen fiiggetlenek egymdstol, az Yy, ..., Y,
dllapotoktdl és az Sy, ..., Sn_1 1ddktdl. Tegyiik fel tovdbbd, hogy az {Y, =i} eseményre
feltételesen tetszdleges j # i dllapotra

S, =min {S,(j) :j #i}, {Yori=7}={5.=S.0)}-
Ekkor az X folyamat konzervativ folytonos idejii homogén Markov-ldnc, és Q a generdtora.

Bizonyitds. Most tetsz6leges i € Z esetén ., qi; €[0,00), és igy a Tétel alkalma-
zéséval a feltevésekbol kivetkezik a [4.3.3] Tétel (ii) pontja. O

A Tétel bizonyitasa soran sziikségiink lesz a kovetkezd észrevételre.

4.3.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X folyamat kielégiti a. Tétel feltételeit, és jeldlje
a a folyamat kezdeti eloszlasdt. Ekkor a tétel pontja ekvivalens azzal, hogy tetszdleges
n>1 egész, i1,...,0,41 dllapotok és sy, ..., s, nemnegativ értékek esetén

P(Yl :il,Sl > S51,... ,Yn :’Ln,sn > Sn7Yn+1 :in+1)
) Qiyjip """ Gin,inga

= (—1)"ay, exp (%,z'lsl + 4 i inSn

i1 """ Qinin
Bizonyitds. El6szor tegyiik fel,hogy az X folyamatra teljesiil a pont. Ekkor a lancsza-
baly alkalmazasaval
P(Yi = il,Sl > 81,... ,Yn :’ln,Sn > Sn,Yn+1 :in+1)
) (S >Sn,Yn+1:in+1‘Y1:i1,Sl>81,...,Yn:in)
) (S > 3n7 n+l — Zn+1 ‘ Y - Zn)
zn) (Sn > s | Vo =in) P(Yoi1 = ing1 | Yo = i)

=1,

Qg ,ip Sn qlnyln+l

qln 77471

Y, LY,
Yi=14,5>s1,...,Y,
Yy =i Y,

Y,

amibdl iteracioval kapjuk az allitasban szerepld formuléat.

A forditott iranyért tegyiik fel, hogy az Y1, 51, ..., Yy, Sp, Yni1 valtozok egyiittes el-
oszlasa a fenti moédon all el6. Ekkor tetszéleges iy, ..., 7,11 dllapotok és sy =--- =35, =0
mellett

PYi=i1,....Y1 =tp1) =P(Y1=11,51>0,...,Y, =1y, 5, >0, Y1 = ip1)

Qir,io " " Qi i
_ n 1,2 nybn+1
= (—1)"a, exp (¢iy,1, 0+ - - + .1, 0) = iy Tirsiy * Tipinga s

Qiv,iy " Qig in

amibdl a [2.2.5] Tétel multiplikdcios formulaja szerint az Y bedgyazott folyamat diszkrét
idejii homogén Markov-lanc R dtmenetmatrixszal. Legyen most 21, ... 4,11 €3 51,..., 5,
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tetszéleges. Kapjuk, hogy
P(Yi :il,Sl >31,...,Yn:in,Sn >Sn,Yn+1 :Zn+1‘Yn:Zn)
:P(Yi :il,Sl > 81,...,Yn:in,sn > Sn,Yn+1 :Zn+1)/P(Yn:Zn)
= oy, €xXp (Qil,ilsl +-- '+Qin,in5n)7’il,12 o ‘Tin,in_,_l/P(Yn =1y)
= P(Yi = ilv Sl > 81, .- 7Yn = Zn) eXp(qin,inSn)rin,in+1/P(Yn == Zn)
= P(Yi = il, Sl > 81y ,Yn = Zn ’ Yn = Zn) eXp(qZ'minSn)P(YnJrl = Z.n+1 ‘ Yn = Zn) .
Ebbél sy = --- = s,,1 = 0 alkalmazasaval
P(Sn > s, | Y, = zn)
= Z P(ifl:ilasl>07-”7Yn:inasn>5nyyn+1:in+1|Yn:in)
7;1 ----- ’L'nflyin+1€l-
= Y PMi=i,Si>sn V=i | Ve = i) et PV =i | Yo = in)
21,0 ytn—1,tn+1€ZL

= eflinin®n Z P(}/l:h,,YnZZn|Yn:Zn) Z P(Yn+1 :in+1 ’Yn:Zn)
D1 yeeny in—1€L int1€ZL

— p%in,inSn
= e s

ami éppen azt jelenti, hogy az S,, valtozonak az {Y,, =i, } eseményre vett feltételes eloszlasa
—;, i, Paraméteres exponencialis. Ekkor viszont az eggyel kordbbi formula szerint

P(Yi :ilvsl >317~-7Yn:ina8n>snayn+l :in-‘rl |Ynzzn)
=P(Yi=1i1,51 >51,..., Y =10 | Yo =1,) P(Sy > 5, | Yo, = i) P(Yog1 = g1 | Yo = i)

amibdl azonnal jon, hogy S, és Y, 1 az {Y, =i,} eseményre feltételesen fiiggetlen egy-
mastol és az Y7,.51,...,Y,_1,S,_1 valtozoktol. O

A{.3.5 Tétel bizonyitdsa. A tételt csak véges allapottérre bizonyitjuk.
(ii) = (iii) Tegyiik fel, hogy (ii) teljesiil, és legyen h ] 0. MindenekelStt jegyezziik meg,
hogy tetsz6leges ¢ allapot esetén

(/\l,h) =1-Nh+o(h)=1+qh+o(h).

el =1 —/\ih+§:(—1)” -
k=0
Ebbdl kévetkezik, hogy
P(Xp,=i|Xg=1) > P(S1 >h|Y1=1i) = P(Exp(\;) > h) =e " =1+4¢;;h+0(h).

Ha j # i, akkor a lancszabdly és a feltételes fiiggetlenség alkalmazésaval
P(Xp=j|Xo=1)>P(S1 <h Yo=7j,5>h|Y, =i
=P(S$1<h|Yi=0)P(Yo=34|Y1 =145 <h)P(S2>h|Y1=i,5 <h,Ys =)
=P(So<h|Yi=i) P(Yi=7|Yi=1) P(S2>h|Ya=)

= (1 —e_Aih)’l”i,je_)\jh — (_qwh—{—O(h)) (— %) (1—|—q]'7jh+0(h)) = qm-h%—o(h) .

P
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Tehat, tetszéleges j esetén

Mivel az allapottér véges, kapjuk, hogy

0<) Juii(h)=> P(Xp=j|Xo=1)=> _ [6;;+aih+o(h)]=1=[1+0-h+o(h)] =o(h),

jET jET jET
amibdl jon, hogy u; ; = o(h) minden ¢ és j allapot esetén, tehat
P(Xh:j|X0:i):(Si7j+qi7jh+0(h), hiO

A tovabbiakban legyen t,h > 0 tetszéleges, és dolgozzunk az {X; = i} eseményre
feltételesen. Azt kell megmutatni, hogy ezen feltétel mellett az X, valtozo fliggetlen a
folyamat multjatol, tehat az X, s<t, valtozoktol. Legyen T az utolsé ugraspont helye a
t id6ponttal bezarolag. Ekkor Ty <t<Ty, amibdl { X;=i}={Yn=i}. Vegyiik észre, hogy
az Xyip, valtozo értéke (az { X; =i} eseményre feltételsen) csak az Y, Sy, Vi1, Sni1, - - -
valtozoktol fiigg, tehat csak attol, hogy a folyamat a jovében mely allapotokat latogatja
meg, és ezekben mennyi id6t t6lt el. Hasonlé meggondolésbol a folyamat multja csak az
Y1, S1, ..., Yy, Sy valtozoktol fiigg. Viszont a pont szerint az {X; =i} = {Yy =i}
eseményre feltételesen az Yy.1, Syi1,... valtozok fiiggetlenek az Y7, 51,...,Yn_1,5v_1
valtozoktol. Mivel a feltétel miatt Yy értéke régzitett, a bizonyitani kivant fliggetlenséget
egyediil az Sy valtozo teheti tonkre, hiszen ez az egyetlen elem, ami a muiltat és a jovét
is befolyéasolja. Mivel a folyamat a ¢t id6pontban még az ¢ allapotban van, tudjuk, hogy
Sy >t—Tyn_1, és a t id6pont utan a folyamat még tovabbi Sy — (t —Tn_1) = T —t id6t
t0lt el ebben az allapotban. Az alabbiakban meg fogjuk mutatni, hogy t —TxN_1 és T —t,
tehat az Sy id6nek a ,milthoz” illetve a ,,jovéhoz tartozo része” fiiggetlen egymastol, ami
mar tényleg azt jelenti, hogy a folyamat multja, azaz az X, s <t, valtozok nincsenek
hatassal az X, valtozo értékére.

Vegyiik észre, hogy Tv_1 értéke csak az Sy, ..., Sy_1 valtozoktol fiigg, melyek viszont
az { Xy =1} ={Yn =i} eseményre feltételesen fiiggetlenek az Sy valtozotol. Tovabba, mivel
a folyamat a t id6pontban az ¢ allapotban van, az Sy valtozo exponencidlis eloszlast kdvet
—¢;,; paraméterrel. Ekkor viszont az exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsaga (3.1.1}
Tétel pontja) szerint tetszéleges rogzitett s > 0 esetén

P(Ty—t>h|t—Ty_1=s)

=P(Sv—(t—Tn-1) > h|t—Ty_1=15,Sy >t—Tyn_1)

= P(SN—S >h|t—Ty_1=35,5yv > s)

=P(Sv—s>h|Sy>s)=P(Sy >h)=P(Exp(—qy,) >h),
ahol felhasznaltuk, hogy az N valtozo definicidja szerint az Sy >t—Ty_1 esemény biztosan
bekovetkezik. Tehat a T —t rezidudlis id6 valoban fiiggetlen a ¢t —T_; valtozotol, hiszen

a feltételes eloszlas végsd alakjaban nem jelenik meg az s érték. Tovabbi észrevétel, hogy
a fliggetlenséget miatt

P(ITy—t>h)=P(Ixy—t>h|t—Ty_1=s) = P(Exp(—qy) > h),
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tehat az Ty —t valtozo szintén —g;; paraméteres exponencialis eloszlast kovet.

A kapott eredményeket a kovetkezSképpen lehet szemléltetni. Képzeljik el, hogy a
Tn_1 id6pontban elinditunk egy olyan o6rat, mely Sy véletlen hosszi id6 utan csorren
meg, és a folyamat a csorrenés idépontjaban ugrik el az i allapotbol. A fentiek szerint, ha
az Ora nem csorrent meg a t id6ponttal bezarolag, akkor az 6ra a t id6pontban biintetleniil
Gjraindithaté, ugyanis ez az tjrainditas nem valtoztatja meg a folyamat dinamikajat.
Egyrészt lattuk, hogy Ty —t eloszlasa Exp(—g¢;;), mely eloszlas az ora ujrainditasaval
nem valtozik meg. Masrészt amiatt sem kell aggodni, hogy az tjrainditassal valamilyen
fontos miltbéli informécié elvész, hiszen a rezidualis id6 fliggetlen az ¢ allapotban mar
eltoltott Ty —t 1id6tol.

Legyen most X={X.=X,,,:5>0}, és vegyiik észre, hogy az Sy ora tGjraindithatosiga
miatt az X’ folyamatra szintén teljesiil a jelen tétel pontja. Ekkor viszont a bizonyités
korabbi eredményei szerint

P(Xpn=3|X,=14)=P(X}, =j| X, =1) =0;;+q ,h+o(h),

ahol az o(h) fiiggvény fiiggetlen a t értéktdl. (A fenti formula elss egyenlsége egyben arra
is rAmutat, hogy az 6rak tjraindithatésaga igazabol nem mas, mint a Markov-tulajdonsag,
lasd a Tételt.)

A szerzének ezen a ponton be kell vallania, hogy a most bemutatott bizonyitdsban
vannak heurisztikus (szigoribban megfogalmazva: hibas) lépések. Valaki meg tudja mon-
dani, hogy hol van a csalds? Természetesen ezek a heurisztikus 1épések egy kis munkaval
teljesen kitakarithatoak, ezzel foglalkozik az alabbi[1.3.6] Megjegyzés.

(iii) = (i) A memoria nélkiili tulajdonsag és a homogenitas azonnal kovetkezik a felte-
vésekbdl, tehat X folytonos idejii homogén Markov-lanc. Az dtmenetvaloszintiségek foly-
tonosak, ezért a folyamat standard, és az allapottér véges, amibél X konzervativ. Tehét
a lanc infiniteziméalis generatora létezik, és komponensei

d () (h) _ 0; i h
Pig :limM:qH—i—limO—):qij.
dt |,_, hlo h Ym0 h ’

(i) = (ii) Legyen X véges allapottert konzervativ Markov-lanc Q generatormatrix-
szal, és jelolje a a kezdeti eloszlast. Ekkor a Kolmogorov egyenletek . Tétel) szerint
P® = Q! ¢ >0, ami azt jelenti, hogy a Q méatrix egyértelmiien meghatirozza az atme-
netvaloszintiségeket. Tekintsiink most 0 <ty < --- <t, valos szamokat és 7, 71,...,jn €L
allapotokat. Kapjuk, hogy

(t1), (t2—t1) (tn—tn-1)
i1 Pji g Jn—1,dn

P(XQ = i,th :jh .. .th :]n) = ;P

ami azt jelenti, hogy a Q és az a meghatarozza az Xy, Xy, ..., X}, valtozok egyiittes
eloszlasat. Ennek segitségével megmutathato, hogy a Q matrix és az « eloszlas tetszéleges
n > 1 egész esetén az Yy, 51, ...,Y,, Sy, Y1 valtozok egyiittes eloszlasat is egyértelmiien
meghatarozza. Terjedelmi okobo6l mi ezt csak n=1 esetén fogjuk bebizonyitani. De elGtte,
rahangolodasképpen, megoldunk egy kicsit egyszeriibb problémat.
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A els6 feladat az, hogy rogzitett i € Z és s > 0 mellett irjuk fel az A={Y; =14, 5, > s}
esemény valoszintiségét a QQ generatorméatrix és az a kezdeti eloszlas segitségével. Ehhez
tekintsiik az

Ap={Xpm =1, k=0,...,[2"s] -1}, n=12,...

eseményeket. Nyilvanvalo, hogy ekkor A, 1 C A, minden n>1 esetén, tovibba A=N,>1A4,,
tehat az A, eseménysorozat sziikiilve konvergal az A eseményhez. Kapjuk, hogy

(1/2n) LGsj -1
P(Y1=1i,8 >s)=P(A) = lim P(4,)= lim o (p“- ) ,
n—00 n—00 ’
és végeztiink.
Legyen most rogzitett i,j € Z, i # j, és s > 0 mellett B={Y; =14,51 > s,Ya =j} és

B, = {létezik 1> 2"s] +1 egész, hogy Xyjom =1, k=0,...,1, és Xqi1y/2n :j}

= U {Xk/zn:z',k:(),...,l, és X(H_l)/zn:j}.
I=|2"s]+1

Jegyezziik meg, hogy ebben az esetben a B,, eseménysorozat mar nem feltétleniil monoton,
tehat most a fenti modszert nem tudjuk direktben alkalmazni. Viszont, felhasznalva, hogy
az X folyamat cadlag, megmutathato, hogy tetszéleges w kimenetel mellett 1étezik ng(w)
kiiszobszam, hogy ha w € B, akkor n>ng(w) esetén w € B,,, mig ha w¢ B, akkor n>ng(w)
esetén w ¢ B,,. Ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy

P(B\B,) =0,  P(B,\B)—=0, n— oo,
és ezaltal

P(B) = lim P(B,)+ lim P(B\B,)— lim P(B,\B) = lim P(B,), n—00.

n—oo n—oo n—oo n—oo

“, e,

P(B)= Y P(Xk/gn —i k=0,.. .1, 65 X(41)/n :j) .

I=[27s|+1

Mivel a jobb oldalon szerepld valdsziniiségek mar mind felirhatéak a generatormatrix és a
kezdeti eloszlas segitségével, kapjuk, hogy Q és « egyértelmtien meghatarozza az Yy, S1,Ys
valtozok egylittes eloszlasat. Hasonldo mdédon, csak kissé bonyolultabban mutathaté meg,
hogy a generatormatrix és a kezdeti eloszlas az Y7, 51, ...,Y,, Sy, Y1 valtozok egyiittes
eloszlasat is meghatarozza minden n > 1 egész esetén.

Mit is kaptunk most? Legyen « rogzitett eloszlas, és jelolje rendre Hq és Ho azon
véges allapotterd és a kezdeti eloszlasiu cadlag folyamatok halmazat, melyekre teljesiil az
(i) illetve a (ii) pont allitdsa. A bizonyitas korabbi lépéseiben mar megmutattuk, hogy
(il) = (i), azaz Ha CHy. Tovabba, legutobb azt is lattuk, hogy tetszéleges n>1 esetén a Q
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matrix (és a rogzitett a eloszlas) egyértelmiien meghatarozza az Y3, 51, ..., Y, Sn, Yoi1
valtozok egyiittes eloszlasat. Ez azt jelenti, hogy a H; halmazon beliil ezek az egyiittes
eloszlasok minden folyamatra azonosak. Az, hogy ez teljesiil a Hy halmazon beliil, nem
meglepd, hiszen a . Allitas szerint a (ii) pont szintén egyértelmiien meghatirozza
ezeket az egylittes eloszlasokat. Jegyezziik meg azt is, hogy a Hs halmaz nem iires, tehat
létezik olyan X Markov-lanc, mely teljesiti a (ii) pontot. (Miért létezik ilyen?) Mivel
a Hi halmazban minden folyamatra azonos az Yi,51,...,Y,, S, Y1 valtozok egyiittes
eloszlasa, ez az egyiittes eloszlas pontosan az lesz, mint az X folyamat esetében. De ekkor
a. Allitas ismételt alkalmazasaval azt kapjuk, hogy minden #;-beli folyamat teljesiti
a (ii) pontot, azaz Hy C Hs. Tehat rogzitett o kezdeti eloszlas esetén Hy = Ho. Mivel ez
minden « esetén igaz, kapjuk, hogy (i) és (ii) ekvivalens allitasok. ]

4.3.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a Tétel most bemutatott bizonyitasaban
a |(il)=|(ii1)| irany levezetése nem volt teljesen preciz. A probléma a bizonyitds méasodik
felében van, mikor egy tetszéleges ¢ > 0 id6pont esetén mutattuk meg a milt és a jové
feltételes fiiggetlenségét, valamint belattuk, hogy a Ty —t reziduélis id6 exponencialis
eloszlast kdvet. A probléma alapvetéen abbol szarmazik, hogy nekiink a pont alapjan
csak rogzitett n€N esetén van informormacionk az Yy, S, ..., Y, S,, Y11 valtozok egyiit-
tes eloszlasarol, de a pont allitdsa nem feltétleniil marad igaz, ha az n deteminisztikus
értéket kicseréljiik az N véletlen valtozora.

Az els6 pontatlansag ott jelenik meg, mikor az Y7,51, ..., Yn_1, Sy_1 valtozoknak az
Yn_1,Sn_1,... valtozoktol valo feltételes fiiggetlenségét bizonyitottuk, hiszen itt forma-

lisan a véletlen N id6pontra alkalmaztuk a pontot. Ezt gy lehet precizzé tenni, hogy
rogritjiik az N valtozo értékét, tehat a|(ii)| allitast az {N =n} eseményre feltételesen al-
kalmazzuk. Ekkor azt kapjuk, hogy tetszéleges n € N esetén az { N =n, Yy =i} eseményre
feltételesen az Y7, S1, ..., Yy_1, Sy_1 valtozok fiiggetlenek az Yy _1,Sy_1,... valtozoktol,
majd ebbdl a teljes valoszintiség tételével az N = n feltétel mar kidobhato.

A masik csalas mar ennél nehezebben javithato. A bizonyitasban azt allitottuk, hogy
az {Yy =1} eseményre feltételesen a Sy valtozo exponencialis eloszlast kovet —g;; para-
méterrel, ami az ,inspection paradox” értelmében egyszertien nem igaz. Ennek ellenére a
bizonyitasban levont kovetkeztetés mar helyes, tehat a T —t rezidudlis id6 feltételesen
fiiggetlen a t —Tv_; valtozotol, és feltételesen exponencialis eloszlast kovet —g;; paramé-
terrel. Az aldbbiakban kozoljiik ennek az eredménynek a teljesen preciz bizonyitasat.

Jegyezziik meg, hogy tetszéleges n € N esetén az S,, valtozé az {Y,, =i} eseményre
feltételesen exponencialis eloszlast kovet és feltételesen fiiggetlen a T, 1 =S1+---+ S, 1
valtozotol. Ekkor a teljes valoszintiség tételének és a —¢;; paraméteres exponencialis el-
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oszlas tulajdonsagainak az alkalmazasaval kapjuk, hogy tetszéleges 0 < s <t esetén

P(Tyy <t <Tpy<Ty—t|Thy=5,Y,=1i)
=P(Th1 <t <t+y<Tp1+S,|Th1=5Y,=1i)
=P(s<t<t+y<s+S,|Thn1=s5Y,=1)
=P(t+y—s5<S,|Ya=1)=P(t+y—s <Exp(—gqy))
=exp (¢ (t+y—s)) = exp(g;,y) P(t —s < Exp(—¢i;))
exp(qiy) P (—5<S |Y :z')
q”y)P(s<t<s+S ’T _1=35,Y, —z)
q”y)P( a<t<T,1+S, ‘T 1—5Y—z)
VP(Toy <t <T,|Tho1=35,Y,=1i).

(
(
= exp(
= exp(i,iy

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenl6ség s >t mellet is teljesiil, hiszen mindkét oldal egyenls
nullaval. Jelolje

FTn—1|{Yn=i}(S) = P(Tn—l <s | Yn = Z) s ENS R,

a T, valtozonak az {Y,, =i} eseményre vett feltételes eloszlasfiiggvényét. Ekkor minden
x > 0 esetén

P(Tnfl§t<Tnay<Tn_t‘TnflSwayn:Z)

= / P(Tn—l <t< Tn, Yy < T,—t ‘ T,1= S, Y, = Z) dFTn—1|{Yn=i}(S)

—00

= exp(qiY) / P(Tn_l <t<T, ‘ T, 1=35Y,= z) dFr, jv,=i(s),

—00

= eXP(Qi,iy)P(an S t < Tn ’ Tnfl S x, Yn = /L) .

Szorozzuk meg mindkét oldalt a {7, 1 < z,Y, =i} esemény valoszintiségével. Kapjuk,
hogy

P(Tn—l <t< Tnay <T,—t,T,.1<zY, :l)

- eXp(Qi,iy)P(Tn—l <t<T,,Th,1<z,Y,= Z) .
Vegyiik észre, hogy most

{(Tva <o, Xy =i} = J{Tva <t < T, Thi <2V, =i},
n=1

valamint

{y<TN_t7TN71 S:C,thl}: U {Tnfl§t<Tnay<Tn_t7TnflSxayn:/l}

n=1
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Ebbél azonnal jon, hogy

Ply<Tw—t,Ty 1<z, X =i) =Y P(T,1<t<Ty<T,—t,T, <z Y,=i)

n=1
= exp(¢;,iy) Z P(Tnfl <t<T,,T,1<zY,= i) = eXp(qz‘,iy)P(TNq <z, X;= Z) ;
n=1
amibdl az {X; =i} esemény valdszintiségével leosztva
P(y <Ty—t,Ty1<z|X;= 7,) = exp(qm-y)P(TN,l <z|X;= z) .
Vegyiik észre, hogy most az x — oo hataratmenettel
P{y <Tn—t|X;,= z} = exp(qiiy) ,
vagyis a Ty —t valtozo az { X, =i} ={Yy =i} eseményre feltételesen exponencialis eloszlast
kévet —g;; paraméterrel. Ekkor viszont az eggyel korabbi kiemelt formula szerint
P(Tn—t>s,Ty1<z|Xy=i)=P(ITy—t>s| Xy =1)P(Tn_1 <z| X, =1),

ami pedig azt jelenti, hogy Ty —t feltételesen fiiggetlen a Ty_1, és ezaltal a t — T4
valtozotol.

4.4. Allapotok és osztalyok folytonos idében

Legyen X cadlag folytonos idejii homogén Markov-lanc az Z allapottéren o kezdeti
eloszlassal, és P ¢ >0, dtmenetmatrixszal. Tegyiik fel, hogy X konzervativ, és legyen Q
az infinitezimalis generatora. Jeldlje tovabba Y a kapcsolatos bedgyazott Markov-lancot,
melynek a a kezdeti eloszlédsa és R az Atmenetmaétrixa.

4.4.1. Definici6. Legyen h > 0 tetsz6leges. Ekkor a Z = {Z,, = X, : n € Ny} folyamatot
az X Markov-lanchoz tartozo h-1épéses vazfolyamatnak nevezziik.

4.4.2. Allitas. Z ~ Markov(a, P), ahol P =P,
Bizonyitds. Tekintsiink tetszGleges n € Ny egészet és 1, ...,1, € Z allapotokat. Ekkor
a7 Tétel szerint

P(Zo=io, Zs=in, ..., Zn=i) = P(Xo =10, Xn, .., Xon = i) = ciop{™) - p™ .

10,01
Ebbdl a2.2.5] Tétel alkalmazasaval azonnal jon az allitas. O
4.4.3. Definici6. Rogzitett © € Z allapot mellett legyen az X folyamat kezdeti eloszlasa
a = 6;. Jelolje A a Lebesgue-mértéket, tovabba legyen
Ai:A({tZO:Xt:i}) és 7, =1inf{t > S : X, =i}

az 1 allapotban toltott teljes id6, illetve az els6 visszatérési idG, és legyen p; = E(7;) és
fi=P(1; < o0). Az i &llapot tranziens, ha A; < co m.b., és rekurrens, ha A; = co m.b.
Egy i rekurrens allapot pozitiv rekurrens, ha elnyel§ vagy u; < oo, és null-rekurrens,
ha nem elnyeld és u; = co. Ezek az allapotok tipusai.
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Bizonyités nélkiil kozoljiik az alabbi allitast az allapotok tipusara.

4.4.4. Allitas. Minden dllapot beleesik valamelyik tipusba, tovdbbd tetszéleges i €T esetén
az aldbbiak ekvivalensek.

(i) i tranziens.

(i) sup{t>0:X; =1} < oo majdnem biztosan.
(iii) 7 nem elnyeld és f; < 1.
(iv) [~ pg?dt < 00.

4.4.5. Definicié. Rogzitett i, j € Z allapotok mellett legyen a = 9;. Azt mondjuk, hogy
7 elérhetd -bdl, ha

P(a lanc valaha eléri j—t) = P(Elt >0:X,= j) >0.

A két allapot kommunikaciés viszonyban all, ha kolecsonosen elérhetéek egymésbol.
Az X lanc intenzitasi diagrammja egy olyan iranyitott graf, melyen csticsai az allapo-
tok, és az 77 él pontosan akkor létezik, ha ¢; ; > 0. Az élekre altalaban ra is szoktuk irni
a ¢, ; intenzitasokat.

Jegyezziik meg, hogy az X folyamat intenzitési diagrammja és az Y beagyazott folya-
mat dtmenetgrafja az élekre irt értékektdl eltekintve csak annyiban kiilonbozik egymastol,
hogy az intenzitasi diagramm nem tartalmazza azokat a hurokéleket, melyek az atmenet-
grafon az elnyeld allapotokra vannak illesztve. Ez egyben azt is jelenti, hogy a két grafon
azonosak az erésen Osszefiiggd komponensek.

4.4.6. Allitas. A kommunikdcids viszony ekvivalenciareldcid az dllapotok halmazdn. To-
vabbd az aldbbiak ekvivalensek.

(i) j elérhets i-bol.

(i) pﬁtj > 0 valamely t > 0 értékre.

(iii) pﬁtj > 0 minden t >0 értékre.

(iv) Az intenzitdsi diagrammon létezik az i dllapotbdl a j dllapotba vezetd irdnyitott iit.

Bizonyitds. Az, hogy a kommunikacios viszony ekvivalenciarelacio, hasonléan mutathato
meg, mint a diszkrét idejti esetben, lasd a Allitas bizonyitasat. Kovetkezzen hat az
ekvivalencia bizonyitasa.

(i1l )=1(11)=(1)| Nyilvanvalo.

(1)={(iv)|Ha j elérhets az i allapotbol az X lancban, akkor az elérhetdség az Y beagya-
zott folyamatban is teljesiil. Ez viszont azt jelenti, hogy az Y Markov-lanc atmenetgrafjan
létezik az i-bdl a j-be vezetd irdanyitott at. Mivel ez az dtmenetgraf csak a hurokélekben
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kiilonbozik az X folyamat intenzitasi diagrammjatol, kapjuk, hogy az intenzitasi diag-
rammon is van ilyen tt.
(iv)={(ii1)| Ha i = j, akkor

pl(t]) > P(51 >t| Xo= z) = P(Exp(—qi,i) > t) = exp(git) >0, t>0.

Ha i # j, akkor legyen i = iy,1s,...,4, = j egy irdnyitott Ut az intenzitési diagrammon.
Ekkor tetszéleges t > 0 esetén a lancszabaly alkalmazasaval
P> P(Ya=in, ..., Yy min, Toy <t <Ty| Vi =11)

=P(Yo=tipn,....Ya=10|Yi=14)) P(T, o1 <t <T,|Yi=i1,.... Y, =1iy) .

Mivel az Y Markov-lancban az egymast kovets ¢4, . . ., 7, allapotok rendre elérhetéek egy-
mashol, kapjuk, hogy a fenti formuladban az els6 valosziniiség pozitiv. Jegyezziik meg, hogy
az {Y1=1iy,...,Y,=i,} eseményre feltételesen az egyes allapotban toltott Sy, ..., S, idok
fiiggetlenek és exponencialis eloszlast kdvetnek. Ebbél jon, hogy T, 1 =51+ --+.5,-1 és
Sy feltételesen fiiggetlenek egymastol, és a feltételes eloszlasaik folytonosak. Jeldlje fr |
és fs, a kapcsolatos stirtségfiiggvényeket. Jegyezziik meg azt is, hogy ezek a strtiség-
fiiggvények mindehol pozitivak a [0,00) intervallumon. A feltételes fiiggetlenségbdl az is
kovetkezik, hogy a (T,,_1,S,,) vektorvaltozo feltételes eloszlasa is folytonos, és az egyiittes
strtségfiiggvény

fan_iso(@y) = fr,_ (@) fs,(y) >0,  z,y=0.
Tekintsiik a valos sik elsé siknegyedének
K, = {(m,y) GRi:x§t<x+y}
részhalmazat. Ekkor
P(T,o1 <t <T,|Yi=iy,....Y,=1i,) = P((Th-1,5) € Ky | Yi=iy,.... Y, =1iy)

= f(Tnflysn) (':UJ y) d‘rdy > 0 )
K

®)
i,J

amib6l mar kovetkezik, hogy p."; > 0. ]

A diszkrét idejid Markov-lancokhoz hasonloan folytonos idében is megmutathaté, hogy
a kommunikacios viszony ekvivalenciarelacié. A kommunikacios viszony ekvivalenciaosz-
talyait az X folyamat kommunikacioés osztalyainak nevezziik. Az is bebizonyithato,
hogy az X, az Y és a Z Markov-lancban megegyezik az egyes allapotok tipusa és a kom-
munikicios osztalyozés. Vegyiik észre, hogy egyetlen kivétellel minden diszkrét idében
bevezetett fogalom értelmezhetd folytonos idében is. Az egyetlen kivétel a periddus, lasd

a . Allitas pontjat.
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4.5. Invarians eloszlas folytonos id6ben

A korabbiakhoz hasonloan legyen X cadlag és konzervativ folytonos ideji homogén
Markov-lanc o kezdeti eloszlassal, P®), ¢t > 0, atmenetméatrixszal és Q infinitezimalis
generatorral. Legyen tovabba Y a kapcsolatos bedgyazott Markov-lanc, és rogzitett A >0
mellett Z a kapcsolatos h-lépéses vazfolyamat.

4.5.1. Definici6. Legyen m={m;|;er mérték az allapotok halmazén. Azt mondjuk, hogy 7
invarians vagy stacionarius mérték, ha 7P®) = tetszéleges t > 0 esetén. A 7 mérték
invarians eloszlas, ha invarians és eloszlas.

A definiciobol azonnal kovetkezik az alabbi észrevétel.

4.5.2. Allitas. A 7 eloszlds pontosan akkor invaridns, ha az X ~ Markov(m, P® t > 0)
Markov folyamatban tetszdleges t > 0 iddpont esetén Xy ~ .

4.5.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az X Markov-ldnc vagy irreducibilis és rekurrens, vagy
véges az dllapottére, és leqgyen ™ mérték az dllapotok halmazdn. Az aldbbiak ekvivalensek.

(i) A m mérték az X folyamat invaridns mértéke.
(ii) 7Q =0.
(i) A p=|piliez, pi = —qiim mérték invaridns az'Y bedgyazott Markov-ldncra.

Bizonyitds. (i) < (ii) Csak véges allapottérre bizonyitjuk. Ha (ii) teljesiil, akkor az inva-

ridns mértékek definiciojabol

d(xPW)|  dr
dt Cdt |,

Visszafelé, ha mQ=m, akkor tetszéleges ¢t >0 mellett a Kolmogorov el6rehaladé egyenletek
alkalmazasaval

Q= =0.

t=0

0 )
d<”;; ) _ det —7(QPY) = (rQ)PY =0.

Ebbél jon, hogy a 7P®, fiiggvény konstans, és igy tetszoleges t > 0 esetén
aP® = 7P =r7E;r=m7.

(ii) < (iil) Mivel a —¢;; egyiitthatok nemnegativak, a p vektor pontosan akkor mérték,

ha 7 is az. Tetsz6leges i, 7 € Z allapot esetén

(=4ii)(~4ij/ i —0)=qij, 1],
(=) (ri—0i;) = o

(—¢i:)0=1)=qii=qij, i=].

Ekkor

[ R EI } Z pz Tij— ,] Z ﬂ-i(_% i Tz] ,] Z Qi3 = |: :|
€L €L €L

A p mérték pontosan akkor invarians az Y lancra nézve, ha p(R—Ez) =0, a fentiek szerint
pedig ez pontosan akkor teljesiil, ha 7Q = 0. O]
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4.5.4. Tétel. Teqyiik fel, hogy az X Markov-ldnc irreducibilis és rekurrens. FEkkor létezik
mwvaridns mértéke, mely konstans szorzotol eltekintve eqyértelmi.

Bizonyitds. Ha az osztaly egyetlen elnyel6 allapotbol all, akkor az allitas nyilvanvalo,
ugyanis minden mérték invarians. Tegyiik fel tehat, hogy az osztaly legalabb két elemet
tartalmaz. Ekkor ¢;; < 0 minden 7 allapotra. Ha X irreducibilis és rekurrens, akkor Y
is az, és a [2.8.10] Tétel szerint az Y lancnak létezik p invaridns mértéke, mely konstans
szorz6 tényezotol eltekintve egyértelmi. Mivel a [4.5.3] Tétel szerint X invarians meértékei
pontosan m = [m;];ez, T = —pi/qii, alakban allnak el6, az 4llitas jon. ]

4.5.5. Tétel. Legyen X irreducibilis és rekurrens Markov-ldnc, m mérték az dllapottéren.
Az aldbbiak ekvivalensek.

(i) 7 invaridns mérték az X folyamatra nézve.
(ii) 7 invaridns mérték a Z vdzfolyamatra nézve valamilyen h > 0 esetén.

(iii) 7 invaridns mérték a Z vazfolyamatra nézve minden h > 0 esetén.

Tovabbd, ha az X folyamat pozitiv rekurrens, akkor az invaridns mértékek végesek, mig
ha null rekurrens, akkor m =0 az egyetlen invaridns mérték.

Bizonyitds. (i) = (iii) Ha 7 invaridns mérték az X folyamatra nézve, akkor a definicio
értelmében m1P™ = 7. vagyis 7 invarians a Z lancra nézve is tetszéleges h > 0 esetén.

(iii) = (ii) Nyilvanvalo.

(i) = (i) Tetszoleges rogzitett h>0 esetén az X illetve a Z folyamat invarians mértékei
egydimenzios alteret alkotnak az RZ térben. Mivel X invaridns mértékei egyben a Z
folyamatra nézve is invaridnsak, az alterek kozott van egy tartalmazési relacio. Ekkor
viszont a két altér megegyezik, tehéat a két folyamat invaridns mértékei azonosak.

Az utolso allitas kovetkezik a2.8.10] Tételbdl és abbol, hogy X és Z tipusa megegyezik.

O

4.5.6. Tétel. Legyen X irreducibilis Markov-linc. A lancnak pontosan akkor létezik in-
varidns eloszldsa, ha a lanc pozitiv rekurrens. Ekkor a m invaridans eloszlds egyértelmi, és
ha a ldnc nem csak egy elnyeld dllapotbol dll, akkor m; =1/(—qiip:), © € L.

Bizonyitds. Az utolso allitas kivételével minden kovetkezik az el6z6 két tételbsl. Az in-
varians eloszlas meghatarozasahoz rogzitsiink egy tetszdleges ¢ allapotot, és legyen

¢J(-i):E[/ I[{stj}ds‘onz}, jeT.
0

Jelolje 7,y az 7 allapotba valo els6 visszatérési id6t az Y bedgyazott folyamatban. Ekkor
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a teljes varhato érték tételével

1/}](1) =L Z Snﬂ{Yn:j,n<nﬁy} Yi=i| = Z E [Snﬂ{Yn:j,n<Tiyy} ‘ Y= Z:|
n=1 n=1
Ti,Yfl
> (E[Snﬂ{yn:j}m:m:é]P(Ynzjm =)
n=1

TiaY_l
=2 (E[Sn|Yn=j]P(Yn:J|K=i)+O>
n=1
1 0o 1 Tiy—1 (i)
= Y E [H{Yn:j,n«i,y}”/l:i} = El ) Ly |Yi=i| = b

Vegyiik észre, hogy a[2.8.10, Tétel alapjan a most bevezetett fy](i), j €L, fiiggvény az Y

diszkrét idejii Markov-lanc invarians mértéke, amibdl a|4.5.30 Tétel értelmében wj(-i), JjEL,
az X folyamat invarians mértéke.

Jelolje 7 az X folyamat egyértelmi invarians eloszlasat. Ekkor m;/(—mqi;), j € Z, az
X folyamat invarians mértéke, és a [4.5.3] Tétel ismétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

i) _ 795, .
Pl e,

az Y folyamat egy masik invaridans mértéke. Mivel pgi) =1, a|2.8.10, Tételbdl azonnal jon,

hogy pg-i) = ](.i)7 j € Z. Jegyezziik meg tovabbé, hogy

ui:E[Ti|X0:z’}:E{/ims‘xozz} _E
0

Z/On]l{ij}dS‘oni]
i€l
:Z¢(i): ﬁzz Pg-i) :Z T 1

J )

jez ez D Yy e "M% T

vagyis az X folyamat egyértelmd invarians eloszlasa m; = 1/(—q; i), i € I. O
A kovetkez§ allitdsokat bizonyitas nélkiil kozoljiik.

4.5.7. Tétel (Konvergencia az egyenstilyhoz). Legyen X folytonos ideji homogén Markov-
linc o kezdeti eloszldssal és P®, t >0, dtmenetmdtrizszal. Ha a folyamat irreducubilis és
pozitiv rekurrens, akkor tetszdleges i, 5 € L dllapotok esetén

pl(-f}—mrj, P(X;=j)—mj, t—00.

4.5.8. Tétel (Ergodikus tétel folytonos idejii Markov-lancokra). Legyen X folytonos ideji
homogén Markov-lince o kezdeti eloszldssal és PW, t >0, dtmenetmdtrizszal.
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(i) Ha a ldnc irreducibilis, akkor tetszdleges j € T dllapot esetén az dllapotban toltott
1dd hosszutdavi ardnya

! /T 1 dt — ! T— b
= Xt:- ) OO? m'
T ), — 4t

(i1) Tegyiik fel, hogy a ldnc irreducibilis és pozitiv rekurrens, és legyen 7™ a folyamat
egyértelmd invaridns eloszldsa. Ha eqy ¢ : 7 — R fiigguényre

ci= Zc(j)ﬁj <00,
jeT
akkor

1 /7T
—/ co(Xy)dt — ¢, T — o0, m.b
T Jo
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5. fejezet

A sztochasztikus folyamatok Altalanos
elmélete

5.1. Véges dimenzios eloszlasok, Kolmogorov egziszten-
ciatétele

Legyen X={X,:t€TCJ0,00)} tetszdleges valos értéki sztochasztikus folyamat. Jelolje
RT a T indexhalmazon értelmezett valos értéki = fiiggvények halmazat, tehat legyen

Rf={z: TR, t—az}.

Vegyiik észre, hogy az X folyamat tgy is felfoghat6, mint egy olyan fiiggvény, mely az €2
eseménytéren van értelmezve, és az RT térben veszi fel értékeit, hiszen

X:Q—RE, X(w): T—R,
w— X(w), t— Xi(w).

Természetesen a tovabbi munka szempontjabol az lenne kényelmes, ha X az RT tér véletlen
eleme lenne, tehat ha az X:Q —R” fiiggvény mérhets lenne. A késébbiekben latni fogjuk,
hogy ez nem is egyszertien egy kényelmi kévetelmény, hanem az X leképezés mérhetGsége
elengedhetetlen egyes eredmények bizonyitésa soran.

Elgszor tegyiik fel, hogy T C [0,00) véges indexhalmaz, és legyen T = {t1,...,t4}.
A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért a véges indexhalmazok elemei mindig névekvg
sorrenden lesznek felsorolva, tehét ¢, <. ..<t,. Jelolje BT az R" szorzattér Borel-halmazait,
vagyis az R valos egyenes B Borel-halmazainak szorzat o-algebrajat. Ekkor az

X=(Xp,. 0, Xp,) Q= RE

leképezés véletlen vektorvaltozo, tehat A-BT mérhetd, hiszen a komponensek kiilon-kiilon
mérhetdek.

Azonnal adodik a kérdés, hogy mit allithatunk akkor, ha T nem véges halmaz, és a
valasz egyszerd. Semmit, ugyanis a nem véges esetben még nem definiadltunk o-algebrét
az RT fiiggvénytéren. A korabbiakhoz hasonléan egy S C T véges részhalmaz esetén jeldlje
B° az R® tér Borel halmazait.
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5.1.1. Definici6. Legyen S={s;,...,s,} CT. A
ms:RT - RS, = (Tg, o, Ts,)

leképezést az RS altérre valo vetitésnek vagy projekcionak nevezziik. Az S indexhal-
mazhoz és a B € B° Borel halmazhoz tartozé hengerhalmaz

Hsp:=n5"(B)={zeR": (z,,...,2,,) € B}.
A hengerhalmazok altal alkotott halmazrendszer legyen
H= {H&B :SCT,S véges, B € BS} )

Hogyan definidljunk egy ,kényelmes” o-algebrat az RT téren? Tegyiik fel, hogy adott
a téren egy M o-algebra, melyre nézve az X:Q — RT leképezés mérhets, és vegyiik észre,
hogy tetsz6leges véges S C T esetén

(X)) = (X,,,..., X,,): Q= RS

vektorvaltozo, tehat A-B° mérhets. Természetesen ezen két mérhetdségi tulajdonsag
egyiittes teljesiiléséhez nem feltétleniil sziikséges a ms : RT — RS vetités mérhetSsége, de
mégis adddik az a természetes Gtlet, hogy az M halmazrendszert definidljuk olyan médon,
hogy a projekciok mérhetdek legyenek. Ez pontosan akkor teljesiil, ha az R” fiiggvénytér
hengerhalmazai mérhetGek. Azt is tudjuk, hogy nem szerencsés, ha a mérheté halmazok
thlsagosan sokan vannak, ugyanis ez tonkreteheti az X : Q — RT fiiggvény mérhetGségét.
Eppen ezért az M halmazrendszert ugy definialjuk, mint a legsztikebb olyan c-algebra,
melyre nézve a g projekciok mind mérhetéek.

5.1.2. Definicié. Az M halmazrendszer, (tehat az RT tér mérhets halmazai,) a henger-
halmazok altal generélt o-algebra, azaz M := o(H).

Vegyiik észre, hogy ha T véges, akkor ezen konstrukcié a megfelels dimenziés Borel-
halmazokat adja vissza, tehat M = BT. Ezek utan mar van értelme azt kérdezni, hogy az
X: Q — RT fiiggvény mérhetd-e.

5.1.3. Tétel. (i) A hengerhalmazok H rendszere halmazalgebra az RT téren.
(i) Az X:Q — RT sztochasztikus folyamat A-M mérhetd.

Bizonyitds. A halmazalgebra definialo tulajdonsagait kell ellenérizni, a bizonyitast az
olvaséra bizzuk.

Mivel ‘H egy halmazalgebra, és generélja az M o-algebrét, elég megmutatni, hogy
tetszGleges Hg p € H esetén X! (Hg g) € A. Ez viszont teljesiil, ugyanis

X '(Hsp)={weQ:X(w)€Hsp} ={weQ: (X, (w),...,X;,(w)) € B}
= (Xyy, .., X)) (B) €A,

hiszen (Xj,, ..., X,,): Q — R° mérhetd. O

108



Amennyiben vannak mérheté halmazaink, azonnal definidlhatjuk az X sztochasztikus
folyamat eloszlasat. Maga az eloszlas egy nagyon hasznos eszkoz, de az a baj vele, hogy
ha T nem véges, akkor nehéz analitikusan lefrni, és nehéz vele dolgozni. Ezen nehézség
kikiiszobolésére vezetjiik be a véges dimenzios eloszléasok fogalmat.

5.1.4. Definici6é. Az X: Q — RT sztochasztikus folyamat eloszlasa a

Px(M) ::P(XEM):P(X_l(M)), MeM,

ami valoszin(ségi mérték az (RT, M) téren. Az S={sy,...,s,} C T részhalmazhoz kap-
csolodo véges dimenzids eloszlas vagy marginalis eloszlas a 75(X) = (X, ..., X;,)

vektorvaltozo eloszlasa, tehat
Pxs(B) == Pryx)(B) = P((Xsy, ..., X,,) € B) = P((X,,,...,X,,) (B)), BeB.
Vegyiik észre, hogy ekkor
Pgs(B)=P(X€ Hsp) = Px(Hsp), BeB,

tehat a folyamat eloszlasa meghatérozza a véges dimenzids eloszlasokat. Megmutatjuk,
hogy ez visszafelé is igaz. Azt is latni fogjuk, hogy ennek a kérdésnek fontos valos fiigg-
vénytani vonatkozasai is vannak.

5.1.5. Definici6. Legyen u tetszéleges mérték az (RT, M) téren, tovabbé legyen S C T
véges. A 1 mértéknek az S halmazhoz tartoz6 marginalisa

/LS(B) = M(HS,B) , B e BS.

5.1.6. Tétel. Eqgy o-véges u mérték {us: S CT,S véges} véges dimenzids margindlisai
meghatdrozzdik a mértéket.

Bizonyitds. Legyen 1 és v tetszbleges o-véges mérték az RT téren, és tegyiik fel, hogy
azonosak a véges dimenzios marginalisaik, tehat ug = vs tetszéleges S ={s1,...,5,} CT
esetén. Célunk azt bebizonyitani, hogy ekkor p = v. Mivel a H halmazrendszer algebra,
és generalja az M o-algebrat, a Carathéodory-tétel szerint elég azt megmutatni, hogy u
és v megegyezik a H rendszeren. Ez viszont teljesiil, ugyanis tetszéleges B € B° mellett

1(Hs ) = ps(B) = vs(B) = v(Hs,p) -
Ezzel az allitast bebizonyitottuk. O

Tekintsiik most mértékeknek egy tetszdleges {us: S C T, S véges} gytijteményét, ahol
s rendre az (RS, B°) téren van értelmezve. A kivetkezSben azt a kérdést vizsgaljuk meg,
hogy mi az a minimalis feltétel, amit ezen mértékcsaladnak teljesitenie kell ahhoz, hogy
az elemek egy mérték marginalisai legyenek. Ehhez tekintsiink egy tetsz6leges p mértéket
az (RT, M) téren, valamint

S={s1,...,s,} CU=Auy,...,un} CT
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halmazokat, és legyenek us és uy a p mérték megfelels marginalisai. Jelolje tovabbé
Hysp={zeR": (z,,...,2,,) € B} € B’

az RY téren az SCU véges indexhalmazhoz és B € R® Borel-halmazhoz tartozé hengerhal-
mazt. (Ez a hengerhalmaz kénnyen megérthets és abrazolhato abban a speciélis esetben,
amikor U= {s1,..., Sy, Ups1, ..., Un}, ugyanis ekkor Hys p = B x R™ ") Vegyiik észre,
hogy

Hupyop={v€R": (zu,,...,20,) € Husp} ={z€R": (z,,...,2,,) € B} = Hs
amibdl a marginalis mértékek definiciojaval azonnal jon a

pu(Hys,p) = p(Hs g) = ps(B)

azonossag. Jegyezziik meg, hogy ha u egy X sztochasztikus folyamat Px eloszlasa, akkor
ezen egyenlGség valoszintiségelméleti eszkdzokkel is bizonyithatd, ugyanis

Pxy(Hysg) = P((Xul, ooy X, ) € HUS,B) = P((Xsl, X)) € B) = Pxs(B).
A kapott eredményeket az alabbi definicioban és az azt kovetd allitdsban foglaljuk Ossze.

5.1.7. Definici6. Legyen {us:SCT, S véges} mértékeknek olyan csaladja, hogy s rendre
az (RS, B®) téren van értelmezve. Azt mondjuk, hogy a csalad konzisztens, ha tetszéleges
S CU C T véges részhalmazok és B € B° Borel-halmaz esetén uy(Hys g) = pus(B).

5.1.8. Allitas. Ha {us:SCT,S véges} egy ju mérték véges dimenzids margindlisainak a
csaldadja, akkor a csaldd konzisztens.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy valoszintiségi mértékek esetén a fenti csalad
konzisztencidja nem csupan sziikséges, hanem elegendé feltétele is annak, hogy a csalad
elemei valamely p mérték véges dimenziés margindlisai legyenek.

5.1.9. Tétel (Kolmogorov konzisztenciatétele). Legyen {us:SCT,S véges} valdsziniségi
mértékeknek konzisztens csalddja. Ekkor egyértelmien létezik egy u mérték az (R, M)
téren, hogy | véges dimenzios margindlisai pontosan a csaldd elemes.

Bizonyitds (vdzlat). Az egyértelmiiség kovetkezik az[5.1.6] Tételbdl, az egzisztenciat csak
vazlatosan ismertetjiik. Legyen el&szor

po(Hs,g) = ps(B), Hspe™H.

Vegyiik észre, hogy egy-egy hengerhalmaz toébb Hg p reprezenticioban is el6allhat. A
konzisztencia tulajdonsag azért fontos, mert a segitségével megmutathato, hogy g jol
definialt, tehat a kiilonbo6zd elGallitaAsok nem mondanak ellent egymasnak. A masodik
lépésben azt kell bebizonyitani, hogy pg végesen additiv a H halmazalgebran. Ez nem
tal bonyolult. A bizonyitas legnehezebb része azt megmutatni, hogy ug feliilr6l folytonos
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az lires halmazon. Ebbdl utana kovetkezik, hogy ug valoszintiségi mérték a H halmaz-
algebran, és a Carathéodory-tétel garantalja, hogy létezik p valosziniségi mérték az M
generalt o-algebran ugy, hogy u|y = . Ekkor p véges dimenzios eloszlasai

w(Hs ) = po(Hs,g) = ps(B) , BeR®,
és végeztiink. O]

5.1.10. Tétel (Kolmogorov egzisztenciatétele). Legyen {us:SCT,S véges} valdsziniségi
mértékeknek konzisztens csalddja. Ekkor létezik X ={ X, :t € T} sztochasztikus folyamat,
melynek véges dimenzids eloszldsai a fenti csaldd elemi.

Bizonyitds. Kolmogorov konzisztenciatétele (5.1.9} Tétel) szerint az (RT, M) téren létezik
olyan p eloszlas, melynek véges dimenziés marginalisai a megadott csalad elemei. Legyen

Q:=RT, A=M, P:=yu, X:=idgr: Q > RY, 2+ x.
Ekkor az X sztochasztikus folyamat eloszlasa
Pe(M)=PweQ:X(w)eM)=p(zeR" 1idgr(z) e M) = (M),  MeM,

amibdl kovetkezik, hogy a véges dimenzios eloszlasok pontosan a {us} csalad elemei. [

5.2. Modifikacios viszony és fiiggetlenség

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk, hogy két sztochasztikus folyamat milyen viszony-
ban allhat egymassal. ElGszor hasonlosagi, majd fiiggetlenségi kapcsolatokat definidlunk.

5.2.1. Definicio. Legyen T C [0, 00) tetszbleges halmaz, és tekintsiink X = {X, : ¢ € T}
és Y ={Y;:t € T} sztochasztikus folyamatokat, melyek rendre az (2, A, P) és a (©,F, Q)
(nem feltétleniil azonos) valoszintiségi mezén vannak értelmezve. Azt mondjuk, hogy a
két folyamat azonos eloszlasi, ha Px = Dy, tehat

PXeM)=Q(YeM), MeM.

A két folyamat egyméas modifikacidja, ha azonos valésziniiségi mezén vannak értelmezve,

(azaz (2, A, P) = (8, F.Q),) és
P(X,=Y)=1, teT.

A két folyamat megkiilonboztethetetlen egyméastol, ha azonos valdszintiségi mezén
vannak értelmezve, az

(X=Y}={weQ: X;(w) =Y,(w),t €T} CQ

halmaz esemény, és P(X=Y) =1.
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5.2.2. Tétel. Legyen X és Y azonos T C R indexhalmazzal paraméterezett folyamat.
(i) Ha a két folyamat megkilinbiztethetetlen eqymdstol, akkor modifikdcici egymdsnak.

(ii) Ha a két folyamat modifikdcidja egymdsnak, akkor azonos eloszldsiak.
Bizonyitds. Ha a két folyamat megkiilonboztethetetlen, akkor tetszdéleges t € T esetén
P(X;=Y)) zP(XS:YS,seT) =1.

Jegyezziik meg, hogy ha a két folyamat modifikacioja egymasnak, akkor mindkettd
az (Q, A, P) mezén van értelmezve. Az Tétel szerint elég azt megmutatni, hogy a
két folyamatnak azonosak a véges dimenzios eloszlasai. Tetszéleges S = {s1,...,5,} C T
és B € B® esetén

Pys(B) = Py (B) = P(ns(X) € B) > P(?TS(Y) € B, ms(X) = WS(\Y))

= P(ns(Y) € B) - P(TFS(Y) € B, ms(X) # WS(Y)) > Pys(B)— P(ms(X) # ms(Y)) .

A szubadditivitas és a modifikicis viszony alkalmazéasaval az utols6 valdszintiségre
0.2 P(rs() £ 7o(1)) = P( UK. £ Ve ) £ 30 POXL 2 V) =0.
i=1 i=1

Ebbél Py s(B)> Pxs(B), és a forditott iranyt egyenlStlenség ugyanigy bizonyithato a két
folyamat szerepének felcserélésével. Mivel a B és az S halmaz tetszéleges volt, kapjuk,
hogy a két folyamat véges dimenzios eloszlasai megyegyeznek. O]

Fontos megjegyezni, hogy az el6z6 tétel egyik allitasa sem megfordithato. Tekintsiik
elGszOr az pontot. Ha az X és az Y folyamat modifikaciés viszonyban all egyméassal,
akkor azonos valoszintiségi mezén vannak értelmezve. Ezzel szemben a két folyamat tgy
is lehet azonos eloszlasi, ha nem azonos valoszintiségi mezén vannak definidlva. Fontos
megjegyezni, hogy az allités akkor sem megfordithato, ha feltessziik, hogy a folyamatok
azonos valoszintiségi mezén vannak értelmezve. Ehhez tekintsiik egy szabalyos pénzérme
feldobaséat, és legyen az X és az Y rendre a fej illetve az iras dobasanak indikatorvaltozoja.
Ekkor mindkét valtozo Benoulli eloszlast kévet 1/2 paraméterrel, és P(X #Y)=1. Ebbdl
azonnal jon, hogy az X = {X} és az Y = {Y'} sztochasztikus folyamat azonos eloszlasi,
de nem modifikicidja egymasnak.

Arra, hogy a allitas sem megfordithato tekintsiik a kovetkezs példat.

5.2.3. Példa. Legyen az U véletlen valtozé egyenletes eloszlasi a T = [0,1] halmazon, és
tekintsiik az X ={X; :t € T} és az Y ={Y; : t € T} sztochasztikus folyamatot, ahol

0, t#4U,

Xt:O’ OStS:l? }/1‘:{17 t:U

Nyilvanvalo, hogy X és Y nem megkiilonb6ztethetetlen, hiszen az U pontban nem azonos
az értékiik. Ezzel szemben a két folyamat modifikicidja egyméasnak, ugyanis tetszéleges
rogzitett t € T esetén

PX,=Y)=PU#t)=1.
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5.2.4. Allitas. Az azonos eloszlds, a modifikdcids viszony és a megkilonbiztethetetlenség
ekvivalenciareldcio az adott (Q, A, P) valdszindségi mezdn értelmezett és a T halmazzal
indexezett sztochasztikus folyamatok halmazdn.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy az azonos eloszlastisig és a megkiilonboztethetetlenség ek-
vivalenciarelacio, ezért a tovabbiakban csak a modifikiciés viszonyt vizsgaljuk. A defini-
cibbol azonnal kovetkezik, hogy a modifikacios viszony reflexiv, (azaz minden folyamat
modifikicioja 6nmagénak,) és szimmetrikus, (tehat ha Y modifikacioja X-nek, akkor X
is modifikacioja Y-nak.) A tranzitivitasért tegyiik fel, hogy az Y folyamat modifikacioja
az X-nek, és a Z folyamat modifikicioja az Y-nak. Mivel két 1 valoszintiségii esemény
metszete is 1 valosziniiségi, tetszéleges t € T esetén

P(X,=2)>P(X, =YY= Z)=1.
Tehat X és Z modifikacidja egymasnak. O]

A modifikaciés viszony bizonyos szituiciokban egy rendkiviil jol alkalmazhato elméleti
eszkOz. Tegyiik fel, hogy szeretnénk egy olyan sztochasztikus folyamatot felirni, melynek
adott az eloszlasa, és rendelkezik még néhany tovabbi ,szép” tulajdonsaggal. Ilyen ,szép”
tulajdonsagok példaul a mintafolytonossag, melyet a kévetkezd alfejezetben definidlunk.
A Kolmogorov egzisztenciatétel biztosit egy olyan X folyamatot, melynek az az eloszlasa,
amit szeretnénk, de semmi sem garantalja, hogy ez a folyamat rendelkezni fog a tovab-
bi ,szép” tulajdonsagokkal. Ilyen esetekben gyakran azt a moédszert alkalmazzuk, hogy
kis valtoztatasokkal definidljuk az X folyamatnak egy Y modifikaciojat olyan modon,
hogy az mér rendelkezzen a szamunkra sziikséges ,szép” tulajdonsigok koziil eggyel vagy
tobbel. Fontos megjegyezni, hogy a valtoztatasok soran a folyamat elGirt eloszlasat nem
rontjuk el, hiszen a modifikicids viszonybol kovetkezik, hogy X és Y azonos eloszlast.
Az Allitas szerint akar azt is megtehetjiik, hogy tovabbi ,szép” tulajdonsagokért az
Y folyamatnak is vessziik egy Z modifikaciojat, és igy tovabb. Mivel a modifikaciés vi-
szony ekvivalenciarelacio, az igy felirt sztochasztikus folyamatok mind azonos eloszlasiak
lesznek az X folyamattal.

A kovetkezGkben két sztochasztikus folyamat fiiggetlenségét fogjuk definidlni. Egy
tetszGleges, tehat nem feltétleniil véges S C [0, 00) indexhalmaz esetén legyen N az RS
téren a hengerhalmazok altal generalt o-algebra. (Lasd: Definicio.)

5.2.5. Definici6. Legyen X={X;:t €T} és Y ={Y;:t €S} azonos valoszintiségi mezén
értelmezett sztochasztikus folyamat. A két folyamat fiiggetlen egymastol, ha

P(XeM,YeN)=P(XeM)P(YEN), MeM,NeN.

5.2.6. Tétel. Tekintsink X={X;:t €T} és Y={Y;:t €S} azonos valdsziniségi mezdn
értelmezett sztochasztikus folyamatokat, és legyen Z= (X, Y)={X,,Y;:t €T, s€S}. Ekkor
az aldbbiak ekvivalensek.

(i) X ésY figgetlen.
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(ii) Tetszoleges S'={s1,...,8,} CS és T ={t1,...,tm} CT esetén
v (X) = (th,...,Xtm) és e (Y) = (5/;1,~~-7Y9n)
fiiggetlen véletlen vektorok.
(i) A Z folyamat eloszldsa Py = Px X Py.

Bizonyitds. Jelolje Hr C RT és Hg C R® az RT illetve az R® tér hengerhalmazait. Adott
T ={t;,...,tm} CT és S ={s1,...,5,} CS véges indexhalmazok esetén legyen B € BT
6s D e BY tetszbleges Borel halmaz, és jeldlje Hy p € Hr és Hy p € Hs rendre a B és a
D halmazhoz tartoz6 hengerhalmazt az RT illetve az RS téren. Jelslje tovabba M x N az
M és a N o-algebra szorzatat az RT x RS téren, tehat legyen

MXN=0c(MxN:MeM,NeN).

Végiil jegyezziik meg, hogy a Px x Py szorzatmérték azaz egyértelmd mérték a M x N
o-algebran, melyre

Pxxpy(MXN):Px(M)Py(N), MEM,NGN.
Ha X és Y fiiggetlen, akkor tetszéleges B € BT és D € BY Borel halmazokra
P(’/ij(X) € B,’iTg/(Y) € D) = P(X S H’]I‘/,BaY S HS’,D)
= P(X € HT/7B)P(Y S HS’,D) = P(WT/(X) S B)P(Wg/(Y) S D) ,

amibdl kovetkezik.

Megmutathato, hogy a { Hy X Hy: Hy € Hr, Hy € Hs} rendszer halmazalgebra
az RT xRS téren, és generalja a M x N o-algebrat. Ennek bizonyit4sat az olvasora bizzuk.
Ekkor a Carathéodory-tétel szerint igazolasahoz elég azt belatni, hogy a Py = Px x Py
egyenlGség teljesiil a Hy x Hy alakt halmazokon. A bizonyitas elején bevezetett jelolésekkel
legyen Hy = Hy p € Hy és Hy = Hy p € Hs tetszbleges. A pont alkalmazasaval

PZ(HT’,B X HS’,D) = P((X, Y) c H']l",B X HS’,D) = P(T{'T/(X) & B, WS/(Y) € D)

= P(’]TT/(X) S B)P(WSI(Y) € D) - PX(HT’,B)PY(HS’,D) - PX X PX(HT/7B X HS’7D) .

(iii)=(1)| A szorzatmérték definiciojabol tetszdleges M € M és N € N mellett
P(XeM,YEN)=P(ZeMxN)=Py(MxN)=Pg(M)Py(N)=P(XeM)P(YEN),
és igy a két folyamat fliggetlen egymastol. m

A kovetkezd tételben olyan &llitasokat fogalmazunk meg, melyek trivialitasoknak t{in-
hetnek, és melyeket a jegyzetben tobbszor fogunk alkalmazni, akar hivatkozas nélkiil is.

5.2.7. Tétel. Legyen X ={X; :t € T} és Y = {Y;: s €S} sztochasztikus folyamat, és
tekintsink ¢ : RT = R™ és ¢: RS — R"™ mérhetd funkciondlokat, ahol m és n pozitiv egész.
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(i) AY(X): Q—=R™ és a ¢p(Y): Q—R" fliggvény mérheld, tehdt véletlen vdltozo.
(ii) Ha X ésY figgetlen, akkor v(X) és ¢(Y) is figgetlen.
(ili) Ha X és Y azonos eloszldsi és 1 = ¢, akkor (X)) és ¢(Y) is azonos eloszldsi.

Bizonyitds. |(1)| Kovetkezik a sztochasztikus folyamatok mérhetéségébdl. (5.1.3] Tétel.)
Legyen B € B™ és D € B"™ tetsz6leges. Ekkor a két folyamat fiiggetlenségébol

P(¢(X)e B,¢(Y)e D) =P(Xey™(B),Ye ¢ (D))
=P(Xey N (B)P(Yeo¢ (D)) =P(X)eB)P(¢(Y)e D),

ami azt jelenti, hogy a ¢¥(X) és a ¢(Y) vektorvaltozo fiiggetlen.
Mivel a két folyamat azonos eloszlast, most n = m. Tetszéleges B € B™ esetén

P(W(X)eB)=P(Xev ' (B)=P(Yeo '(B)) =P(o(Y) € B),

tehat a két vektorvaltozo szintén azonos eloszlasn. O

5.3. Sztochasztikus folyamatok folytonossaga

A kovetkezGkben a sztochasztikus folyamatok folytonossigat fogjuk definidlni. Legyen
X ={X;:t €T}, ahol T C [0, 00) egy intervallum. Rogzitett s € T mellett legyen

Ay = {w € Q:az Xy(w), t €T, trajektoria folytonos az s pontban} cQ,
tovabba legyen

A={weQ:az X;(w), t € T, trajektoria folytonos minden s € T pontban} = m A, CQ.
seT

Jegyezziik meg, hogy ha T jobbrol és/vagy balrél zart intervallum, akkor a végpont(ok)ban
minden folytonossagi tulajdonsigot féloldali folytonossagként értelmeziink.

Az X folyamatnak egy adott s€T pontban val6 folytonossagara az lenne a természetes
definicio, hogy az A, halmaz valosziniisége 1, tovabba a folyamatnak a T intervallumon
vett folytonossagat a P(A) =1 feltétellel lenne természetes definialni. Azonban kideriil,
hogy mérhetdségi problémak mertilnek fel, ugyanis semmi sem garantalja, hogy az A, és az
A halmaz ilyen altaldnos feltételek mellett esemény lenne. A determinisztikus fiiggvények

« e,

A= U N {wve:Xiw)— X (w)| <<}

e>0 6>0 teT
[t—s|<é

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon kapcsos zarojelben definialt halmaz esemény tetszéleges
rogzitett €,0, s és t esetén, azonban az A, halmazt ilyen eseményeknek nem megszamlal-
hato metszeteként és unidjaként frtuk fel. Emiatt semmi sem garantalja, hogy A maga is
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esemény lesz. Jegyezziik meg, hogy a fenti reprezentacidban két miivelet megszamlalhato
formaban is felirhato, hiszen

As:m U ﬂ {we Q| X (w)— Xs(w)| <1/n}.
neN meN ‘t_;‘€<'ﬂ’1/m
Azonban anélkiil, hogy tovabbi ismereteink lennének az X;(w), t € T, trajektoridk analiti-
kus viselkedésérdl, a harmadik metszetet nem tudjuk megszamlalhato alakban felirni. Ha
példaul specialisan tudnink, hogy a trajektoridk monoton novekvé fiiggvények, akkor ezt
a problémét méar ki kiiszobolni, (vajon hogyan?) és Ay szintén esemény lenne. Azonban
ez még mindig nem garantalna az A halmaz mérhet&ségét, hiszen az

A:ﬂAS

seT

metszet mérhetGsége nem kovetkezik az Ag, s € T, halmazok mérhetGségébdl. A felvazolt
nehézségek kikiiszébolésére a sztochasztikus folyamatok folytonossagat az aldbbi médon
definialjuk.

5.3.1. I}geﬁnici(). Az X folyamat sztochasztikusan folytonos egy adott s€T pontban,
ha X; — X, amint ¢t — s, tehat tetsz6leges € > 0 esetén

P(IX;—X,|>¢e) =0, t—s.

A folyamat sztochasztikusan folytonos a T halmazon, ha sztochasztikusan folytonos az
intervallum minden pontjaban. Azt mondjuk, hogy a folyamat pontonként folytonos,
vagy mas kifejezéssel, nincsen rogzitett szakadasi pontja, ha tetszéleges s € T értékre
létezik €5 € A esemény, hogy

O, CA, & P(Q)=1.

A folyamat trajektérianként folytonos vagy mintafolytonos a T intervallumon, ha
létezik )’ € A esemény, melyre

Y CA és P(Q)=1.
5.3.2. Tétel. (i) Ha a folyamat mintafolytonos, akkor nincs régzitett szakaddsi pontja.

(ii) Ha a folyamatnak nincs rogzitett szakaddsi pontja, akkor sztochasztikusan folytonos
a T intervallumon.

Bizonyitds. A definiciéban bevezetett jeloléseket alkalmazva, ha a folyamat mintafoly-
tonos, akkor tetszéleges s € T esetén ) C A C A,. Ekkor Q, := € valasztassal kapjuk,
hogy a folyamatnak nincsen régzitett szakadasi pontja.

Tekintstlink egy tetszéleges s € T értéket. Mivel most az s nem szakadési pontja a
folyamatnak, létezik olyan Q, € A esemény, hogy P(€)s) =1, és tetszileges w € () esetén
Xi(w) = Xs(w) amint t — s. Ebbdl kovetkezik, hogy X; — X, majdnem biztosan, és ez
mar maga utan vonja a sztochasztikus konvergenciat. O]
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Jegyezziik meg, hogy az el6z6 tétel egyik allitdsa sem megfordithato. Az |(i)| ponthoz
tekintsiik a |5.2.3] Példaban definialt Y sztochasztikus folyamatot. Nyilvanvalo, hogy ez
a folyamat 1 valoszintiséggel nem folytonos a T = [0,1] intervallum minden pontjaban,
tehat Y nem mintafolytonos. Ezzel szemben tetszéleges s € [0,1] mellett Ay = {U # s},
ami 1 valoszintiségii esemény, és igy a folyamatnak nincsen régzitett szakadési pontja. A
kovetkezd példdban megmutatjuk, hogy a tétel allitasa sem megfordithato.

5.3.3. Példa. Legyen 7, Z,,... véletlen valtozoknak olyan sorozata, mely sztochaszti-
kusan konvergal egy Z valtozohoz, de majdnem biztos értelemben mar nem. Ilyen sorozat
létezik. Példaul, ha Z,, Z,, ... fliggetlen rendre

eloszlassal, akkor Z, —s 0, de a konvergencia nem teljesiil 1 valoszintiséggel. (Miért ?)
Legyen tovabba az U valtozo egyenletes eloszlasi a (0,1) intervallumon, és definialjuk az
X={X;:teT=10,1]} lépcsds sztochasztikus folyamatot az X, :=0,

X, :=2Z,, te (U, U1, n=1.2,...

formulakkal.
Az X folyamat pontosan akkor nem folytonos egy rogzitett s € (0,1] pontban, ha az
U, n=1.2,..., végpontok valamelyike éppen ebbe a pontba esik. Ennek valészintisége

P(HnéN:U”—s)—P(@l{U"—s}) giP(U"—s)—io—o,

hiszen az U", n = 1,2, ..., valtozok mind abszolut folytonosak. Fz azt jelenti, hogy az X
folyamatnak nincsen rogzitett szakadasi pontja a (0,1] intervallumon, amibdl kovetkezik,
hogy sztochasztikusan folytonos ezen a halmazon. Tovabb4, a Z,, Z,,... sorozat konst-
rukciojabol kovetkezik, hogy a folyamat az s =0 pontban is sztochasztikusan folytonos,
de mar nem folytonos majdnem biztos értelemben. (Miért?) Osszegezve, a X folyamat
sztochasztikusan folytonos a T intervallumon, de nem mintafolytonos ezen a halmazon,
mert az s = 0 egy rogzitett szakadasi pont.

Térjiink vissza a jelen alfejezet elején bemutatott mérhetGségi problémakhoz. Ezekhez
hasonlé nehézségekkel a jovében még talakozni fogunk, példaul amikor azt vizsgéljuk,
hogy a Brown-mozgas mekkora valészintiséggel differencidlhatéd. S6t, vegyiik észre, hogy
egy ilyen problémaba méar az el6z6 alfejezetben is belefutottunk. Amikor azt definialtuk,
hogy mit is jelent egy X és egy Y sztochasztikus folyamat megkiilonboztethetetlensége,
fel kellett tenniink, hogy az

{X:Y}:ﬂ{wEQ:Xs(w):Ys(w)}

seT

halmaz esemény. Erre ott valoban sziikség volt, hiszen az igaz, hogy a most felirt formu-
laban a jobboldali metszet elemei mind események, de ha T nem megszdmlalhato, akkor
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semmi sem garantalja, hogy a metszet maga is esemény lesz. Annak érdekében, hogy ne
kelljen feltenni az {X = Y} halmaz mérhetGségét, a kovetkezd, altalanosabb definiciot is
alkalmazhatjuk. Azt mondjuk, hogy X és Y megkiilonboztethetetlen, ha létezik olyan
Q* € A esemény, melyre

O C{X=Y} & PQ)=1.

Hasonl6 nehézségekbe litkdzhetiink akkor is, ha egy X sztochasztikus folyamat valami-
lyen funkcionaljaval kivanunk dolgozni. Az egyik legfontosabb ilyen példa a szuprémum
funkcional, tehat az

S=supX;: Q= RU{+o0}
teT
fiiggvény. Az egyszeriiség kedvéért most tegyiik fel, hogy S sehol sem veszi fel a végtelen
értéket. Természetesen adodik a feladat, hogy jellemezziik az S fiiggvényt, tehat adjuk
meg az eloszlasat, varhato értékét, stb. Vegyiik észre, hogy ilyen altalanos feltételek mel-
lett még az sem garantalt, hogy S mérhets leképezés. Most tetszéleges x € R esetén

{ng}:ﬂ{XtSl’},

seT

és ismét azt tapasztaljuk, hogy ugyan a jobb oldalon a metszet elemei mind események,
de maga a metszet, és ennek megfelelGen a bal oldal mar nem feltétleniil az. Tehat semmi
sem garantalja, hogy S véletlen valtozd. Ezzel szemben, ha X mintafolytonos, akkor

{S<az}= () {Xi<2}eAd, z€R,

seTNQ

tehat ezzel a mérhetGségi problémaval nem szembesiiliink.

To6bb mas hasznos alkalmazas mellett ez az utolso példa is azt mutatja, hogy a min-
tafolytonossag egy nagyon kellemes tulajdonsag. De a mi a helyzet akkor, ha a vizsgélt
X folyamatra ez a tulajdonsag nem teljesiil? A kovetkezs tétel azt mondja ki, hogy bizo-
nyos feltételek mellet egy folyamat mintafolytonossa tehets. Jegyezziik meg, hogy ha egy
folyamat az X modifikicioja, akkor azonos eloszlasi is vele.

5.3.4. Tétel (Kolmogorov—Csencov-tétel). Legyen X ={X;:t € T}, ahol T C[0,00) egy
véges vagy végtelen intervallum. Ha létezik olyan o, B,y > 0 konstans, hogy

E(|X:— X,|*) <Alt—s|'T27, s,teT,
akkor az X folyamatnak létezik mintafolytonos modifikdcioja.
A tétel bizonyitésa soran sziikségiink lesz az alabbi elemi allitasra.

5.3.5. Lemma. Legyenek a <c<b tetszdleges valos szamok, és tekintsiink egy tetszdleges
f:la,b] =R figguényt. Jelolje fi és fo az f fligguény linedris interpoldltjait rendre az a,b
illetve az a,c,b pontokon kereszlil, azaz legyen

B b—t t—a

filt) = 5= fa)+ 2

f(0), a<t<b,
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fz(t)Z{ C;;l;(a)+ﬁ (c), CLSt_Sc‘,

Ekkor
sup | fi(t) = fo(t)| < max {|f(b) = f(o)],|f(c) = f(a)[} -

a<t<b

Bizonyitds. A haromszog-egyenlGtlenség alkalmazésaval

aggb|fl<t>—f2<t>|=\f1<c>— = |foC @+ =) - 0
<P ) £ o)
< (= ZZ)max{rf FO+170) = ()]}
mx{|fb> F@L 1 ()= F(a)l}- =

Az[5.3.) Tétel bizonyitdsa. El6szor tekintsiik azt az esetet, mikor T=[a, b] egy véges zart
intervallum. Ekkor az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy T = [0,1]. Minden
n € N esetén osszuk fel az intervallumot 2" részintervallumra, legyen

1 k—1 k
Jl,n = {O, 2_n‘| és ka = (2—71’ 2_n:| s k:2,3, Ce 72n’

és jelolje rendre Y, ={Y},;:t€[0,1]} az Xo, X1 /2n, Xo/9n, ... ,1 sorozat linedris interpolaltjat,
tehat legyen

on

k k1
nt—leJkn {n<__t)xgnl+2n(t_ = )Xk] 0<t<1.

Az Y, sztochasztikus folyamat mintafolytonos, tehat 1 valoszintiséggel eleme a C'[0,1]
térnek, a [0,1] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények halmazanak. A kivetkezok-
ben megmutatjuk, hogy Y,,, n=1,2,..., majdnem biztosan Cauchy-sorozat a szuprémum-
metrikidra nézve. Legyen w € () tetszéleges rogzitett kimenetel. Ekkor

Urr<1ta<X1 ’Ynt ) Ynil’t (CL))‘ - k:inmag(nfl k;llrgtag( k |Yn,t(UJ) - Yn—lyt (CU)‘

< max max{{sz )—X%(w)

[ X () = Xoea (w)‘}

k=1,..., 2n—1 27
T kDl }le% (W) = X @)

ahol a mésodik lépésben az [5.3.5] Lemmat alkalmaztuk
k-1 k
a,b] = [wa} ; f=X(w), f1=Y1(w), fo=Yy(w),
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szereposztasban. Innen a Markov-egyenlGtlenség és a bizonyitando tétel feltevéseinek al-
kalmazaséaval jon, hogy tetszéGleges rogzitett n € N esetén

1
P(OIE?X1 |Ynt 1t| > 2nﬁ/a> ZP<|X2}’C{L _Xk 1‘ 2nﬁ/a>
2m 1 2"
:ZP(‘X;Z_XIC 1‘ 2_5) ZQnﬂEUX;;L_Xk 1‘ )
1 k=1
2m . 1 1428 ~
<) 2 57(2—”) = 5nf -
k=1
Ekkor - 0o
~
2P<gg?<>§‘ynt 1t‘>2n5/a> g_g

amibdl a Borel-Cantelli-lemmak szerint a

1

maX’Ynt n— 1t’>2nﬁ/a

0<t<1

egyenlGtlenség 1 valoszintiséggel legfeljebb véges sok n-re kovetkezik be. Ez azt jelenti,
hogy létezik egy olyan Q € A esemény, melyre P () =1, és tetsz6leges rogzitett w € Qp
kimenetel esetén valamely ng = ng(w) kiiszobszam mellett

maX‘Ynt w)—Y,_ !

0<t<1 1,t(°~’)| < Snfla n>ng.

Legyen most my, mo—00. Feltehets, hogy a rogzitett w kimenetel mellett ng(w) <m; <ms.
A haromszog-egyenlGtlenség alkalmazaséaval kapjuk, hogy

ma 0 1
ggta<x1 |Ym2,t(w) - Ymht(w)’ < Z 52?2(1 }Ynt ) Y, —17t<w)| < Z onp/a —0 )
- n=mi+1 n=mi+1

amint my, mo — 00, hiszen a Z?Zl(Q*ﬁ/a)” sor konvergens. Ez pedig pontosan azt jelenti,

hogy Y, (w), n=1,2,..., Cauchy-sorozat a szuprémummetrikira nézve.
Mivel az Y,,, n=1,2, ..., sorozat 1 valészintiséggel Cauchy tipusi, azonnal kévetkezik,

hogy majdnem biztosan egyenletesen konvergéal egy Y = {Y; : ¢ € [0,1]} mintafolytonos
sztochasztikus folyamathoz. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy tetszéleges t €[0,1] érték
esetén P(X; =Y;) =1, tehat Y modifikacioja az X folyamatnak.

Legyen t € [0,1] rogzitett, és tekintsiik egész szamoknak egy ky, ko, ... sorozatat tugy,
hogy 0 <k, <2" és k, /2" —t, amint n — oo. Ilyen sorozat létezik. (Miért?) Ekkor az Y,

n=1,2,..., folyamatok kontrukciojabol és egyenletes konvergencidjabol jon, hogy
lim Xj, jon = hm Yo knjon =Y, n — oo, m.b.
n— oo
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A kovetketSken megmutatjuk, hogy Xy, jon L X; amint n — oo. Mivel a sztochasztikus
konvergencia hatarértéke 1 valoszintiséggel egyértelmi, ebb6l mar kévetkezni fog, hogy a
rogzitett ¢t pontban P(X; =Y;) =1, tehat Y modifikicidja az X folyamatnak.

A sztochasztikus konvergencia igazolasdhoz tekintsiink egy tetszéleges € > 0 értéket,
és legyen 6 > 0 olyan kicsi, hogy 6%/* < ¢ és v6'1# < ¢ teljesiiljon. Ha n olyan nagy, hogy
ezen tul |k, /2" —t| < 0 is igaz, akkor a Markov-egyenlGtlenséghdl és a tétel feltevéseibdl

(63 1 [0
P([ X, 20 = Xe| > €) < P(| Xy jon = Xi|* 2 0°) < B (| Xy = X[

1 1+28

<57

1
—t < 5 7(51+25 = 76”5 <e.

on

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy X, /on i)Xt, n — 00.

A fentiekben sikeriilt a tételt bebizonyitani abban az esetben, mikor T egy véges
zart intervallum. Legyen most T C [0,00) egy tetszéleges intervallum. Ekkor T elGall
egyméasba skatulyazott véges zart intervallumok béviils rendszerének uniojaként. Tehat,
léteznek 0 <a, <b,, n=1,2,..., értékek gy, hogy az a, és a b, sorozat rendre monoton
csOkkend illetve névekve, tovabba US| [ay, b,] =T. (Miért léteznek ilyenek sorozatok?) A
fentiekben ismertetett konstrukciét alkalmazva tetszéleges n € N mellett definidlhatunk
egy Y :{Y;(”) :t€lan, by]} sztochasztikus folyamatot, mely az X folyamat mintafolytonos
modifikicidja az [a,,b,] intervallumon. Vegyiik észre, hogy a konstrukeié miatt az Y™
folyamatok egymas meghosszabbitasai, azaz V"™ = Y, teljesiil minden t € [ay, b,
esetén. Legyen most Y = {Y; : ¢t € T}, ahol

Y;::Yt(n), t € [ay,by], n=12,...

Mivel az [ay,, b,] intervallumok egyiittesen lefedik a T halmazt, tovabba az Y™ folyamatok
egymés meghosszabbitasai, az Y véletlen fiiggvény jol definialt. Legyen t € T tetszGleges,
és tekintsiink egy n € N értéket tgy, hogy t € [a,, b,]. Mivel ekkor Y; = Y;(n) = X, majdnem
biztosan, az X és az Y folyamat egymas modifikacioja a T intervallumon. Ezek utdn méar
csak azt kell megmutatnunk, hogy Y mintafolytonos.

Mivel Y™ mintafolytonos, létezik 2, € A esemény, melyre P(€,,) =1, és Y™ (w) foly-
tonos az [an, b,] intervallumon minden w € Q,, esetén. Legyen Q* =N%°,Q,,, és tekintsiink
egy tetszéleges w € Q* kimenetelt. Mivel ekkor az Y™ (w), n=1,2, ..., fiiggvények egymas
folytonos meghosszabbitésai, kapjuk, hogy Y(w) folytonos a T intervallumon. Figyelem-
bevéve, hogy most P(2*) = 1, a mintafolytonossag kovetkezik. Ezzel az allitast teljesen
bebizonyitottuk. O
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6. fejezet

A Wiener-folyamat

6.1. Gauss-folyamatok

Ebben a fejezetben olyan X ={X;:t € T C [0,00)} sztochasztikus folyamatokkal fo-
gunk foglalkozni, melyek véges dimenzios eloszlasai megfelel6 dinemzios normalis eloszlast
kovetnek. Ehhez el§szor at kell ismételiink néhany valoszintiségelméleti fogalmat.

Legyen X = (X1,...,X,)" egy n-dimenziés normélis eloszlasi vektorvaltozd m € R®
varhato érték vektorral és 3 € R™*" kovarianciamatrixszal. Ekkor

£ = Cov(X) = [Cov(x, )|

ij=1

n

=1

m=E(X) = [B(X)]

valamint a ¥ matrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, tehat

n
Oij = 04, Vi7j> és mExT = Z ;X054 > 0, r €R"™.
ij=1
Ismert tovabba az is, hogy az X, ..., X,, valtozok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek,

ha ¥ pozitiv definit, tehat X2 " >0 minden 2 €R?, £#£0, vektor esetén. Ebben az esetben
az X vektorvaltozo abszolut folytonos, és a siirtiségfiiggvénye

1 1 -1 T n
f(x) = R exp (—ﬁ(x—m)Z (x—m) ) : reR".

A kovarianciamatrixok szimmetrikus és pozitiv szemidefinit tulajdonsagat a kovetkezs
modon lehet definidlni kétvaltozos valos értékd fiiggvényekre.

6.1.1. Definicié. Egy r(s,t), s,t € T C [0, 00), fliggvény szimmetrikus, ha tetszéleges
s,t € T értékek esetén r(s,t) =r(t,s). A fiiggvény pozitiv szemidefinit, ha tetszéleges
ne€Nésty, ... t, €T mellett a ¥ = [r(t;,;)]};=; métrix pozitiv szemidefinit.

6.1.2. Definici6. Legyen T C|0, 00) tetszbleges indexhalmaz, és tekintsiink egy m(t) tet-
sz6leges és egy r(s,t) szimmetrikus pozitiv szemidefinit fiiggvényt, s,t € T. Azt mondjuk,
hogy az X = {X; : t € T} sztochasztikus folyamat Gauss-folyamat m varhaté érték
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fiiggvénnyel és r kovarianciafiiggvénnyel, ha tetszSleges n € N és tq,...,t, € T ese-
tén az (Xy,, ..., Xy, ) vektorvaltozé n-dimenzios normalis eloszlast kévet my, ¢, varhato
érték vektorral és ¥, ; kovarianciamatrixszal, ahol

-----

My = [mtr), . om(t)] e Sy = [t )]

n

ij=1"
Vegyiik észre, hogy egy Gauss-folyamat esetén
E(X,)=m(t), D*X)=rtt), Cov(X;,X;)=r(s,t), steT.

6.1.3. Példa (A fehér zaj folyamat normaélis eloszlasa valtozokkal). Tekintsiink egy olyan
X={X;:teT} sztochasztikus folyamatot, ahol az X, t€T, valtozok fiiggetlenek és azonos

eloszlastak kozos p varhato értékkel és o szorassal. Ekkor tetsz6leges neNéstq, ..., ¢, €T
mellett az (X;,,..., X;, ) vektorvéltoz6 n-dimenziés normélis eloszlast kévet, és varhato

értéke valamint kovarianciamatrixsza

n

o T . o 25
Myt = [,u, s nu] €s Eth---,tn - [U 51,]},‘7]‘:1 :

Ez azt jelenti, hogy a X folyamat Gauss-folyamat m(t) = p varhato érték fiiggvénnyel és
r(s,t) = 0%y, s,t € T, kovarianciafiiggvénnyel.

A kovetkez§ allitasban azt mutatjuk meg, hogy léteznek Gauss-folyamatok.

6.1.4. Tétel. Tetszdleges m(t), teT, és szimmetrikus pozitiv szemidefinit r(s,t), s,t€T,
fligguény esetén létezik X = {X, : t € T} sztochasztikus folyamat, ami Gauss-folyamat m
vdrhato értek figguénnyel és r kovarianciafigguénnyel.

Bizonyitds. A definici6 szerint egy sztochasztikus folyamat pontosan akkor Gauss, ha
tetszbleges S = {s1,...,5,} C T indexhalmaz esetén a kapcsolatos pug véges dimenzios
eloszlas az n-dimenziés normalis eloszlas mg = my, 5, varhato értékkel és Mg =3, 5.
kovarianciamatrixszal. Ha sikeriil megmutatnunk, hogy ezen mértékek {us:SCT, S véges}
csaladja konzisztens, akkor a Kolmogorov egzisztenciatétel . Tétel) szerint létezik
ilyen X = {X,:t € T} folyamat.

Konzisztencidhoz tekintsiink tetszéleges S CU C T véges részindexhalmazokat, legyen
S={s1,...,sx} és U= {uq,...,us}. Azt kell megmutatnunk, hogy tetszéleges B € B
Borel-halmaz esetén py(Hygs g) = ps(B), ahol

H{U’S,B:{[EGRUZ(Isl,...,fl?sn)GB} GBU.

Legyen Y = (Y7,...,Y,)" egy (-dimenzios normalis eloszlast vektorvaltozé my varha-
t6 érték vektorral valamint Xy kovariancimatrixszal. Tekintsiik azt a Z k-komponensti
vektorvaltozot, mely az Y koponensei koziil pontosan azon Y; komponenseket tartalam-
azza, melyekre u; € S. Ekkor Z szintén normalis eloszlast kévet, melynek varhato értéke
és kovarianciamatrixsza ug és Ys. EbbGl azonnal kdvetkezik, hogy

,UU(HU,S,B) = P(Y € HU,S,B) = P(Z S B) = MS(B) ,

ami pontosan a bizonyitand6 egyenlGség. O
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Az el6z6 tétel bizonyitasa soran lattuk, hogy egy Gauss-folyamat varhato érték fiigg-
vénye és kovarianciafiiggvénye egyértelmtien meghatarozza a véges dimenzios eloszlasokat,
és igy az Tétel szerint a folyamat eloszlasat. Ebbél az észrevételbsl azonnal jon a
kovetkez6 allitas.

6.1.5. Tétel. Két Gauss-folyamat pontosan akkor azonos eloszldsi, ha azonos a vdrhato
érték fiigguényiik és a kovarianciafiigguényik.

6.2. A standard Wiener-folyamat

Ebben az alfejezetben egy olyan sztochasztikus folyamatot definidlunk és vizsgélunk,
melynek szdmos alkalmazasa van a fizika és a pénziigyi matematika kiilonboz6 teriiletein.

6.2.1. Definicié. A W = {W, : t > 0} sztochasztikus folyamat standard Wiener-
folyamat, vagy masnéven standard Brown mozgas, ha

(W1) Wy =0 majdnem biztosan;
(W2) W fiiggetlen névekményi;

(W3) tetszéleges t > s > 0 esetén W, — W, normalis eloszlast kovet 0 varhato értékkel és
t — s szorasnégyzettel

(W4) W mintafolytonos.

6.2.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy a W= {Wi:t>0} sztochasztikus folyamatra teljesiilnek a
standard Wiener-folyamat (W1) és (W2) definidlo tulajdonsdgai. Ekkor (W3) ekvivalens
azzal, hogy tetszdleges t >0 esetén a Wy vdltozo normadlis eloszldst kévet O vdrhato értékel
és t szorasnégyzettel.

Bizonyitds. Amennyiben feltessziik, hogy (W3) teljesiil, akkor s = 0 mellett a (W1) és a
(W2) tulajdonsaghol kivetkezik, hogy W, =W;—W, normaélis eloszlasa 0 varhato értékkel
és t — s =t varianciaval.

A forditott irdnyért vegyiik észre, hogy a (W1) és (W2) tulajdonsédgok miatt a karak-
terisztikus fliggvényekre ow,(7) = dw,—w.(7)ow.(7), T € R. Ekkor

Swi-w, (7) = Swi(7) [ dw, (1) = 7T 2 [T/ = I reR.

Ebbd6l mar kovetkezik, hogy W; — W, normalis eloszlast 0 varhato értékkel és ¢ — s szo-
rasnégyzettel. O

A kovetkezd allitasban megmutatjuk, hogy a standard Wiener-folyamatot definialo
els6 harom tulajdonsag lényegében a folyamat eloszldsat hatarozza meg.

6.2.3. Allitas. A (W1), (W2), (W8) tulajdonsigok egyiittesen ekvivalensek azzal, hogy
W Gauss-folyamat m(t)=0, t >0, vdrhato érték figguénnyel és r(s,t)=min(s,t), s,t>0,
kovarianciafiigguénnyel.
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Bizonyitds. Adott n > 1 egész és 0 =1tq <t; <---<t, értékek esetén legyen

Wt1 Wt1 Wto
V - Wtz ) V/ = WtQ . th
th th th—l
Legyen tovabba ¥ = [Jijj]?,j:l, Y= [ag,j]zjzl és A= [ai,j]Zj:D ahol
. ti_ti717 Z:]7 17 ]§Z7
gi’j:T(ti,tj):mln{ti,t]‘}, O'QJ»:{ 07 175], ai,j:{ 0’ j>Z

Vegyiik észre, hogy ekkor a definialt valtozokra V = AV".

Ha a W folyamat teljesiti a (W1)-(W3) tulajdonsagokat, akkor a V' vektorvaltozo n
dimenzios normaélis eloszlast kovet 0 varhato érték vektorral és ' kovarianciaméatrixszal,
amibdl azonnal jon, hogy V' is normalis E(V)=AFE(V')=0 varhato értékkel és Cov(V) =
= ACov(V")AT = 3 kovarianciamétrixszal. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy W Gauss-
folyamat az allitasban szerepls varhato érték és kovarianciafiiggvénnyel.

Visszafelé, ha feltessziik, hogy W Gauss-folyamat, akkor definicié szerint V' normalis
eloszlasi vektorvaltozo 0 varhato érték vektorral és 3 kovarianciamatrixszal. Ekkor V' =
= A7V szintén mormaélis 0 varhato értékkel és ¥ kovarianciamatrixszal. Ebbél azonnal
jon, hogy W fiiggetlen névekményd normalis eloszlasi névekményekkel. Tovabbé, az egy-
dimenzios Wy vektorvaltozo eloszlasa szintén normalis 0 varhato értékkel és 0 szorassal,
ami azt jelenti, hogy Wy =0 majdnem biztosan. Ezzel a bizonyitas végére értiink. ]

Vegyiik észre, hogy ugyan definidltuk a standard Wiener-folyamatot, de eddig még
semmi sem garantalja, hogy ilyen folyamat valoban létezik is. A folyamat létezését a[6.2.5
Tételben fogjuk megmutatni, de ehhez sziikségiink lesz egy segédallitésra.

6.2.4. Allitas. Azr(s,t)=min(s,t), s,t>0, fiigguény szimmetrikus és pozitiv szemidefinit.

Bizonyitds. A szimmetria nyilvanvalo. Tekintsiink tetsz6leges n € N és 0=t) <t; <--- <

<t, értékeket. Legyen tovabba 71, ..., Z, fiiggetlen normalis eloszlasi véletlen valtozo 0
varhato értékkel és rendre t;—t;_y, i = 1,...,n, variancidval. Ekkor a Z = (Zy,...,Z,)"

vektorvaltozo eloszlasa megegyezik az el6z6 tétel bizonyitasdben bevezetett V' vektor el-
oszlasaval. Szintén az el6z6 bizonyitas jeloléseit hasznalva tekintsiik az AZ vektorvéltozot,
melyre Cov(AZ) = AX'AT = ¥. Mivel ¥ egy jol definialt vektorvaltozé kovarianciamat-
rixsza, kapjuk, hogy > pozitiv szemidefinit métrix, amibd6l mar jon az allitas. O

6.2.5. Tétel. (i) Létezik W folyamat, mely teljesiti a standard Wiener-folyamatot de-
finidle (W1), (W2), (W3) tulajdonsagokat.

(ii) Létezik W standard Wiener-folyamat.

Bizonyitds. (i) Alkalmazzuk a Allitast és a Gauss-folyamatok létezését garantald
Tételt.
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(ii) A normalis eloszlés elemi tulajdonsagai szerint tetszéleges 0 < s <t mellett
E(]Wt —W, 1Y) = E(Normal(0,t —s)*) = (t—s)*E(Normal(0,1)*) = 3(t —s)*.

Ekkor a Kolmogorov-Csentsov-tétel (5.3.4] Tétel) alkalmazasaval o« =4, f=1/2 és y=3
mellett kapjuk, hogy a W folyamatnak létezik W mintafolytonos modifikacidja. Mivel a

modifikaciora attérve a folyamat eloszlasa nem valtozik, az 1j W folyamat szintén kielégiti
a (W1)-(W3) tulajdonsagokat. O

Jogosan meriilhethet fel a kérdés, hogy meg lehet-e konstrudlni a standard Wiener-
folyamatot a Kolmogorov egzisztenciatétel és a Kolmogorov-Csentsov-tétel alkalmaza-
sa nélkiil. Erre a problémara egy lehetséges modszer az tgynevezett Karhunen—Loéve-
sorfejtés, mely az L?[0,1] tér trigonometrikus bazisa segitségével ad egy reprezentaciot.
Az eredményt bizonyitéas nélkiil kozoljiik.

6.2.6. Tétel. Ha Z, Z,, ... figgetlen standard normdlis eloszldasu véletlen valtozo, akkor
>, sin ((k—1/2)t)
Wy=+v2 Z 0<t<1
t \/_; k (k'— 1/2)7'(' ) =t ==+

standart Wiener-folyamat a [0,1] intervallumon.
A standard Wiener-folyamat egy lehetséges altalanositdsat vezeti be a kovetkezd de-
finicio.

6.2.7. Definicié. Az X ={X,:¢> 0} sztochasztikus folyamat Wiener-folyamat, vagy
masnéven Brown mozgas a € R drifttel és b > 0 volatilitassal, ha mintafolytonos Gauss-
folyamat m(t) = at, t > 0, varhato érték fiiggvénnyel és r(s,t) = b*min(s, t), s,t > 0,
kovarianciafiiggvénnyel.

6.2.8. Allitas. Az X = {X,:t > 0} folyamat pontosan akkor Wiener-folyamat a drifttel
és b volatilitdssal, ha létezik W = {W; : t > 0} standard Wiener-folyamat, hogy

X, =at+bW,, ¢t>0.

Bizonyitds. El6szor tegytik fel, hogy X; = at+0W;, t > 0. Ekkor X nyilvinval6an minta-
folytonos. Vegylik észre, hogy tetszéleges n € N és tq,...,t, > 0 id6pontok esetén

th 1 th
5 =a| ¢ |[+b :
th tn th
Tehat az (Xy,, ..., X;,)" vektorvaltozo elgall, mint a (W;,, ..., W, )T véltozo egy lineéris
transzformaltja, vagyis (X;,,..., X;, )" normalis eloszlast kovet. Ez azt jelenti, hogy X

egy Gauss-folyamat. A varhato érték fiiggvény és a kovarianciafiiggvény

m(t) = E(X;) =at+aE(W;) =at, t>0,
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valamint
r(s,t) = Cov(X,, X;) = b*Cov(W,, W,) = b* min(s, t) 5,t>0.

Visszafelé, ha tudjuk, hogy X Wiener-folyamat a drifttel és b volatilitassal, akkor
tekintsiik a Wy=(X;—at)/b, t >0, folyamatot. Ekkor a bizonyitas els6 felében alkalmazott
modszerek segitségével megmutathato, hogy Wi, t > 0, standard Wiener-folyamat. [
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