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1. Megallasi id6 és filtracio
1.1. Legyen 7,71, 72,...: Q2 — R :_(:oo, oo| altalanos értelemben vett véletlen valtozo,
tovabba legyen h:R — R egy B-B mérhetd fliggvény. Mutassuk meg, hogy az aldbbi
leképezések altalanos értelemben vett véletlen valtozok, tehat mérhetGek.
a. h(r);
b. 7 +m illetve 1 +7m+- -
c. max(7y, 7o) illetve sup(m, 7o, ...);
1.2. Legyen 71,75 : Q2 — [0, 00| altalason értelemben vett véletlen valtozé. Bizonyitsuk be
a kovetkezd allitasokat.
a. Ha P(m <) =1, akkor E(r) < E(m).

b. Tetszbleges cq,co > 0 valds konstansok esetén
E(cimi+cam) =1 E(m) + e E(m) .

1.3. Legyen 7: 8 — [1, 00| megallasi id6 az {F; :t € T = [0,00)} filtraciora nézve. Mit
mondhatunk, megallasi id6-e a 7—1 illetve a 7+ 1 valtozo?

1.4. a. Legyen 7,...,7, megallasi id6 az {F;:t € T C [0,00)} filtraciora nézve. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor min(ry,...,7,) és max(r,...,7,) is megallasi id§ erre
a filtraciéra nézve.

b. Legyen 71, 7,... megallasi id6 az {F; :t € T C [0,00)} filtraciora nézve. Mit

mondhatunk, megéllasi id6 erre a filtraciora nézve az inf(r, 7, ...) illetve a
sup(7y, T2, . .. ) valtoz6? Ha igen, akkor bizonyitsuk be, ha nem, akkor adjunk
ellenpéldat.

2. Diszkrét idejii Markov-lancok

2.1. Tegyiik fel, hogy a holnapi id6jaras csak a mai id§jarastol fiigg. Ha ma esik az es6,
akkor holnap 0,4 valoszintiséggel fog tjra esni, mig ha nem esik, akkor holnap 0,2
valoszintséggel kapunk esét.

a. Modellezziik Markov-lanccal az id§jarast, irjuk fel az Atmenetvaldszintiségeket !

b. Tegyiik fel, hogy ma hétf6 van. Hatdrozzuk meg az alabbi valoszintiségeket.
P(holnap esni fog)
P(holnaputan esni fog|ma és szombaton is jo id6 volt)
P(a héten nem fog esni | a milt héten nem esett)
P(szerdan és a hétvégén végig j6 id6 lesz, de ma esni fog)
P(kedden vagy pénteken jo id§ lesz | ma és tegnap is jo id6 volt)
(

P(a kovetkezs esézés pontosan negyven napig fog tartani)
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2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

Tegyiik fel, hogy a holnapi id§jaras csupan az el6z6 két nap id§jarasatol fiigg. Annak
a valoszintisége, hogy holnap esni fog 0,7, ha ma és tegnap is esett, 0,5, ha ma esik
de tegnap nem, 0,4, ha tegnap esett, de ma nem, végiil 0,2, ha sem ma, sem tegnap
nem volt csapadék. Modellezhet6-e Markov-lanc segitségével az idGjaras, ha igen,
akkor mik az dtmenetvaloszintiségek.

Legyen X,, n € Ny, az egydimenziés szimmetrikus véletlen bolyongas. Markov-
lancot alkotnak-e a kovetkezd folyamatok? Markov-lancok esetén hatarozzuk meg
az allapotteret, atmenetmatrixot, kommunikéciés osztalyokat és hogy homogén-e a
lanc. Ha a folyamat nem Markov, azt is igazoljuk.

a. X,,—X,_1,neN;

b. S, =Xo+---+X,, n€Ny;

(Sny Sn-1), n € N;

d. M, =max(Xy,...,X,), n € Ny;
e. (X,, M,), n €Nj.

e

Legyen X,,, n € Ny, az egydimenzios véletlen bolyongas. Milyen feltételek mellett
lesz Markov-lanc az | X,,|, n € Ny, sorozat?

Adott egy urna a piros és b fehér golyoval. Minden lépésben kivesziink egy golyot,
és ¢ darab ugyanolyan szintt és d darab ellentétes szintt tesziink az urnaba. Legyen
X, ésY, rendre a piros és a fehér golyok szama az n-dik lépés utén, tovabba legyen
Z, annak az indikatora, hogy az n-dik lépésben piros goly6t htuzunk. Vizsgaljuk
meg, hogy mely c és d értékek esetén lesznek az aldbbi folyamatok Markov-ldncok?

a. X,, né€Npy;
b. Z,, n € Npy;
c. (X,, X,,+Y,), neNy;
d. X,,/(X,,+Y,), n€Ny.

Egy ABC haromszog csiicsain ugralunk. Egy adott cstcsban tett latogatasok sza-
méat nevezziik a cstcshoz tartozo lokélis id6nek. Jelolje L4(n) az A csicshoz tartozo
lokalis id6t az n idépontban. Tegyiik fel, hogy az A cstcsbol indulunk, az els6 1é-
pésben 0,5-0,5 valosziniiséggel ugrunk valamelyik szomszédos csicsba, majd minden
tovabbi lépésben a két lehetséges cstucs koziil lokalis idejiikkel forditottan ardnyos
valoszintiségek szerint 1épiink tovabb. Legyen X, az n-dik 1épésben meglatogatott
cstics. Markov-lancot alkotnak-e a kovetkezd sorozatok?

a. X,,n€Npy;
b. (X,HLA(TZ)), TLGNO;
c. (La(n), Ly, (n)), n € Ny;



2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

Az &ltalanos két-allapotid homogén diszkrét idejd Markov 1lanc &tmenetmatrixa

l—-a «
P= .
5 %]
Hatarozzuk meg a pf) valoszintiségeket, vagy altalanosabban a P atmenetméatri-
xot!

Egy virusnak N kiilonb6z6 tipusa létezik. Jelolje o annak a valdszintiségét, hogy a
kovetkez6 generacioban van mutacid, azaz a virus tipusa megvaltozik. Ekkor a tobbi
lehetséges N — 1 tipus egyforma valészintiséggel 1ép fel. Hatarozzuk meg annak a
valoszintiségét, hogy az m-edik generacidoban a virus ugyanolyan tipusi, mint az
elsoben.

a. Egy szabélyos dobokockat elrontunk tgy, hogy a dobott szdm nem egyezhet
meg az el6z6leg dobott szammal, a lehetséges 5 értéket pedig egyforméan 1/5
az esélye. Mennyi a valésziniisége, hogy az n-edik dobas 6-os, feltéve, hogy az
elsé 6-os volt 7 Mennyi a valészintisége, hogy az n-edik dobas 1-es, feltéve, hogy
az els6 6-os volt?

b. Most tgy rontjuk el a kockat, hogy a dobott szam 6-os maradéka nem lehet 1-el
nagyobb, mint az el6z6 6-os maradéka. Adjuk meg az el6z6 részben kérdezett
valészintiségeket szamolés nélkiil!

a. Shanille O’Keal biintet6ket dobél egy kosarpalyan. Az elsét bedobja, a méaso-
dikat nem. Ezek utan annak a valoszintisége, hogy egy biintet6t bedob, meg-
egyezik az eddig sikeres dobasainak részaranyaval. Jelolje X, az n dobas utan
bedobott biinteték szamat! Mutassuk meg, hogy X,,, n > 2, Markov-lanc, és
adjuk meg az dtmenetvaldszintségek matrixat! Szamitsuk ki X,, eloszlasat!

b. Shanille akkor hagyja abba a biintet6dobasokat, amikor elészor bedob egymaés
utan 10-et. Adjuk meg formalisan ezt a 7 véletlen id6pontot, és mutassuk meg,
hogy megallasi id6 a folyamat altal generalt F,, = 0(Xs, X3,...,X,), n >3
filtraciora nézve.

Tekintsiik azt a Markov-lancot, melynek atmenetmétrixa

0 1
3 0 3

Hatarozzuk meg a lanc kommunikacioés osztalyait és adjunk zart formulat a p§”1’

aAtmenetvalosziniiségre !

Legyen az X, n > 0, Markov-lanc a&tmenetmétrixa

0 1 0

_ 2 1
P=10 35 3
p 1=p 0



2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

a. Hogyan fliggenek a kommunikécios osztalyok p értékétsl?

b. Hatérozzuk meg a P(X,, =1|X,=1) valoszintséget a (i) p=1/16, (ii) p=1/6,
(iii) p = 1/12 esetén.

Hatarozzuk meg az alabbi Atmenetmatrixokhoz tartozé kommunikécios osztalyokat !
Adjuk meg az egyes allapotok tipusat és perioduséat.

0

O O Owl= Ol
O O O O OoOvi
o OO O
O Ovlwim O O
= ONiFwi= O O
O = O O OO
)
= O O Ol
Oril= O O
Owl= = O O
Ol ONIE O
N O O

Legyen X,,, 1 € Ny, Markov-lanc az Z allapottéren. Rogzitett n € Ny és i € Z mellett
legyen Jelen = {X,, =i}, és tekinsiink tetszéleges

Mualt, Multy € O'(Xo, . ,Xn) , Joveé € O'(Xn, Xna1y--- ) ,
eseményeket. Mutassuk meg, hogy ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok.

a. P(Jove | Jelen, Mult, Multy) = P(Jov6 | Jelen, Mult);
b. P(Jovs, Mult | Jelen) = P(Jové | Jelen) P(Mult | Jelen);
c. P(Mult | Jelen, J6v6) = P(Mlt | Jelen).

Legyen X,,, n€ Ny, Markov-lanc az Z allapottéren. Tekintsilink tetsz6leges n, m €Ny,
n < m, id6épontokat és i, j € Z allapotokat, és legyen

Mult € o(Xo, ..., X,), Aco(Xn, ..., Xnm), Jove € o( Xy, Xns1, - ) -
Mutassuk meg, hogy ekkor

P(A|Milt, X,, = i, X,,, = j,J6v6) = P(A| X, =i, X,, = j) .

Legyen X,,, neNy, Markov-lanc az ZCZ allapottéren. Igaz-e, hogy ekkor tetszéleges
n € Ny idépont, B € B Borel-halmaz, valamint

Mult € o(Xo, ..., X,), Jove € o(Xp, Xng1, -+ ),
események mellett teljesiil a kovetkez§ egyenlGség:

P(Jov6| X, € B, Mlt) = P(J6vé | X, € B).

Mutassunk példat két olyan Markov-lancra melyek dsszege mar nem Markov-lanc.



2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

a. Legyen Z megszamlalhato halmaz, és legyen X az Z halmaz egy véletlen eleme.
Ettol fiiggetleniil legyen Uy, Us, . .. fiiggetlen és a [0,1] intervallumon egyenle-
tes eloszlasu véletlen valtozok. Legyen tovabba G : Z x [0,1] — Z egy mérhetd
fiiggvény, és tekintsiik az X, .1 = G(X,,, U,41) formulaval definialt X,,, n € Ny,
sorozatot. Mutassuk meg, hogy {X,, : n € Ng} homogén Markov-lanc, és adjuk
meg az atmenetmétrixat!

b. Mutassuk meg, hogy minden diszkrét idejd homogén Markov-lanc elGallithato
ilyen alakban!

(A Chapman-Kolmogorov-egyenletek fennallasabol nem kovetkezik a markovitas.)
Tekintsiik a kévetkez6 valoszintiségi mezét. Legyen

Q= {(1,2,3), (1,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3,2,1), (1,1,1), (2,2,2), (3,3,3)} ,

és legyen minden kimenetel valoszintisége 1/9. Legyen tovabba X az a véletlen
valtozo, ami megadja az w véletlen kimenetel k-adik komponensét, & =1,2,3.

a. Mutassuk meg, hogy X7, X5, X3 paronként fliggetlen, de a harom véaltoz6 nem
teljesen fiiggetlen.

b. Az igy konstrualt valoszintiségi mez§ megszamlalhato sokszori szorzatan meg-
adhatunk Y7, Y5, ... végtelen sok véletlen valtozot, hogy a kiilonb6z6 harmas
blokkok fiiggetlenek, a blokkokon beliil pedig a fent megadott moédon fiigge-
nek egymastol a valtozok. Bizonyitsuk be, hogy az Y}, k > 1, sztochasztikus
folyamatra teljesiilnek a Chapman-Kolmogorov-egyenletek, de a folyamat nem
Markov-lanc.

Egy szabalyos dobokockaval dobhatunk, legfeljebb kétszer. Az els6 dobas utan dént-
hetiink 1gy, hogy elvissziik a dobott szam értékét forintban, vagy donthetiink ugy,
hogy dobunk még egyet. Ebben az esetben a masodik dobas értékét kapjuk meg

a. Milyen stratégia esetén tudjuk maximalizalni a nyereményiink varhato értékét?
Mi is lesz egy stratégia?

b. Mi a helyzet ha legfeljebb 3-szor dobhatunk? Es ha n-szer?

Az ilyen tipusu feladatokat optimélis megallitasi feladatoknak nevezik. A kiévetkezs
példa a témakor egy klasszikusa.

Szindbadnak jogaban &ll N haremhdlgy koziil egyet kivalasztania oly modon, hogy
az el6tte egyenként elvonulé holgyek valamelyikére ramutat. Tegyiik fol, hogy egyér-
telmt szigortian monoton szépségi sorrendet tud felallitani a haremhdolgyek kozott.
Legyen X; az szam, hogy az i-ediknek elvonul6 hélgy hanyadik a szépségi rangsor-
ban az els6 i lany kozott. Tehat X; € {1,2,...,i}. Tegyiik fel, hogy X, Xo,..., Xy
egymastol fliggetlenek, és X; egyenletes eloszlast rendre az {1,2,...,i} halmazon.
(Gondoljuk meg, hogy ez pontosan azt jelenti, hogy a haremholgyek barmely el-
vonulasi sorrendje egyformén valoszind.) Legyen Fj, = o(Xy,..., Xy). Szindbad a
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kovetkez6 stratégia szerint valaszt: k holgyet elenged, majd kivalasztja az els6t, aki
szebb az Osszes elGtte elvonultnal.

a. Mutassuk meg, hogy az igy valasztott lany 7 sorszama megdllasi id6 az F,,,
n=1,2,..., N, filtraciéra nézve!

b. Adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy ezzel a stratégiaval Szindbad a leg-
szebb lanyt véalasztja! Milyen k esetén lesz ez a stratégia optimalis?

3. Visszatérési valoszintiségek és az allapotok tipusa

3.1. Egy pok egy 20x30 centiméteres terrariumban ¢él, és ideje nagy részében valamelyik
sarokban iicsorog. Ezt a monotomiat csak akkor tori meg, amikor atfut egy mésik
sarokba, hogy ott is eltoltson egy kis id&t. Mindig valamelyik szomszédos sarokba
fut, és azt is tudjuk, hogy a két lehetséges sarok kozott a tavolsagukkal forditottan
aranyu valésziniiséggel dont. Az, hogy melyik sarkot valasztja, fiiggetlen attol, hogy
korabban mely sarkokat hanyszor latogatta meg. Jel6lje X,, a pok helyét az n-dik
helyvaltoztatas utan.

a. Gondoljuk meg, hogy az X,,, n€Ny, sorozat homogén Markov-lanc. Adjuk meg
a folyamat atmenetméatrixat és atmenetgrafjat. Hatarozzuk meg a kommuni-
kacios osztalyokat, valamint az allapotok tipusat és periddusat.

b. Jelb'l(je i azt a sarkot, melyben a pok a 0 idépillanatban megtalalhato. Irjuk fel
az f n€Ny, és az f;; visszatérési valoszintségeket. Tovabba, hatarozzuk meg

ivi 0
a T; visszatérési id6 eloszlasat és a p; = E(T;) varhato értéket. Ezek alapjan
mi az ¢ allapot tipusa?

3.2. Egy Markov-lancnak a kovetkezd az atmenetgrafja.

E

1 1Y 1/4

1/2
2/3
1/2 3/4

B C

a. Az A allapotboélbdl indulva mekkora valoszintiséggel lesziink a B allapotban
999, 1000 illetve 1001 lépés megtétele utan?

b. Irjuk fel az fé?% 1€, n €Ny, visszatérési valoszintiségeket és hatarozzuk meg
a visszatérési idGk pu;, ¢ € Z, varhato értékét.



3.3.

c. Adjuk meg a lanc d periddusat, valamint hatarozzuk meg a lanc alosztalyait.
Irjuk fel az Y = {Y,, = X,.4 : n € No} Markov-lanc Atmenetmétrixat, és vegyiik
észre, hogy ez blokkdiagondlis. Mi a jelnetése a matrix blokkjainak ?

Tekintsiik az altalanos kétdimenzios véletlen bolyongast, ami egy olyan X,,, n € Ny,
folyamat a Z? racspontokon, mely az origobdl indul, és minden egyes lépésben
Dty Dy, Pees D € (0,1) valoszintséggel 1ép at a négy szomszédos racspont valamelyi-
kébe, ahol p+ +p; +p +p_, = 1. Adjuk meg a folyamat tipusat az alabbi harom
esetben.

A. P =PL =P =P
b. py=p, #pe =p;
C. pr # Py Vagy po #p,.

4. Invarians eloszlas és az ergodikus tétel

4.1.

4.2.

4.3.

Novénytermesztéshez felszereliink egy 6nmiikods ontézéberendezést. A parataratal-
mat, hémérsékletet és egyéb tényezket oranként megmérve a berandezés automa-
tikusan valt a 3 lehetséges allapota kozott (kikapcesolt, gyenge és erés). Gyenge 4l-
lapotaban 51, er6s allapotban pedig 163 liter vizet locsol szét 6ranként. Adjuk meg,
hogy hosszii tdvon mennyi id6t t6lt az ontozGberendezés az egyes allapotokban, és
hosszi tavon mennyi vizet fogyaszt, ha az dtmenetmatrixa

01 0,9 0
04 0,2 04
0 1 0

Adjuk meg a 3.2. feladatban definialt Markov-lanc invarians eloszldsat harom kii-
16nb626 modszerrel.

(A diszkrét ideji sziiletési-halalozasi folyamat visszaverd fallal.) Tekintsiik azt az
X,, n€Npy, Markov-lancot, mely az Z=N allapottéren van definidlva, és ami minden
egyes lépésben valamelyik szomszédos allapotba 1ép at. Tegyiik fel, hogy egy adott
1 allapotbol indulva rendre p; annak a valoszintisége, hogy a folyamat jobbra 1ép, és
¢; annak az esélye, hogy a folyamat balra 1ép, ahol p;,¢; € (0,1), pi+¢; =1, i €N, és
po = 1. Ekkor a folyamatnak egy kommunikaciés osztélya van.

a. Mutassuk meg, hogy a folyamat pontosa akkor pozitiv rekurrens, ha

D0 Pt
a1 dn

< 0.

n=1

Hatarozzuk meg a folyamat invarians eloszlasat ebben az esetben.



b. Adjunk sziikséges és elegendd formulat arra, hogy a folyamat rekurrens legyen.

4.4. Tegyiik fel, hogy iizemiink naponta 2 darabot tud legyartani egy adott termékbél,

melyek egymastol fiiggetleniil p < 1/2 valoszintséggel felelnek meg a szabvanyak.
Napi 1 szabvanyos terméket vasarolnak meg t6liink, ezt este szallitjuk el. Ha tébbet
termeliink, a felesleget el tudjuk raktarozni, és amennyiben mindkét munkadarab
selejtes, a raktarbol is szallithatunk, ha van tartalék termékiink. Jelolje X,, az el-
raktarozott mennyiséget az n-edik nap végén.

a. Mik a folyamat lehetséges allapotai? Mutassuk meg, hogy X,,, n€ Ny, Markov-
lanc, irjuk fel az atmenetvaloszintiségeket, és rajzoljuk fel az dtmenetgrafot.
Hatarozzuk meg az invarians eloszlast.

b. Legyen A, azt az esemény, hogy az n-dik napon nem tudunk széllitani. Adjuk
meg a P(A,) sorozat hatarértékét, amint n — oo.

c. Tegyiik fel, hogy egy termék napi raktarozasi koltsége a forint, és b forint kot-
bért kell fizetniink, ha egy napon nem tudunk szallitani. Hosszttavon mekkora
az egy napra juto atlagos koltség?

5. Elérési iddk és elnyelési valoszintiségek

5.1.

5.2.

5.3.

Legyen X, n >0 a 4 allapoton definialt elnyeld falt szimmetrikus bolyongas, azaz
legyen atmenetmétrixa

1 000
L0 19
P=| 2 2
05 0 3
00 0 1

Mi a valoszintisége, hogy a lancot i-b6l inditva az végiil az 1 elnyels allapotban kot
ki? Precizebben, legyen

T:T{174} = min {HZ OXn I~ {1,4}}

Mutassuk meg, hogy 7 megallasi id6, és hatarozzuk meg a h; = P(X, = 1| X, = 1),
1=1,2,3,4, valosziniiségeket !

Egy szerencsejatékosnak kezdetben a forintja van, és addig jatszik mig vagy nyer
b forintot, vagy elveszti minden pénzét. Minden jatékban p valosziniiséggel nyer 1
forintot, és ¢ = 1 — p valoszintiséggel elveszit 1 forintot. Hatérozzuk meg annak a
valoszintiségét, hogy a jatékos csédbe jut. Vizsgiljuk a b — oo esetet.

Pinokkionak kilenc akadalyon kell sikerrel tiljutnia, hogy fababubol kisfitava véltoz-
hasson. Ha egy akadalyon elbukik, akkor vissza kell mennie az el6z6ho6z, ha az elsén
bukik el, 6rokre fababu marad. Pinokkié nem tanul a kudarcokbol, ezért az egyes
akadalyokon a siker valoszintisége 1/10,2/10,...,9/10. Milyen sorrendben helyezze
el a Kékhaju Tiindér az akadéalyokat, hogy Pinokki6 a legnagyobb eséllyel lehessen
igazi kisfia. Mennyi ekkor a valoszintiség?
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5.4.

5.5.

(A diszkrét ideji sziiletési-halalozasi folyamat elnyeld fallal.) Legyen X, egy popu-
laci6 egyedszama az n-edik idGpontban, és tegyiik fel, hogy az X,,, n > 0, folyamat
Markov-lanc, melynek az allapottere a nemnegativ egész szamok Ny halmaza. A 0
elnyel6 allapot, hiszen ezt az allapotot elérve a populacio kihalt. Tovabba, ha a po-
pulacioban pontosan ¢ egyed van, akkor rendre p; valoszintiséggel sziiletik egy Gjabb
egyed, és 1 —p; = q; valosziniiséggel pedig meghal egy egyed. Tehat a lanc -bdl a
1+ 1 allapotokba léphet. Hatarozzuk meg azon a h;, 1 = 1,2, ..., valoszintiségeket,
hogy i-b6l indulva a folyamat valaha eléri a 0-t, azaz kihal a populaci6.

Az alabbi grafon végziink véletlen bolyongést, ami azt jelenti, hogy minden egyes
lépésben valamelyik szonszédos csticsba lépiink at, és mindig egyenls eséllyel va-
lasztunk egyet a lehetséges csucsok koziil. Tegyiik fel, hogy az A csticsbol indulunk,
majd valaszoljunk az alabbi kérdésekre.

A———8B
NS
C

D

E

a. Hosszatavon az idének mekkora hanyadat toltjik az A csicsban? Varhatoéan
hany lépéshen tériink vissza elGszor az A csticsba?

b. Mi a valoszintisége annak, hogy valaha elérjiik a B csticsot? Varhatoéan hany
lépésben fog ez megtorténni?

c. Mi a valdszintisége annak, hogy elébb jutunk el B-be, mint C-be?

d. Ha a C cstcsbol indulunk, akkor varhatdéan hanyszor jutunk el B-be miel6tt
elérnénk A-ba?

e. Mi a valésziniisége, hogy az A-boél indulva meglatogatjuk B-t miel6tt visszatér-
nénk A-ba? Varhatéan hanyszor latogatjuk meg B-t az elsé visszatérés el6tt ?

6. Felujitasi folyamatok

6.1.

6.2.

(A tisztan sziiletési folyamat.) Legyen X;, ¢ > 0, az a szamlalé folyamat, ahol a

felajitasok kozotti S, So, ... iddk fiiggetlen exponencialis eloszlasu valtozok rend-
re Ay, Ag,... paraméterrel. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a folyamat véges

idében felrobban?

Adott egy pénzérme, melyet feldobva pe (0,1) valoszintiséggel kapunk fejet. Végtelen
sokszor feldobva az érmét legyen X, a fejek szdma az elsé n dobas soran, n=0,1,. ...
Mutassuk meg, hogy X,,, n € N, egy (az egész id6pontokban értelmezett) feltjitasi
folyamat. Adjuk meg a felajitasok kozotti id6 eloszlasat és a feltjitasi fiiggvényt.



6.3. Egy boltba fiiggetlen exponencialis id6kozonként érkeznek vevdk, éranként atlago-
san tiz. Legyen X;, t > 0 a vevoket szamlalo folyamat.

a.
b.

Mutassuk meg, hogy X;, t > 0, Poisson-folyamat. Mi a folyamat intenzitasa?

A nyitas utan varhatéan mennyi id6 elteltével érkezik meg a harmadik vevs?
Mi az érkezési id6 szorasa? Mennyi annak a valoszintisége, hogy a harmadik
vevé fél oran beliil megérkezik?

. Varhatoan hany vevs érkezik a nyitast kovetd 1 ora alatt? Es a nyitast kovets

2 és 4 ora kozott 7 Mekkora a szorasa ezeknek az értékeknek?

Mi annak a valészintisége, hogy az els6 1 6rdban nem jon vevé? Mi annak,
hogy 2 és 4 ora kozott nem jon vevé? Mekkora valoszintiséggel fog 2 és 4
kozott legfeljebb 3 vevs érkezni?

. Milyen val6sziniiséggel fog az els§ 6raban pontosan 5, tovdbba 2 és 4 kozott

pontosan 10 vevs érkezni?

Milyen valoszintiséggel fog 2 és 3 kozott pontosan 5, tovabba 2 és 4 kozott
pontosan 10 vevs érkezni?

. Tegyiik fel, hogy az els6 6raban 5 vevg érkezett érkezett. Adjuk meg a 2 és 4

ora kozott érkezett vevlk szamanak feltételes eloszlasat és feltételes varhato
értékét. Mennyi annak az esélye, hogy 2 és 4 koz6tt pontosan 10 vevs érkezik?

. Tegyiik fel, hogy az elsG 6raban 5 vevd érkezett érkezett. Adjuk meg a nyitas

utédnni elsG 2 6raban érkezett vevik szaméanak feltételes eloszlasat és feltételes
varhato értékét.

6.4. Legyen X;, t > 0, Poisson-folyamat A > 0 intenzitassal.

a.

b.

Rogzitett £ >0 determinisztikus érték mellett legyen Y;=X; 1+, t>0. Mutassuk
meg, hogy az Y; folyamat A intenzitasi Poisson-folyamat.

Legyen 7 az X, folyamattol fiiggetlen nemnegativ értéki véges véletlen valtozo.
Bizonyitsuk be, hogy a Z,= X, ., t >0, folyamat szintén \ intenzitast Poisson-
folyamat.

6.5. A walkmanem elemmel miikodik, melynek élettartama egyenletes eloszlast kovet a
[8,10] intervallumon. Ha az elem tonkremegy, akkor 1/5 paraméteres exponencialis
idG alatt szerzek be egy djat. Feltehets, hogy a bevezetett valtozok mind fiiggetle-

6.6.

nek.

a. Atlagosan milyen id6kozonként vasarolok 1j elemet ?

b.

Hosszutavon az id6ének mekkora hanyadaban j6 az elem a walkmanben?

Tegyiik fel, hogy egy bankautématahoz fiiggetlen exponencialis id6kozonként ér-
keznek a potencidlis ligyfelek, méghozza 6ranként atlagosan \. Tegyiik fel tovabba,
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6.7.

hogy amennyiben egy iigyfél tgy érkezik az automatahoz, hogy ott mar all valaki,

;;;;;;

értéke p, tehat atlagosan p ideig tart egy-egy készpénzfelvétel.

a. Atlagosan milyen idékozonként tavozik gy egy iigyfél az autématatol, hogy
sikeriilt pénzt felvennie?

b. Hosszatavon az idének mekkora hanyadaban &ll valaki az automatanal? A
potencialis tigyfelek mekkora hanyada lesz kiszolgalva?

A tipikus” autok élettartama A paraméteres exponencidlis eloszlast kovet. Szabo tr
tipikus autokat hasznal, és akkor vasarol Gj autot, ha a régi autdja lerobban, vagy
a régi autoja eléri a ty éves kort. Egy 0j aut6d ara cq, és ha a régi auté nem robbant
le, akkor azt Szabo ar ¢y < ¢; aron el tudja adni. (A, tg, ¢1 és co determinisztikus
pozitiv értékek.)

a. Adjuk meg az egységnyi idére jutod hosszitavia atlagos koltséget.

b. Adott A, ¢; és ¢y értékek mellett mely ¢y fogja minimalizalni ezt a koltséget?

7. Folytonos idejti Markov-lancok

7.1.

7.2.

7.3.

Adjuk meg az alabbi generatormatrixokkal definidlt konzervativ Markov-lancok at-
menetvaloszintiségeit, tovabba hatarozzuk meg az dtmenetvaloszintiségek limeszét,
amint ¢t — oo.

Tekintsiik a 6.1. Feladatban definidlt tisztan sziiletési folyamatot.

a. Mutassuk meg, hogy a folyamat konzervativ Markov-lanc, és irjuk fel az infin-
tezimalis generatorat.

b. Hatarozzuk meg a folyamat dtmenetvaldszintiségeit.
Legyen X={X,;:t>0} cadlag és konzervativ Markov-lanc, melynek kezdeti eloszlasa
a=9; valamely 1€Z allapotra. Jelolje f; az i allapotba val6 visszatérés valoszintiségét.

a. Mutassuk meg, hogy ekkor az aldbbiak ekvivalensek

— ¢ tranziens.
— sup{t > 0: X; =i} < oo majdnem biztosan.
— ¢ nem elnyel§ és f; < 1.

oo ()

11



7.4.

7.5.

7.6.

7.7,

7.8.

b. Vajon milyen ekvivalens allitasokat lehet megfogalmazni arra, hogy az ¢ allapot
rekurrens? Bizonyitsuk is be ezeket az allitasokat.

Legyen X cadlag és konzervativ Markov-lanc, legyen Y a kapcsolatos beagyazott
folyamat, tovabba jelolje Z a h-1épéses vazfolyamatot valamilyen rogzitett h > 0
esetén. Legyen ¢ € 7 a folyamatok egy tetszéleges allapota. Mutassuk meg, hogy ¢
tipusa megegyezik a harom folyamatban.

A ferihegyi repiil6térrsl 10 f6s kisbusszokkal is be lehet jutni a varosba. Az utasok
atlagosan 3 percenként érkeznek, és egy jarat akkor indul, mikor tele van a busz.
Feltéve, hogy mindig van szabad busz, adjuk meg az indulésra var6 utasok atlagos
szamat, illetve az atlagos varakozasi id6t.

Novénytermesztéshez felszereliink egy 6nmiikods ontézéberendezést. A parataratal-
mat, h6mérsékletet és egyéb tényezdket oranként megmérve a berandezés automa-
tikusan valt a 3 lehetséges allapota kozott (kikapcesolt, gyenge és erds). A rendszer
minden &llapotban exponencialis ideig miikodik. Atlagosan 5 ora szokott eltelni gy,
hogy a rendszer nem kapcsol be, és bekapcsolaskor a rendszer mindig a gyenge fo-
kozatba valt. A gyenge fokozatban atlagosan 2 6ran at mikddik, és ezek utan az
esetek 3/4 részében ledll, az esetek 1/4 részében pedig atvalt az erds fokozatba. Az
ergs fokozatban a rendszer atlagosan 1 6ran at locsol, és utanna mindig ledll. Azt
is tudjuk, hogy gyenge allapotaban 50, erés allapotban pedig 150 liter vizet locsol
szét oranként.

a. Adjuk meg, hogy hosszii tAvon mennyi idGt tolt az ontozGberendezés az egyes
allapotokban.

b. Hosszt tavon oranként atlagosan mennyi vizet szoér szét a berendezés? Atla-
gosan oranként mennyi vizet szor szét, ha csak azt az id6t vessziik figyelembe,
amikor be van kapcsolva?

Egy tigris idejét alvassal, vadéaszattal és evéssel tolti. Minden tevékenység idGtarta-
ma exponencidlis eloszlast kovet, atlagosan 5 6rat alszik, 2 6rdn at vadészik, és 1
oran keresztiil eszik. Az idének mekkora aranyaban alszik, ha

a. mindig betartja az alvis—vadaszat—evés sorrendet ?

b. egy-egy taplalkozas utan rendre 0,5 valoszintsziniiséggel marad élelme, igy a
kovetkezd alkalommal nem kell elmennie vadaszni?

c. egy frissen elfogott zsakmanybol 0,5 valoszintisziniséggel marad élelme, de ezt
akkor a kovetkez6 alkalommal mind megeszi?

Egy utazasi irodaban egy alkalmazott dolgozik. Ha érkezik egy érdekl6ds, akkor
5 perc varhato értékd exponencialis ideig tart, amig az érdekl6d6 elmondja, hogy
mit szeretne, és 10 varhatd értékd exponencidlis ideig tart, amig az alkalmazott
elkésziti szdmara az ajanlatot. Az ajanlatkészités utan az érdekl6dé tavozik. (Az
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igény el6adasahoz sziikséges id§ és az ajanlatkészitéshez sziikséges id6 egymastol
fiiggetlenek.) A potencialis érdekldsk orankénti 3 intenzitast Poisson folyamat
szerint érkeznek, és egy vevs csak akkor tér be az iizletbe, ha odabenn legfeljebb
egy vevét talal.

a. Modellezziik a rendszer viselkedését egy Markov-lanc segitségével, és abrazol-
juk az intenzitasi diagrammot.

b. A potencialis vevék mekkora hdnyada nem tér be az iizletbe?

c. Hosszutavon atlagosan hany vevé tartozkodik a boltban, és atlagosan mennyi
id6t toltenek benn?

8. Tomegkiszolgalasi modellek

8.1.

8.2.

(A folytonos idejii sziiletési-halalozési folyamat.) Modellezziik egy allatpopulacio
letszamanak alakulasat az X = { X, :t > 0} cadlag sztochasztikus folyamattal, mely
az T = Ny allapottéren van értelmezve. A populédci6 létszama valtozas esetén vagy
eggyel nd, vagy eggyel csokken. Ha egy adott id6pontban a populacié létszama
pontosan ¢ € Z, akkor \; > 0 paraméteres exponencialis id§ mulva sziiletik meg
vagy csatlakozik a populacidhoz egy 4j egyed. Tovabba, ha a populaci6 létszama
1 > 0, akkor u; > 0 paraméteres exponencialis id6 milva pusztul el vagy téavozik el
a populaciobol egy egyed.

a. Elsfordulhat-e, hogy az X folyamat véges id6ben felrobban?

b. Mutassuk meg, hogy a X folyamat konzervativ Markov-lanc, és irjuk fel a
generatormatrixat.

c. Adjunk sziikséges és elegend§ feltételt az invarians eloszlas létezésére, és hata-
rozzuk is meg az invaridns eloszlast.

d. Milyen kapcsolat van a folytonos ideji és a 4.3. Feladatban definialt diszkrét
ideji sziiletési-halalozasi folyamat kozott ?

(Az M/M/1/oo rendszer.) Egy boltba A > 0 exponencialis id6kozonként érkeznek
a vevok. A boltban egyszerre egy vevét tudnak kiszolgalni, a kiszolgalasi id6 p >0
paraméteres exponencialis, mely fliggetlen a vevsk érkezési idejétsl. A vevsk haj-
landoak akérmilyen sokaig varakozni a kiszolgélasra. Legyen X, a rendszer mérete,
tehat a boltban talalhaté vevék szama a t > 0 idGpillanatban.

a. Elsfordulhat-e, hogy az X folyamat véges idében felrobban?

b. Mutassuk meg, hogy X;, t > 0, folytonos ideji Markov-lanc, adjunk sziikséges
és elegend§ feltételt az invarians eloszlas létezésére, és irjuk is fel az invarians
eloszlast.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy létezik az invarians eloszlas.

13



8.3.

8.4.

8.5.

c. Hosszutavon az idének mekkora hanyadéban iires a rendszer? Hosszitavon a
vevGok mekkora hanyada talélja iiresen a rendszert?

d. Mutassuk meg, hogy
A
L:=1lim E(X;)=——.
t—o00 M — )\
Mekkora az atlagos rendszerméret? Hosszitavon az érkezd vevék atlagosan
hany embert taldlnak a rendszerben?

e. Jelolje W a vevGk altal a rendszerben toltott atlagos id6t, és mutassuk meg,
hogy W =1/(n—A).

f. (Little torvénye.) A fentiek szerint L =AW. Adjunk erre a formulara egy olyan
bizonyitast, mely nem hasznélja fel az el6z6 két pont eredményeit.

Egy szamitogépes iizletbe atlagosan 12 percenként érkezik vevs. A tulajdonos két
elado kozott valaszthat. Alfréd oranként 6, Béla 8 vevot tud kiszolgalni, a kért
orabér 1000, illetve 1500 forint. A tulajdonos szerint nem jo, ha a vev&knek sokat kell
varakozniuk, mire sorra keriilnek. Ezt agy szamszertsiti, hogy a vevék sorbanallassal
toltott ideje neki 6ranként 100 forintba keriil.

a. A jeloltek munkaidejiiknek mekkora hanyadaban foglalkoznanak a vevékkel?

b. Mennyi az atlagos rendszerméret és a rendszerben toltott atlagos id6 az egyes
jeloltek esetében?

c. Melyik eladot éri meg jobban foglalkoztatni?

d. Mekkora varakozasi koltség esetén lesz a két jelentkezé koltsége egyenls? Mi
lesz ez a koltség?

e. Tegyiik fel, hogy Csaba is jelentkezik az allasra. O 800 forintos 6rabért kér, de
csak 4 vev6t tud kiszolgalni éranként. Megéri-e 6t alkalmazni?

Adott egy taxidllomas, melyre fiiggetlen exponencialis id6k6zonként, atlagosan fél-
percenként érkeznek a taxik, és az Gjonnan érkez6 mindig beall a sor végére. A poten-
cialis utasok percenkénti 1 intenzitést Poisson folyamat szerint érkeznek. Amennyi-
ben van taxi az alloméason, akkor az érkezd kuncsaft beszall, és elhajt. Ha nincs
varakozo taxi, akkor az utas azonnal elmegy.

a. Az idének mekkora részében van taxi az allomason? A potencialis utasok mek-
kora hanyada kap taxit?

b. Atlagosan hany taxi all az allomason? Atlagosan mennyit kell varakozniuk ?

(Az M /M /oo/oo rendszer.) Modositsuk a 8.2. Feladatban definialt modellt azzal,
hogy a boltban nem csupén egy, hanem végtelen sok eladd van, akik képesek tet-
sz6legesen sok vevGt egymassal parhuzamosan kiszolgalni. Egy-egy vevé kiszolgalési
ideje tovabbra is u paraméteres exponencialis. (Ezt a modellt 6nkiszolgal6 rendszer-
nek is szoktak nevezni. Vajon miért?)
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8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

a. Adjunk sziikséges és elegendd feltételt az invarians eloszlas 1étezésére, és irjuk
fel az invarians eloszlast.

b. Hatarozzuk meg az L atlagos rendszerméretet és a W &tlagos rendszerben
toltott id6t. Little torvénye ebben a modellben is érvényes lesz?

a. (Az M/G/1/1 rendszer.) Modositsuk a 8.2. Feladatban definialt modellt azzal,
hogy a kiszolgalasi id6 nem feltétleniil exponencialis, hanem altaldnos eloszlasi
valtoz6 v > 0 varhato értékkel, tovabba a vev6k nem hajlandéak varakozni,
hanem csak akkor térnek be a rendszerbe, ha az {ires. Mutassiik meg, hogy a
rendszer hosszutavon az idének 1/(1+ Av) hanyadaban iires.

b. (Az M/G/1/oo rendszer.) Modositsuk a 8.2. Feladatban definialt modellt az-
oszlast valtozo v € (0,1/\) varhato értékkel, de a rendszer mérete tovabbra is
végtelen. Mutassiik meg, hogy a rendszer hosszitavon az idének 1 — A\v hanya-
daban iires.

c. Igaz-e az a. és a b. pont allitdsa, ha a vev6k nem exponencidlis, hanem egy &l-
talanos S eloszlas altal meghatarozott id6kozonként érkeznek ? (Természetesen
tovabbra is E(S) =1/\.)

(Az M /M /3/oo rendszer.) Egy benzinkutnal 3 t6lt6fej iizemel. A vevsk 20 drankénti
intenzitast Poisson folyamat szerint érkeznek a kithoz. Egy-egy tankolas exponen-
cialis ideig, atlagosan 6 percig tart.

a. Az idének mekkora hanyaddban 4ll pontosan n aut6 a katnal?

b. Atlagosan hany auto all a katnal? Mekkora az atlagos sorhossz? Mennyi az
atlagos varakozasi id6 és az atlagos rendszerben toltott idg?

c. Mi torténik akkor, ha elromlik az egyik toltéfej?

Modositsuk a 8.7. Feladatot azzal, hogy az autosok nem térnek be a kithoz, ha azt
latjak, hogy nincsen szabad toltéfej.

a. Valaszoljunk a 8.7. Feladat kérdéseire ezzel a modositassal.

b. Oranként atlagosan hany autés tér be a ktuthoz?

Egy terrariumban harom horcsog él, melyek egymastol fiiggetleniil alszanak illetve
vannak ébren. Orékban kifejezve minden hoércsdg 3 varhato értéki exponenciélis
ideig alszik, és 1/4 paraméterii exponencialis ideig van ébren. Az idének mekkora
részében van mindharom horcsdg ébren? Adjuk meg az ébren 1é6v6 horesogok atlagos
szamat.

Egy gyarban 6t darab Gskori gép iizemel, melyek kiilon-kiilon és egymastol fiig-
getleniil 2 6ra varhato értéki exponencialis ideig miikodnek, majd leallnak. A kar-
bantartast két szaki végzi, akik exponencidlis eloszlastu id§, atlagosan 1 éra alatt
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8.11.

8.12.

8.13.

tudnak megjavitani egy elromlott masinat. Egy gépen egyszerre csak egy szereld
tud dolgozni.

a. Az id6 mekkora hanyadaban dolgozik mindkét szerel6?

b. Atlagosan hany gép van iizemen kiviil? Atlagban hany gépen dolgoznak a
szerelok, és hany var javitasra? Atlagosan mennyi ideig all egy-egy gép?

c. A munkéasok orabére 500 forint, és egy gépnek egy oranyi kiesése 500 forint
bevételkiesést okoz. Mennyi az atlagos érankénti koltsége az lizemnek ?

d. Erdemes-e felvenni még egy szerelt 500 forintos érabérre ?

Egy autopalya épitkezésen 100 ezer kobméter foldet kell megmozgatni. A foldet
rakodogép rakja fel a teherautokra, melyek elviszik azt a kivant helyre. Csupéan egy
rakodogépiink van, ennek 6rankénti koltsége 20 ezer forint. Teherkocsit tetszéleges
szamban bérelhetiink 6ranként 8 ezer forintért, és egy-egy autoéra 20 kébmeéter f6ld
fér. A rakodogép atlagosan 12 perc alatt pakol meg egy kocsit, az autok atlagosan
10 perc alatt szallitjak el a foldet és térnek vissza. Ezek az id6k mind fiiggetlenek
egymastol és exponencialis eloszlast kdvetnek.

a. Harom teherautot bérelve mennyi a foldmunkak idétartama és koltsége?

b. Héany teherautot kell bérelni, ha minimalizalni akarjuk a féldmunkak idétarta-
méat? Hanyat akkor, ha a teljes koltséget akarjuk minimalizalni?

Egy autészereld miihelyben két szerelGallomas van, és egy-egy auto javitdsa expo-
nenciélis ideig, atlagosan 12 6raig tart. A javitandé autok exponencialis idGkozokkel
érkeznek, naponta atlagosan 2. Sajnos a szerelallomasok egymés mogott helyezked-
nek el, és a bels6 allomasrol csak gy lehet egy autot kivinni, ha a kiilsg alloméason
nincsen autd. A kiilsg allomas esetében nincs semmiféle akadaly. A mihely udvaran
tetszGlegesen sok szerelésre vard auté elfér. Ha egy autéd tgy érkezik, hogy a mihely
iires, akkor azt a belsG szerelGéallasra viszik be.

a. Modellezziik Markov-lanccal a rendszer viselkedését, és abrazoljuk az intenzi-
tasi diagrammot.

b. Naponta atlagosan hény autot tudnak megszerelni a mithelyben? Mennyi az
atlagos rendszerméret és az atlagos rendszerben toltott id6?

Egy boltban két pénztar all egymas mellett, melyek exponencidlis id6, atlagosan
1 perc alatt szolgélnak ki egy vevit. A vevik szintén exponencialis id6kozonként,
atlagosan 1 percenként érkeznek a pénztarakhoz. Tekintsiik a kovetkezs eseteket:

a. A vevGk egy sorban allnak be a két pénztarhoz.

b. A vevtk két sorban allnak be a két pénztarhoz, az érkezé vevsk mindig a
rovidebb sorba allnak be, és a vevlk a hosszabb sorb6l mindig atallnak a
rovidebb sorba.
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c. A vevGk két sorban allnak be a két pénztarhoz, az érkez§ vevék mindig a
rovidebb sorba allnak be, de ezek utan a sorok koézott mar nincsen atjaras.

d. A két pénztar a bolt két tavoli pontjan van, az egyes vevék 0,5-0,5 valészinii-
séggel mennek az egyes pénztarakhoz, és a sorok kdzott nincsen atjaras.

Minden esetben modellezziik a rendszert egy Markov-lanc segitségével, abrazoljuk
az intenzitasi diagrammot. Amennyiben tudjuk, hatarozzuk meg az atlagos rend-
szerméretet.

8.14. Modositsuk a 7.8. Feladatot azzal, hogy az irodahoz érkez6 vevék mindig betérnek,
fiiggetleniil att6l, hogy méar hanyan varakoznak odabenn. Valaszoljunk a feladat
kérdéseire ezzel a modositassal.

9. A sztochasztikus folyamatok altalanos elmélete

9.1. Adjunk példat olyan X és Y sztochasztikus folyamatra, hogy X és Y egymas modi-
fikacioja legyen, (és ezaltal azonos eloszlasiuak legyenek,) az X folyamat mintafoly-
tonos legyen, de az Y folyamat 1 valdszintiséggel sehol se legyen folytonos.

9.2. Bizonyitsuk be, hogy a ¢ : RO — R, = — supy,<; z(t) leképezés nem mérhetd.
(Tipp: Definialjunk egy olyan X ={X,:t € [0,1]} sztochasztikus folyamatot, hogy a

v(X):Q—=R, w— sup Xy(w),

0<t<1

fiiggvény ne legyen mérhetd.)
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