Elméleti 6sszefoglaldé a Sztochasztika alapjai kurzushoz

1. dolgozat

Véletlen kisérletek, események valészintisége

Definici6. Egy véletlen kisérlet lehetséges eredményeit kimeneteleknek nevezziik. A
kisérlet kimeneteleinek a halmaza az eseménytér. Jele: €.

Definici6é. Eseményeknek nevezziik a kisérlet aktualis kimeneteléhez kapcsoldédo Aal-
litdsokat. Azt mondjuk, hogy egy esemény bekovetkezik, ha a kisérlet aktualis végreha-
jtasakor olyan kimenetelt kapunk, melyre ez az allitas igaz. Egy adott kisérlet esetén a
hozza kapcsolodo sszes esemény halmazat eseményalgebranak nevezziik. Jele: A. Két
nevezetes esemény:

e BEgy eseményt biztos eseménynek neveziik, ha a kisérlet minden lehetséges kimenetelel
esetén bekovetkezik.

e Egy eseményt lehetetlen eseménynek neveziik, ha a kisérletnek nincs olyan
kimenetele, melyre ez az esemény bekovetkezne.

Definicié. Legy Aq, As, ... tetszéleges esemény. Azt mondjuk, hogy ezek az események
paronként kizaroak avagy paronként diszjunktak, ha barmely kett6t kivalasztva
azoknak iires a metszete. A kizard események koziil legfeljebb egy kivetkezhet be egysz-
erre, hiszen nincs olyan kimenetel, melyet két vagy tobb esemény is tartalmazna.

Definici6é. Azt mondjuk, hogy a B esemény maga utan vonja az A eseményt, ha
B C A, tehat B minden eleme az A halmaznak is eleme. Ez azt jelenti, hogy ha a B
esemény bekovetkezik, akkor az A esemény is feltétleniil bekdvetkezik.

Definici6. Azt mondjuk, hogy egy P : A — [0, 1] fiiggvény valosziniiség vagy valdszintiségil]
mérték az eseményalgebran, ha teljesiti az aldbbi két tulajdonsigot:

e A biztos esemény valoszintisége P(2) = 1.

e Additivitas: Ha Ay, A,,... péaronként Kkizard es-
eményeknek egy véges vagy végtelen sorozata, akkor
az egyesitésiik valdsziniisége

P(AjUAyU---)=P(A))+ P(Ay) + - -

Tehat a valosziniiségi mérték egy olyan fiiggvény, mely az eseményekhez 0 és 1 kozotti
szamokat rendel hozza. Az A eseményhez rendelt P(A) értéket ugy nevezziik, hogy az A
val6szintisége.



Definici6. Az (2, A, P) harmast valészintiségi mez6nek hivjuk. A véletlen kisérleteket
mindig egy megfelelGen konstrualt valoszintségi mezével irjuk le. Az Q alaphalmaz a
kisérlet kimeneteleinek a halmaza (eseménytér), a A eseményalgebra a vizsgalt események
rendszere, és végiil a P fiiggvény mondja meg az egyes események valosziniiségeét.

Tétel. A valoszintiség altalanos tulajdonsagai:

e A lehetetlen esemény valoszintsége: P(() = 0.
e A komplementer esemény valoszintisége: P(A) =1 — P(A).

e Kivonasi szabaly: tetszGleges A és B esemény mellett P(A\B) = P(A)—P(ANB).
Specidlisan, ha B maga utén vonja az A eseményt, akkor P(A\ B) = P(A)—P(B).

Monotonitas: ha B maga utan vonja az A eseményt, akkor P(B) < P(A).
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Komplementer esemény Kivonési szabaly Monotonitéas

Szubadditivitas: Ha A, As, ... tetsz6leges eseményeknek egy véges vagy végtelen
sorozata, akkor
P(AyUAyU---) < P(A)+ P(Ay) + -+

Két esemény unidjanak a valésziniisége: tetsz6leges A és B esemény mellett

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

e Harom esemény uni6janak a valészintisége: tetszéleges A, B és C' esemény mellett

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
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Szubadditivitas Két esemény unidja Harom esemény unidja
e Poincaré-formula avagy szitaformula: tetszéleges Ay, ..., A, események mellett

n

P(AjU---UA,) =) (—1)*! > P(A;, N---NA;)

k=1 1<iy <-<ig<n
kiilénb6z6 egészek



A Poincaré-formula részletesebben:

P(AyU---UA,) =P(A1)+---+ P(A4,)
— ketteses metszetek valoszintisége
+ harmas metszetek valoszintisége

— négyes metszetek valoszintisége
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Diszkrét és geometriai val6szintiségi mezdk

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (€2, A, P) valészintiségi mez6 diszkrét valoszintiségi
mez6, ha a kisérletnek csak megszamlalhato sok lehetséges értéke van, tehat a kisérlet
lehetséges kimenetelei egy véges vagy végtelen sorozatot alkotnak.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (92, A, P) valoszintiségi mez6 klasszikus valdszintiségil]
mez0, ha az eseménytérnek csak véges sok eleme van van, és minden kimenetelnek azonos
a valdszintisége.

Tétel. Klasszikus valoszintiségi mezén egy tetszéleges A esemény valosziniisége

_ |A|l  kedvez6 kimenetelek szama

P(A) = =
(4) Y] Osszes kimenetel szama

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (92, A, P) valoszintiségi mez6 geometriai valosziniiségil
mez6, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

o Az Q) eseménytér egy olyan geometriai alakzat, melynek a mértéke: 0 < pu(2) < oc.

o Egyenletességi hipotézis: Az események valoszintisége egyenesen aranyos az es-
emények mértékével. Tehat, minden A C {2 eseményre

p(A)  kedvezd hossziisag/teriilet /térfogat

P(A) = =
(4) w(€2) Osszes hosszusag/teriilet /térfogat

Feltételes valoszintiség és események fiiggetlensége

Definicié. Tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Ekkor az A eseménynek a B eseményre vett
feltételes valoszintisége P(A|B) = P(AN B)/P(B). A feltételes valosziniiség megmu-
tatja, hogy mennyi az A esemény valoszintisége, ha tudjuk, hogy B bekdvetkezik.

Tétel. Legyen B pozitiv valoszintiségli esemény. Ekkor a B eseményre vett feltételes
valoszintiség valoszintiségi mérték. Ebbdl kévetkezik, hogy a feltételes valoszintiségre tel-
jesiilnek a valdsziniiség altalanos tulajdonsagai.



Tétel (Lancszabaly, szorzasi szabaly). Legyenek Ay, ..., A, olyan események, melyekre
P(A;Nn---NA,) > 0. Ekkor

P(Ay NN A,) = P(A)P(Ay | A)P(As | Ay N Ag) -+ P(Ay [ A NN A, ).

Tétel (Bayes-formula). Legyen A és B pozitiv valosziniiségi esemény. Ekkor

P(A|B)P(B)
P(B|A) =
(BIA) = =575
Definicié. Azt mondjuk, hogy a By, ..., B, események teljes eseményrendszert alkot-

nak, ha teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

e paronként diszjunktak, tehat tetszéleges ¢ # j esetén B; N B = (;

e egylittesen lefedik az eseményteret: By U ---U B, = (.
Tétel (Teljes valosziniiség tétele). Legyen By, ..., B, pozitiv valoszintiségt eseményekbdl
allo teljes eseményrendszer. Ekkor egy tetszéleges A esemény valoszintisége

P(A) =Y P(A|B))P(B;) = P(A|B)P(By) + -+ - + P(A|B,)P(B,).
i=1

Definicié. Legyen A és B két tetszGleges esemény. Azt mondjuk, hogy a két esemény
fliggetlen egymastol, ha P(AN B) = P(A)P(B).

Tétel (A fiiggetlenség ekvivalens definicioi). Ha A és B pozitiv valoszintiségii esemény,
akkor az alabbiak ekvivalensek:

o A és B fiiggetlen egyméstol.
e P(A|B) = P(A).
e P(BJ|A) = P(B).

Definicié (Ketténél tobb esemény fiiggetlensége). Az Aq, As, ... események paronként
fiiggetlenek, ha tetszoleges A; és A; kiilénboz6 eseményeket kivalasztva ezek fiiggetlenek
egymastol, tehat P(A;NA;) = P(A;)P(A;). Az Ay, As, ... események (teljesen) fiigget-
lenek, ha koziiliik tetszéleges sok és kiilonbozé A;,, ..., A; eseményt kivilasztva

P(A, N---NA) = P(A) - P(A; ).

Tétel (A kétfajta fiiggetlenség kapcsolata). A teljes fiiggetlenséghdl kovetkezik a paronkéntil
fiiggetlenség, de a paronkénti fiiggetlenségbhdl nem kovetkezik a teljes fiiggetlenség.



2. dolgozat

Valészintiségi valtozok
Definicio. Egy ¢ valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye az az F¢ : R — [0, 1] fiiggvény,

mely a kivetkez6 formulaval van definidlva: F¢(t) = P({ <t), t € R.

Tétel (Az eloszlasfiiggvények altalanos tulajdonsagai). Egy F : R — [0,1] fiiggvény
pontosan akkor eloszlasfliggvény, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

e F monoton névekve;
o limy , o, F(t) =0 és limy_,o F(t) =15
e [" mindenhol balrél folytonos.
Tétel. Legyen & tetszbleges valoszintségi valtozo, és legyen Fy az eloszlasfiiggvénye.
o Tetszlleges —oo < a < b < +00 szamok esetén P(a <E< b) = F¢(b) — Fe(a).

o Tetszbleges a valos szam esetén az Iy fiiggvény pontosan akkorat ugrik az a pontban,
mint amekkora a P(§ = a) valosziniség.

Definicié. Egy ¢ valoszintiségi valtozo diszkrét, ha az értékkészlete megszamlalhato:
Re = {z1, 29, ... }. A £ diszkrét valosziniségi valtozo eloszlasa vagy valoszintiségelosz-
lasa a lehetséges értékek valoszintiségei: p,, = P(§ = xy), ox, € Re. Egy £ diszkrét valtozo
varhato értéke:

E() =) aP(=1)=2P({=21)+22P(§ = 23) + -

xERg

Tétel (A valoszintiségeloszlasok tulajdonsagai). Egy po, p1, ... sorozatot pontosan akkor
egy valoszintiségi valtozo eloszlasa, ha teljesiil az alabbi két feltétel:

e a sorozat elemei nemnegativak, tehat p, > 0 minden n esetén;
e a sorozat elemeinek az 6sszege 1, tehat pg +py +--- = 1.

Definicié. Egy £ valoszintiségi valtozo folytonos eloszlast, ha létezik olyan f. : R — R
fiiggvény, hogy tetszGleges y valos szam esetén

Yy
Fw) = [ jela)da.
Ekkor az f¢ fliggvényt a { valtozo stirtiségfiiggvényének nevezziik, és a viltozo varhato
értéke

BQ) = [ afila)da.
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Tétel. Ha ¢ folytonos véltozo, akkor az eloszlasfiiggvénye mindehol folytonos és fe = FY.
A folytonossaghol kiovetkezik, hogy tetszéleges —oo < a < b < 400 esetén P({ =a) =0
és Pla <¢<b) = fab fe(z)dz.

Tétel (A siirtségfiiggvények tulajdonsagai). Egy f : R — R fliggvény pontosan akkor
egy & folytonos valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye, ha teljesiti az alabbi két feltételt:

e f(x) > 0 minden z valos szam esetén;
o [ f(z)dx =1, tehat a fiiggvény gorbéje alatti teljes teriilet 1.

Definici6. Legyen £ olyan valoszintiségi valtozd, melynek véges a varhato értéke. Ekkor
a & valtozd varianciaja vagy szérasnégyzete

Var(¢§) = D*(¢) = E([§ - E<£)}2)

A valtoz6 szbrasa a variancia négyzetgyoke: D(§) = /Var(§). A szorés azt mutatja
meg, hogy mennyi a valtozonak a varhato értéktsl valo atlagos eltérése. Az F(€?) varhato
értéket a £ masodik momentumanak nevezziik.

Tétel (A szoras meghatarozasa). Ha £ olyan valtozo, melynek véges a masodik momen-
tuma, akkor Var(§) = E(&%) — (E(£))%

Tétel. Legyen £ diszkrét vagy folytonos valdszintiségi valtozo, és legyen h : R — R egy
tetszbleges fiiggvény. Ekkor a h(§) transzformélt valtozo varhato értéke az alabbi modon
hatarozhat6 meg:

e Ha ¢ diszkrét, akkor

E(h(€)) = > h(@)P(§ = x) = h(x1)P(§ = 1) + h(22) P(§ = 22) + -+~
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Példaul h(z) = 2% esetén E(&%) =Y. _, 7?P({ = x).

QYERE

e Ha ¢ folytonos és f¢ a strtiségfiiggvénye, akkor

E(h({)) = /OO h(x)fe(x) dz .

o0

Példaul h(z) = 2? esetén E(£%) = [7_2? fe(z)dx.

Tétel. Legyen &,... &, tetsz6leges valoszintiségi valtozo, és tekintsiink aq,...,a.,,b
valos szamokat. Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok.

o A valtozok Osszegének a varhato értéke:

E(a1£1+"'+am6m+b) :alE(£1)++amE(£m)+b

o A valtozok Osszegének a variancidja: ha &, ..., &, figgetlen, akkor

DQ(alfl +ee amfm + b) = G%D2<€1) +oot a3nD2<€m> :

6



A val6szintiségszamitas legfontosabb torvényei

Definici6 (Standardizélas). Legyen n olyan valoszintségi valtozo, melynek véges a szorasa.|]
Ekkor n standardizaltja a kovetkezs valtozo: (n — E(n))/D(n).

Tétel. Ha az n valtoz6 normalis eloszlast kovet, akkor a standardizaltja standard normalis
eloszlast valtozo.

Tétel (A 3o-szabély). Legyen n normalis eloszlast valtozo tetszéleges u varhato értékkel
és o szorassal. Ekkor

Plp—o<n<pu+o)~68%, P(p—20 <n<p+20)~95%,
P(p—30 <n<p+30)~99,75%.

Tétel (de Moivre—Laplace-tétel). Ha £ binomialis eloszlast valtozé n és p paraméterrel,
akkor tetszéleges a és b szamok esetén

P(aS%ﬁb)%@(b)—@(a), n— 0.

Kovetkezmény. Az el6z6 tétel feltételei mellett n legyen normalis eloszlasi valoszintiségi
valtozo = np és 0 = \/np(1l — p) paraméterrel. Ekkor

Pla<é<b)mPla<n<b).

Tétel (Centrélis hatareloszlas-tétel, CHT). Legyen &, &, ... fiiggetlen és azonos elosz-
lasu valtozo véges és pozitiv szorassal. Ekkor tetszdleges a < b valés szamok esetén

(E1+ -+ &) —nE(&)
P(“ =T URDE)

Ko6vetkezmény. Az el6z§ tétel feltételei mellett n legyen normaélis eloszlasa valoszintiségi
valtozo p=nkE(&) és o = /nD(&) paraméterrel. Ekkor

Sb)—)@(b)—@(a), n— 0o.

Pla<&+ - +&<b)=Pla<n<b).

Tétel (A nagy szamok Kolmogorov-féle torvénye). Legyen &, o, ... fiiggetlen és azonos
eloszlast valosziniiségi valtozo véges varhato értékkel. Ekkor

St g

51)7 n— 00,
n

tehat a valtozok szamtani atlaga konvergél a kozos varhato értékhez.

Tétel (A nagy szamok Borel-féle torvénye). Legyen A egy tetszéleges esemény, és jelolje
k,(A) az A bekévetkezési gyakorisagat n végrehajtas utan. Ekkor k,(A)/n — P(A) amint
n — 00, tehat a relativ gyakorisig konvergal az esemény valoszintiségéhez.



3. dolgozat

A kovariancia és a korrelaci6 tulajdonsagai

Definicié. Legyen £ és n olyan valdszintiségi valtozo, melynek véges a szorasa. Ekkor a
két valtozo kovarianciaja:

Cov(e,n) = E([¢ — B©)][1— Em)])
A két valtozo korrelacidja vagy korrelacids egyiitthatéja:

Cov(,n)
r(€,n) = DEDM)

Ha r(&,n) = 0, akkor azt mondjuk, hogy a két valtozo korrelalatlan.

Tétel (A kovariancia és a korrelacié tulajdonségai). Legyen & és n olyan valoszintiségi
valtozo, melynek véges a szorasa.

e Szimmetria: Cov(§,n) = Cov(n,§) és (€, n) =r(n,§).

Egy valtozonak az 6nmagaval vett kovarianciaja: Cov(, &) = Var(§).

A korrelacios egyiitthato értéke mindig a [—1, 1] intervallumba esik.

Ha a & és az n valtozo fiiggetlen, akkor ez a két valtozd korreldlatlan is, tehat
r(&,n) = 0. Ennek az allitdsnak a megforditasa nem igaz, tehét a korrelalatlansagbol
altalaban még nem kovetkezik a fliggetlenség.

Tetszéleges a és b valos szamok esetén

D?(a& + bn) = a>D*(&) + b*D*(n) + 2abD(§) D(n)r(€,m) -

Matematika statisztika

Definici6. Legyenek &, ..., &, egy & hattérvaltozo fiiggetlen megfigyelései. A &,...,&,
valtozokat n-elemi statisztikai mintanak nevezziik.

Definici6. Legyen &, ..., &, statisztikai mintanak a & hattérvaltozora, és legyen 6 a &
valtozonak egy ismeretlen paramétere.

e A  paraméternek a minta alapjan szdmolt 0,, becslését pontbecslésnek nevezziik.
A pontbecslés erdsen konzisztens, ha 1 valészintiséggel 6,, — 0, amint n — oo.

e A mintabol szamolt [a,, b, intervallumot 1 — o megbizhatésagt konfidencia in-
tervallumnak nevezziik, ha P(6 € [a,,b,]) =1 — a.



Tétel. Az alapstatisztikdk erésen konzisztens becslések, tehidt n — oo esetén 1 valoszintiséggell]
teljesiilnek az alabbi konvergencik:

e Empirikus varhato érték: E,(§) — E(§).
e Korrigalatlan és korrigalt empirikus variancia: V,,(§) — Var(§), V.5 (¢) — Var(§).
e Korrigalatlan és korrigalt empirikus szoras: D, (§) — D(&), D:(&) — D(§).

e Empirikus kovariancia és korrelacio: C,,(§,n) — Cov(&,n), m.(&,n) — (&, n).

Definici6. Legyen &1, ..., &, statisztikai minta a £ hattérvaltozora. A mintabdél szamolt
empirikus eloszlasfiiggvény az
ky
F,:R—10,1], Fu(z) =22, r €R,
n

fiiggvény, ahol k, , az x-nél kisebb mintaelemek szdma.

Tétel (A matematikai statisztika alaptétele). Az empirikus eloszlasfiiggvény egyen-
letesen erdsen konzisztens becslése az Fy elméleti eloszlasfiiggvénynek:

sup | F,(z) — Fe(z)| = 0, n— o0o.
zeR
Definicié. Legyen x4,...,x, statisztikai minta a £ hattérvaltozora, és legyen 0 a & val-

tozonak egy paramétere. Ekkor a likelihood fiiggvény a kovetkezd fiiggvény:
() = P=ux) -P=x9)-...- P(§ =x,), ha¢ diszkrét valtozo,
fe(x) - fe(xa) - ...+ fe(zn), ha £ folytonos valtozo.

A 0 paraméter maximum likelihood becslése a likelihood fiiggvény maximumhelye,
amennyiben a maximumhely létezik.

Tétel (A hipotézisvizsgalat menete). Egy Hj nullhipotézis tesztelése soran az alabbi
lépéseket hajtjuk végre:

1. A minta alapjan kiszamoljuk a megfelel6 s probastatisztika értékét.
2. Meghatarozzuk az s, kritikus értéket.

3. Pontosan akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha |s| < s,.

Definicié. A hipotézisvizsgalat soran els6faji hibat vétiink, ha elvetiink egy igaz null-
hipotézist. Az els6faji hiba valészintiségét « jeldli, és ezt a valoszintséget szignifikancia
szintnek is nevezziik:

o= P(elvetjiik Ho-t | Hy igaz) .

A hipotézisvizsgalat soran masodfaji hibat vétiink, ha elfogadunk egy hamis null-
hipotézist. A masodfaja hiba valészintiségét [ jeldli:

B = P(elfogadjuk Ho-t | Hy hamis) .
A préba ereje 1 — 3, ami annak a valosziniisége, hogy elvetiink egy hamis nullhipotézist:

1-p= P(elvetjijk Ho-t | Hy hamis) )



