Gyakorl6 feladatok a Sztochasztika alapjai kurzushoz

1.

Kombinatorikus valészintiség

Hazi feladatok

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

Véletlenszerien felirunk egy valodi 6tjegyt szamot, tehat egy olyan 6tjegyt szamot,
melynek nem 0 az elsé jegye. Mi annak a valdszintisége, hogy a szdm jegyei kiilon-
b6z6 péaratlan szamok? Mekkora eséllyel lesznek a szamban azonos szamjegyek?

Egy vendégls egyik asztalanal 9 vendég iil, és mindenki rendel egy italt, 6sszesen 3
sort, 4 voros és 2 fehér bort. A pincér véletlenszeriien osztja ki az italokat. Mennyi a
valoszintisége, hogy mindenki olyan italt kap, amilyet kért? Mennyi az esélye annak,
hogy a pincér a sordket jol osztja ki, de legalabb egy bort rossz vendégnek ad?

A 32 lapos magyar kartyapaklibol kihtzunk véletlenszertien 6 lapot visszatevés
nélkiil. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a kihtzott lapok kozott

a. pontosan 2 sz lesz;

b. pontosan 3 piros, 2 zold és 1 makk lesz;

c. lesz legalabb egy &sz;

d. lesz piros vagy lesz asz?

Oldjuk meg az el6z6 feladatot azzal a modositassal, hogy a lapokat visszatevéssel
hizzuk ki.

Egy vizsgan egy hallgaté a 100 lehetséges kérdésbdl n-re tudja a valaszt. A hallgato
két kérdést kap véletlenszertien. Mekkora eséllyel fogja teljesiteni a vizsgat, ha

a. megbukik, ha valamelyik kérdésre nem tud valaszolni;

b. a kérdések koziil elég az egyikre valaszolni?

Az egyes vizsgaztatasi modok esetén a vizsgazo hany kérdésre tanulja meg a valaszt,
ha az a célja, hogy legalabb 80% valoszintiséggel teljesitse a vizsgat?

Tovabbi gyakorlé feladatok

1.6.

a. Hany lehetséges kimenetele van annak a véletlen kisérletnek, hogy feldobunk
egy szabalyos dobokockat? Mennyi annak az esélye, hogy paros szamot dobunk?

b. Hany lehetséges kimenetel van akkor, ha két dobokockat dobunk fel, egy pirosat
és egy zoOldet? Mennyi az esélye annak, hogy két paros szamot dobunk? Mennyi
a valoszintsége, hogy valamelyik szam paros?

c. Hogyan valtozik az el6z6 pont megoldasa, ha két azonos szini kockaval dobunk?



1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

Magyarorszagon az autok rendszdma harom bet(ibél és harom szamjegybdl all. A
betiik az angol abécé 26 betjébdl keriilnek ki, de az els§ beti nem lehet U, X és Y.
(Ezen betiik a motorkerékparoknak, az utanfutoknak és a lasst jarmiiveknek vannak
fenntartva.) A szamjegyekre nincsen korlatozas. Hany kiilonb6z6 rendszam irhato
fel ezen szabélyok szerint? Ha véletlenszertien valasztunk egy lehetséges rendszamot,
akkor mennyi annak a val6szintisége, hogy minden betii massalhangz6 és minden
szamjegy paratlan? Mennyi az esélye, hogy a rendszamban taldlhatdé maganhangzo
és paros szamjegy is?

Két testvér ugyanabba a 27 f&s osztalyba jar. Egy gyors sorakozénal mindenki
talalomra all be. Mi a valoszintisége, hogy a két testvér egymas mellé keriil? Mennyi
az esélye annak, hogy pontosan tizen allnak kozottiik?

Betiikockakbol kirakjuk a KOROMPORKOLT szot, majd a bettiket véletlenszeriien
osszekeverjiik. Mennyi annak a valészintisége, hogy visszakapjuk az eredeti szot? Mi
annak az esélye, hogy a PORKOLT sz6 részszoként kiolvashato?

Feldobunk 6 dobodkockat. Mekkora valosziniiséggel lesz a dobott szadmok Osszege
pontosan 367 Mennyi az esélye, hogy a dobott szamok 6sszege nagyobb, mint 347
Mekkora a valoszintisége annak, hogy a dobott szamok kézott vannak azonosak?

A sziiletésnap paradoxon. A Sztochasztika alapjai gyakorlaton a csoportok 30
fére lettek meghirdetve. Mennyi annak az esélye, hogy egy 30 {&s csoportban min-
denki az évnek ugyanazon a napjan sziiletett? Mennyi annak a val6szintisége, hogy
a csoportban lesz két ember, aki azonos napon sziiletett? (A szokénapoktol és az
ikertestvérektdl most tekintsiink el.)

Egy 6vodés csoportba 9 gyerek jar, koztiik egy testvérpar. Hanyféleképpen lehet a
gyerekeket egy négy-, egy harom- és egy kétf6s csoportba besorolni? Ha véletlenszer(
a besorolas, akkor milyen valoszintiséggel fog a két testvér ugyanabba a csoportba
keriilni?

Piri néni nagyon szereti a kertjét, kiilonosen a tulipanjait. Osszel a legszebb tulipanok
koziil kivalaszt 5 pirosat, 4 narancssargat és 2 fehéret, és felszedi a hagymakat.
Sajnos a hagyméak a téli tarolas sordn Osszekeverednek. A kovetkezs tavasszal Piri
néni véletlenszertien kivalaszt 7 hagymaét, és kiiilteti 6ket. Mennyi az esélye annak,
hogy a kivalasztot hagymak kozott

a. pontosan 4 piros lesz;
b. pontosan 4 piros, 2 narancssarga és 1 fehér lesz;

lesz feheér;

& oo

. lesz piros;

e. pontosan két kiilénb6z6 szin fog majd el6fordulni, és ezek 4 illetve 3 tulipanon
jelennek meg?



1.14. Az 6toslotton mennyi az esélye annak, hogy

a. telitaladlatot ériink el;
b. pontosan k taldlatot ériink el, ahol £k =0,1,...,5;

kihuzzak a 12-es és a 80-as szdmot;

e

d. kihiizzak a 12-es és a 80-as szdmot, és a 12 a mésodik legkisebb nyer&szam;
e. Ot egymast kovets szamot huznak ki?

1.15. Egy gyarban a makaront igy csomagoljak, hogy egy dobozba két csokis, egy malnés
és egy narancsos siitemény keriil. Anna a harom baratngjével 6t napon keresztiil,
hétfotél péntekig minden nap vasarol egy doboz makaront, és a siiteményeket vélet-
lenszertien kiosztjék egymas kozott. Mennyi annak az esélye, hogy Anna az 6t nap
folyaman

a. hétfén, szerdan és csiitortokon csokis, a tobbi napon nem csokis makaront kap;

b. pontosan 3 csokis makaront kap;

Osszesen 2 csokis, 2 malnas és 1 narancsos makaront kap;

o

d. egyszer sem kap mélnas makaront;

e. legalabb egyszer kap csokis vagy narancsos makaront?
1.16. T6bbszor egymas utan feldobunk egy szabalyos dobdkockat.
a. Mennyi az esélye, hogy az elsé hatos pontosan a negyedik dobésra jon? Mi

annak a valoszintisége, hogy az elsG hatost pontosan az n-edik dobasra kapjuk?

b. Mennyi annak a valoszintisége, hogy az els§ négy dobas soran kapunk legalabb
egy hatost? Mekkora eséllyel kapunk legalabb egy hatost az els6 n dobéas soran?

c. Hanyszor dobjuk fel a kockat, ha az a célunk, hogy legalabb 90% valoszintiséggel
legyen hatos a dobésok kozott?
1.17. Egy urnaban 4 piros és n zold goly6 taldlhato. Kihtizunk két goly6t az urnabol.
a. Mennyi annak az esélye, hogy a kivéalasztott golyok mindegyike piros? Mekkora
legyen n értéke, ha az a cél, hogy ez a valdszintiség kisebb legyen, mint 0,17
b. Mennyi annak az esélye, hogy a kivalasztott golyok kézdtt van piros? Mekkora

legyen n értéke, ha az a cél, hogy ez a valoszintiség kisebb legyen, mint 0,17

Oldjuk meg a feladatot visszatevéses és visszatevés nélkiili hizésra is.



2. A valészintiség altalanos tulajdonsagai, feltételes valdszintiség

Hazi feladatok

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

Egy hedge fund harom cégbe fekteti pénzét, melyek rendre 19%, 25% illetve 28%
valosziniiséggel mennek tonkre az elkdvetkezs 6t évben. 1/20 annak az esélye, hogy
az els6 és a masodik cég is csédbe megy; 1/10 a valdszintisége, hogy az els6 és a
harmadik is elveszti a vagyonat; és 1/10 az esélye annak is, hogy a masodik és a
harmadik is becs6dol. Annak az esélye, hogy mindharom vallalat cs6dbe megy, 2%.
Mennyi a val6szintisége, hogy az elkévetkez6 6t évben

a. az elsé vagy a masodik vallalat cs6dbe megy;
b. az els6 becs6dol, de a harmadik nem;

. pontosan két vallalat megy cs6dbe, és kozottiik lesz a harmadik;

d. legalabb két vallalat becs6dol,

)

e. egyik vallalat sem megy cs6dbe?

Kivalasztunk egy végzds hallgatot, és megnézziik, hogy hény kurzusfelvétellel tudta
teljesiteni a targyait. Jelolje A,, azt, hogy a Kalkulust az n-edik kurzusfelvételkor
teljesitette, tehat példaul Az az az esemény, hogy a targyat a harmadik alkalommal
sikeriilt abszolvélnia. Hasonl6 médon jeldlje B, azt, hogy a Lineéris algebrahoz pon-
tosan n felvétel volt sziikséges, C,, pedig az az esemény, hogy a Valoszintiségszamitas
az n-edik alkalommal sikeriilt. Formalizaljuk a kévetkezd eseményeket:

a. a Kalkulust az els6, a Lineéris algebrat a méasodik felvételkor sikeriilt teljesiteni;

b. a Kalkulus sikeriilt elsére, de a Valoszinliségszamitas nem;

c. a harom koziil legalabb egy kurzust sikeriilt az elsé alkalommal teljesiteni;

d. a harom koziil legaldbb egy kurzust nem sikeriilt az els6 alkalommal teljesiteni;

e. a Kalkulushoz és a Valoszintiségszamitdshoz Gsszesen négy felvétel kellett.
Legyenek A és B olyan események, melyek valoszintisége 0,7 illetve 0,8. Ezen infor-
méaci6 birtokdban meg tudjuk hatérozni egyértelmien a P(AU B) és a P(AN B)

valoszintiséget? Ha nem, akkor adjunk also és fels6 korlatot ezekre a valoszintiségekre.
A megoldast illusztraljuk Venn-diagrammal.

Legyen A és B két esemény, és legyen P(B) > 0. Mennyi az P(A|B) feltételes
valoszintség értéke, ha

a. A és B kizar6 események;

b. B maga utén vonja az A eseményt;

c. A és B fiiggetlen események?



Tovabbi gyakorlé feladatok

2.5.

2.6.

2.7,

2.8.

Probagyartas utan két szempontbol vizsgaljuk a késztermékeket. Tudjuk, hogy 0,25
annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott gyartmany anyaghibas,
mig 0.4 annak az esélye, hogy mérethibas. A gyartmanyok 10 szazaléka nem felel
meg egyik szabvanynak sem. Ha véletlenszertien kivalasztunk egy gyartmanyt, akkor
mennyi annak a valoészintisége, hogy

a. a gyartmany anyaghibas, de megfelel a méretszabvanynak;

b. a gydrtmanynak van valamilyen hibaja;

¢]

. a gyartmany pontosan egyfajta hibaja van?

d. a gyartmany hibatlan?
Ha a gyartmany mérethibas, akkor mennyi annak az esélye, hogy anyaghibas is?

Egy faluban harom sportolasi lehet&ség van, foci, kosarlabda és pingpong. A lakosok
25%-a focizik, 40%-a kosarlabdazik, és 45%-a pingpongozik. Az emberek tizede
szokott focizni és kosarlabdazni is, 6tédiik szokott focizni és pingpongozni is, tovabba
negyediik szokott kosarlabdézni és pingpongozni is. Mindharom sportot a lakossag
5%-a tizi. Véletlenszertien kivalasztunk egy lakost, és megkérdezziik t6le, hogy melyik
sporttevékenységet szokta végezni. Mennyi az esélye, hogy a kivilasztott ember

focizik vagy pingpongozik;

a.
b. focizik, de nem kosarlabdazik;

e

pontosan kettd sportot tiz;

d. semmit sem sportol?

Ha tudjuk, hogy a kivalasztott ember pontosan két sportot iz, akkor mennyi annak
az esélye, hogy ezek kozott ott van a kosarlabda?

Egy cég harom kiilonbo6z6 valtozatot szallit egy adott termékbdl a vele szerzédésben
allo boltoknak. Ebben a honapban a boltok fele rendelt az 1. tipusbol, és 57% nem
rendelt a 2. tipusbol. A boltok 22%-a rendelt az 1. és a 2. valtozatbdl is, tovabba
negyedrésziik rendelt az 1. és a 3. tipust termékekbdl is. A boltok 14%-a mindegyik
tipusbol rendelt, mig 0,12 résziik egyikbsl sem. A boltok 6%-a olyan, hogy rendelt
a 2. és 3. tipusbol is, de az 1.-b6l nem. Mennyi annak a valdészintsége, hogy egy
véletlenszeriien kivalasztott boltba kell szallitani a 3. valtozatbol? A boltok hanyad
része rendelt csak az 1. tipusbol? Egy véletlenszert bolt esetén mennyi az esélye,
hogy pontosan egy tipust rendeltek a termékbdl? Feltéve, hogy a kivalasztott bolt
rendelt az 1. és a 2. tipusbol, mennyi az esélye, hogy a 3. tipusbol nem rendelt?

Ot héten keresztiil jatszunk az 6toslotton. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik
héten nyeriink valamennyi pénzt. Fejezziik ki az alabbi eseményeket az Ay, ..., As
események segitségével. Fogalmazzuk meg a B, By, By események tagadasat is.



2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

a. B; = minden héten nyeriink;

b. B; = egyik héten sem nyeriink;

c. B3 = az utols6 héten nyeriink elGszor;

d. B, = a méasodik héten nyeriink, de a negyedik héten nem:;

e. Bs; = pontosan négyszer nyeriink.

Egy porcelanmanufaktirdban harom fajta tanyért készitenek: levesest, laposat és
salatasat. Egy adott heti termelést a kovetkezd tdblazat foglalja Ossze:

leveses lapos salatas | Osszesen
hibatlan | 470 540 380 1390
selejtes 30 60 20 110
Osszesen 500 600 400 1500

Véletlenszertien kivalasztunk egy tanyért. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik
tipusi termékbdl valasztottunk, és legyen B az az esemény, hogy a kivalasztott
tanyér selejtes. Hatarozzuk meg a kdvetkezd valdszintiségeket, tovabba értelmezziik
ket ardnyossagi tényezéként: P(Ay|B); P(A; U A3|B); P(B|A,); P(B|Ay).

Egy feladat a mobiltelefonok elstti id6kbdl. Az egyik baratunk egy adott estén 2/3
valoszintiséggel tartozkodik kocsmaban. Ha kocsmaban van, akkor egyenld eséllyel
talalhaté meg az 6t kornyékbeli kocsma valamelyikében. Mennyi annak az esélye,
hogy egy adott estén az 6todik, legtdvolabbi kocsmaba ment? Mennyi az esélye
ugyanennek akkor, ha a mésik négy kocsmaban mar kerestiik, de nem talaltuk?

Egy vallalat gy probalja meg népszertisiteni az altala forgalmazott chipset, hogy a
zacskokba a Micimacko cimii mese figurait rejti el: Micimackot, Malackat, Tigrist és
Fiilest. Minden zacskdéban pontosan egy figura talalhato, és a figurdknak azonos az
el6fordulési gyakorisdga. Megvéasarolunk 4 zacsk6 chipset. Mennyi az esélye annak,
hogy lesz egy teljes kollekcionk, tehat minden figurabol talalunk legalabb egyet? Mi
a helyzet akkor, ha 6 zsacskoval vasarolunk?

a. Tizszer feldobunk egy szabalyos dobokockat. Mennyi a valoszintisége, hogy a
tiz dobas soran az 1,2, 3,4, 5,6 értékek mindegyike el6fordul?

b. Tizszer feldobunk két szabalyos dobokockat. Mennyi annak az esélye, hogy a
tiz dobas soran az (1, 1), (2,2),(3,3), (4,4), (5,5), (6,6) szdmparok mindegyike
el6fordul?



3. Geometriai valészintiségi mezdk, feltételes valészintiség, események
fliiggetlensége

Hazi feladatok

3.1. Egy o6vodas csoportba 9 gyerek jar, koztiik egy testvérpar, egy fin és egy lany.
Egy foglalkozason véletlenszeriien kivalasztanak 4 gyereket. Mennyi a valoszintisége
annak, hogy a. a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjak; b. a testvérpar mindkét
tagjat kivalasztjak, feltéve, hogy a fia ki lett vilasztva; c. a testvérpar mindkét
tagjat kivalasztjak, feltéve, hogy legalabb az egyikiik ki lett valasztva?

3.2. EjtGernyds ugrast hajtanak végre egy 500 m? teriilet mezén. Az ugras akkor sikeres,
ha az ugré a mezon kijelolt 10 m oldalhossziisagi négyzetben ér foldet. Kiilondijat
kap az, aki a négyzet kozepén megrajzolt 2 m sugariu korén beliil érkezik. Feltehetd,
hogy az érkezés helye a mezén megfelel az egyenletességi hipotézisnek. Mekkora
valoszintiséggel lesz sikeres az ugras? Mennyi az esélye annak, hogy az ugro6 kiilondi-
jat kap feltéve, hogy az ugras sikeres? Milyen kapcsolat van az ugras sikeressége és
a kiilondij megszerzése kozott?

3.3. Adott egy kor alakt céltabla, melynek 10 centiméter a sugara. A céltablara felraj-
zolunk egy vizszintes és egy fiigg6leges egyenest gy, hogy mindketts dtmenjen a kor
kozéppontjan. Ilyen moédon a tablat négy tartomanyra osztjuk fel. Véletlenszertien
raléviink a céltablara. Adjuk meg a kdvetkezs események valoszintiségét:

A = a céltablat a kozépponttol legalabb 5 centiméterre talaljuk el
B = a talalat a bal als6 tartomanyba esik

Mennyi az A esemény valoszintisége, ha tudjuk, hogy B bekdvetkezik? Filiggetlen a
két esemény egyméstol? Kizarjak egymast? Valamelyik maga utdn vonja a mésikat?

3.4. Véletlenszeriien valasztunk egy x értéket a [0, 1] intervallumon. Ez az érték egy =
és egy 1 — x hosszisagl szakaszra bontja az egységnyi hosszisagu intervallumot.
Mennyi annak az esélye, hogy a szakaszok hosszanak szorzata nagyobb, mint 5/367

3.5. Egy 120 km hosszt autopalyan a 40. és a 100. kilométernél van mentallomés,
nevezziik ezeket X-nek és Y-nak. Ha baleset torténik, akkor azt az allomést riasztjak,
amelyik kozelebb esik a baleset helyszinéhez.

a. Egy véletlenszeri baleset esetén mennyi az esélye annak, hogy az X allomast
riasztjak?

b. Tegyiik fel, hogy négy baleset térténik egyméstol fiiggetleniil. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy idérendben az els§ két esethez az X, a mésodik kett6hoz
pedig az Y allomast riasztjak? Mennyi az esélye, hogy pontosan két alkalommal
riasztjak az X allomést? Mi a valoszintisége annak, hogy a négybdl legalabb
egy esethez az X allomést riasztjak?

c. Hany baleset esetén teljesiil az, hogy legalabb 99% eséllyel valamelyik esethez
az X alloméast fogjak majd riasztani?
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Tovabbi gyakorlé feladatok

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

Egy varosban tiz autokolcsonzd miikodik, ebb6l haromnél lehet kisbuszt is bérelni.
Egy ember kisbuszt szeretne bérelni, de nem tudja, hogy ezt melyik kolcsonzénél
teheti meg, ezért elkezdi véletlenszeri sorrendben felhivni Sket. Mekkora annak a
valészintisége, hogy pontosan harom hivasra lesz majd sziiksége? Mennyi az esélye
ugyanennek, ha tudjuk, hogy az els6 hivas nem volt sikeres?

a. Haromgyerekes csalddok kdérében vizsgaljuk, hogy hany fit és lany van a csalad-
ban. Jelolje A azt az eseményt, hogy a vizsgalt csaladban legfeljebb egy lany
van, és legyen B az, hogy van fit és lany is. Feltehetd, hogy a gyerekek azonos
eséllyel sziiletnek fianak vagy lanynak. Mennyi az A esemény valoszintisége?
Mennyi A valosziniisége, ha tudjuk, hogy B bekovetkezik? Ezek alapjan mit
mondhatunk a két esemény kapcsolatarol?

b. Vilaszoljuk az el6z6 pont kérdéseire négygyerekes csaladok esetén.

A vihar véletlenszert helyen elszakit egy 20 km hosszi légvezetéket, ezért a vezeték
két végérdl egy-egy keresGesapat indul, hogy felderitsék a szakadas helyét. A nehéz
terep miatt az egyik csapat 4 km/h, a masik 6 km/h sebességgel halad. Tekintsiik
a kovetkezd eseményeket:

A = a szakadas helyét a lasabban halado csapat taldlja meg
B = valamelyik csapat fél érdn beliil megtalalja a szakadas helyét

Mennyi az A illetve a B esemény valoszintisége? Mennyi az A esemény valosziniisége,
ha a B esemény bekovetkezik? Fiiggetlen egymastol az A és a B esemény?

Egy metrovonalon 10 perces kévetési idGvel jarnak a szerelvények. Ha egy véletlen-
szerli id6pontban megyiink ki az &llomasra, akkor mennyi annak a valdszintisége,
hogy legfeljebb 5 percet kell varni? Mennyi az esélye ugyanennek, ha tudjuk, hogy
a legutobbi szerelvény mar legalabb 3 perce elment. Milyen kapcsolatban van az az
esemény, hogy legfeljebb 5 percet kell varni, és az, hogy az el6z6 metrd mar legaldbb
3 perce elment: kizardak, fliggetlenek, vagy valamelyik maga utan vonja a méasikat?

Adott egy varos, téle pedig északi és keleti irAnyban egy-egy falu. Mindkét falu 10
kilométer tavolsagra helyezkedik el a varostol, tovabba a keleti falut egy nyilegyenes
ut koti 6ssze a varossal. Elmegyiink tirazni a hdrom telepiilés altal meghatarozott
haromszogben, de eltévediink egy véletlenszer® helyen.

a. Mennyi annak a valészintisége, hogy az eltévedéskor légvonalban legfeljebb 3
kilométerre vagyunk a varostol? Mennyi ugyanennek az esélye, ha tudjuk, hogy
legfeljebb 5 kilométerre lehetiink a varosto6l?

b. Hogy visszajussunk a varosba, déli iranyba megyiink, mig el nem érjiik az utat.
Jelolje z azt, hogy az ut elérésekor hany kilométerre vagyunk a varostol. Mik
az x lehetséges értékei? Mennyi annak az esélye, hogy = < 47 Teljesiil az x
értékre az egyenletességi hipotézis?



3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

Véletlenszeriien valasztunk egy pontot az 5 egység oldalhosszlisagi négyzetben.

a. Mennyi annak az esélye, hogy a pont a legkdzelebbi oldaltol legfeljebb 1 egység-
nyire esik? Mennyi a valoszintisége ugyanennek akkor, ha tudjuk, hogy a pont
az ¢északi oldalhoz van a legkozelebb? Filiggetlen egymastol az, hogy a pont a
legkozelebbi oldaltol legfeljebb 1 egységnyire esik, illetve az, hogy a pont az
északi oldalhoz van a legkozelebb.

b. Mennyi az es¢lye annak, hogy a kivalaszott pont a négyzet geometriai kézép-
pontja, tehat a két atlo metszéspontja lesz? Bekovetkezhet ez az esemény?

Autoval végig akarunk menni egy 30 km hosszii egyenes ttszakaszon, de balesetet
szenvediink egy véletlenszeri helyen. A kizelben egyetlen egy mobiltelefon atjatszo
torony van, ez az ut felénél, az att6l 6 km tavolsdgra taldlhatd. A torony egy 10
km sugara kor alaki teriiletet képes kiszolgélni. Mennyi annak az esélye, hogy a
baleset helye ebbe a korbe esik, és ezaltal telefonon segitséget tudunk hivni? Mennyi
a valoszintisége ugyanennek, ha a baleset az 0t elsé 5 kilométeres szakaszan torténik?

Legyen A tetszGleges esemény. Mutassuk meg, hogy A fiiggetlen a biztos eseménytdl
és a lehetetlen eseménytdl.

Legyen A és B pozitiv valészintiségili esemény. Mutassuk meg, hogy a két esemény
nem lehet egyszerre fiiggetlen és kizaro.

Feldobunk két szabalyos dobodkockat. Mutassuk meg, hogy minden kimenetelnek
azonos a valosziniisége, tehat a kisérlet leirhatd klasszikus valdszintségi mezdével.
(Feltehetd, hogy a két dobas fiiggetlen egymastol.)

Két héten keresztiil jatszunk az 6toslotton, mindkét alkalommal egy szelvényt toltiink
ki. Mennyi annak az esélye, hogy az els6 héten elériink legalabb egy taldlatot? Mi
a valoszintisége ugyanennek a mésodik héten? Mennyi az esélye annak, hogy vagy
az elsd, vagy a mésodik héten elériink legaldbb egy taldlatot?

Egy csatdban az egyik harcolo fél ejtGernyGkkel probal utanpotlast eljuttatni egy
korbevett alakulathoz. Az erGs szél miatt az ejtSernySk egyméstol fliggetleniil és
véletlenszeri helyen érnek foldet a 15 km? teriilett csatatéren. Az alakulat egy 1
km? teriiletti magaslaton védekezik, és az utanpotlast csak akkor kapjak meg, ha
az erny6 ezen a magaslaton ér foldet.

a. Mennyi annak az esélye, hogy egy adott ejterny6 eljut az alakulathoz?

b. Tegyiik fel, hogy tiz ejtGerny6t dobnak le. Mennyi annak az esélye, hogy ezek
koziil pontosan egy erny6 jut el az alakulathoz? Mennyi annak a valoszintisége,
hogy az alakulat megszerez legalabb egy ejtGerny6t?

c. Hany ejtéerny6t dobjanak le ahhoz, hogy ezek koziil az alakulat legalabb 95
szézalékos eséllyel megszerezzen legalabb egyet?

Oldjuk meg az 1.16. feladatot a fliggetlenség alkalmazasaval.



4.

Események fiiggetlensége, a lAncszabaly és a teljes valdszintiség
tétele

Hazi feladatok

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

A fogadoirodak szerint amerikai kosarlabdabajnoksagban (NBA) a Chicago Bulls, a
San Antonio Spurs illetve a Los Angeles Lakers rendre 0,5, 0,8 és 0,3 valoszintiséggel
nyeri meg a kovetkezd meccsét. (A csapatok nem egymaéssal jatszanak.) Feltehetd,
hogy a harom mérkézés eredménye fiiggetlen egymastol. Hatarozzuk meg az aldbbi
események valoszintiségét:

mindharom csapat megnyeri a kovetkez6 mérkGzését;

a Bulls nyer, viszont a Lakers veszit;

o TP

a harom csapat koziil pontosan egy nyer;

d. a harom csapat koziil legfeljebb egy nyer.

Feltéve, hogy a harom csapat koziil pontosan egy nyer, mennyi annak az esélye,
hogy a Bulls, a Spurs illetve a Lakers éri el a gy6zelmet?

Adott egy urna, benne pedig 4 piros és 2 zold goly6. Kihizunk harom goly6t vissza-
tevés nélkiil.

a. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy sorban egy pirosat, egy zoldet, és még egy
pirosat kapunk? Mennyi az esélye, hogy a kihizott golyok kézott pontosan egy
zold lesz?

b. Mennyi annak az esélye, hogy a méasodik goly6 zold? Feltéve, hogy a mésodik
goly6 zold, mi annak a valésziniisége, hogy az els§ golyd piros volt? Fiigg az
elsG golyo szine attol, hogy milyen szind a masodik?

Miben valtozik a megoldas menete akkor, ha a golyokat visszatevéssel hiizzuk ki.

Stephen Curry, a Golden Gate Warriors kosarlabdazoja a 2016/17-es szezonban a
kétpontos, a harompontos illetve a biinteté dobasokat rendre 54, 41 és 90 szaza-
lékos hatékonysaggal értékesitette. A probalkozéasainak 44, 36 és 20 szazaléka volt
kétpontos, harompontos illetve biinteté dobés.

a. Curry 6sszes probalkozasanak hany szazaléka volt sikeres harompontos dobas?
Az Osszes probalkozasanak mekkora hdnyadét értékesitette?

b. A sikertelen prébélkozasok milyen ardanyban voltak kétpontos, hdrompontos
illetve biinteté dobésok?

Egy vizsgan egy tesztkérdéshez négy lehetséges valasz van megadva, melyek koziil
egy helyes. A vizsgazo 2/3 valoszintiséggel tudja a helyes valaszt, és ebben az esetben
meg is jeloli azt. Ha nem tudja a helyes valaszt, akkor a vizsgazo tippel, tehat
véletlenszertien jelol egyet a négy valasz koziil. A javitas sordn azt latjuk, hogy a
vizsgézo helyes vilaszt adott a kérdésre. Mennyi a valészintisége, hogy csak tippelt?
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Tovabbi gyakorlé feladatok

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

Egy utszakaszon egymés utan harom jelz6lampa iranyatja a forgalmat. Az egyes
lampaknal egymastol fiiggetleniil rendre 1/2, 2/3 illetve 3/4 valészintiséggel kapunk
pirosat. Mennyi az aladbbi események valoszintisége?

a. Mindharom lampanal pirosat kapunk.
b. Az els6 lampanal pirosat kapunk, de a harmadiknal nem.
c. Pontosan két lampanal kapunk pirosat.

d. Legalabb két lampanal pirosat kapunk.

Feltéve, hogy pontosan két pirosat kapunk, mennyi annak az esélye, hogy a zdldet
az elsG, a masodik, illetve a harmadik lampéanal kapjuk?

Egy vizsgan a hallgatok 10%-a bukott meg. A sikeres vizsgat tevs hallgatok ne-
gyedrésze kapott jelest. Mekkora az esélye, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
hallgato jelest kapott?

Egy adott teriileten vegyszeres szinyogirtast végeznek harom egymas kovetd alka-
lommal. Az elsé permetezés utan a szinyogok 80%-a elpusztul, de az életben maradt
rovaroknak né az ellenalloképessége a szerrel szemben. Ennek az a kévetkezménye,
hogy a masodik permetezéskor az életben maradt szinyogoknak mar csak a 40%-a
pusztul el, a harmadik irtasnal pedig csak a maradék 20%-a. Mennyi a valoszintisége
annak, hogy egy sztinyog tiléli mindharom permetezést? Feltéve, hogy egy sztinyog
talélte az elsé permetezést, mennyi a valoszintisége annak, hogy a maéasodikat és a
harmadikat is tuléli?

Egy vacsora utan n ember ki akarja sorsolni, hogy melyikiik mosogasson. Fognak hét
n egyforma gyufaszalat, az egyikbdl letornek egy darabot, majd valaki Gsszefogja
gy a szalakat, hogy ne latszodjon, melyik a révid. Ezek utan mindenki haz egy-egy
gyufaszalat, és az mosogat, aki a rovidebbet hizza. Igazsagos ez a sorsolas, tehéat a
hizas sorrendjétdl fiiggetleniil mindenki 1/n valoszintiséggel kapja a rovid szalat?
Vagy esetleg az els6 vagy az utolsé hiizonak jobbak az esélyei?

Egy lizemben harom gép van, az els§ adja a termelés 20%-at, a masodik pedig a
30%-4at. Az elss gépnél 5% a selejtarany, a masodiknal és a harmadiknal gépnél 10%.
Véletlenszeriien kivalasztunk egy gyartméanyt az iizem termelésébdl. Mennyi az esé-
lye annak, hogy a kivalasztott termék a harmadik gépen késziilt és selejtes? Mennyi
a valoszintisége, hogy a kivalasztott termék selejtes? Feltéve, hogy a gyartmany nem
selejtes, mennyi annak az esélye, hogy az elsG, a masodik illetve a harmadik gépen
késziilt?

Egy csomagoloiizembe négy termeld szallit almat. A leadott gyiimoles tizede szar-
mazik az elsd, harom tizede a mésodik, és két 6tode a harmadik termel6tsl. Az egyes
termelSk esetén a leadott mennyiség 40, 50, 20 illetve 100 szézaléka elsGosztalyti.
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4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

Ha véletlenszertien kivalasztunk egy almat, akkor mi annak a valdszintisége, hogy
a masodik termel6 hozta és mésodosztalya? Mennyi az esélye, hogy a kivalasztott
alma méasodosztalya? Feltéve, hogy az alma mésodosztalyd, mennyi a valoszintisége,
hogy az elsG, a masodik, a harmadik, illetve a negyedik termel szallitotta?

Egy képfelismerd programot készitiink azzal a céllal, hogy a szamitogép eldontse, a
megadott képen lathaté alakzat kor, négyzet vagy haromszog. Az alabbi tablazat
azt tartalmazza, hogy a program a tesztelés soran a kiilonféle inputokra mekkora
valoszintiséggel adta vissza a lehetséges outputokat.

input output
kér négyzet haromszog
kor 0,6 0,4 0
négyzet 0,2 0,6 0,2
haromszog | 0 0 1

Az alkalmazas soran az input alakzatok rendre 30, 50 illetve 20 szézaléka lesz kor,
négyzet illetve haromszog. A program egy alakzatot mekkora valosziniiséggel fog
négyzetként felismerni? Ha egy alakzatot négyzetként ismer fel, akkor mennyi annak
az esélye, hogy az input kor, négyzet illetve hdromszog volt?

A hiitében négy doboz tej van: egy friss; egy, ami egy hete lejart, és biztosan romlott;
tovabba van két doboz, ami egy napja jart le, és 0,3 valdsziniiséggel romlottak.
Véletlenszeriien kivalasztunk egy doboz tejet. Mekkora az esélye, hogy ez a tej nem
romlott? Ha megkostoljuk a kivett tejet, és az romlottnak bizonyul, akkor mi a
valoszintisége annak, hogy az egy hete lejart tejet vettiik ki?

Egy ritka betegséget ezer emberbdl dtlagosan egy kap el. A betegségre létezik egy
95%-0s megbizhatosagn szlirGteszt, azaz ekkora a valosziniisége, hogy helyes ered-
ményt ad, akar beteg valaki, akar egészséges. Egy ember megvizsgaltatja magat, és
a teszt eredménye pozitiv. Mennyi a valoszintisége, hogy tényleg beteg?

Egy tizemben harom gép van, az elsé adja a termelés felét, a masodik a 40%-at.
Az els6 és a masodik gépnél is a termékek 3%-a selejtes. A harmadik gép esetében
hany szézalék a selejtarany, ha tudjuk, hogy az lizemben termelt selejtes termékek
koziil 32,5% késziilt a harmadik gépnél?
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5. Diszkrét valészintiségi valtozok

Hazi feladatok

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

Magyarorszdgon minden autotulajdonosnak kotnie kell kotelez6 gépjarmi felelGsség-
biztositast. Ezen biztositas esetében tigynevezett bonus-malus rendszert alkalmaz-
nak. Ez azt jelenti, hogy a biztositok az autdsokat kiilonb6z6 fokozatokba soroljak
attol fiiggden, hogy azok a multban hanyszor okoztak balesetet. A fokozatokat egész
szamokkal jelolik, tipikusan —4-t6] +10-ig, és a biztositasi dij fokozatonként eltérd.

Ujdonsiilt autétulajdonosként biztositast kotok, és ezzel a 0 fokozatba sorolnak. A
szerzGdés értelmében ha egy adott évben nem okozok balesetet, akkor a kovetkezd
évben eggyel magasabb fokozatba keriilok; ha egynél tobb balesetet okozok, akkor
eggyel alacsonyabb fokozatba sorolnak; mig ha pontosan egy belesetet okozok, akkor
maradok a fokozatban. Tegyiik fel, hogy egy adott évben 0,5 eséllyel nem okozok
balesetet, 0,4 valoszintiséggel okozok pontosan egy balesetet, és 0,1 eséllyel oko-
zok egynél tobb balesetet. Feltehets, hogy a kiilonb6zd évek eseményei fliggetlenek
egymastol. Az aldbbi tablazat azt tartalmazza, hogy az egyes fokozatokban mennyi
az éves biztositasi dij.

Fokozat H -2 ‘ -1 ‘ 0 ‘ +1 ‘ +2
Eves dij (ezer Ft) || 200 | 130 | 100 | 90 | 85

Jelolje € azt, hogy két év milva mennyi biztositasi dijat kell fizetnem. Adjuk meg
a & valoszintiségi valtozo értékkészletét, eloszlasat, varhato értékét és szorasat.

Adott egy virusos megbetegedés, melyet az emberek 1% eséllyel kapnak el. A beteg-
ségre kifejlesztettek egy tesztet, mely a vérben talalhato antitestek alapjan mutatja
ki a betegség jelenlétét, de az eljaras draga, egy-egy tesztelés ezer dollarba keriil.
Egy korhazban a kovetkez6 modon végzik el a paciensek vizsgalatat. Nem egyesével
tesztelik le Gket, hanem Osszevarnak tiz pacienst, és Osszedntik a mintaikat. Ha az
eredmény negativ, akkor egyik mintaban sincs antitest, tehdt mindeki egészséges.
Ha a teszt eredménye pozitiv, akkor ismét elvégzik a tesztet, de eztttal mar mind
a tiz emberen kiilon-kiilon, hogy kideriiljon, kik betegek koziiliik. Hatarozzuk meg,
hogy ezzel a modszerrel atlagosan mennyibe keriil egy paciens letesztelése.

a. Tizszer feldobunk egy szabalyos dobokockat. Jeldlje & azt, hogy hanyszor ka-
punk paratlan szamot. Hatarozzuk meg £ eloszlésat, varhato értékét és szorasat.
Mennyi annak a valészintisége, hogy a 10 dobasbél pontosan annyi paratlan
értéket kapunk, mint parosat?

b. Otszor feldobunk két dobokockat. Jelélje 1 azt, hogy hanyszor dobtunk két
paratlan szdmot. Hatarozzuk meg n eloszlasat és varhato értékét.

Egy csatdban az egyik harcold fél ejtGernyGkkel probal utanpotlast eljuttatni egy
korbevett alakulathoz. Az erds szél miatt az ejtGernySk egyméstol fliggetleniil és
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5.5.

5.6.

véletlenszerii helyen érnek foldet a 15 km? teriiletii csatatéren. Az alakulat egy 1 km?
teriilet magaslaton védekezik, és az utanpotlast csak akkor kapjak meg, ha az ernyd
ezen a magaslaton ér foldet. Eppen ezért a vezérkar addig dob le ujabb és tjabb
ejtdernydket, mig valamelyiket meg nem szerzi az alakulat. Mennyi annak az esélye,
hogy pontosan 6t ejtGerny&t kell majd ledobni? Mi a valoszintisége annak, hogy 6tnél
tobb ledobasra lesz majd sziikség? Véarhatéan hany ejtGernyst kell ledobni?

Egy szelvénnyel jatszunk a Skandinav lotton, ahol 35 szambol 7-et kell megjel6lni.
A szabalyok szerint a szdmok két sorsolason is részt vesznek, egy gépin és egy kézin,
ez az ugynevezett ikersorsolas. Mindkét szamsorsolas alkalméaval 7 szamot htuznak
ki, és akkor nyeriink pénzt, ha valamelyik sorsolason elériink legalabb 4 talalatot.

a. Mennyi annak az esélye, hogy a gépi sorsolason pontosan 4 talalatot ériink el?
Mekkora valdszintiséggel ériink el legaldbb 4 talalatot? Mennyi a gépi sorsola-
son a talalatok szdménak a varhato értéke?

b. Mennyi annak az esélye, hogy a két sorsolés koziil az egyiken nincs taldlatunk,
a méasikon pedig pontosan 1 taldlatot ériink el? Mekkora annak a valoszintisége,
hogy valamelyik soroldson lesz legaldbb 4 talalatunk, tehat nyeriink pénzt?

Orvosi kutatasok szerint az egységnyi nagysagu radioaktiv besugarzés véletlen szami
mutaciot okoz egy kromoszomén. A mutaciok szama Poisson-eloszlast kovet, és a be-
sugarzasok 13,5 szazalékdban nem torténik egy mutacié sem. Az egységnyi nagysago
besugarzas atlagosan hany mutaciot okoz? Mennyi annak az esélye, hogy a besug-
arzas hatésara a varhato értéknél tobb mutacié torténik?

Tovabbi gyakorl6 feladatok

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

Mi legyen az a valos paraméter értéke, hogy a kovetkezd értékek valoszintiségelosz-
last alkossanak: py = 0,25, ps = a, ps = a??

Anna, Bori és Cili pizzat rendelnek, harom kiilonbo6zé fajtat. Amikor a pizza megér-
kezik, véletlenszerien osztjik ki egyméas kozott a dobozokat. Jelolje € azt, hogy a
lanyok koziil hanyan kaptak olyan pizzat, amilyet rendeltek. Hatarozzuk meg a &
valtozo eloszlasat, eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat.

Feldobok egy szabélyos pénzérmét. Ha az eredmény fej, akkor az érmét még egyszer,
ha iras, akkor még kétszer dobom fel ijra. Hatarozzuk meg az dsszesen kapott fejek
szamanak eloszlasat, eloszlasfiiggvényét, varhatod értékét és szorasat.

Egy gyarban harom nagy teljesitményt dizelmotor tizemel, melyek egy adott id6pont-
ban egymastol fiiggetleniil 0,5, 0,6 illetve 0,7 valoszintiséggel miikodnek. Jelolje &
azt, hogy egy adott idépontban hany dizelmotor iizemel.

a. Adjuk meg a £ valtozo eloszlasat, eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat.

b. Amennyiben egy adott idépillanatban = dizelmotor iizelem, akkor a dolgozokat
50/ dB zajterhelés éri. Hatarozzuk meg a zajterhelés atlagos értékét.
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5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

Sziikségiink van egy miikods fluxuskondenzatorra. Szerencsére ilyen berendezéshdl
0t is van nekiink raktaron, de ezek koziil csak ketté miikodSképes, és nem tudjuk,
hogy melyik az a ketts. Eppen ezért egymas utan bevizsgaljuk Gket egészen addig,
mig nem taldlunk egy miikodsképeset.

a. Adjuk meg a bevizsgalt fluxuskondenzatorok szamanak eloszlasat, eloszlasfiigg-
vényét, varhatd értékét és szorasat. Mennyi annak az esélye, hogy legfeljebb
két berendezést kell megvizsgalnunk?

b. Egy-egy bevizsgalas 30 ezer forintunkba keriil. Hatarozzuk meg, hogy varhatéan
mennyi pénzt koltiink el 6sszesen a bevizsgalasokra.

Egy kaszinoban a kiévetkezd jatékot lehet jatszani. A jatékos feldob egy szabalyos
dobokockat, és ha az eredmény 3-nal nagyobb, akkor nyer 1000 forintot, valamint
jogot szerez egy tjabb dobéasra. Ha a masodik dobas nagyobb, mint 4, akkor tovabbi
2000 forintot kap, és dobhat egy harmadikat is. A jatékos a harmadik alkalommal
mar csak akkor nyer, ha 6-ost dob, és ekkor tovabbi 6000 forint a nyereménye. T6bb
dobésra nincsen lehetéség. Jelolje & az Ossznyereményt a jaték soran.

a. Hatarozzuk meg a & valtozo eloszlasat, eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és
szorasat. Mennyi annak az esélye, hogy nyeriink legalabb 3000 forintot?

b. A kaszin6 természetesen nem ingyen ajanlja fel a jatéklehetGséget, a jatékért
az elsé kockadobés el6tt egy elére meghatéarozott dijat kell befizetni, ez a jaték
ara. Mennyi a jaték igazsagos ara? Egy profitorientélt kaszind mennyi pénzt fog
kérni a jatékért? Hossza tavon a kaszin6 altal kiszabott ar megéri a jatékosnak?

a. Egy ingatlaniigynokségnél az eladott lakasok 30%-at szoktak a vevdk hitel
felvétele mellett fizetni. A kovetkezd hétre 6 lakas van eladésra elGjegyezve. A €
valoszintiségi valtozo jelolje a hitelkonstrukcidoban értékesitett lakdsok szamat.
Adjuk meg ¢ eloszlasat, varhato értékét és szorasat. Mi annak a valoszintisége,
hogy egynél tobb, de 6tnél kevesebb lakaseladashoz vesznek majd fel hitelt?

b. Egy maésik ingatlaniigynokségnél a lakdsok 40%-at szoktak eladni hitelfelvétel
mellett, és naluk 8 eladas van el§jegyezve a jov6 hétre. Mennyi annak az esélye,
hogy az els6 tigynokségnél pontosan 2, a masodiknél pedig pontosan 4 lakast
adnak el hitelkonstrukcioban? (A két cégnél a lakaseladasok szama fiiggetlen.)

Oldjuk meg az 5.10. feladat a. részét azzal a médositassal, hogy egy adott id6pont-
ban a harom motor tovabbra is egymastol fiiggetleniil, de azonosan 0,6 valészintiséggel
iizemel. LehetGség szerint alkalmazzuk valamelyik nevezetes diszkrét eloszlast. Ezzel
a nevezetes eloszlassal meg lehet oldani az eredeti feladatot is? Miért igen vagy nem?

Lajos kulcscsomoéjan harom kulcs van, ezek koziil az egyik a lakdsdnak a bejarati aj-
tajat nyitja. Egy este elmegy a barataival italozni, és hazaérve azt tapasztalja, hogy
nem tudja megkiilonbdztetni a kulcsait. Elhatarozza, hogy addig valaszt véletlen-
szertien jabb és Gjabb kulcsot, mig végiil sikeriil kinyitnia a lakas ajtajat.
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5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

a. Adjuk meg a sziikséges probalkozasok szamanak az eloszlasat, ha Lajos nem
jegyzi meg, hogy melyik kulccsal probalkozott mar korabban, hanem minden
egyes alkalommal a hdrom koziil vilaszt egyet véletlenszertien? Mennyi annak
az esélye, hogy legfeljebb harom probalkozasra lesz majd sziikség? Mennyi a
probalkozasok szdmanak a varhato értéke és szorasa?

b. Miben valtozik az a. pont megoldasa, ha Lajos minden egyes probalkozés soran
1/2 valoszintséggel fejjel lefelé probalja meg beleerdltetni a kulcsot a zarba?
(Méarmint nem Lajos all fejjel lefelé, hanem csak a kulcs. Tlyen médon Lajos a
jo kulcesal sem tudja kinyitni az ajtot.)

c. Miben véltozik az a. pont megoldésa, ha Lajos megjegyzi, hogy melyik kulccsal
probalkozott mar korabban?

Addig dobunk fel két szabalyos dobdkockat tjra és djra, mig duplat, tehat két
azonos értéket nem kapunk. Mennyi annak az esélye, hogy az els6 duplat az 6todik
dobasra kapjuk majd? Mi a valészintisége annak, hogy 6tnél tobb dobéas kell majd?
Varhatoan hanyadik dobasra kapjuk majd az elsé duplat?

Egy gyarban egy adott napon 50 terméket készitettek, ebbdl 15 selejtes. MinGségel-
lenérzéskor véletlenszertien kivesznek egyszerre 5 terméket, és megvizsgaljak Gket.
Jelolje € a mintaban talalt selejtes termékek szdmat. Hatarozzuk meg a & valtozo
eloszlasat és varhato értékét. Mennyi annak az esélye, hogy legfeljebb egy selejtes
termék lesz a mintaban?

Anna és a harom baratngje egy 20 f6s gimnaziumi osztalyba jarnak, és hétfénként
biologia és kémia orajuk is van. Biologiabol harom, kémiabdl két embert szokott
felelteni egy-egy 6ran. A tanarok egyméastol fliggetleniil és véletlenszertien valasztjak
ki az aznapi felel6ket.

a. Jelolje & azt, hogy egy hétf6i napon a négy baratnd koziil hanyan felelnek
biologidbol. Adjuk meg a £ valtozo eloszlasat és varhatd értékét.

b. Mennyi annak a valészintisége, hogy egy hétféi napon a négy barétnd koziil
pontosan ketten felelnek bioldgiabol, de senki sem felel kémiabol. A lanyoknak
varhato értékben hany felelést kell teljesiteniiik a két 6ran 6sszesen?

A randomizélt keresGalgoritmusok a keresGalgoritmusoknak egy egyszerd valtozata.
Tegyiik fel, hogy van egy adatbazisunk 1000 adatrekorddal, és a rekordok 6tode
teljesit valamilyen tulajdonsagot. Sziikségiink lenne 1 darab olyan rekordra, mely
rendelkezik a fenti tulajdonsaggal. A keresést végrehajthatjuk olyan moddon is,
hogy véletlenszeriien vesziink ki rekordokat az adatbazisbol, és megnézziik, hogy a
kivalasztott elemek megfelelnek-e szamunkra. Az ilyen algoritmusok hatékonysagét
mérhetjiik egyrészt a futasi id6 varhato értékével, masrészt annak a valoszintiségével,
hogy az eljaras végén kapunk legalabb egy megfelel6 rekordot.

a. Véletlenszeriien és visszatevéssel kivesziink 50 rekordot. Mennyi az esélye, hogy
lesz kozottiink olyan, ami rendelkezik a keresett tulajdonsaggal? Mennyi annak

16



az esélye, hogy pontosan 10 rekord fog rendelkezni ezzel a tulajdonsaggal.
Varhatoan hany rekord fog rendelkezni a keresett tulajdonsaggal?

b. Oldjuk meg az a. feladatot visszatevés nélkiili mintavételezéssel is.

c. Addig vesziink ki dajabb és ujabb rekordokat visszatevéssel, mig olyat nem
kapunk, ami rendelkezik a keresett tulajdonsiggal. Adjuk meg a sziikséges
kivalasztasok szamanak eloszlasat és varhato értékét. Mennyi annak az esélye,
hogy legfeljebb 10 rekordot kell majd kivenni?

5.20. Egy szerver esetében az egy orara esd lekérdezések szama Poisson-eloszlast kovet,
és a kiilonb6z6 ordkra jutd lekérdezések szama fiiggetlen egymastol.

a. Napkozben oranként atlagosan 5 lekérdezik érkezik a szerverre. Mennyi annak
a valoszintisége, hogy egy adott éraban pontosan 3 lekérdezés torténik? Mennyi
az egy orara juto lekérdezések szamanak a szorasa? Mennyi az esélye, hogy két
egymast kdvets 6raban pontosan 2 illetve 3 lekérdezés torténik?

b. Az éjszakai 6rdkban gyérebb az adatforgalom, az 6rak 5 szazalékdban nem is
érkezik lekérdezés. Ejszakanként atlagosan hany lekérdezés jut egy orara?

5.21. A randomizalt kommunikaciés protokollokat f6leg olyan hélézatokban alkalmazzék,
ahol nagy szami szerver hasznal egy kozos csatornét, és a szerverek azonos prioritas-
sal rendelkeznek. Tegyiik fel, hogy minden szervernek van egy 6raja, melyek szinkro-
nizalva vannak. A szerverek idGegységenként egy adatcsomagot kiildhetnek, és ha
egy adott idGegység soran tobb szerver is kiild csomagot, akkor iitkozés torténik, a
csomagok tonkremennek. A ,slotted ALOHA” protokoll szerint a szerverek barmikor
kiildhetnek csomagot. Ez azt jelenti, hogy egy adott idGegységben akkor torténik
sikeres adatatvitel, ha pontosan 1 szerver kivanja hasznalni a csatornat.

a. Tegyiik fel, hogy azon szerverek szama, melyek egy adott id6pontban hasznalni
kivanjak a csatornat, Poisson-eloszlast kovet A paraméterrel. Mekkora a csatorna
kihasznéltsdga a A\ paraméter fiiggvényében, tehat egy-egy idGegység soran
mekkora valosziniiséggel torténik sikeres adatatvitel? Derivalassal hatarozzuk
meg, hogy milyen )\ mellett lesz maximalis a csatorna kihasznéltsaga, és adjuk
meg a maximum értékét is.

b. Mit tegyiink, ha titkozés torténik? Az elsé Otlet az, hogy a szerverek varjanak
egy kis id6t, mondjuk 10 idGegységet, és probéalkozzanak Gjra. Vegyiik észre,
hogy ez ismét csak litkdzést okozna, hiszen minden szerver ugyanezt a szabalyt
kovetné. Egy lehetséges megoldas erre a probléméara a CSMA (carrier sense
multiple access), ami szerint a szerverek véletlen nagysagn ideig varakoznak.
Ez ugy valosithatd meg, hogy az iitkozés utan a szerverek egymastol fiiggetleniil
elkezdenek dobélni egy pénzérmét, mely p valészintiséggel ad fejet, és csak az
utan probalkoznak djra, hogy elészor fejet kapnak. Mennyi annak az esélye,
hogy egy szervernek 5 idGegységnél tobbet kell varnia? Mennyi a varakozasi
id6 varhato értéke? Ha két szerver iitkozott, akkor mennyi az esélye annak,
hogy azonos lesz a két varakozési idd, tehat ismét {itkézni fognak?
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6. Folytonos valészintiségi valtozdék

Hazi feladatok

6.1. A biztositotarsasagok valoszintségi valtozokkal modellezik azt, hogy mekkora a kar
nagysaga, ha bekovetkezik a kidresemény. Fgy specialis biztositas esetén a kar millio
forintban kifejezett nagysaga egy olyan folytonos valoszintiségi valtozo, melynek
stirtségfiiggvénye:

a/z®, x>1,

fg(x):{o r<l1.

a. Abrazoljuk a siriségfiiggvényt és adjuk meg az a paraméter értékét! Mi a
valoszintiségi valtozo értékkészlete?

b. Hatarozzuk meg a karnagysag varhato értékét és szorasat!

6.2. Véletlenszertien kivalasztunk egy egyedet egy allatpopuléaciobol. A korabbi kutata-
sok alapjan ismert, hogy ekkor a kivalasztott egyed testtomege egy olyan valdsziniiségi
valtozo, melynek stiriségfiiggvénye:

SJr, 1<x<4,
fe(w) = ¢ 1 .
0, egyébként.
a. Hatarozzuk meg a valtozé értékkészletét! Mennyi annak a valoszintisége, hogy
a kivalasztott egyed tomege legfeljebb 27 Mennyi annak az esélye, hogy az

egyed tomege legalabb 37 Mekkora valészintiséggel kapunk 2 egységnél kisebb
tomegd egyedet?

b. Irjuk fel a valtozo eloszlasfiiggvényét! Hatarozzuk meg a valtozé medianjat
illetve alsd és fels§ kvartilisét! Mi a jelentése ennek a harom értéknek a pop-
ulaciora nézve?

6.3. Roger Federer a vilag legsikeresebb teniszez&je. Amikor szerval, a labda sebessége
egy olyan valosziniiségi valtozo, mely egyenletes eloszlast kovet 48 és 60 m /s kozott.
(Tehat 173 és 216 km /h kozott.)

a. Federer szervainal mennyi a labda sebességének varhato értéke illetve szorésa?
A szervak mekkora hanyada gyorsabb, mint 50 m/s?

b. A teniszpalydk 24 méter hossztaak. Jellje n azt, hogy Federer adogatasainal
a labda mennyi id6 alatt teszi meg ezt az utat! Adjuk meg az n valésziniségi
valtozo értékkészletét! Mennyi annak az esélye, hogy az n kisebb, mint 0,48
maéasodperc? Fzek alapjan az n valtozd egyenletes eloszlést kovet?

c. Hatarozzuk meg az n valtozé varhato értékét és szorasat!

d. Trjuk fel az n valtozo eloszlasfiiggvényét illetve siiriiségfiiggvényét!
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6.4.

Egy internetes aruhazban az egymaést kévets vasarlasok kozott véletlen hosszasagiu
id6 telik el, és ez az id6 exponencialis eloszlast kdvet. Azt is tudjuk, hogy a vasarla-
sok atlagosan 2 percenként kovetik egymast. A webarahazban éppen most vasarolt
valaki, és arra vagyunk kivancsiak, hogy mikor érkezik be a kévetkezs rendelés. Men-
nyi annak a valoszintisége, hogy a kovetkez6 rendelés 1 percen beliil megérkezik?
Mennyi annak az esélye, hogy a kovetkez$ rendelésre legalabb 1, de legfeljebb 2
percet kell varni? Tegyiik fel, hogy méar 1 6rdja varunk a kovetkezs rendelésre!
Mennyi az esélye, hogy ezek utdn a rendelés 1 percen beliil meg fog majd érkezni?

Tovabbi gyakorlé feladatok

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Egy £ folytonos valdszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

VT, 0<x<1,
fe(z) =472 .
0, egyébként.
Abrazoljuk a strtségfiiggvényt és adjuk meg a & valtozo értékkészletét! Mennyi a
P05 < ¢ < 1,5) és a P(§ > 0,5) valosziniiségek értéke? Adjuk meg a & valtozd
varhato értékét és szorasat is!

Egy ¢ folytonos valtozo stirtségfiiggvénye fe(z) = 1/(xln2), ha 1 < x < 2, és
fe(x) = 0 minden més x esetén. Abrazoljuk a stirtiségfiiggvényt és adjuk meg a &
valtozo értékkészletét! Mennyi a P(0,5 < £ < 1,5) és a P(§ < 1,5) valoszintiségek
értéke? Adjuk meg a & véaltozd varhato értékét és szorasat is!

Jelolje a & egy befektetési alap értéknovekedését az elkdvetkezends egy évben. Egy
elemzés szerint a £ valtozo az alabbi striségfiiggvénnyel irhato le, az értékek millio
dollarban értenddek:

foa) — {008 Far —lsasd,
T) =
¢ 0, kiilénben.

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét és adjuk meg az értékkészletet! Irjuk fel és
abrazoljuk a valtozo eloszlasfiiggvényét is! Ennek segtségével adjuk meg a & valtozo
1%-0s kvantilisét!

Amikor telefonalok, a beszélgetéseim percekben kifejezett hosszisaga egy £ valdszi-
niiségi valtozo, melynek strdségfiiggvénye fe(z) = a/2? hal <z <5, és fe(x) =0
egyébként. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét és a £ valtozd értékkészletét!
Irjuk fel és abrazoljuk az Adjuk meg a telefonhivasaim hosszanak medianjat.

A TESCO-ban a narancsot a mingségtdl fiiggéen valtozo aron aruljak. Feltehetd,
hogy az ar egyenletes eloszlast kévet 300 és 500 forint kozdtt.
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a. Jelolje ¢ a narancs arat egy véletlenszertien valasztott napon. Irjuk fel és abra-
zoljuk a ¢ stirtiségfiiggvényét. Atlagosan mennyibe keriil a narancs a TESCO-
ban? Mennyi az ar széordsa? Mennyi annak az esélye, hogy a kilonkénti ar 375
forint alatt marad?

b. Jelolje n azt, hogy 1500 forintb6l hany kilé narancsot tudok vasarolni. Fejezziik
ki az n valoszintiségi valtozot a & segitségével. Mennyi annak az esélye, hogy a
pénzem elég 4 kil6 narancsra? Mennyi az n varhato értéke, és mit fejez ki ez a
varhato érték? Teljesiil az az egyenlGség, hogy F(n) = 1500/ E(§)?

c. Hatarozzuk meg az n valtozo eloszlasfiiggvényét illetve stirtiségfiiggvényét! Sza-
moljuk ki az 7 valtozo varhato értékét kozvetleniil a strdségfliggvénybdl is! Azt
az eredményt kapjuk, amit az el6z6 pontban?

6.10. Egy adott tipusi izz6 élettartama exponencidlis eloszlast kovet ismeretlen \ paramé-

6.11.

terrel. A tapasztalatok szerint az izzok 10%-a megy tonkre 500 6ra hasznalat soréan.
Irjuk fel az élettartam eloszlasfiiggvényét és stirtisegfiiggvényét. Mekkora az izzok
atlagos élettartama? Az izzok mekkora hanyada éri el az 1000 o6ras élettartamot?
Mennyi annak a valészintisége, hogy egy izz6 élettartama 500 és 1000 ora kozé esik?
Feltéve, hogy egy izz6 mar 10.000 6rdja miikodik, mennyi az esélye, hogy még 1000
oran keresztiil vilagitani fog?

A rédioaktiv anyagok atomjainak élettartama exponencialis eloszlast kovet. A 60-as
tomegszami kobalt izotop felezési ideje 5,27 év, tehat ennyi id§ alatt bomlik le a
részecskék fele.

a. Irjuk fel a ©°Co atomok élettartamanak eloszlasfiiggvényét és siirtiségfiiggvényét.
Mennyi az élettartam varhato értéke? A részecskék mekkora hanyada bomlik
le 52,7 év alatt? A részecskék mekkora hanyada éri el az 52,7 éves  kort” és
bomlik le utana 5,27 éven beliil?

b. Feltéve, hogy egy részecske nem bomlott le 52,7 év alatt mennyi annak az esé-
lye, hogy a kovetkezG 5,27 év folyaman sem bomlik le? Mi lehet az elméleti oka
annak, hogy a radioaktiv atomok élettartama exponenciélis eloszlast kovet?
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7. A normalis eloszlas és a centralis hatareloszlas-tétel

Hazi feladatok

7.1. Az alabbi abran ¢ a standard normalis eloszlés stirtiségfiiggvénye. Hatédrozzuk meg,
hogy az fi, fa, f3, fa stirtiségfiiggvények koziil melyik tartozik az alabbi pu varhato
értékkel és o szorassal definidlt normaélis eloszlasokhoz. Adjuk meg a kimaradt
strtségfiiggvényhez tartozo varhato értéket és szorast is.

a. pu=2,0=05

b. u=20=1

c. u=0,0=2

7.2. Legyen £ egy véletlenszertien kivalasztott felnGtt ember szisztolés vérnyomaésa higany-
milliméterben (mmHg) kifejezve. A statisztikai adatok alapjan & egy-egy foldrajzi
teriileten lognormalis eloszlast kovet, ami azt jelenti, hogy az In ¢ valoszintségi val-
toz6 normalis eloszlasu. A paraméterek orszagonként valtozoak, példaul az Egyesiilt
Allamokban az In € valtozo varhato értéke és szorasa p = 4,78 illetve o = 0,16. (For-
ras: National Health and Nutrition Examination Survey, 2006.)

a. Az orvosi szakirodalom a 140 mmHg feletti vérnyomast tekinti korosan mag-
asnak. Fz az amerikai feln6tt népesség mekkora hanyadat érinti?

b. Az emberek mekkora hanyadanak esik a vérnyomaésa az egészségesnek tekintett
tartomanyba, tehat 90 és 130 mmHg kozé?

c. Adjunk meg egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy a feln&tt népesség
95 szazalékanak a szisztolés vérnyomasa ide esik.

7.3. A valoszintiségszamitas kurzust ebben a félévben koriilbeliil 280 hallgato vette fel, és
a korabbi tapasztalatok alapjan az egyes hallgatok 65% eséllyel teljesitik a kurzust.
Varhatoan hanyan fognak majd megbukni? Mennyi a bukott hallgatok szamanak a
szorasa? Mennyi a valosziniisége, hogy ebben a félévben legalabb 90, de legfeljebb
106 bukas lesz? Milyen ¢ értékre teljesiil, hogy 0,9 eséllyel legfeljebb ¢ hallgato bukik
meg?

7.4. Egy Coca-Cola automatdban 50 doboz jéghideg iidit6 taldlhato. Egy forr6 nyari
napon az emberek atlagosan 5 percenként vasarolnak egy doboz iidit6t, a vasarlasok
kozott eltelt id6 szorasa 3 perc. Varhatéan mennyi idé alatt fogy el az idité az auto-
matabol? Mennyi ennek az idének a szoérdsa? Mennyi a valoszintisége, hogy ez az
id6 220 és 270 perc kozé esik? Adjunk meg egy olyan ¢ értéket, melyre teljestil, hogy
az automata 99% eséllyel kifogy ennyi id6 alatt.
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Tovabbi gyakorlé feladatok

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Egy tejgyarban az 1 literes dobozos tej csomagolasat egy automata téltéberendezés
végzi. A dobozokba toltott mennyiség egy normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo,
melynek varhaté értéke a névleges tartalom és szérdsa 10 ml. Ha véletlenszeriien
kivalasztunk egy dobozt, akkor mennyi annak az esélye, hogy a doboz tartalma
legfeljebb 2%-kal tér el a névleges tartalomtol? Adjunk meg egy olyan intervallumot,
melyre teljesiil, hogy a tejesdobozok 99%-ka ebbe az intervallumba esik. Mennyi
legyen a toltGberendezés szorasa, ha azt szeretnénk, hogy a dobozoknak csupan
10%-a tartalmazzon 990 ml-nél kevesebb tejet?

a. Az IQ teszteket ugy allitjak 6ssze, hogy az eredmény a felnétt populacion beliil
normalis eloszlast kdvessen 100 pont varhato értékkel és 15 pont szorassal. A
felnGtt népesség mekkora hanyadanak esik az 1Q) pontszama 90 és 120 kézé? A
Mensa egy nemzetkozi egyesiilet, ahol a belépés feltétele a legalabb 131 pontos
IQ. A népesség hany szazaléka felel meg ennek a kovetelménynek? Adjunk meg
egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy az emberek 95 szazalékanak ebbe
az intervallumba esik az I1QQ pontszama.

b. Az ujsagokban megjelend 1Q) tesztek gyakran szandékosan torzitottak azért,
hogy az olvasok szamara kedvezé pontszamok jojjenek ki. Hany pont legyen a
teszt varhato értéke, ha az a cél, hogy az emberek 40 szazaléka elérje a Mensa
belépési feltételét? (A szoras tovabbra is 15 pont.)

Biologusok azt vizsgaltak, hogy a szavannan él6 majmok reggelente milyen elosz-
las szerint ébrednek fel, és masznak le a farol. A megfigyelések alapjan azt talaltak,
hogy az ébredési id§ egy olyan valoszintiségi valtozo, mely normaélis eloszlast kovet
0,75 6ra szorassal, tovabba a majmok 9 szazaléka kel fel reggel 5 6ra el6tt. Atlagosan
mikor ébrednek a majmok? Mekkora hanyaduk kel fel 6 6ra 30 perc utan? Adjunk
meg egy olyan idGintervallumot, melyre teljesiil, hogy a majmok 90 szazaléka ebben
az iddintervallumban maszik le a farol. (Valos kutatas alapjan.)

Magyarorszagon az emberek 85 szizaléka gyermekkordban atesik a baranyhimlén.
Megkérdeziink 1000 felnGttet, hogy atesett-e gyermekkoraban ezen a betegségen.
Varhatéan hanyan fognak majd igent mondani? Mennyi annak az esélye, hogy a
megkérdezettek koziil legalabb 840, de legfeljebb 860 ember esett 4t a baranyhimlén.
Mekkora a val6szintisége annak, hogy a valaszadok legalabb 88 szazaléka atesett a
betegségen? Adjunk meg egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy az igennel
valaszolok szama 99 szazalék eséllyel ebbe az intervallumba esik.

Adott két egyforma térfogat tartaly, kezdetben az egyik iires, a masikban valameny-
nyi gaz talalhato. A két tartélyt egy cs6 koti Ossze, melyen keresztiil a gdzmolekulak
szabadon vandorolhatnak a tartalyok kozott. ElendGen sok id§ elteltével feltehetd,
hogy a molekuldk egymastol fiiggetleniil 1/2-1/2 valoszintiséggel fognak majd elhe-
lyezkedni az egyes tartalyokban. Jelolje £ azt, hogy egy adott id6pillanatban hany
molekula talalhato a kezdetben {ires tartalyban.
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7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

a. Tegyiik fel, hogy a gazmolekulak szama 10°. Adjuk meg ¢ eloszlasat, varhato
értékét és szorasat. Kozelit6leg mennyi annak az esélye, hogy & értéke legfeljebb
fel szézalékkal fog majd eltérni a varhato értéktsl? A tartalyban a nyomés
egyenesen aranyos a molekulaszammal. A kapott eredmény hogyan magyarazza
a nyomaskiegyenlitédés jelenségét?

b. Adjuk meg a & valtozo varhato értékét és szordsat abban az esetben is, mikor
a tartaly 25-10%* gazmolekulat tartalmaz. (Légkori nyomason koriilbeliil ennyi
molekula taldlhato 1 m? levegében.) Kozelitleg mennyi annak az esélye, hogy
a & valtozo legfeljebb 1/1.000.000.000 szazalékkal tér el a varhato értéktdl?

Feldobunk 500 szabalyos dobokockat.

a. Mennyi a kapott hatosok szimanak a varhato értéke és szordsa? Mennyi annak
a valoszintsége, hogy legalabb 100 hatos kapunk? Adjunk meg egy olyan inter-
vallumot, melyre teljesiil, hogy a hatosok szama 95% széazalék valoszintiséggel
ebbe az intervallumba esik.

b. Mennyi a dobott értékek osszegének a varhato értéke és szorasa?” Mennyi annak
az esélye, hogy a dobott szdmok Gsszege 1650 és 1850 kozé esik? Adjunk meg
egy olyan intervallumot, melyre teljesiil, hogy a dobott szamok 6sszege legalabb
99% valoszintiséggel ebbe az intervallumba esik.

Egy biztositotarsasagnal egy adott tipusi biztositas esetében a karérték egyenletes
eloszlast kovet 200 és 400 ezer forint kozott. Egy adott honapban 100 egymastol
fiiggetlen karbejelentés érkezik. Mennyi az 6ssz karérték varhato értéke és szorasa?
Az 6ssz karérték mekkora valoszintséggel esik 29 és 31 millio forint kézé? Adjunk
meg egy olyan intervallumot, amely kozelitSleg 95% valoszintiséggel tartalmazza a
teljes karértéket.

A repiil6gépeknél az iizemanyag-fogyasztas szempontjaboél fontos tényezd az utasok
és a poggyasz tomege. A statisztikai adatok szerint egy-egy utasnak és a szemé-
lyes poggyaszanak az egyiittes tomege egy olyan valoszintiségi valtozo, melynek a
varhato értéke 100 kg, szorasa pedig 25 kg. (A kiilonb6z6 utasok tomege fliggetlen
egymastol.) Tegyiik fel, hogy egy repiilégépre 120 utas szall fel. Mennyi az utasok és
a poggyasz teljes tomegének a varhato értéke és szérasa? Meg tudjuk mondani, pon-
tosan mennyi annak az esélye, hogy ez a témeg 12,8 tonna alatt marad? Es kozelits
valoszintiséget tudunk mondani? KozelitGleg mi a valosziniisége annak, hogy a teljes
tomeg 11.500 kg és 12.500 kg kozé esik? Adjunk meg egy olyan intervallumot, mely
99% valoszintiséggel tartalmazza az utasok és a poggyasz teljes tomegét.

A magyar egyetemistak testtomegének az atlaga 80 kg, a szorasa 15 kg. A Karolyi
Kollégiumban beszall a liftbe 8 ember, akikrél feltehets, hogy egymastol fiiggetlen a
tomegiik. Hatdrozzuk meg a 8 egyetemista egyiittes testtomegének varhato értékét
és szorasat. Ennyi informécioé birtokdban meg tudjuk azt mondani, hogy a 8 ember
Ossztomege mekkora eséllyel éri el a 800 kg-ot, ami a lift maximalis teherbirasa?
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7.14. Szeretnénk megmérni egy fizikai mennyiséget, melynek az értéke egy ismeretlen,
de deteminisztikus a szam. Sajnos a mérési hibak miatt egy-egy mérés soran nem
kozvetleniil az a értéket kapjuk meg eredményiil, hanem csak egy ¢ valdsziniiségi
valtozot. Eppen ezért tobb mérést végziink el, és az a értékre az a, = (&4 - -+&,)/n

becslést adjuk, ahol n a mérések szama, &1, . . ., &, pedig ez egyes mérések eredménye.
(A &, ..., &, valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlastuak, tovabba feltehetd, hogy a

centralis hatareloszlas-tétel mar n > 10 esetén is alkalmazhato.) Ennyi informécio
alapjan tudunk barmit is mondani az a szdmro6l? Sajnos nem, hiszen semmit sem
tudunk a & valtozo eloszlaséarol.

Tesztméréseket végziink el, melyek soran olyan mennyiségeket mériink meg, melyek-
nek ismerjiik a pontos nagysagat. Tegyiik fel, kideriil, hogy a mérés torzitatlan, ami
azt jelenti, hogy a & valtozé varhaté értéke azonos a megmérni kivint mennyiség
nagysagaval. Emellett az is kideriil, hogy D(&) = 10.

a. Adjuk meg a,, virhat6 értékét és szorasat az a és az n paraméter fliggvényében.
A kapott értékek tiikrében jo otlet az a, atlaggal becsiilni az a mennyiséget?

b. Adjunk meg egy olyan intervallumot az a és az n paraméter fiiggvényében,
mely 99% eséllyel tartalmazza az a, atlagos értéket. Hany mérést végezziink
el, ha az a célunk, hogy az a értéket 99% megbizhatosaggal és 5 pontossaggal
megkapjuk, tehat P(|la — a,| < 5) > 99% teljesiiljon?

c. Milyen szorassal kell mérniink ahhoz, hogy a b. pontban elGirt megbizhatosag
és pontossag n = 10 mérés esetén is teljesiiljon: P(|la — a0 < 5) > 99%.
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8. Egyiittes eloszlas és korrelaciés egyiitthaté

Ezt a témakort csak azon csoportokban kérjiik szamon, ahol ténylegesen jutott idé ilyen
feladatokat venni.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

Feldobok egy szabalyos dobokdckat, és legyen & a dobott érték kettGvel, n pedig a
dobott érték harommal vett maradéka. Adjuk meg a két valtozo egyiittes eloszlasét
és korrelacios egyiitthatojat. Fiiggetlen egyméastol a £ és az n valtozo6?

Adott két szabélyos pénzérme, melyek egyik oldalara 1-es szamot, a méasik oldalara
0-t frunk. Feldobva az érméket jeldlje & a kapott szamok Osszegét, n pedig a kapott
szamok szorzatat. Hatarozzuk meg a két valtozo egyiittes eloszlésat és a korrelacios
egyiitthatot.

Egy vallalat egy honapra es6 profitja a havi teljes bevétel és a havi teljes kiadéas
kiilonbségeként all els, ahol a bevétel és a kiadas is valoszintiségi valtozo. A bevétel
varhato értéke 120 milli6 forint 30 milli6 forint szérassal, mig a kiadas varhato értéke
80 milli6 forint 20 milli6 forint szorassal. Hatarozzuk meg az egy honapra juté profit
varhato értékét és szorésat akkor, ha a bevétel és a kiadas fiiggetlen, illetve akkor,
ha a kozdttiik 1évE korrelacios egyiitthato 0,8. A korrelacio fiiggvényében irjuk fel
formulaval és abrazoljuk grafikonon a profit varhato értékét és varianciajat.

A megtakaritott pénziinket értékpapirba fektetjiik, 20 darabot vasérolunk az A val-
lalat és 10 darabot a B vallalat részvényeib6l. Egy év mulva a két vallalat részvényei
varhato értékben 700 illetve 1500 dollart fognak majd érni, az arfolyamok szorasa
pedig 20 illetve 80 dollar.

a. Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama fiiggetlen egymastol. Varhatéan meny-
nyit fog majd érni a portfélionk egy év milva? Mennyi a portfolié értékének
a szorasa?

b. Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama nem fiiggetlen egyméstol. Az ar-
folyamok kozotti korrelacios egyiitthato fliggvényében irjuk fel formulaval és
abrazoljuk a portfolié értékének varhato értékét és varianciajat.

c. Milyen kapcsolat van a korrelacios egyiitthato és a befektetés kockazata kozott?
Ha én egy kockéazatkeriil befektets vagyok, akkor pozitiv vagy negativ kor-
relacioju értékpapirokbol allitsak Gssze portfoliot?

A Tisza és a Maros vizhozama egy szamunkra ismeretlen eloszlast kdvet. Azt tudjuk,
hogy kozvetleniil Maros torkolata elétt a Tisza vizhozamanak varhato értéke 660
m?® /s, szorasa 160 m® /s, mig a Maros vizhozaméanak varhato értéke 200 m? /s, szorasa
50 m? /s.

a. Tegyiik fel, hogy a két foly6 vizhozama fiiggetlen egyméastol. Adjuk meg a Tisza
Belvarosi hidnal mért vizhozamanak varhato értékét és szorasat.
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b. Tegyiik fel, hogy a két vizhozam nem fiiggetlen egymastol. A vizhozamok
kozotti korrelacios egyiitthato fliggvényében irjuk fel formulaval és abrazoljuk
a Belvarosi hidnal mért vizhozam varhato értékét és variancidjat.

c. A valésagban fiiggetlen egymastol a két vizhozam? Ha nem, akkor pozitiv vagy
negativ elGjeld a korrelacios egyiitthato értéke? Az arvizi védekezés szempont-
jabol melyik lenne jobb, a pozitiv vagy a negativ korrelacio?
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9. Alapstatisztikak, konfidencia intervallumok, paraméterbecslések

9.1. Egy £ valoszintiségi valtozo értékeit megfigyelve a kovetkezs statisztikai mintat
kapjuk: 6,5, 7,3, 5,4, 6,5, 2,1.

a. Abrazoljuk a minta empirikus eloszlasfiiggvényét, valamint szamoljuk ki a
kovetkezd statisztikdkat: empirikus varhato érték, korrigalatlan/korrigalt em-
pirikus variancia és empirikus szoras, median.

b. Tegyiik fel, hogy a £ hattérvaltozé normalis eloszlast kovet 2 szorassal. Adjunk
95% megbizhatosagi szintti konfidencia intervallumot a & varhato értékére.

c. Oldjuk meg az el6z6 feladatrészt azzal a modositassal, hogy a valtozo szorasat
a mintabol becsiiljiik. Adjunk meg egy 95% meghizhatosagi szinti konfidencia
intervallumot a & szorasara is.

9.2. Bejelentés érkezik a fogyasztovédelemhez, hogy az egyik tejgyar 1 literes kiszerelésti
dobozos teje a névleges tartalomnal kevesebbet tartalmaz. Tudni kell, hogy a t6lt6be-
rendezések véletlen nagysdga hibaval dolgoznak, igy ténylegesen egyik dobozban
sincs pontosan 1 liter tej. Feltehetd, hogy a dobozokba t6ltétt mennyiség egy &
normaélis eloszlasu valoszintségi valtozo, melynek 1 liter a varhato értéke, ha a gép
jol van beallitva. A fogyasztovédelem emberei beszereznek hat doboz tejet, és azt
talaljak, hogy ezek 975, 980, 985, 995, 1000, 1010 ml tejet tartalmaznak. (A dobo-
zokban talalhato tej mennyisége fiiggetlen egymastol.)

a. Abrazoljuk a minta empirikus eloszlasfiiggvényét, valamint szamoljuk ki a
kovetkez6 statisztikdkat: empirikus varhato érték, korrigalatlan/korrigalt em-
pirikus variancia és empirikus szorés, median.

b. Tegyiik fel, hogy a £ hattérvaltozd normalis eloszlast kovet 10 ml szorassal. Ad-
junk 90% megbizhatosagi szintii konfidencia intervallumot a & varhato értékére.

c. Oldjuk meg az el6z6 feladatrészt azzal a modositassal, hogy a valtozé szorasat
a mintabol becsiiljiik. Adjunk meg egy 90% megbizhatosagi szint konfidencia
intervallumot a & szordsara is.

9.3. Egy almaskertben a fikat egy betegség tamadja meg. A kertben tiz iiltetvény talél-
hato, melyekben rendre 0, 3, 0, 1, 0, 0, 2, 1, 1 és 2 beteg fat talaltak. Feltehetd, hogy
a beteg fak szdma az egyes iiltetvényekben fiiggetlen egymastol és Poisson-eloszlast
kovet. Adjunk becslést a Poisson-eloszlas A paraméterése a maximum likelihood
illetve a momentum modszer segitségével.

9.4. Egy adott tipust izz6 egy-egy felkapcsolas soran rendre p € (0, 1) valoszintiséggel ég
ki. A gyarban n izz6t tesztelve azt tapasztaljak, hogy ezek x4, ..., x, felkapcsolas
utén égtek ki. Adjunk becslést a p értékre a maximum likelihood illetve a momentum
modszer segitségével.
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9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

Adott egy véletlen kisérlet, és egy ehhez kapcsolodd A esemény. Becslést szeretnénk
adni az esemény ismeretlen p = P(A) valoszintiségére. Ennek érdekében n alka-
lommal megismételjiik a kisérletet, és jelolje k,(A) az A esemény bekovetkezési
gyakorisagat, tehat azt, hogy az esemény hanyszor kovetkezett be az n darab végre-
hajtas soran. Ekkor &, (A) egy 1 elemszamu minta az n és p paraméteres binomialis
eloszlasu valoszintségi valtozora. Adjunk becslést a p paraméterre a maximum like-
lihood és a momentum modszerrel. (Az n paraméter ismert, ezt nem kell becsiilni.)

A balnaallomény becslésére a kovetkez6 modszert szoktak alkalmazni. Néhany napon
at kb. 30 ¢cm hossza fémhengereket 16nek be a balnak zsirparnajaba, kozvetleniil a
bér ala. Feljegyzik, hogy hany béalnat jeldlnek meg (M), majd felszolitottak a bal-
navadaszokat, hogy adjak meg, hany balnat fogtak ki 6sszesen (n), és ezek koziil
hany volt megjelolve (k). Ezen mennyiségek ismeretében a momentumok modszerét
alkalmazva adjunk becslést a balndk N szamara.

a. Mutassuk meg, hogy az alabbi f fiiggvény strtségfiiggvény tetszéleges a > —1
esetén. Hatérozzuk meg a stiriségfiiggvényhez tartozé varhato értéket is.

0, kiilonben.

f(x):{(a—kl)xa, 0<zx<l1,

b. A kovetkez6 minta az f siriiségfiiggvény altal definialt eloszlasbol szarmazik:
0,1, 0,4, 0,6, 0,8, 0,9. Adjunk becslést az a paraméter értékére a maximum
likelihood illetve a momentum modszer alkalmazéséaval.

Egy adatszerverre a lekérdezések exponencialis id6kozonként érkeznek ismeretlen
A > 0 paraméterrel. Hat véletlenszertien kivalasztott id6koz hossztusaga 1,94, 0,33,
2,51, 5,27, 1,73 és 0,61 perc. Adjunk becslést a paraméterre a maximum likelihood
illetve a momentum modszer alkalmazésaval.

a. Mutassuk meg, hogy az alabbi fliggvény siirtiségfiiggvény minden o > 0 esetén.

2az(1 — 222t 0<zx <1,
flaoy = {20 Z )T 0 <
0, kiilonben.

b. Egy z1,...,x, statisztikai minta alapjan adjunk maximum likelihood becslést
az « paraméter értékére.

c. Erdemes ebben az esetben a momentumok moédszerével probalkozni?
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10.

10.1.

10.2.

10.3.

A varhato érték és a szoras tesztelése

Tekintsiik a 9.1. feladatban megadott adatsort, ami egy & normalis eloszlast hat-
térvaltozotol szarmazo minta.

a. Tegyiik fel, hogy a £ valtozd szorasa ismert, és D(§) = 2. Teszteljiik 5%-os
szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy a & valtozd elméleti varhato
értéke 8.

b. Oldjuk meg az a. feladatrészt azzal a modositassal is, hogy a & valtozo szorasat
nem ismerjiik.

Tekintsiik a 9.2. feladatban megadott adatsort, és tegyiik fel, hogy a & valtozo
normalis eloszlast kovet.

a. Tegyiik fel, hogy a & valtozo szorasa ismert, és D(§) = 10 ml. Teszteljiik 10%-
os szignifikancia szinten az a nullhipotézist, hogy a toltGberendezés jol van
beallitva, tehat a & valtozo varhato értéke 1000 ml.

b. Oldjuk meg az a. feladatrészt azzal a modositassal is, hogy a & valtozo szorasat
nem ismerjiik.

Régészek radiokarbonos kormeghatarozassal szeretnék meghatarozni egy lelGhely
korat. Ismert, hogy a radiokarbonos modszert az egyazon dsatason talalt kiilonbozé
leleteken alkalmazva nem pontosan ugyanazt a kort fogjuk megkapni minden lelet
esetében, hanem a kapott korok (kozelitéleg) normaélis eloszlast kovetnek, melynek
elméleti varhato értéke a lelGhely igazi kora.

a. A radiokarbonos modszert hét leleten alkalmazva a kévetkez6 korokat kapjuk:
1180, 1220, 1230, 1250, 1270, 1290 és 1340 év. Adjunk becslést a lelshely korara,
valamint frjunk fel egy 95% megbizhatosagi szint konfidencia intervallumot
erre a korra. Teszteljiik 5%-os szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy
a lel6hely kora 1220 év.

b. Egy masik, kozeli dsatasrol 6 leletet vetnek aléd kormeghatarozasnak. A mintaat-
lag 1100 évnek, a korrigalt empirikus szoras 50 évnek adodik. (Feltehetd, hogy
a két lel6helyrsl szirmazd mintak esetében azonos a radiokarbonos médszer-
rel kapott korok elméleti szorasa.) Teszteljiik 10%-os szignifikancia szinten azt
a nullhipotézist, hogy a két lelGhely egyidds, tehat azonos az elméleti varhato
érték. Adjunk meg egy 90% megbizhatosagi szint konfidencia intervallumot
a lelGhelyek kora kozotti kiilonbségre.

c. Ellenérizziik le a b. feladatrész feltevését, teszteljiik le 10%-os szignifikancia
szinten azt a nullhipotézist, hogy a két lel6helyen azonos az elméleti szoras.

10.4. A ’80-as években egy klinikai kisérlet keretei kozott azt vizsgaltak, hogy a nagy-

dozisu kalciumbevitelnek van-e vérnyomascsokkents hatasa. A kisérlet idGtartama
alatt 10 alany kalciumtablettakat szedett, mig 11 masik ember, a kontroll csoport,
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10.5.

placebot kapott. A 12 hetes kisérlet végén a kisérleti alanyok vérnyomésa 100, 114,
105, 112, 115, 116, 106, 102, 125 és 104 Hgmm volt, mig a kontroll csoportban
mért vérnyomasértékek 124, 97, 113, 105, 95, 119, 114, 114, 121, 118 és 133 Hgmm
voltak. Feltehetd, hogy a vérnyomaéasértékek mindkét csoportban normaélis eloszlast
kovetnek.

a. Tegyiik fel, hogy a kiséreti és a kontroll csoportban azonos a vérnyomésértékek
elméleti szorasa. Teszteljiik le 5%-os szignifikancia szinten azt a nullhipotézist,
hogy a két csoportban azonos a vérnyomésértékek elméleti varhato értéke.
Erdemes bevezetni a gyogyészatban a nagydézisa kilciumkezelést, mint a ma-
gas vérnyomas ellenszerét?

b. Teszteljiik le azt a feltevést, hogy a két csoportban azonos a vérnyoméasértékek
elméleti szorasa.

Ismert, hogy a kakukkok mas madarak fészkeibe rakjak a tojasukat. 1940-ben Edgar
Chance angol ornitologus azt vizsgalta, hogy a kakukktojasok mérete fiigg-e attol,
hogy a kakukk milyen fajtdju madar fészkébe csempészi bele a tojasat. Megmért 16
illetve 15 kakukktojast, melyeket vorosbegyek illetve 6korszemek fészkében talalt. A
vorosbegyfészkekben talalt tojasok atlagos hossziisdga 22,4 mm volt, mig ugyanez
az érték az okorszemfészkekben taldl tojasoknal 21,2 mm volt. A korridlt empirikus
szoréas a két minta esetében 0,94 mm illetve 0,68 mm volt. Feltehetd, hogy a kakukk-
tojasok hossza mindkét fészekben normalis eloszlast kovet.

a. Tegyiik fel, hogy a két fészektipus esetében azonos a kakukktojasok hossza-
nak az elméleti szorasa. Teszteljitk le 10%-os szignifikancia szinten azt a null-
hipotézist, hogy a kakukktojasok hosszanak az elméleti varhato értéke azonos
a vorosbegyek és az okorszemek esetében. Adjunk 90% megbizhatosagi szinti
konfidencia intervallumot a varhaté értékek kiilonbségére.

b. Teszteljiikk le az a. pontban alkalmazott feltevésiinket is, tehat azt, hogy a
két fészektipus esetében megegyezik a kakukktojasok hosszdnak a szoérasa. A
szignifikancia szint legyen 10%.

30



11.

11.1.

A Y?-préba és a linearis regresszio

a.

Feldobunk egy nem feltétleniil szabalyos dobokockat 100 alkalommal. A dobéa-
sok soran 15 egyest, 15 kettest, 15 harmast, 15 négyest, 20 6tost és 20 hatost
kaptunk. Mi most a statisztikai minta, és mekkora az elemszama? A minta
alapjan adjunk pontbecslést az egyes értékek dobasanak a valoszintiségére.
Teszteljiik 5%-os szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy a dobokocka
szabdlyos, tehat minden értéknek 1/6 az esélye. Teszteljiik kiilon azt a nullhipo-
tézist is, hogy hatosdobas valoszintisége 1/6.

. Ugyanezt a dobokockat most 1000 alkalommal dobjuk fel, melybél 150 egyest,

150 kettest, 150 harmast, 150 négyest, 200 6tost és 200 hatost kapunk. Oldjuk
meg az a. feladatrészt ezzel a modositéassal.

11.2. Egy novény haromfajta szinben fordul els, van piros, rozsaszin és fehér valtozata.
Genetikusok azt sejtik, hogy a szin intermedier médon 6roklgdik. Ellendrzésképpen
rozsaszin novényeket hazasitanak 0ssze egymassal, és megvizsgaljak, hogy az utod-
novények milyen szintiek. Intermedier 6roklgdés esetén egy-egy utédndvény 0,25, 0,5
illetve 0,25 valoszintiséggel lesz piros, rozsaszin illetve fehér. A kikelt utodnovények
koziil 30 lett piros, 50 rozsaszin és 40 fehér.

11.3.

a.

b.

Hany elemt most a minta? Milyen becslést adhatunk annak a valoszintiségére,
hogy két rozsaszin névényt Gsszehdzasitva egy utod rozsaszind lesz?

Teszteljiik 10 szazalékos szignifikancia szinten azt a nullhipotézist, hogy a szin
intermedier modon 6roklodik.

Az alabbi két tablazat azt tartalmazza, hogy egy fGiskolan a hallgatok koziil a
tanulmanyaik mellett hanyan dolgoznak rész- vagy teljes munkaidében. Az elsé
tablazat életkor szerinti bontdsban mutatja a hallgatokat, a masodik a 20-24 éves
korosztalyt részletezi ki nemek szerint is bontva.

Korcsoport | Rész-  Teljes | Ossz.

15-19 355 33 388 Nem Rész-  Teljes | Ossz.
20-24 571 122 693 Ferfi 272 59 331

25-34 183 186 369 N6 299 63 362

35- 90 198 288 Osszes | 571 122 693

Osszes 1199 539 | 1738

Mekkora a teljes minta elemszama? A hallgaték mekkora hanyada dolgozik
részmunkaidében; mekkora hanyaduk 35 év feletti; illetve mekkora hanyaduk
dolgozik részmunkaidében ES 35 év feletti. Ezek alapjan fiiggetlennek ttinik a
hallgatok életkoratol az, hogy napi hany oraban dolgoznak? Teszteljiik 1%-os
szignifikancia szinten a két tényezs fliggetlenségét.

Mekkora a minta elemszama a masodik tablazatban? A 20-24 éves korcsoport-
ban teszteljiik le azt a nullhipotézist, hogy a hallgatok neme nem befolyasolja
azt, hogy napi hany oraban vallalnak munkat. A szignifikancia szint 1%.
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11.4.

11.5.

11.6.

Az embereket a tudosék négy vércsoportba soroljak annak megfelelGen, hogy a
vériikben megtalalhato-e az A illetve a B tipusu antigén. Az A vércsoport esetében
jelen van az A tipusi, de nincs jelen a B tipusi antigén. A B vércsoportnal ez éppen
forditva van. Az AB vércsoportnal mindkét antigén jelen van, a 0 vércsoportnél
egyik sem. Egy magyar vizsgéalat sordn 1000 embert6l vesznek vért, és azt talaljak,
hogy 32% a 0, 44% az A, 16% a B, végiil pedig 8% az AB vércsoportba esik.

Az el6z6 feladathoz hasonléan készitsiink egy olyan tablazatot, mely Osszefoglalja,
hogy a megvizsgalt alanyok koziil hdnynak a vérében volt jelen illetve nem volt jelen
az A illetve a B tipust antigén. Ennek segitségével teszteljiik le 5%-os szignifikancia
szinten azt a nullhipotézist, hogy a magyar emberek vérében az A illetve a B tipust
antigén jelenléte fiiggetlen egymastol.

1960-ban az Egyesiilt Allamokban egy orvosi kutatas keretei kozott felmérték, hogy
az egyes tagallamokban milyenek a dohanyzasi szokasok, illetve mekkora a kiilonféle
raktipusok gyakorisaga. Az aldbbi tablazat hat tagallam adatait tartalmazza. A
cigeretta oszloban az taladlhat6 meg, hogy egy év alatt a lakosok atlagosan hany
szall cigerettat szivtak el. A tiid6rak és a leukémia oszlop azt mutatja, hogy mennyi
volt a halalesetek szama ebbdl a két betegségbdl kifolyolag 100 ezer f6re vetitve.

Tagallam Cigeretta | Tiidérak | Leukémia
Florida 2827 23,57 6,07
Kalifornia 2860 22,07 7,06
Michigan 2496 22,72 6,91
New York 2914 25,02 7,23
Texas 2257 20,74 7,02
Washington 2117 20,34 7,48

a. Mekkora a minta elemszama? Hatarozzuk meg a cigeretta és a tiidérak valtozo
empirikus korrelacios egyiitthatojat. Teszteljiik le 5%-os szignifikancia szinten
azt a nullhipotézist, hogy a ttidérakos haldlesetek szama filiggetlen az egy fére
juto cigerettafogyasztastol. Ezek alapjan tapasztalhato kapcsolat a dohanyzasi
szokasok és a tiidérak kialakulasa kozott? Ha igen, akkor ez a kapcsolat milyen
iranya? Végezziink linearis regressziot a cigeretta és a tiidérak valtozon.

b. 5%-os szignifikancia szint mellett van statisztikailag kimutathaté kapcsolat a
dohanyzasi szokasok és a leukémiés halalesetek széma kozott?

Fizikusok egy kisérlet keretei kozott azt vizsgaltdk, hogy kiillonb6z6 hGmérsékleteken
mennyi a szilard hidrogén-bromid hékapacitasa. Az eredményket az alabbi tablazat
tartalmazza. (Forras: Giaugue and Wiebe: The Heat Capacity of Hydrogen Bromide
from 15K to its Boiling Point and its Heat of Vaporization, American Chemist, 1928,
Vol. 50, 2193-2203.)

Homérseklet (K) | 119 | 130 | 139 | 153 | 173 | 182
Hékapacitas (cal/mol/K) | 10,79 | 10,96 | 11,08 | 11,25 | 11,91 | 12,32
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Mi a minta elemszama? Adjuk meg a hdmérséklet és a hGkapacitas empirikus kor-
relacios egyiitthatojat. Teszteljiik 10%-os szignifikancia szinten azt a nullhipotézist,
hogy a hékapacitas fiiggetlen a hémérséklettsl. Amennyiben kimutathato kapcsolat,
akkor ez milyen iranyu? Végezziink linearis regressziot a két valtozo kozott.
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Megoldasok

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.
1.16.

1.17.

2.1.

2.2,

51/(9-10%); (9-10*—9-9-8-7-6)/(9-10%).
31.41-20/91; (31-4-2-41+31-2-4-41 + 3143 41)/9!

a. (5) (3)/(5): b Q)G )/ (§)s e [(§) = (D)]/(5)s & [(F) = ()1/(F)-
a. (5)42284/325; b. (5)(3)8%828/325; c. (326 — 285)/325; d. (326 — 216)/326.
a. (3)/(%): 90; b [() = (P )]/ () 55

a. || = 6; P(paros szamot dobunk) = 3/6

b. || = 36; P(két paros) = 9/36; P(valamelyik paros) = (36 — 9)/36

c. Semmi sem valtozik a b. ponthoz viszonyitva.

(23-26-26) - 103 = 15.548.000;

(19 - 21 - 21) - 53/15.548.000 = 0,067;

5.376.750/15.548.000 =~ 0,346, ugyanis a kedvezs esetek szama:
(23-26-26 —19-21-21)(10% — 5%) = 5.376.750

(26 - 2) - 25!/27!; (16 - 2) - 251/27!

21-41.21/121;6-(1-4-2-2-3-1-1)-5!/12

1/65; 7/65; (65 — 6!)/6°

365,/365%; (365%0 — 365 - 364 - ... - 336)/365% ~ 0,706 = 70,6%

(2) () () = 12605 [(5) () ) + () ) () + (2) (5)] /1260

(D E)/G) b GG/ G) e [(7) = (/) d- e [()G) + G O]/ (7)
- 1/(%) & 1/44.000.000 b. (7) (5)/(5) e (3)/(F) d- (1) (5)/(5) e- 86/(%)
(5
-

V]

o8}

¥

. 2822/45 b, (3)2322/4° c. (3)(3)221%1/4° d. 3°/4° e. (4° — 1°)/4°
. (5%-1)/6% (5»1-1)/6"; b
visszatevés nélkiil: a. (4)/(4”) n > 8 b. [( ) — (g)}/(“"); n>"75

2 2
visszatevéssel: a. 42/(4+n)% n > 9 b. [(44n)? —n?|/(4+n)* n > T4

64 — 5%)/6%; (6" — 5")/6"; c. 13.

oV}

a. 0,39; b. 0,09: c. 0,16; d. 0,21; e. 0,51.
a. AlﬂBg, b. Al\Cl, C. A1UBlucl; d. A_luEU@, e. (AlﬂCg)U(AgﬂCg)U(AgﬂCl)
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2.3.

2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

3.1.

3.2.

A kettd koziil egyik esemény valdszintisége sem hatarozhaté meg egyértelmten, az
események valoszintisége az alabbi korlatok kozott barmilyen értéket felvehet:

00 <P(ANB)<0,7;,08< P(AUB) <1.
a. 0; b. 15 c. P(A).
a. 0,15 b. 0,55 c. 0,45 d. 0,45: utolso kérdes: 0,25
a.0,5b. 0,15 c. 0,4 d. 0,4; utolso kérdés: 0,625
0,48; 0,17; 0,49; 0,8/0,22 ~ 0,36
a. Bl :AlmAgmAsﬁA4ﬂA5
B, = valamelyik héten nem nyeriink = A; U A, U A3 U A, U A
b. By=A NA;NA3N AN A5
B, = valamelyik héten nyeriink = A; U A, U A3 U A, U Aj
c. By=A, NA;NA;N A N A;
d. B4:A2\A4:AQQA_4
B, = a mésodik héten nem nyeriink vagy a negyediken igen = A, U A4,
e. Bs = (A1NAyNA3NANA5)U(ANANASNALNA5)U- - -U(A N A;NA3NALNAs)
a lapos tanyérok aranya a selejtesek kozott: P(Ay|B) = 60/110;

a leveses és a salatas tanyérok egyiittes aranya a hibatlanok kozott:
P(A; U A3|B) = (470 4 380)/1390;

a selejtesek ardnya a lapos tanyérok kozott: P(B|Ay) = 60/600;
a selejtesek aranya a nem lapos tanyérok kozott: P(B|A;) = (30 +20)/(500 + 400).
2/15; 2/7
i) = 4l/4!
P(elég 6 chipset megvenni) = 1 — P(6 chips utan valamelyik még hianyzik)
4
3

=1-[4(3)°~ G+ () ()" —0] ~0.38
a. P(mind el6fordul) =

1
=1-106(3)" - () (%)10 FHRT-O@"+0) @) -0 ~27.2%
b. P(mind el6fordul) = P(valamelyik nem fordul el6)

=1-[6(%)" ()(3—) +(5) (5) - () (3" + () )~ (5)™] ~ 0.00005.
a. (5)/(0); - (5)/ (s e (3)/1C) = (D).

0,2; /25 &~ 0,126; a kiiléndij maga utan vonja azt, hogy az ugras sikeres.

P(elég 4 chipset megvenni

— P(valamelyik nem fordul el&)
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3.3.

3.4.
3.5.
3.6.
3.7.

3.8.
3.9.

3.10.

3.11.
3.12.
3.13.

3.14.

3.15.

3.16.
3.17.
3.18.

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.

4.5.

P(A) = 0,75; P(B) = 0,25; P(A|B) = 0,75; nem zarjak ki egymast, egyik sem
vonja maga utan a masikat, de fiiggetlenek egymastol.

P(z(1 —z) > 5/36) = P(1/6 < x < 5/6) = 2/3.
a. 7/12; b. (7/12)%- (5/12)% 6 - (7/12)2 - (5/12)% 1 — (5/12)%; c. 6.
(7-6-3)/(10-9-8); (6-3)/(9-8)

a. P(A) =1/2 = P(A|B); A és B fliggetlen egymastol.
b. P(A) =5/16; P(A|B) = 4/14; A és B nem fiiggetlen.

P(A) =0,4; P(B) =0,25; P(A|B) = 0,4; fiiggetlenek egymastol.

0,5; 5/7; az, hogy legfeljebb 5 percet kell varni, maga utan vonja azt, hogy az el6z6
szerelvény mar legalabb 3 perce element.

a. 97/200; 9/25.
b. A lehetséges értékek a [0, 10] intervallum elemei; 32/50; nem teljesiil.

a. 16/25; 16/25; fiiggetlenek egymastol. b. 0; igen.
16/30; 0
P(ANQ) = P(A) = P(A)P(Q); P(AN0) = P(0) =0= P(A)P(D)

Ha A és B pozitiv valoszintiségi és fiiggetlen, akkor P(AN B) = P(A)P(B) > 0.
Ez azt jelenti, hogy AN B # (), tehat nem kizaroak.

P(els6 kockan i N masodik kockan j) = P(els6 kockan i) P( masodik kockéan j)
= 1/6-1/6 = 1/36

2
1—= (855)/(950)3 1 - (855)/(950)5 1= [(855)/(950)}

a. 1/15 b. 10 1/15 - (14/15)%; 1 — (14/15)10 c. 44

a. (5/6)3-1/6: (5/6)"'-1/6: b. 1 — (5/6)* 1 — (5/6)"; c. 13.

a. 0,12: b. 0,35; c. 0,38: d. 0,45; utolsé kérdés: ~ 0,184 ~ 0,737: ~ 0,079.

Visszatevés nélkiil: a. 4/6 -2/5-3/4; 3/5; b. 2/6; 4/5; igen, fligg.
Visszatevéssel: a. 4/6 - 2/6 - 4/6; 4/9; b. 2/6; 4/6; nem fiigg.

a. 14,76%; 56,52%; b. 46,55%; 48,85%; 4,5%.
1/9.

a.1/4b.1/8 c. 11/24 d. 17/24

utolso kérdés: 6/11; 3/11; 2/11
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4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.

4.11.

4.12.
4.13.
4.14.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

0,225

0,096; 0,48

Igazsagos, a hiizas sorrendjének nincs jelentdsége.
0,05; 0,09; =~ 0,209; ~ 0,297; ~ 0,495

0,15; 0,53; 0,06/0,53; 0,15/0,53; 0,32/0,53; 0

P(output=négyzet) = 0,42

P(input=Kkor | output=négyzet)=0,29
P(input=négyzet | output=négyzet) =0,71
P(input=héaromszog | output—négyzet) =0

0,6; 0,625
~1,87%

13%

Mindent dsszeget ezer forintban értiink: Re = {85, 90,100, 130,200}, az eloszlas:

k | 200 | 130 | 100 | 90 | 85
P(E=Fk) | 0,01]008]026]04]025

E(£) = 95,65; D(¢) = 15,79,

Jelolje & azt, hogy egy 10 f6s betegcsoportot hany vizsgalattal lehet letesztelni.
P(¢ = 1) = P(mindenki egészséges) = 0,99 ~ 0.9,

P(¢ = 11) = P(van kozottiik beteg) = 1 — P(mindenki egészséges) =~ 0,1,

E(€) = 2, tehat a 10 {6s betegcsoportok atlagosan 2 vizsgalattal tesztelhetSek le,
ami atlagosan 2000 dollar koltség. Fz 1 f6re vetitve atlagosan 200 dollart jelent.
a. A £ binomialis eloszlasi n = 10 és p = 0,5 paraméterrel: R, = {0,1,...,10},
P& =k) = ()0,550,51°F  E(¢) =5, D(¢)~ 1,58, P(£=5)~ 0,246.

b. Az 1 binomiélis eloszlast n = 5 és p = 0,25 paraméterrel: R, = {0,1,...,5},
P(n=k) = (})0,25%0,75°~%, E(¢) = 1,25.

Legyen ¢ a ledobott ejtGernySk szdma, ami geometriai eloszlast kévet p = 1/15
paraméterrel: R = {1,2,3,...}, P(£ =5) = (14/15)*(1/15), P(£ > 5) = (14/15)°,
E(&) = 15.
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5.5.

5.6.

5.7.
5.8.
5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

Legyen £ és n a taldlatok szama a gépi illetve a kézi sorsolason. A két valtozo
fiiggetlen egymastol és hipergeometrikus eloszlasat N = 35, M = 7 ésn = 7
paraméterrel: Re = R, = {0,1,....7}, P(=k) =Pn=4k = (1) (>)/(¥).

T—k 7
a. P(§ =4)~ 0,017, P((>4)~0,018, E({)=7-7/35=14.
b.P(=0n=1vagy {=1,n=0)=PE=0)P(n=1)+P(=1)P(n=0) = 0,138,
P>4vagyn>4)=1—-P( <désn<4)~1—(1-0,018)%~ 0,034

Masik megoldas: P({ >4 vagyn >4)=P({>4)+P(n>4)—P(l>4ésn>4)
~2-0,018 — 0,018 ~ 0,034.

Legyen ¢ a muticiok szama. Most P(¢ = 0) = 0,135 és P(§ = 0) = e, amibél
A= —1n0,135 ~ 2. Ekkor E(&) = 2 és (§>2)—1— P(E<2)=0 6

a=20,5

P( = 0) = 2/6, P(¢ = 1) = 3/6, P(€ = 3) = 1/6, E(§) =1, D(¢) = 1.

P(E=0)=1/8, P((=1)=4/8, P({=2) =3/8, E({) =1,25, D({) = 0,66.
a. P(€=0)=0,06, P€=1)=0,29, P(¢ =2)=0,44, P(¢ =3) = 0,21,
E(€) =18, D(&) =+/0,7 = 0,84.

b. E(504/€) ~ 63,8.

a. Legyen € a bev1zsgalt berendezések szama. P(f 1)
b. E£(30.000¢) = 60.000 Ft.

a. P(£ =0)=1/2; P(¢ =1000) = 1/3; P(¢ = 3000) = 5/36; P(¢ = 9000) = 1/36;
E(&) = 1000; D(&) ~ 1683; P(¢ > 3000) = 1/6.

b. Az igazsagos ar 1000 forint, hiszen ez a jatékosok atlagos nyereménye. A kaszino
ennél magasabb arat fog kérni, és ez a jatékosoknak hosszi tdvon nem éri meg.

a. A ¢ valtozo binomialis eloszlast n = 6 és p = 0,3 paraméterrel: Re = {0,1,...,6},
P(E=k)=(9)0,3"0,7"* E&) =18 D) ~ 112, P(l1<¢<5)~05T.

b. (5)0,3%0,74(3)0,4%0,6* ~ 0,075.

A ¢ valtozo binomidlis eloszlasi n = 3 és p = 0,6 paraméterrel: R, = {0, 1,2, 3},
P(£=k) = (})0,60,41% E(&) = 1,8, D(£) =~ 0,85.

Az eredeti feladatban a hdrom motor kiilonb6z8 valoszintiséggel iizemel, igy ott a &
valtozd nem binomialis eloszlast kovet.

Jelolje ¢ azt, hogy hanyadik probalkozésra sikeriil kinyitni az ajtot.

a. A valtozo geometriai eloszlasu p = 1/3 paraméterrel: R, = {1,2,...},
P = k) = (2/3)1(1/3), P(€<3) =1 (2/3) ~0.7, E(¢) =3, D(¢) =~ 245
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5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

b. A véltoz6 geometriai eloszlast p = 1/6 paraméterrel: R = {1,2,...},
P(§=k) =(5/6)"1(1/6), P(§<3)=1-(5/6)°~042, E() =06, D()~548.
c. A £ valtozé nem nevezetes eloszlast kovet: Re = {1,2, 3},

Ple=1)= Pe=2) = Pe=3) = 1/3, PE<3)=1, B(€) =2, D(€)~082.

Jelolje ¢ azt, hogy hanyadik dobésra kapom az els6é duplat. A & valtozo geometriai
eloszlastt p = 1/6 paraméterrel: Re = {1,2,...}, P(E=k) = (5/6)""1(1/6),
P({=5)~0,08, P({>5)=(5/6)°~04, E) =6

A £ valtozo hipergeometrikus eloszlasa N = 50, M = 15 és n = 5 paraméterrel:
Re={0,1,...,5}, P(=k) =()(2)/ (%), BE =15 PE<1)=052

a. A £ valtozo hipergeometrikus eloszlasi N = 20, M = 4 és n = 3 paraméterrel:
Re ={0,1,2,3}, P(&=k)= (1) (,5)/(%), E() =06.

b. Jel6lje n, hogy a lanyok koziil hanyan felelnek kémiabol. Az n hipergeometrikus
N =20, M =4 és n =2 paraméterrel: E(§ +n) = FE(&)+ (n) =0,64+04 =1,

P=2n=0)=PE=2)Pn=0)= (;1) (116)/(230) ' (é) (126)/(220)'

a. Legyen ¢ az 50 kivalasztott rekord kozott azoknak a szdma, melyek rendelkeznek
a keresett tulajdpnsaggal. A ¢ binomialis eloszlasi n = 50 és p = 0,2 paraméterrel:
PE>0)=1-P(¢=0)=1-08", P&=10)=(3)020.8%*, E(&) = 10.

b. A visszatevés nélkiili esetben & hipergeometrikus eloszlasa N = 1000, M = 200
és n = b0 paraméterrel:

P(E>0)=1-(53)/(50), PE=10)= (1) ()/ (%), B =10

c. Legyen ¢ a sziikséges kivalasztasok szama, ami geometriai eloszlas kévet p = 0,4
paraméterrel:

PE=k)=08102 k=1,2,..., BE(&)=1/02=5, P(£<10)=1-0,8".

a. Legyen &; és & az els§ illetve a masodik orara jutd lekérdezések szama, melyek
fiiggetlen és Poisson-eloszlast kovetnek azonos paraméterrel. Most E(&;) = 5, tehat
A= 5. Ekkor P(& =3) =3 D(&) = V5, P(& =26 =3) = Ze 530

1€ 3
b. A =—-1n0,05~ 3.
a. p(A\) = P(sikeres adatatvitel) = Ae™, Apax = 1, p(Amax) = 1/e ~ 0,37.

b. Legyen & és & a két szerver varakozasi ideje, melyek egymastol fiiggetlen és
geometriai eloszlast valtozok p paraméterrel: P(&; > 5) = (1 —p)°, E(&) =1/p,

P(6G=&) =330 PG =k &=k =320 -p)p =p/[1 - (1-p)’].
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4.
6.5.
6.6.
6.7.

6.8.

a.a=2; Re =[1,00).

b. E(§) =2; D(§) = cc.

a. Re =[1,4]; P(£<2)~0,26; P({ > 3) = 04; P(§<2)=P({<2).
b.

0, t<1,
Fe(t) =< (2¥2=1)/7, 1<t<4,
1, t>4.
G25% = 1,96; gso9, = 2,73; gr5% = 3,39; ezek az értékek négy azonos létszamu részre

bontjak fel a teljes populaciot.

a. Legyen ¢ a szerva sebessége! E(§) = 54; D(§) = V12; P(¢ > 50) =5/6.
b. R, = [0,4,0,5]; P(n < 0,48) = P(¢ > 50) = 5/6.

Ha az n valtozo egyenletes eloszlast lenne a [0,4, 0,5] intervallumon, akkor teljesiilne
a P(n < 0,48) = 0,8 egyenlGség. Ez nem teljesiil, tehat 1 nem egyenletes eloszlasii.

c. E(n) = 0,446; D(n) = 0,029.

d.
0, t<04, 0, t<04,
F,(t)=4¢5—-2/t, 04<t<0,5, ) =192/, 04<t<05,
1, t>05. 0, t>05.

L—e V2 e /2 el 1 —e 12

Re = [0,1]; P(0,5 < € < 1,5) = P(¢ > 0,5) ~ 0,65; E(¢) = 0,6; D(€) ~ 0,26.
Re=[1,2]; P(0,5 <€ <1,5) = P(€ < 1,5) ~ 0,58 E(€) =1/In2; D(€) ~ 0,29.
0 =0,08; Re = [~1,4];

0, t < —1,
Fe(t) =< 0,04(t+1)2 —1<t<4,
1, t>4.
Q1% = _075
a=1.25 R =[1,5];
0, t <1,
Fe(t)=4¢125—-125/t, 1<t<5,
1, t>5.

qs0% = 5/3.
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6.9.

6.10.

6.11.

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.

1/200, 300 < z < 500,
fe(z) = 1
0, kiilonben;
E(§) =400; D(&) =~ 57,74; P(¢ < 375) = 37,5%.

b. n = 1500/¢; P(n > 4) = P(¢ < 375) = 37,5%;
E(n) = E(1500/€) = 7,5In(5/3) ~ 3,83;
1500 forintbol atlagosan 3,83 kil narancsot vehetiink; 1500/ E(&) = 3,75 # E(n).

C.

0, t <3, 0, t <3,
F,(t)=¢25-175/t, 3<t<5, ) =1 75/t2, 3<t<5,
1, t > 5. 0, t>5.

Legyen £ az élettartam ezer 6raban kifejezve. Ekkor 0,1 = P(£ < 0,5) = 1 — ¢ 0%,
amibgl A = —1n(0,9)/0,5 ~ 0,21.

1—e 02 2>, 0,21e7 %21 = 2 >0,
e(x) =
0, r <0, 0, z <0.

E(€) =1/A~4,75; P(0,5 <& <1)=Fg(l)— F¢(0,5) = e % — e,
PE>1)=1-F(l)=e*=081; P({>11]{>10)=P(¢>1)=08L

Legyen & egy véletlenszeriien valasztott atom élettartama, ami exponencialis elosz-
last kovet ismeretlen \ paraméterrel. Mivel 0,5 = P(£ < 5,27) = 1 — e >% ezért
A~ 0,132.

1—e 0182 5> 013201320 1> ()
F l’ — ) e b :L‘ — b M i 9
() {0, z <0, Je(x) {0, <0,

Az atlagos élettartam E(£) = 1/ =~ 7,6 év, a tovabbi valoszintiségek:
P(€ > 52,7) = e 32T = 0,510, P(52,7 < £ < 52,745,27) = e~ 52T\ _ 57970 — ( 511
P(€ > 52,7+ 527 | € >527) = P(€ > 5,27) = 0,5.

A radioaktiv atomok magja nem oregszik, a maghasadas nem valamiféle elkopasnak
az eredménye. A maghasadést véletlenszerii kiilsé és belsé tényezk eredményezik,
melyek fiiggetlenek az atommag ,koratol.” A lebomlas ugyanakkora eséllyel torténik
meg egy fiatal” és egy ,0reg” atom esetében. Emiatt az atommag élettartamaéra tel-
jesiil az orokifja tulajdonsag, ami viszont csak az exponencidlis eloszlasra jellemzé.

a. f3; b. fy; c. fo. Kimaradt striségfiiggvény (f1): p = —3, 0 =0,5.
16%; 67%; [87,163].
98; 8; 0,68; 108.

250 perc; ~21,21 perc; 0,75; t = 299,3.
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7.5.
7.6.
7.7.
7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.
7.14.

8.1.

8.2.

0,955; [974,2 ml, 1026,8 ml]; & = 7,8 ml.
a. 66%; 2%; [70,6,129.4]; b. 1272,

= 6; 255%; [4,77,7,23].

850; 0,62; 0,004; [821, 879].

a. £ binomialis n = 1.000.000 és p = 0,5 paraméterrel; 500.000; 500.
Az altalunk hasznalt tablazat 4 tizedesjegy pontossiggal tartalmazza a standard
normaélis eloszlasfiiggvény értékeit. Ezt a tablazatot hasznalva a kérdéses valosziniiség

1. Ha az eloszlasfiiggvényt mondjuk szamitogéppel szamoljuk ki, akkor megkaphato
a pontos eredmény: 0,99999943.

b. ¢ binomialis n = 25 - 10%* és p = 0,5 paraméterrel; 12,5 - 10%4; 2,5 - 102

Az eloszlastablazat alapjan a kérdéses valosziniiség 4 tizedesjegyre kerekitett értéke
1. Szamitogépet hasznalva kideriil, hogy a kerekitési hiba kisebb, mint 1075%,

a. 83,3; 8,33; 0,023; [67, 100];

b. 1750; 38,24; 0,99; [1651, 1849].

30 milli6 forint; ~577,4 ezer forint; 0,916; [28,87,31,13].

12.000 kg; 273,86 kg; nem tudunk pontos értéket mondani, ugyanis nem ismert az
eloszlas; 0,998; 0,93; [11.295 kg, 12.705 kg].

640 kg; ~42,43 kg; nem alkalmazhato, ugyanis til kicsi az 6sszeg tagszama: n = 8.

a. E(a,) = a; D(a,) = 10/y/n. Mivel a szoéras nulldhoz konvergal, amint n — oo,
nagy n esetén az a, atlag kis szorassal ingadozik az a varhato érték koriil, tehéat ez
egy pontos becslés lesz.

b. P(a —25.8/\/n < 4, < a+ 25,8/y/n) = 99%; n > 27.
c. D(§) <6,13.

Az egyiittes eloszlas és a marginélis eloszlasok:

gm0 [ 1]2]¢

0 [[1/6]1/61/6]1/2
1 [1/6]1/6]1/6] 1/2
n \\1/3 \1/3 \1/3\\ 1

E(€) = 0,5; D(§) = 0,5 E(n) = 1; D(n) = 0,82; Cov({,n) = 0; corr(§,n) = 0;
fiiggetlenek.

PE=0,=0)=1/4, P(€=1,=0)=1/2, PE=2y=1)=1/4, B =1,
E(n) =0,25, D(£) =1,225, D(n) =0,433, Cov({,n) = 0,25, corr(&,n) = 0,47.
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8.3.

8.4.

8.5.

9.1.

9.2.

A profit {—n=1-£+(—1)-n, ahol £ és n a bevétel illetve a kiadas millio forintban
szamolva.

E(§—n) = E(&)— E(n) = 40; a varhato érték nem fiigg a korrelacios egyiitthatotol.
D*(& —n) = D*(&) + D?(n) — 2D(&)D(n) corr(&,n) = 1300 — 1200 corr (&, ).

Ha ¢ és 7 fiiggetlen, akkor corr(¢,7n) = 0, tehat D(¢€ —n) = v/1300.

Ha corr(¢,n) = 0,8, akkor D(§ —n) = /340.

Legyen £ és n az A illetve a B vallalat részvényeinek az ara egy év milva. Ekkor a
portféliom értéke egy év milva 20£ + 107.

E(20¢ + 10m) = 20 - 700 4 10 - 1500 = 29.000; a korrel4cié nem befolyésolja.
D?*(20¢ + 10n) = 202 - 202 + 102 - 80* +2-20 - 10 - 20 - 80 - corr(&,n)

= 800.000 + 640.000 corr(&, n).

Ebbdl behelyettesitéssel megkaphato a szoras tetszéleges korrelaciora. A fiiggetlen

esetben corr(&,n) = 0. Negativ korrelacio esetén kisebb a portfolio értékének szorésa,
ezért ez ajanlott kockazatkeriils befektetGknek.

Legyen & és n a Tisza illetve a Maros vizhozama kozvetkeniil a Maros torkolata
el6tt. Ekkor a Belvarosi hidnal mért vizhozam & + 7.

E(§ +n) =660+ 200 = 860 = 29.000; a korrelacié nem befolyasolja.
D?(20€ 4+ 10n) = 160% + 50% + 2 - 160 - 50 - corr(£,n) = 28.100 + 16.000 corr(&, n).

Ebbdl behelyettesitéssel megkaphato a szoras tetszéleges korrelaciora. A fiiggetlen
esetben corr(&,n) = 0. A két folyo vizhozama kozott pozitiv korrelacié van, hiszen
tipikusan egyszerre aradnak és apadnak. Az arvizi védekezés szempontjabol a negativ
korrelacio jobb lenne.

a.n=>5; E,(§)=556; V,(§) =336 D,(§) =183 V(&) =42; D;(¢) = 2,05;
median = 6,5;

(0, z<21,
02, 21<z<54,
F.(x)=104, 54<2<6,5,
08, 65<x<T73,

1 73 <.

\ Y

b. [3,81,7,31] (za = 1,96)
c. [3,01,8,11] (2o = 2,776); [1,23,5,89] (a = 0,484, b = 11,143)

a.n =6 FE,(&) =990,83 V,(&) =14514; D,(&) = 12,05; V(&) = 174,17;
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9.3.
9.4.
9.5.
9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

10.1.

10.2.

D: (&) = 13,2; median = 990;

0, x<0975,

1/6, 975 <z <980,
2/6, 980 < z < 985,
Fo(x)=1<3/6, 985 <z <995,
4/6, 995 < z < 1000,
5/6, 1000 < z < 1010,
1, 1010<z.

b. [984,10,997,57] (x4 = 1,65)
c. [979,97,1001,69] (zq = 2,015); [8,87,27,58] (a = 1,145, b= 11,07)

A becslés mindkét modszerrel A, = (21 + -+ + 2,,) /n. Most: A = 1.
A becslés mindkét modszerrel p, =n/(xy + - + ).

A becslés mindkét modszerrel p, = k,(A)/n.

A

N =nM/k.
a. f>0¢s [2 flx)de =1, E(§) = (a+1)/(a+2).
b. A paraméterbecslés egy altalanos 1, ..., r, minta alapjan a maximum likelihood
modszerrel illetve a momentumok modszerével:
2E,(&) — 1
=1, i = 2En(&)

1 - En(g) .

A megadott realizicié alapjan kapott becslések: 0,232 és 0,273.

~

A becslés mindkét modszerrel A\, = n/(z1 + - -- + x,). Most: \g = 0,48.

V]

Lf>06és 7 f(x)de = 1.
.Gy =—n/In[(1—2%)---(1—22)].

c. Nem, ugyanis az elméleti varhaté érték nem irhato fel konnyel kezelhet6 alakban.

o

a. Hy : ;1 = g, ahol most py = 8. u-proba: u = —2,73, u, = 1,96, elvetjiik.
. Hy : = po, ahol most g = 8. t-préoba: t = —2,66, t, = 2,775, elfogadjuk.

o

a. Hy : p = g, ahol most pg = 1000. u-préba: u = —2,25, u, = 1,65, elvetjiik.
. Hy : i = g, ahol most pg = 1000. t-proba: t = —1,7, t, = 2,015, elfogadjuk.

o
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10.3.

10.4.

10.5.

11.1.

11.2.

a.n=71 FE\( =12543, V,(§) = 2310,2, V*(&) = 2695,2, Dx(&) = 51,9,
o = 2,775, [1199,8,1308,8].

Hy : = po, ahol most g = 1220. t-proba: t = 1,75, t, = 2,447, elfogadjuk.

b. ny =6, E,,(n) = 1100, D; (n) =50, D}, ., =284, x,=1796, [103,3,205,3].
Hy:pp — po = A, ahol A = 0. Kétmintas t-proba: t = 5,43, t, = 1,796, elvetjiik.
Tehat a két lel6hely kora szignifikansan kiilonbozik.

c. Hy: 01/03 = 19, ahol 79 = 1. F-proba: F' = 1,077, F, = 4,95, elfogadjuk.

ny =10, E, (§) =109,9, V,,(§) = 54,69, Dj (§) =178,
ng =11, E,,(n) =113,9, V,,(n) =116,63, D} (n) =11,33, D; . = 4,29,

ni,n2
a. Hy : up — pe = 0. Kétmintas t-proba: t = —0,93, t, = 2,093, elfogadjuk.
A kisétleti csoportban és a kontroll csoportban a vérnyomés varhaté értéke nem
kiilonbozik szignifikdins modon egymastol. Ez azt jelenti, hogy a kélciumtablattak
hatasa nem mutathato ki, ezt a gyogymodot nem érdemes bevezetni.

b. Hy : 01/09 = 1. F-préba: F = 2,13, F,, = 3,964, elfogadjuk. (Meg kell cserélni a
két minta szereposztasat!)

ny =16, E, (§) =224, D; (§) =094, V,, (§) =083,

ng =15, E,,(n) =212, D; (n) =068, V,,(n) =043, D; ,, =0296.

a. Hy : iy — pe = 0, kétmintas t-proba: ¢ = 4,054, t, = 1,699, elvetjiik. Tehat van
statisztikailag kimutathato kiilonbség a két fészektipusban talalhato tojasok atlagos
mérete kozott. Konfidencia intervallum a kiilonbségre: [0,7,1,7].

b. Hy : 01/09 = 1, F-proba: F = 1,93, F,, = 2,463, elfogadjuk.

a. A statisztikai minta a dobott értékek sorozata, a minta elemszama n = 100.
Legyen A; az az esemény, hogy a kockaval i-t dobunk, ahol ¢+ = 1,...,6. Ekkor az
ismeretlen valoszintiségeket a relativ gyakorisagokkal becsiilhetjiik: P(A;) ~ 0,15,
P(AQ) ~ 0,15, P(Ag) ~ 0,].57 P(A4> [ 0,15, P(A5) ~ 0,27 P(AG) ~ 0,2

A szabalyossag tesztelése: Hy: P(A;) =1/6 minden i-re.

x2-proba: x? = 2, x2 = 11,07, elfogadjuk.

A hatosdobés tesztelése: Hy : P(Ag) = 1/6, P(Ag) = 5/6.

x>-proba: x* = 0,8, x2 = 3,841, elfogadjuk.

b. Az elemszam n = 1000, a relativ gyakorisagok azonosak az el6z6 feladatrésszel.
A szabalyossag tesztelése: Hy : P(A;) =1/6 minden i-re.

x2-proba: x* = 20, x2 = 11,07, elvetjiik.

A hatosdobés tesztelése: Hy : P(Ag) = 1/6, P(Ag) = 5/6.

x2-proba: x* =8, x2 = 3,841, elvetjiik.

Egy piros és egy fehér névényt hézasitva jelolje A, B és C' rendre azt az esemény,
hogy az utodnovény piros, rozsaszin illetve fehér lesz.
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n =120, P(A)~30/120, P(B)=~ 50/120, P(C) = 40/120.
Hy : P(A) = 0,25, P(B) = 0,5, P(C) = 0,25.
x2-proba: x? =5, x2 = 4,605, elvetjiik.
11.3. a. n =1738; 69%; 17%; 5%; nem, ugyanis 0,69 -0,17 = 0,12 % 0,05.

Hy : az életkor és a munkaidd fiiggetlen egymastol,
x2-proba: x? = 406,67, x2 = 11,345, elvetjiik.

b. n =693; Hj:a nem és a munkaids fiiggetlen egymastol,
x2-proba: x? = 0,021, x2 = 6,635, elfogadjuk.

11.4. A tablazat:

A jelen van Nincs jelen | Osszesen
B jelen van 80 160 240
Nincs jelent 440 320 760
Osszesen 520 480 1000

x2-proba: x? = 44,1, x2 = 3,841, elvetjiik.

11.5. Véletlenszertien kivilasztva egy USA tagéallamot legyen:
& = egy fére juto cigerettafogyasztas,
n = 100 ezer fére jutd tiidérakos halalesetek szama;
17’ = 100 ezer f6re juto leukémias halalesetek szama;
a.n = 6; E§(§) = 25785, Dg(§) = 310, Es(n) = 2241, Ds(n) = 1,6,
Covg(&,n) = 422,5, re(¢,n) = 0,85.
Hy :r(&,m) =0, korrelacios teszt: t = 3,22, t, = 2,776, elvetjiik, tehat a két valtozo
kozott statisztikailag kimutathaté kapesolat van. A kapcsolat pozitiv iranyu.
Regresszios egyenes: y = 0,0044x + 11,08.
b. Es(n) = 6,96, Dg(n') = 0,44, Covg(&,n') = —59,6, 16(&,n') = —0,44.
Hy:r(&,n') =0, korrelacios teszt: t = —0,98, t, = 2,776, elfogadjuk, tehat a két
valtozo kozott nem mutathato ki szignifikans kapcsolat.

11.6. Legyen & a hdmérséklet, n a hGkapacitas. A mintaméret n =6, rg(§,n) = 0,97.

Hy :r(&,m) =0, korrelacios teszt: t = 8,4, t, = 2,132, elvetjiik. A két mennyiség
kozott statisztikailag kimutathatd kapcesolat van, ami pozitiv irdnyd. A regresszios
egyenes: y = 0,024z + 7,86.
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