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Valoészinliségszamitas a magyar kozoktatasban

Amit mindenki tanul:
o Szemlélet kialakitasa: véletlen jelenségek, valésziniiség.
@ A valésziniiség kombinatorikus kiszamitasi médja.
@ Binomialis eloszlas.
°

Statisztikai alapfogalmak.

Matematika tagozatos osztalyok, szakkdr, stb.:
@ A valésziniiség altalanos definiciéja.
o Véletlen jelenségek végtelen sok kimenetellel.
o Feltételes valészintiség, események fiiggetlensége.
o Valésziniiségi valtozok.

o Matematikai statisztika.



A valdszinliségszamitas rovid torténete

o Mar az 6kori gorogok is? Filozéfiai okokbdl tipikusan nem foglalkoztak
véletlen jelenségekkel, nem tortént elmélet épités.

@ 16.—17. szazad: Nagyrészt szerencsejatékokkal kapcsolatos feladatok.

@ 18.-19. szazad: Lassu fejlédés, melyet nagyrészt az alkalmazasok
motivaltak. (Bernoulli, Laplace, Bayes, Gauss)

@ 19. szazad vége — 20. szazad eleje: A valdsziniiségszamitas kezd

onallé tudomanyteriiletté valni. Megjelennek az elsé altalanosabb
tételek. (Markov, Csebisev, Lévy)

@ Ezzel parhuzamosan fejlédésnek indul a matematikai statisztika.

@ 1933: Andrej Nyikolajevics Kolmogorov. ,A valésziniiségszamitas
alapfogalmai” cimii miivében bevezeti a réla elnevezett axiomakat.
Azéta mindenki ezt az axiémarendszert hasznalja.

@ Az élet egyre tobb teriiletén alkalmaznak sztochasztikus modelleket:
biztositasmatematika, t6zsdei matematika, id&jaras és természeti
katasztr6fak modellezése, orvosi kutatasok, mesterséges intelligencia.



A valészintiseg kombinatorikus modellje

A valésziniiségszamitas (masnéven sztochasztika) a matematikanak a
véletlen jelenségekkel foglalkozé teriilete. A fontosabb fogalmak:

Véletlen jelenség: Olyan jelenség, melynek lefolyasat az altalunk
figyelembe vehetd tényez6k nem hatarozzak meg egyértelmien.
Véletlen kisérlet, valdsziniiségi kisérlet: Egy véletlen jelenség
megfigyelése. Nincs jelentsége annak, hogy mi idézziik el8, vagy csak
kiils6 megfigyelék vagyunk.

Tomegjelenség: Olyan jelenség, melyet tetszéleges sokszor meg lehet
figyelni valtozatlan koriilmények kozott. Egyes tankényvek ezt is
beleveszik a véletlen kisérlet definicidjaba.

o Kimenetelek: A véletlen kisérlet lehetséges eredményei. (Jelitk: w.)

Események: A kisérlet aktualis kimeneteléhez kapcsolodé allitasok.
Egy esemény bekdvetkezik, ha a kisérlet aktualis végrehajtasakor
olyan kimenetelt kapunk, melyre ez az allitas igaz.

Esemény valésziniisége: Ha sokszor megismételjiik a kisérletet,
akkor az esemény a végrehajtasok mekkora hanyadaban kovetkezik be.
(Ez egy rossz definici6, de egyelére megteszi...)



Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobckockat. Mik a kisérlet lehetséges
kimenetelei? Hany kimenetel létezik? Mely kimenetelek esetén kovetkeznek
be az alabbi események, és mennyi a valészindiségiik?

@ Hatost dobunk.
e Paratlan szamot dobunk.
Osszesen 6 darab kimenetel létezik: 1,2,3,4,5,6
Az els6 esemény csak a 6-os kimenetel esetén kovetkezik be.
P(hatost dobunk) = 1/6
A masodik esemény a 1-es, a 3-as és a 5-6s kimenetel esetén kdvetkezik be.
P(paratlant dobunk) = P(egyes) + P(harmas) + P(6tés) =3-1/6 = 3/6

Laplace-formula; a valészintiség kombinatorikus kiszamitasi médja

Tegyiik fel, hogy a véletlen kisérletnek véges sok kimenetele van, és minden
kimenetelnek azonos a valészintisége. Ekkor egy tetszéleges A esemény
valésziniisége a kovetkezd formulaval szamolhaté ki:

P(A) kedvez$ kimenetelek szama

osszes kimenetelek szama




Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobckockat kétszer egymas utan.
Mennyi annak a valésziniisége, hogy a dobott szamok dsszege 77

1. megkozelités. A lehetséges Gsszegek: 2,3,...,12.

P(a dobott szamok &sszege 7) = 1/11

Ez nincs 6sszhangban a hétkoznapi tapasztalatokkal! Mit rontottunk el?

2. megkozelités. Minden szampart kiilonbdzs 112]3/4]5|6
kimenetelnek tekintiink. Ez 6 -6 = 36 kimenetelt ; - !
jelent, és ezeknek mar azonos a valdsziniisége. 3 7

P(a dobott szamok dsszege 7) = 6/36 = 1/6 ‘5‘ - ’

Ez 6sszhangban van a hétkoznapi tapasztalatokkal. 617

Feladat. Hogyan valtozik a megoldas az alabbi esetekben?
@ Egyszerre dobunk fel két kiilonbéz8 szinii kockat.

@ Egyszerre dobunk fel két azonos szinii kockat.

Fontos. A természet az elemi részecskéknél nagyobb objektumokat mindig
meg tudja kiilonboztetni egymastdl.



Feladat. (Sziiletésnap paradoxon.) Egy 30 f6s osztalyban mennyi az
esélye annak, hogy van legalabb 2 tanulé, aki az évnek azonos napjan
sziiletett? Feltehetd, hogy az osztalyban nincsenek ikrek!

Képzeljiik el, hogy a tanulék abécé sorrendben felirjak a sziiletésnapjukat
egy lapra. A lap lehetséges kitdltései az egyes esetek.

Osszes eset: 365-365- ... - 365 = 3653

Rossz esetek (mindenki kiilonb6z6 napon sziiletett): 365364 -...- 336
Kedvezs esetek: 3650 — 365364 - ... - 336

A kérdéses valésziniiség:

36539 —365-364-...-336
36530

~ 0.706 = 70,6%

Feladat. Hany tanulé esetén éri el az 1/2-et annak a valdsziniisége,
hogy van legalabb két tanuld, aki azonos napon sziiletett?



Feladat. (Cardano, 1564.) Hanyszor dobjunk egy szabalyos kockaval, ha
az a célunk, hogy legalabb 1/2 legyen annak a valésziniisége, hogy a
dobasok kézétt van legalabb egy hatos?

Feladat. (Galilei, 1620.) Ha feldobunk hiarom szabalyos dobdkockat,
akkor az egyes 6sszegek tébbféle kombinacioban is el6allhatnak. Példaul az
5 kétféleképpen allhat el6 6sszegként: 1+ 1+3=5 és 14+2+2=05.

Azt mar Galilei el6tt is tudtak, hogy a 9 és a 10 ugyanannyi (hatféle)
kiilbnb6z6 kombinacioban all elé 6sszegként. Ezek alapjan azt varnank,
hogy a 9 és a 10 azonos eséllyel lesz a dobott szamok &sszege. Viszont a
gyakorlati tapasztalat azt mutatja, hogy a 9-es 6sszeg gyakrabban fordul
el6, mint a 10-es dsszeg. Mi ennek a magyarazata? Mennyi az 9-es illetve a
10-es 6sszeg pontos valésziniisége?

Feladat. (Chevalier de Méré, Pascal, 1654.) Az alabbiak kéziil
melyiknek nagyobb a valdsziniisége:
@ 4 alkalommal feldobva egy szabalyos dobckockat legalabb egyszer
hatost kapunk;
o 24 alkalommal feldobva két szabélyos dobdékockat legalabb egyszer
dupla hatost kapunk?



Feladat. Mik az 6téslotté sorsolas lehetséges kimenetelei? Hany lehetséges
kimenetele van a kisérletnek?

A kimenetelek a lehetséges szamétosok. Osszes eset: ().

Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az Stéslotton. Mennyi annak az esélye,
hogy pontosan 3 talalatot ériink el?

Pontosan 3 talalatot akkor ériink el, ha a mi szamaink kozul 3-at, a tobbi
szam koziil pedig 2-6t haznak ki. A kérdéses valésziniiség:

kedvezé (g) (825) 1
Osszes (950) 1231

<

o ..@.

P(pontosan 3 talalat) =

5 megjeldlt |

szam (g) lehet&ség

85 nem
megjelolt
szam

} (%) lehetéseg




Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy pontosan k tallatot ériink el?
Mennyi az esélye, hogy nyeriink valamennyi pénzt?

Az el6z6 oldal gondolatmenetével:

kedvezs (i) (58_5;()

P(pontosan k talalat) = decres (950) , k=0,1,2,3,4,5.
Talalat Valészin(iség
5 ~ 1:44.000.000
4 ~ 1:100.000
3 ~ 1:1000
2 ~ 2,25%
1 ~ 23%
0 ~ 74,6%

Pénzt akkor nyeriink, ha elériink legalabb 2 talalatot:

QE) QG @RI T )

(5)

P(nyeriink pénzt) =
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Miveletek eseményekkel, eseményalgebrak

Eseménytér: A lehetséges kimenetelek halmaza. (Jele: Q vagy U)

Az események, mint logikai allitasok, reprezentalhatéak az eseménytér
részhalmazaival: Gsszegyiijtjiilk azokat a kimeneteleket, melyekre az adott
esemény bekdvetkezik

@ Ennek a reprezentaciénak az az oka, hogy a val6szin(iségszamitas sok
eszkdzt atemel a mértékelméletbsl. Ehhez viszont halmazokra van
sziikség, nem logikai allitasokra.

@ A halmazokkal toérténé reprezentacionak didaktikai elénye is van: ez
egy j6 vizualizacios eszkdz, le lehet ,rajzolni” az eseményeket.

Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobckockat. Mely halmazokkal
reprezentalhatéak az alabbi események?

A = 5-nél kisebbet dobunk = {1,2, 3,4}
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3,5}

C = egész szamot dobunk = Q

D = negativ szamot dobunk = &

11



Eddig szamunkra egy esemény egy logikai allitas volt, melyet egy halmazzal
reprezentaltunk. A valdsziniiségelméletben az esemény maga a halmaz.

Nevezetes események, kapcsolat az események kdzott

@ Az Q eseményt biztos eseménynek nevezziik, az (¢ esemény
pedig a lehetetlen esemény.

@ Az elemi esemény olyan esemény, melyben pontosan egy kimenetel
talalhaté: A = {w}.

@ Azt mondjuk, hogy A és B kizaré események, ha diszjunktak,
tehat An B = . A kizar6 események ,kizarjak" egymast, nem
kovetkezhetnek be egyszerre.

@ Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt,

ha Ac B. Jelentése: ha A bekovetkezik, akkor B is bekovetkezik;
tehat A = B.

OO @

12



Miiveletek eseményekkel

Legyenek A és B események!

o Események Osszege:
A+B=AvagyB=AuUB A

o Események szorzata:
A-B=AésB=AnB

e Események kiilénbsége: /WKD
A— B = (Aigen, de nem B) = A\B L 5

o Egy esemény tagadasa:
—A=nem A=A ]

—_
19w |
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Tekintsiink egy tetszéleges véletlen kisérletet. Lattuk, hogy

@ az eseménytér () a lehetséges kimenetelek halmaza;

@ az események halmazok, az eseménytér részhalmazai;

@ az eseményeken pedig miiveleteket lehet végrehajtani.
Természetes kdvetelmény: az eseményalgebrai miiveletek révén kapott
halmazok legyenek események!

Jeloles:  P(Q) az Q halmaz hatvanyhalmaza.

Eseményalgebra

Legyen A c P(Q) tetszéleges halmazrendszer. Az A halmazrendszer
eseményalgebra az Q halmazon, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

o Qe A;

@ az A halmazrendszer zart az elemi halmazelméleti miveletek
megszamlalhaté sokszor val6 alkalmazésara.

Megjegyzések:
e Ha A eseményalgebra, akkor @ = Qe A.

@ Ha Q véges halmaz, akkor elég a véges sok miiveletre valé zartsagot

megkovetelni. »



Tekintsiink egy tetszéleges véletlen kisérletet, és legyen 2 az eseménytér.

Eseményeknek nevezziik egy megfeleléen megvalasztott A < P(Q)
eseményalgebra elemeit.

Melyik eseményalgebrat valasszuk? Erdemes a lehets leghvebbet!

o Latni fogjuk, hogy valészintisége csak eseményeknek van. Ami nem
esemény, annak formalisan nem létezik valdsziniisége.

o Veéges vagy megszamlalhatéan végtelen szamossagi eseménytéren
A =P(22) mindig j6 valasztas.

@ Viszont nem megszamlalhaté eseménytér mellett latni fogunk olyan
példat, amikor nem minden részhalmaz esemény!

Feladat. Tegyiik fel, hogy a kisérletnek véges sok lehetséges kimenetele
van. Legfeljebb hany kiilbnb6z6 esemény definidlhaté a kisérlethez?

Legyen N =|Q|. Ekkor a hatvanyhalmaz szamossaga: |P(Q)| = 2N.
Legfeljebb 2V kiilonb6z6 esemény definialhaté.

15



Feladat. Tekintsiik azt a kisérletet, hogy feldobunk egy dobékockat. Mi a
legnagyobb és a legkisebb elemszamii eseményalgebra az eseménytéren?
Adjunk meg egy 4-elemii eseményalgebrat!

Eseménytér: Q= {1,2,3,4,5,6}, || =6.
o Legnagyobb elemszamu (legb8vebb) eseményalgebra: A = P(Q)
Szamossaga: |A| = 2° = 64.
o Legkisebb szamossagu (legsziikebb) eseményalgebra: A = {7, Q}
Szamossaga: |A| =2
o Tekintsiik példaul a kovetkez6 eseményeket:
B = paratlan szamot dobunk = {1, 3, 5}

B = paros szamot dobunk = {2, 4,6}
Példa 4-elemii eseményalgebrara: A = {Q, &, B, B}

Fontos. Valésziniisége csak eseményeknek van!

16



A valészinliség definiciéja és tulajdonsagai

Bekdvetkezési gyakorisag és relativ gyakorisag

Tekintsiink egy kisérletet, és egy ehhez kapcsol6d6 A eseményt. Hajtsuk
végre a kisérletet egymas utdan n alkalommal!

o Bekovetkezési gyakorisag: k,(A) = hanyszor kovetkezett be az A
esemény az n ismétlés soran.

o Relativ gyakorisaga: r,(A) = k,(A)/n = a végrehajtasok mekkora
hanyadaban kovetkezett be az A esemény.

Eszrevételek:

o A valdsziniiség hétkéznapi jelentése: a kisérletet sokszor végrehajtva
ilyen aranyban kovetkezik be a vizsgalt esemény.

@ Ez matematikailag nem pontos! Egy szabalyos pénzérmét n = 101
alkalommal feldobva a fej aranya (relativ gyakorisaga) nem lehet 1/2.

o Tapasztalati tény: a kisérletet sokszor végrehajtva a relativ gyakorisag
egy valés szam koriil ingadozik, kozelit hozza. Ezt a szamot nevezziik
valészintiségnek:  r,(A) ~ P(A).

17



Milyen tulajdonsagokat varjunk el a valésziniiségtsl?
e Egy A esemény relativ gyakorisaga mindig 0 és 1 kozé esik.
Elvaras: Legyen 0 < P(A) <1 minden A eseményre.
@ A biztos esemény relativ gyakorisaga:
kn(Q) n

=-=1
n n

rn(Q2) =

Elvaras: A biztos esemény val6sziniisége legyen P(Q) = 1.
e Ha A és B kizar6 események, akkor
ko(Au B kn(A k(B
(AU B) = 2 AVBE) kA T kalB) _ L)

n n

Hasonl6 médon mutathaté meg, hogy ha A, A, ... paronként
kizaré eseményeknek véges vagy végtelen sorozata, akkor

r,,(Al U AU ) = rn(Al) + rn(Az) + -
Elvaras: Az ilyen eseményekre legyen

P(AiuAyu---)=P(A1) + P(A2) + - -

18



Valésziniiség definicidja; Kolmogorov-axiémak (1933)

Tekintsiink az Q2 eseményteret, és a A az eseményalgebrat, tehat az
események halmazat. Azt mondjuk, hogy a P : A — [0,1] fliggvény
valésziniiség vagy valésziniiségi mérték az eseményalgebran, ha teljesiti
az alabbi két tulajdonsagot:

@ A biztos esemény valészinlisége P(Q2) = 1.

o o-additivitas: Ha Aj, Ay,... paronként kizaré eseményeknek egy
végtelen sorozata, akkor az egyesitésiik valoszintisége

P(A1UA2U...)=P(A1)+P(A2)+...

Az A eseményhez rendelt P(A) értéket Ggy nevezziik, hogy az A
valésziniisége. Az (2, A, P) harmast valdsziniiségi mezének hivjuk.

Ha az eseménytér véges, akkor a o-additivitas ekvivalens az additivitassal:
tetszbleges n>1 egészre és Aip,...,A, paronként kizaré eseményekre

P(ALU...UAy) = P(A) + ...+ P(An)

Ez pedig mar tanithaté kdzépiskolas szinten is... 1o



Az additivitas azt fejezi ki, hogy ha egy eseményt felbontunk tobb kizaré
eseményre, akkor

egész valdsziniisége = részek valosziniiségeinek az Gsszege

A matematikaban az additivitasi szabaly nem csak
a valoszintiségre teljesiil, hanem mas fogalmakra is.
Példaul: teriilet, térfogat, tomeg. Ezeket a fogal-
makat Osszefoglalé néven mértékeknek nevezziik.

“HU.
t(AruAyu...) =t(A1) + t(A2) + ...

Hogyan érdemes elképzelni a valészintiséget? Egységnyi nagysagi'salyt
szétteritiink az eseménytéren, és az A esemény valdsziniisége az A
halmaz Gsszsilya.

A véletlen kisérleteket mindig egy megfeleléen megkonstrualt (Q,.A4, P)
valésziniiségi mezdvel irjuk le:

e az  alaphalmaz a kimenetelek a halmaza,
@ a A eseményalgebra az események halmaza,

@ a P fiiggvény mondja meg az egyes események val6sziniiségét.
20



A valészintség tulajdonsagai
A valészintiség definiciéjabol kovetkeznek az alabbi tulajdonsagok:
o Lehetetlen esemény valésziniisége: P(J) = 0.

o Additivitas: Tetszéleges n>1 egészre és Ajp,...,A, paronként

kizaré eseményekre:

P(Aiu...UA,) =P(A1) + ...+ P(Ap).

Véges eseménytéren az additivitas ekvivalens a o-additivitassal.
o Komplementer esemény valésziniisége: P(A) = 1 — P(A).
o Kivonasi szabaly: Tetszéleges A és B események mellett

P(A\B) = P(A) — P(An B).
@ Monotonitas: Ha A maga utan vonja a B eseményt, akkor
P(A) < P(B).

f @HM@ B\||FEEHIA

s A B 9 Q
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A valésziniiség tovabbi tulajdonsagai

o Szubadditivitas: Ha Aj, Ay, ... tetszéleges eseményeknek egy véges
vagy végtelen sorozata, akkor

P(AtuAru...) < P(A1) + P(A2) + ...
o Két esemény unidja: Tetsz6leges A és B eseményekre
P(Au B) = P(A)+ P(B)— P(An B)
@ Harom esemény uniéja: Tetszéleges A, B és C eseményekre

P(Au B U C) = P(A) + P(B) + P(C) — P(An B)
—P(ANC)—P(BAC)+P(AnBA C)

=

22



A valészintiség tovabbi tulajdonsagai

o Poincaré-formula avagy szitaformula: tetszéleges Ay, ...
események mellett

P(ALU-- U A,) = D (=1)kF! D P(Ay -

k=1 1<i1<...<ik<n
kiilonbozé egészek

= P(A1) +---+ P(An)
— ketteses metszetek valésziniisége
+ harmas metszetek val6sziniisége
— négyes metszetek valdsziniisége
.2 PALN- A

Hogyan lehet bebizonyitani ezeket a formulakat?
o Formalis levezetés a valésziniiség definiciéjabél.

@ Heurisztikus megkdzelités: mennyi a halmazok salya?

e Ha a Laplace-formula alkalmazhaté: visszavezetjiik szamossagokra.
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Feladat. Egy tarsasagban az emberek 40 szazaléka beszél angolul, 35
szézaléka németiil, 30 szazaléka francidul, 15 szazaléka angolul és németiil,
20 szazaléka angolul és franciaul, 20 szazaléka németiil és franciaul, végiil
az emberek 10 szézaléka beszél mindharom nyelven. Véletlenszeriien
kivalasztunk egy embert. Hogyan lehet matematikailag leirni a kisérletet?

Kisérlet: véletlenszeriien kivalasztunk egy embert.
Lehetséges kimenetelek: az emberek a tarsasagban.

Eseménytér (kimenetelek halmaza): a teljes tarsasag.

Bevezetiink eseményeket:

A = a kivalasztott ember beszél angolul "‘
AVA

B = a kivalasztott ember beszél németiil

C = a kivalasztott ember beszél franciaul

Véletlenszerii valasztds = valészinliség = arany.
P(A) =04, P(B)=035 P(C)=03, P(AnBnC)=0,1,
P(AnB)=0,15, P(AnC(C)=0,2, P(BnC)=0,2.
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Mennyi az alabbi események valésziniisége?

o A kivalasztott ember beszél angolul, de nem beszél franciaul.
beszél angolul, de nem beszél franciaul = A teljesiil, de C nem = A\C
P(A\C) = P(A)— P(An(C)=04-02=0,2

@ A kivalasztott ember beszél németiil vagy franciaul.
beszél németiil vagy franciaul = Bu C
P(BuC)=PB)+P(C)—P(BNnC)=0,35+0,3—-0,2=0,45

@ A kivalasztott ember beszél legalabb két nyelven.
D = beszél legalabb két nyelven = (An B) U (An C)u (Bn C)
P(D) = P(AnB)+P(AnC)+ P(Bn C)—2P(An B~ C) =035

A AT NG
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@ Mennyi annak az esélye, hogy a kivalasztott ember egyik nyelvet sem
beszéli a harom koziil?

egyik nyelvet sem beszéli = nem A ésnem Bésnem C=AnBn C
Ez igy nem fog miikédni: nincsen formulank a metszet valészintiségére.
Térjiink at az esemény tagadasara (komplementer esemény):

beszéli valamelyik nyelvet = A vagy Bvagy C=AuBuU C

P(AuBuUC)=P(A) +P(B)+ P(C)—P(AnB)—P(An ()
—P(BNnC)+P(AnBNnC)=06

P(egyik nyelvet sem beszéli) = 1 — P(beszéli valamelyik nyelvet) = 0,4

Miért érdemes ilyen tipusi feladatot tanitani?

@ Szeretnénk gyakorolni a val6sziniiség azonossagait. De a valésziniiség
egy 0j fogalom, és az azonossagok elsére nem feltétleniil intuitivek.

@ A feladatban minden valésziniiség egy arany a tarsasagon beliil.

o Ezek az azonossagok az aranyokra természetes modon teljesiilnek.
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Diszkrét valdszintiségi mezék

Diszkrét valésziniiségi mez6
Azt mondjuk, hogy egy (Q,.4, P) val6sziniiségi mezé diszkrét
val6sziniiségi mez6, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok.

@ Az eseménytér megszamlalhat6 halmaz, tehat a lehetséges kimenetelek
egy véges vagy végtelen sorozatot alkotnak: Q = {wy,wo,...}.

@ Minden részhalmaz esemény: A = P(Q).

Diszkrét valdszinliségi mezén a kimenetelek dsszvaldszintisége:

P({wl}) + P({wg}) + o= P({wl,WQ,. . }) = P(Q) =1.
Egy tetszéleges A = Q esemény valészintisége:  P(A) = >, .4 P({w}).

w4
2 [
Y ® wy Y

27



Klasszikus val6sziniiségi mezé

Azt mondjuk, hogy egy (Q,.4, P) val6szintségi mezé klasszikus
valGsziniiségi mezG, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok.

@ Az eseménytér véges: Q = {wi,...,wy}.
@ Minden részhalmaz esemény: A = P(Q).

@ Minden elemi eseménynek azonos a bekdvetkezési valésziniisége:

P({wl}) =...= P({OJN})

Laplace-formula; a valészintiség kombinatorikus kiszamitasi médja

Klasszikus valésziniiségi mezén egy tetszéleges A esemény valésziniisége:

|A|  kedvezé kimenetelek szama

P(A) = =
(A) |Q|  dsszes kimenetelek szama

Bizonyitas. Mivel minden kimenetelnek azonos a valésziniisége, ezért
minden kimenetelnek 1/|Q| a valészintisége. Emiatt:

=Y P({w}) = ZIQI ﬁ.

weA
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Feladat. Lajos kulcscsomdjan harom kulcs taldlhato, ezek kéziil az egyik a
bejarati ajtét nyitja. Egy este a barataival italozik, és hazatérve nem tudja
megkiilbnbéztetni a kulcsait. Emiatt véletlenszerien és visszatevéssel
valaszt Gjabb és djabb kulcsot, mig ki nem nyitja az ajtot.
@ Hany lehetséges kimenetele van a kisérletnek?
w, = az n. prébalkozasra valasztja ki a helyes kulcsot, n=1,2,...
we = sosem valasztja ki a helyes kulcsot
Megszamlalhatéan végtelen sok kimenetel: Q = {w1,w2, ..., W}
@ Mennyi az egyes kimenetelek (elemi események) valésziniisége?
Képzeljiik el, hogy Lajos pontosan n alkalommal prébalkozik:
kedvezs  2"1.1

P({wn}) = P(az n. az els6 sikeres vélasztas) = P T

P (véges sok huzassal megtalalja a helyes kulcsot) = P({w1, w2, ...})

= P({wi}) + P({w2}) +... = ;[1+§+ <§>2+ } = ;1_12/3 -

Kapjuk: P({wx}) = 0. Tehat az wy, kimenetel nem kdvetkezhet be?
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Geometriai valdszintiségi mezék

Feladat. Ejtéernys ugrast hajtanak végre egy 500 m? teriiletii réten. Az
ugras akkor sikeres, ha az ugré a réten kijelslt 10 m oldalhossziisagi
négyzetben ér foldet. Lajos kezdG ejtéernyds, és a réten egy véletlenszerii
helyen ér foldet. Mekkora valésziniiséggel lesz sikeres az ugrdsa? Mennyi az
esélye, hogy Lajos pontosan a négyzet geometriai kbzéppontjara érkezik?

Kimenetelek: a rét pontjai.

Eseménytér: maga a rét.

Mit jelent a véletlenszerd hely? Q

Heurisztikus megoldas:

. négyzet teriilete 10> 1
P(a négyzetben Iandol) = et terilete .~ 500 — &

pont teriilete 0

P(a négyzetben kézéppontjaban Iandol) = terilete. — 500 =
rét teriilete
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Az el6z6 feladat tanulsagai:

Az eseménytér egy geometriai alakzat, a valés sik egy részhalmaza. Ez
egy nem megszamlalhaté halmaz, tehat nem diszkrét valésziniiségi
mez6rél van szo.

Lajos véletlenszerii helyen ér foldet, de ez az informacié most nem a
Laplace-formulara utal. Ennek ellenére mi mégis a kedvezd/dsszes
formulat alkalmaztuk.

A feladatban az események val6szintisége ténylegesen nem fliggdtt az
események alakjatdl és elhelyezkedésétsl, csak a nagysaguktol.

Jeldlie t(A) egy Ac RY geometriai alakzat mértékét. A mérték
dimenziétdl fliggéen a hosszsag, a teriilet vagy a térfogat.

MérhetSnek nevezziik azokat az A alakzatokat, melyeknek létezik a
mértéke. Nem minden alakzat mérhets! Emiatt nem minden A< Q
halmaznak létezik valésziniisége.

Szerencsére a nem mérhetd halmazok rendkiviil bonyolultak, ezekkel
az egyszeriibb alkalmazasokban nem talalkozunk. Amilyen alakzatot
egy kozépiskolas diak el tud képzelni, az mind mérhets. (Amilyen

alakzatot Ondk el tudnak képzelni, az is mind mérhets...)
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Geometriai val6sziniiségi mezsk

Azt mondjuk, hogy egy (R,.4, P) val6szinliségi mezé geometriai
valésziniiségi mez6, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

o Qc RY valamilyen d >1 egész szamra.
o Az Q halmaz mérheté és 0 < t(2) < o0.
o Az események az Q mérhet§ részhalmazai. (Tehat A # P(Q).)

o Egyenletességi hipotézis: Az események valésziniisége egyenesen
aranyos az események mértékével, tehat minden A e A halmazra
P(A) = ct(A) valamilyen ¢ >0 konstans mellett.

Formula a valészintségre

N N
\
S
A N
\
N
N
X
N
.

Geometriai val6szinliségi mezén tetszéleges A eseményre:

t(A)  kedvezé hosszusag/teriilet/térfogat
t(Q)  Osszes hosszisag/teriilet/térfogat

Bizonyitas. A biztos esemény valészintisége: 1 = P(Q) = ct(Q).
Ebbsl ¢ =1/t(Q), vagyis P(A) = ct(A) = t(A)/t(Q).
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Feladat. (Bertrand-paradoxon, 1889.) Tekintsiink egy kort, és irjunk
bele egy szabalyos haromszéget. Véletlenszeriien valasszunk ki egy hart!
Mennyi az esélye, hogy a hir hosszabb, mint a beirt haromszég oldala?

© Rogzitjiik a har egyik végpontjat, és a masik
végpontot véletlenszeriien valasztjuk a kdrvonalon.
Kimenetelek: a korvonal pontjai.
A kérdéses valoszintiseg: p = 1/3.

@ Rogzitiink egy sugarat (a kdzéppontot a kdrvonallal

Osszekots szakaszt), és véletlenszeriien valasztunk
egy erre meréleges hart.

Kimenetelek: a sugar (szakasz) pontjai.
A kérdéses valésziniiség: p = 1/2.
© Véletlenszeriien valasztunk egy pontot a kdrlapon,

majd megszerkesztjitk azt az egyértelmd hart,
melynek ez a pont a felezépontja.

Kimenetelek: a korlap pontjai.

A kérdéses valésziniiség: p = 1/4.
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A matematikaban paradoxonoknak nevezziik azokat az allitasokat, melyek
ellentmondanak a varakozasoknak, és emiatt matematikai ellentmondasnak
tiinnek. Viszont ezek ténylegesen nem matematikai ellentmondasok, csak a
varakozasaink voltak tévesek.

A Bertrand-paradoxon esetében:

o Harom kiilonb6z6 gondolatmenettel harom kiilénb6z8 megoldast
kaptunk. Ez ellentmondasnak tiinik.

@ A paradoxonnak az a feloldasa, hogy a feladat nem volt egyértelmiien
megfogalmazva: mit jelent az, hogy véletlenszeriien valasztott hir?
Véletlenszeriien csak egy pontot tudunk valasztani, és ebbél tudunk
egy hart megszerkeszteni.

@ Viszont a véletlenszerii pont kiilonb6z6 médon térténd valasztasaival

teljesen eltér6 matematikai kisérleteket kapunk, és emiatt eltér a
kérdéses esemény valdszintisége.

o Tanulsag: véletlen jelenségeknél pontosan meg kell fogalmazni, hogy
milyen algoritmussal hajtjuk végre a kisérletet. Az eltérd algoritmusok
eltérd valészintisegekhez vezethetnek.
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A feltételes valdsziniiség

Feladat. Feldobunk egy szabalyos dobdkockat, és legyen A az az

esemény, hogy paratlan szamot dobunk. Ekkor: P(A) =1/2.

Adjuk meg A valoszintiségét, ha rendelkeziink az alabbi informaciévall
e Ha tudjuk, hogy primszamot dobtunk: P(A) = 2/3.

@ Ha tudjuk, hogy 5-nél kisebbet dobtunk:

@ Ha tudjuk, hogy 3-ast vagy 5-6st dobtunk:

@ Ha tudjuk, hogy paros szamot dobtunk:

P(A) =2/4 = 1/2.
P(A) =2/2 =1.
P(A) = 0/3 = 0.

CE S)A

Q

A hattérinformacié nagy mértékben befolyasolja a valésziniiséget. Hogyan

szamoljunk feltételes valdsziniiséget nem klasszikus valészintiségi mezén?
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Adott egy véletlen kisérlet és az ezt leiré (2, A, P) val6sziniiségi mezé.
o Egy Ae A esemény val6sziniisége: a kisérletet sokszor megismételve
a relativ gyakorisag a val6szintiség koriil ingadozik, r,(A) ~ P(A).
o Tegyiik fel, hogy van egy hattér-informaciénk: tudjuk azt, hogy a B
esemény bekdvetkezik. Ezen hattér-informacié birtokdban mennyi az
A esemény valésziniisége?

Feltételes relativ gyakorisag
Tekintsiink egy kisérletet, és legyenek A és B tetsz6leges események.
Hajtsuk végre a kisérlet n alkalommal egymas utan. Az A eseménynek
a B eseményre vett feltételes relativ gyakorisaga:

kn(A A B)

(AIB) = =5

Jelentése: az A esemény bekovetkezéseinek az aranya azon végrehajtasok
kozott, amikor B bekdvetkezett. Csak akkor értelmezhets, ha k,(B) > 0.
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Példa. Tegyiik fel, hogy a kisérlet n = 10 végrehajtasa utan a kdvetkezs
eredményt kapjuk:

Kisérlet sorszama ‘ 1. 2. 3. 4. 5 6. 7. 8 9. 10
A bekovetkezései | A A A A A
B bekovetkezései B B B B B B

Az A esemény relativ gyakorisaga: rio(A) = kio(A)/10 =5/10 =1/2
Az A feltételes relativ gyakorisaga: rig(A|B) = kio(An B)/kio(B) = 4/6
Vegyiik észre:

kn(AnB) ka(AnB)/n rn(AnB) P(AnB)
m(AB) = k(B)  ko(B)/n _ m(B) _ P(B)

Tehat a feltételes relativ gyakorisag a P(A n B)/P(B) hanyados koriil
ingadozik. Ez az észrevétel motivalja a kdvetkezé definiciét.
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Feltételes valésziniiség

Legyenek A és B események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Ekkor
az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valésziniisége

P(An B)

P(AIB) = =5 5;

A feltételes valésziniiség megmutatja, hogy mennyi az A esemény
valésziniisége, ha tudjuk, hogy a B esemény bekdvetkezik.

//////////////////////////////////Q
7

Szemléletesen a kovetkezé dolog torténik:
o Kidobjuk azokat a kimeneteleket, melyek
nem kovetkezhettek be (B elemei).

e A B egy sziikitett eseménytér,” ezen
beliil nézziikk az A halmaz salyaranyat.
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Feltételes valdsziniiség klasszikus és geometriai valésziniiségi mezén

Legyenek A és B események, P(B)>0. A P(A|B) feltételes

val6sziniiség a kdvetkezé moédon is meghatarozhaté: kidobjuk a B
halmazba es6 kimeneteleket, majd alkalmazzuk az alabbi formulakat.

O Klasszikus valésziniiségi mez6 esetén

P(AIB) |An B|  megmaradt kedvezd

|B| megmaradt dsszes
@ Geometriai valésziniiségi mezd esetén

P(AIB) t(An B)  megmaradt kedvezé
~ t(B)  megmaradt Ssszes

Bizonyitas.

P(An B) _ |An B|/|Q] _ |An Bj
P(B) 1BI/19] B

P(AnB) t(AnB)/t() t(AnB)

2. P(A|B) = P(B) — t(B)/t(Q) t(B)

1. P(A|B) =
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Feladat. Véletlenszeriien kivalasztunk egy haromgyerekes csaladot, és
tekintsiik az alabbi eseményeket:

o A = a gyerekek kézott legfeljebb egy lany van

o B = a gyerekek kézétt van fia és lany is
Adjuk meg az A ésa B esemény valosziniiségét! Mennyi a P(A|B)
feltételes valdsziniiség értéke, és hogyan értelmezhets ez az eredmény?
A kisérletnek 8 lehetséges kimenetele van, és ezek azonos valésziniiségiiek.
P(A)=4/8=1/2, P(B)=6/8=3/4, P(AnB)=3/8

1. megoldas: definicié (FE]  LLF
P(A~ B 3/8 3 1 FLF LFL LLL
pagy~ PANB) 38 3 1
P(B) 6/8 6 2 FFL o

2. megoldas: kidobjuk a B eseményen kiviil esé kimeneteleket

P(AIB) megmaradt kedvezé 3 1
~ megmaradt 6sszes 6 2

Eszrevétel: ebben a feladatban P(A|B) = P(A).
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Feladat. Egy metrévonalon pontosan 10 perces kévetési id6vel jarnak a
szerelvények. Véletlenszerii id6pontban lemegyiink az allomasra.

@ Mennyi annak a valésziniisége, hogy a kdvetkezd szerelvényre
legteljebb 5 percet kell varni?
Eseménytér: Q = [0, 10]
Véletlenszer( id6pont = teljesiil az egyenletességi hipotézis.
A = a kovetkez§ szerelvényre legfeljebb 5 percet kell varni = [5,10]
P(A) =5/10=1/2

o Mennyi a valésziniisége ugyanennek, ha tudjuk, hogy a legutébbi
szerelvény mar legalabb 3 perce elment?
B = a legutébbi szerelvény mar legalabb 3 perce elment = [3,10]

_P(AnB) 5/10 5
PAIB) = P(B)  7/10 7

A
P R ‘ —————————————————

0 3 5 B 10
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A feltételes valésziniiség tulajdonsagai

Felmeriilhet a kérdés, hogy a feltételes valésziniiség valdban valésziniiség,
azaz valészin(iségi mérték-e.

A feltételes valésziniiség valészintiségi mérték

Legyen (Q,.A, P) tetsz6leges val6sziniiségi mez6, B e A pedig egy
pozitiv valészintiségii esemény. Ekkor teljesiilnek az alabbiak:

o Tetszbleges A eseményre P(A|B) € [0,1].
@ A biztos esemény feltételes valoszinisége: P(Q2|B) = 1.

o o-additivitas: tetszéleges Aj, Ap,...€ A kizaré eseményekre
P(Al UAru ... ‘B) = P(AﬂB) =F P(A2|B) + ...

Ez azt jelenti, hogy a B eseményre vett feltételes valésziniiség egy
valésziniiségi mérték. Kovetkezmény: a feltételes val6sziniiségre teljesiil
minden olyan azonossag, amit bebizonyitottunk a val6sziniiségi mértékekre.
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Mivel a feltételes valdszinliség valésziniiségi mérték, teljesiilnek a kdvetkezs
tulajdonsagok:

o A lehetetlen esemény feltételes valészintisége: P(J|B) = 0.

o Additivitas: ha Ai,...,A, kizaré események, akkor
P(A1 U...UA,|B) = P(A1|B) + ...+ P(A,|B).

A komplementer esemény valésziniisége: P(A|B) = 1 — P(A|B).
Monotonitas: Ha A; < A, akkor P(A1|B) < P(Az|B).

Két esemény uniéjanak a valdsziniisége:
P(A1 U A2 | B) = P(A1|B) + P(A2|B) — P(A1 n A2 | B).

o Poincaré-formula...

Fontos. A fenti azonossagokban a B esemény rogzitett! A feltételes
valészintiségben a feltételt nem lehet ilyen kdnnyen manipulalni. Példaul
altalaban P(A|B) # 1 — P(A|B).
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Lancszabaly

Legyenek Aj,...,A, olyan események, melyekre P(A1n...n A,) > 0.

BRkOr b A A) = P(ALP(As | AL)P(As | A1 Ao)
P(An|Ar ... 0 Apt).

Bizonyitas. A feltételes valésziniiség definiciéjat tobbszor alkalmazva:
P(A1)P(A2 | A1)P(As| AL A Ag) ... P(An| AL ..o Ags)
P(AlﬂAg) P(A10A2FNA3) P(Alﬂ...ﬁAnflﬁAn)
P(Al) P(AlﬁAz) P(Alﬁ...ﬁAnfl)
= P(Alr\...mAn_l mA,,)
Feladat. Egy urnaban 2 piros és 4 z6ld golyé taldlhaté. Véletlenszeriien és
visszatevés nélkiil kihtzunk 3 golyét. Mennyi annak az esélye, hogy sorban
pirosat, zéldet, majd ismét piros golyot kapunk?
P(1. piros,2. z8ld, 3. piros)
= P(l plros) (2 z6ld | 1. p|ros) P(3. piros | 1. piros, 2. zb'ld)
2 -4 .

= P(A1)

(@)}
o1
S
o
U‘I
.|>
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Bayes-formula (Bayes, 1763)

Ha A és B pozitiv val6sziniiségi események, akkor

P(A|B)P(B)

P(BIA) = =i

kdvetkezik, hogy P(B n A) = P(A|B)P(B). Ekkor pedig:

P(BnA) P(AB)P(B)
P(B|A) = = .
BN =5 P(A)
Feladat. Egy gyirban anyaghibds és mérethibas gyartmanyok is késziilnek,
és ezek a teljes mennyiség 25 illetve 40 szazalékat teszik ki. A mérethibas
darabok 6téde anyaghibas is egyben. Az anyaghibas gyartmanyok mekkora

hanyada mérethibas?

P (anyaghibas| mérethibas) - P(mérethibas)
P(anyaghibas)

— 0,32 = 32%

P (mérethibas | anyaghibas) =

. 02.04
0,25
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Teljes eseményrendszer

Azt mondjuk, hogy a Bi,..., B, események teljes eseményrendszert
(t.e.r.) alkotnak, ha teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

o paronként diszjunktak: tetszbleges i # j esetén B;n B = J;

o egyiittesen lefedik az eseményteret: By u--- U B, = Q.

A teljes val6sziniiség tétele

Legyen Bi,...,B, pozitiv valészinliségii eseményeket tartalmazé teljes
eseményrendszer! Ekkor egy tetszéleges A esemény val6sziniisége:

P(A) = P(A|B1)P(B1) + ...+ P(A|B.)P(B)

Bizonyitas. Az additivitasbél és a feltételes valészinﬁséggéfﬁl’c' 5)abol:
By

P(A)=P(AnB) +...+ P(An By

— P(A|B1)P(B1) + ...+ P(A|B,)P(B,) B, A
B3 --- /B
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Feladat. Lajosnak lejart a bérlete, mégis felszall az elsé jarmiire, ami
hazaviszi. A megélloban 50% valésziniiséggel érkezik el6szér busz, 30%
valésziniiséggel troli, a tébbi esetben pedig villamos. A buszon 20% eséllyel
jon ellenér, a trolin 50% eséllyel, a villamoson pedig 80% eséllyel.

e Mennyi annak az esélye, hogy hazafelé utazva talalkozik ellenérrel?

@ Ha otthon szomoriian meséli el, hogy megbiintették, akkor mennyi a
valésziniisége, hogy villamossal utazott?

Bevezetiink eseményeket: A = talalkozik ellenérrel = megbiintetik,
B; = busszal utazik, B, = trolival utazik, Bs = villamossal utazik

Vegyiik észre: Bi, By, Bs teljes eseményrendszert alkot.

jarmi valésziniiség | ellendr esélye
busz P(B;) =05 | P(AlB1) =0,2
troli P(Bs) =03 | P(AlB2) =05

villamos | P(Bs;) = 0,2 | P(A|B3) = 0,8

dsszesen 1 P(A) =7
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jarmi | valésziniség | ellendr esélye

busz P(B1) =05 | P(A|B1) =0,2
troli | P(B,) =03 | P(A|By) =05
villamos | P(Bs) = 0,2 | P(A|B3) = 0,8

dsszesen 1 P(A) =7

@ Mennyi annak az esélye, hogy hazafelé utazva talalkozik ellenérrel?
Teljes valészinliség tétele:

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + P(A|B3)P(Bs)
=0,2-05+05-0,3+0,8-0,2=0,41
e Ha megbiintették, akkor mennyi az esélye, hogy villamossal utazott?
Bayes-formula:

P(A) 041

P(Bs|A) = ~ 0,39

Itt igazabdl ezt tortént:

P(An B3) fekete és piros

P(BslA) = P(A) fekete




Feladat. Adott két urna. Az egyikben 2 piros és 4 zdld, a masikban 3 piros
és 1 zéld golyct talalhato. Véletlenszeriien kivalasztunk egy urnat, és
kivesziink beléle egy golyét. Mennyi annak az esélye, hogy pirosat hizunk?

Bevezetiink eseményeket:

A = pirosat hiazunk, ‘ . ‘
By = az 1. urnat valasztjuk, ‘ .

B> = az 2. urnat valasztjuk.

Ekkor: P(B1) = P(Bs) = 1/2, P(A|By) =2/6, P(A|By) = 3/4.
P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B)P(B) = % : % + % % — g

Tegyiik fel, hogy a hizés soran zéld golyst kaptunk! Mennyi az esélye,
hogy az 1. urnabdl haztunk?

A Bayes-formula alkalmazasaval

p(ByjA) — PAIBOP(BY) _4/6-1/2 _ 8 1

P(A) e 112 (B
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Feladat. Osszeéntjiik a golyokat egy urnaba, majd abbdl hiizunk egyet.
Mennyi az esélye, hogy pirosat kapunk?

Az 3sszedntés utan 5 piros és 5 zold golyd van egy urnaban, igy
P(A) =5/10 = 1/2.

Miért valtozott meg a valésziniiség az el6z8 elrendezéshez viszonyitva?
@ Az egyurnas elrendezésnél minden goly6nak 1/10 az esélye, ezért
P(A) =5-1/10 = 5/10.
o A kéturnas elrendezésnél az elsé urnaban minden golyénak 1/12, a
masodikban 1/8 az esélye, ezért

P(A) =2-1/12+3-1/8 = 13/24.
@

. ‘ Lho Lo . lh2 1Az ‘.
.. lho Lo ‘ lha 142 . s
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Két esemény fiiggetlensége

Két esemény fiiggetlensége

Legyen A és B két tetsz6leges esemény. Azt mondjuk, hogy a két
esemény fiiggetlen egymastdl, ha P(An B) = P(A)P(B).

A fliggetlenséggel ekvivalens tulajdonsagok

Ha A és B pozitiv valésziniiségli, akkor az alabbiak ekvivalensek:
O A & B fiiggetlen egymastél.
Q@ P(A|B) = P(A).
@ P(BJA) = P(B).

A\

Bizonyitas. Ha A és B filiggetlen, akkor
P(AB) = P(An B)/P(B) = P(A)P(B)/P(B) = P(A).
A forditott iranyért, ha P(A|B) = P(A), akkor
P(An B) = P(AIB)P(B) = P(A)P(B).



Feladat. Véletlenszeriien kivalasztunk egy haromgyerekes csalidot, és
tekintsiik az alabbi eseményeket:

o A = a gyerekek kozott legfeljebb egy lany van
o B = a gyerekek kozott van fia és lany is

Fiiggetlen egymastél a két esemény?

Korabban lattuk, hogy

FFL FLL
B Q

1. megoldas: P(An B) = P(A)P(B), tehat fiiggetlenek.
2. megoldas: P(A|B) = P(A), tehat flggetlenek.

Feladat. Szamoljuk végig ugyanezt négygyerekes csaladokra is!
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Feladat. Feldobunk két szabalyos dobokockat. Mutassuk meg, hogy ha a
két dobas fliggetlen, akkor mind a 36 kimenetelnek azonos a valdszinisége.

Tetszéleges i,j € {1,...,6} esetén legyen
A = az 1. kockaval i-t dobunk, B = a 2. kockaval j-t dobunk.
A feltevés szerint ezek fiiggetlen események, tehat
P(az 1. kockaval i-t, a 2. kockaval j-t dobunk)
=P(AnB)=PAPB)=1/6-1/6 =1/36.
Feladat. Mutassunk példat olyan kisérletre, mikor a két kockadobas nem
fliggetlen! Ekkor is azonos a kimenetelek valésziniisége?

A kisérlet: feldobok egy szabalyos dobékockat, felveszem filmre, majd ezt
lejatszom ajra. Ekkor két szabalyos kockadobast kapok, de ezek nem
fliggetlenek. A kimenetelek valésziniisége:

1/6, hai=j,

P(az 1. kockaval j-t, a 2. kockaval j-t dobunk) = {0 ha i
, ai#j.
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Feladat. Véletlenszeriien és egymastdl fiiggetleniil valasztunk egy x és
egy y értéket rendre az S, T] illetve az [U, V] intervallumbdl.
Mutassuk meg, hogy ekkor az (x,y) pont teljesiti az egyenletességi
hipotézist az [S, T] x [U, V] téglalapon!

Azt kell megmutatnunk, hogy az [S, T] x [U, V] téglalap tetszéleges A

részhalmaza esetén

kedvez§ tertlet A teriilete

P((x.y)eA) = Gsszes terilet (T-S)(V-U)

Legyen elGszor A egy téglalap: A = [s,t] x [u, v]

y
P((x,y) € A) = P(x € [s, t], v]) v
— P(xe[s,t]) Plye[u, ]):;_;.J:‘L’j -
_ (t=s)(v—u)  Ateriilete YR e —
(T=S(V-U) (T=-5(V-U) L
S s tT X



Most legyen A egy folytonos gorbével hatarolt sikidom!

A sikidom felbonthaté megszamlalhaté sok diszjunkt téglalapra:

A=A1UVAuU...
y
Ekkor:
V,,
P((x,y) e A) = > P((x,y) € A) ‘
_ Z A; terllete _ A tertilete Ut
(T =-5(V-U) (T-5(V-U)
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Feladat. (Bertrand-paradoxon, 1889.) Tekintsiink egy kért, és irjunk
bele egy szabalyos haromszéget. Véletlenszeriien és egymastdl fiiggetleniil
valasszunk két pontot a kérvonalon, és késsiik 6ssze Sket egy egyenessel!
Mennyi az esélye, hogy az igy kapott hiir hosszabb, mint a beirt haromszég
oldala?

Meggondolhatd, hogy a har pontosan akkor hosszabb, mint a haromszog
oldala, ha a har kézéppontbdl 120°-nal nagyobb szdgben latszik.

A koérvonal pontjait a hozzajuk tartozé forgasszoggel is leirhatjuk. Ha a
pont véletlenszer( a kdrvonalon, akkor a forgasszog véletlenszerii a
[0°,360°] intervallumon. Jeldlje a és [ a két forgasszoget!

=%

56



Most a és [ egymastdl fliggetlenek és véletlenszertiek a [0°,360°]
intervallumon, azért az (a, ) pont teljesiti az egyenletességi hipotézist a
[0°,360°] x [0°,360°] négyzeten.

Geometriai médszerekkel megmutathatd, hogy a kapott har pontosan akkor
latszik a kor kézéppontjabél 120°-nal nagyobb szég alatt, ha

120° < o — B| < 240°.
Ezek az egyenlStlenségek definialjak a kedvezé tartomanyt.

Direkt teriiletszamolassal vagy atdarabolassal megmutathaté, hogy a
kedvez§ teriilet a négyzet 1/3 része, ezért a kérdéses valésziniiseg p = 1/3.

B g
360 360
240 240
120 | 120

120 240 360¢ 120 240 360 480 600 720¢
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Feladat. (Buffon-féle tiiprobléma, 1777.) Adott egy papirlap, melyre
egymastél d > 0 tavolsigra parhuzamos egyeneseket rajzoltunk.
Véletlenszeriien leejtiink egy ¢ < d hosszisagi palcikat a papirlapra.
Mennyi annak az esélye, hogy a pélcika metszi valamelyik egyenest?
Megjegyzések:

@ A palcika pozicigjat tokéletesen le tudjuk irni a felezéspont (x, y)

koordinataival és az « € (—m/2,7/2] forgasszoggel.
o Feltehets, hogy x € (0,d]. Az y értékkel nem kell foglalkoznunk.
@ A palcika pontosan akkor metszi valamelyik egyenest, ha

x—5c05a<0 vagy x+§cosa>d.
%COSO{%COSQ
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Mit jelent az, hogy véletlenszerien ejtjiik le a palcat? Ez szamunkra a
kovetkez6t jelenti:

o x véletlenszerd érték a (0,d] intervallumbdl;

o a véletlenszeri érték a a € (—m/2,7m/2] intervallumbdl;

@ x és « valasztasa egymastdl fiiggetlen.

Ekkor az (a, x) pont véletlenszerii a (—m/2,7/2] x (0,d] téglalapon.

Kedvezd tartomany: x < %cosa vagy x =>d — gcos Q.

Integralassal a kedvezé teriilet: X

d

/2 Vi
2J —cos(x) dx =2
—7/2

A kérdéses valésziniiség:

kedvezé teriilet 2/
Osszes terillet  wd /2 n/2 &
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Miért érdekes a Buffon-féle tiiprobléma? Azért, mert kisérleti aton becslést
adhatunk 7 értékére:
o Hajtsuk végre a kisérletet n alkalommal, ahol n nagy szam.
o Jeldlje r, azon végrehajtasok relativ gyakorisagat (tehat aranyat),
amikor a palca metszi valamelyik egyenest. Ekkor
20 20

mrp=— tehat TR

wd’ rpd’

Példaul d =2¢ valasztassal: w~ 1/r,.

Ezt hogyan lehet a gyakorlatban megvalésitani?
o Fizikailag végrehajtjuk a kisérletet.

o Irunk egy szamitégépes programot.



Ketténél tobb esemény fiiggetlensége

Ketténél tobb esemény fliggetlensége

Legyen A1, As, ... eseményeknek egy véges vagy végtelen sorozata.

@ Azt mondjuk, hogy az események paronként fiiggetlenek, ha barmely
kettd fiiggetlen egymastdl, tehat tetszéleges A; és A; kiilonbozé
eseményeket kivalasztva teljesiil, hogy P(A; n A;) = P(Ai)P(A;).

e Azt mondjuk, hogy az események (teljesen) fiiggetlenek, ha
barmely n>1 egész esetén tetszéleges Aj,...,A;, kiilonbozs
eseményeket kivalasztva

P(A,’1 ﬁ...ﬂA,‘n) = P(A,l)P(A,")

A tovabbiakban, ha csak az ellenkezgjét kiilon nem hangsilyozzuk, akkor
fliggetlenség alatt teljes fiiggetlenséget értiink.
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A paronkeénti fliggetlenség azt jelenti, hogy akarhogyan is valasztunk ki két
kiilonb6z6 eseményt, ezek fiiggetlenek lesznek egymastdl:

P(Aj|Ai) = P(Aj) minden /# j esetén.

A teljes fiiggetlenség azt fejezi ki, hogy semmilyen kapcsolat sincs az
események kozott: tetszéleges Aj,...,A;,,A; kiilonbozé eseményekre

P(AjﬂA,‘l f\...ﬂA,’n)
P(A,'l N... ﬁA,’n)

_ P(A)P(AL) - P(A;,)

 P(AL)...P(A)

P(Aj‘A,‘lﬂ...ﬁA,'n)Z

= P(A))

Az nyilvanvalé, hogy a teljes fiiggetlenségbdl kovetkezik a paronkénti

fliggetlenség. Felmeriil a kérdés, hogy a kettd vajon ekvivalens-e egymassal.
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Kapcsolat a kétféle fiiggetlenség kozott

Ha az Aj, A, ... események teljesen fliggetlenek, akkor paronként is
fliggetlenek. Az allitas megforditasa nem igaz, tehat a paronkénti
fliggetlenségb6l nem kovetkezik a teljes fliggetlenség.

Bizonyitas. Ha az események teljesen fiiggetlenek, akkor n =2 mellett
azonnal kdvetkezik a paronkénti fiiggetlenség. A kdvetkezd példa pedig
illusztralja, hogy az allitas nem megfordithaté.

Feldobunk két szabalyos pénzérmét, egy pirosat és egy kéket. Legyen

iras,iras

A = a piros érmével fejet dobunk,

B = a kék érmével fejet dobunk,

C = 6sszesen 1 fejet dobunk. iras, fej

Ekkor megmutathaté, hogy a harom esemény paronként fliggetlen. Ezzel
szemben a harom esemény nem teljesen fliggetlen, ugyanis

P(An B~ C) =0+ P(A)P(B)P(C) > 0.
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Feladat. Haromgyerekes csaladokban vizsgéljuk a gyerekek nemét. Tegyiik
fel, hogy a gyerekek neme fliggetlen egymastol!

@ A feltevés mennyire van 6sszhangban a hétkéznapi tapasztalatokkal?

e Mutassuk meg, hogy ha a gyerekek 1/2-1/2 eséllyel sziiletnek fianak
és lanynak, akkor mind a 8 lehetséges csaladtipusnak azonos a
valészintisége!

Tekintsiik a példaul a kévetkezé csaladtipust:
FLF = az 1. gyerek fit, a 2. gyerek lany, a 3. gyerek fia
A fliggetlenség alkalmazasaval:

P(az 1. gyerek fiti és a 2. gyerek lany és a 3. gyerek fiL’J)
= P(az 1. gyerek fiﬂ) . P(a 2. gyerek Iény) . P(a 3. gyerek fiﬂ)
=(1/2)*=1/8
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Feladat. Egy kér alaki és 3 méter sugar kerti t6 felszinén, a té szélétsl
2 méterre egy molnarka all lesben. A viz felszinére esé apré rovarok koéziil
azokat veszi észre, amik téle legfeljebb 1 méterre vannak. Ha egy rovar
véletlenszeriien esik a vizbe, akkor mennyi az esélye, hogy ezt a molnarka
észreveszi?

P(a molnarka észreveszi a rovart)
kedvezé teriilet 127 1

Osszes teriilet 327 9

Ha 3 rovar esik egymastdl fiiggetleniil a vizre, akkor mennyi az esélye, hogy
a molnarka mindharmat észreveszi?

Legyen: A; = a molnarka észreveszi az i. rovart, i=1,2 3.
P(A1) = P(A2) = P(A3) =1/9, és Aj, Az, Az fiiggetlen események.
P(mindharmat észreveszi) = P(A1 n Ay n As3) = P(A1) P(A2) P(A3) = (1/9)3
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Ha 3 rovar esik egymastdl fiiggetlentil a vizre, akkor mennyi a valészintisége
az alabbi eseményeknek?

@ A molnarka észreveszi az elsét, de a harmadikat nem.
P(A1\A3) = P(A1) — P(A1 n A3) = P(A1) — P(A1) P(A3) =1/9—(1/9)?
Alternativ megoldas:
P(Al\A3) = P(Al ﬂZg) = P(Al)P(Z3) = 1/9 . 8/9 % 10%

@ A molnarka a harom kéziil pontosan egy rovart vesz észre.
P(Al ﬁﬁQ GE3) + P(Zl N Ao 0Z3) + P(Zl GZQ ﬂA3)
= P(A1)P(A2)P(A3) + P(A1)P(A2)P(A3) + P(A1)P(A2) P(A3)
—1/9-8/9-8/9+8/9-1/9-8/9+8/9-8/9-1/9 ~ 26%

®)

3
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Ha 3 rovar esik egymastdl fiiggetleniil a vizre, akkor mennyi a valésziniisége
annak, hogy a molnarka észrevesz legalabb egyet a harom koziil?

P(Al U A uA3) =1- P(Al U A uA3)
=1- P(Zl GZQ ﬁZg) =1 P(El)P(Zg)P(Zﬂ
=1—(8/9)% ~ 30%

Hany rovarnak kell egymastdl fiiggetleniil a vizre esnie ahhoz, hogy a
molnarka 90% eséllyel észrevegyen koziiliik legalabb egyet?
Ha n rovar esik a viz felszinére, akkor

P (a molnarka észrevesz legalabb egyet) = 1 — P(egyet sem vesz észre)
=1-P(Ain...nA,) =1-P(A)...P(A;)) =1—(8/9)" > 0,9

(8/9)" < 0,1 Dos 4
nlg(8/9) = 1g(8/9)" <lg0,1 lg(8/9) |- - - X
n>1g0,1/1g(8/9) = 19,5 £ x
n=20
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Diszkrét valdsziniségi valtozok

Véletlen jelenségeket vizsgalva eléfordul, hogy nem kdzvetleniil a kisérlet
kimenetelére vagyunk kivancsiak, hanem egy véletlen mennyiségre, melyet
valamilyen médon szarmaztatunk a kimenetelbél.

Feladat. Egy kaszinéban a kévetkezé jatékot lehet jatszani: a jatékos

feldob egy szabalyos dobokockat, és a nyereményét az alabbi tablazat
alapjan hatirozzak meg.

dobott szam | nyeremény

1,2 0 Ft
3,4, 5 1000 Ft
6 6000 Ft

o Mi a véletlen kisérlet és mik a lehetséges kimenetelek?
Feldobunk egy szabalyos dobokockat, Q = {1,2,3,4,5,6}.

@ Milyen hozzarendelési szaballyal irhatjuk fel a nyeremény nagysagat?
1—0, 2—~0, 3~ 1000, 4+~— 1000, 5+~ 1000, 6 — 6000.
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Valésziniiségi valtozo; véletlen valtozé

Legyen (Q,A, P) tetszbleges val6szintiségi mezé! Az X : Q — R alaka
fliggvényeket valésziniiségi valtozéknak vagy véletlen valtozéknak
nevezzilk. Az X értékkészlete a lehetséges értékek halmaza. Jele: Rx.

Megjegyzések:
o Ez a definicié nem teljesen pontos igy, erre majd még visszatériink.
o A véletlen valtozé gyakorlatilag egy véletlen szam:  X(w).
Nem attdl véletlen, mert a hozzarendelési szabaly véletlen, hanem
attdl, hogy a kisérlet w kimenetele véletlen.

Diszkrét valésziniiségi valtozok

Az X véletlen valtoz6 diszkrét, ha az értékkészlete megszamlalhaté
halmaz. (Példaul: az értékkészlet véges halmaz.) A diszkrét véletlen
valtozé valbsziniiségeloszlasa avagy silyfiiggvénye:

px = P(X =x), x¢€Rx.

Egy diszkrét véletlen valtozé6 méduszai azok az értékek, melyeket a valtozo
a legnagyobb valésziniiséggel vesz fel. A médusz nem mindig egyértelmii.




Valésziniiségeloszlasok karakterizaciéja

Tekintsiink egy megszamlalhaté R = {x1,x2,...} € R halmazt és egy
ezzel azonos elemszami  p1, po, ... € R szdmsorozatot. Ekkor az alabbiak
ekvivalensek.

Q Létezik olyan X diszkrét valdsziniiségi valtozo, melynek az R
halmaz az értékkészlete, és P(X = x;) = p; minden i indexre.

Q pi,p2,...>0 és pr+po+...=1

Bizonyitas. Az (1) = (2) irany nyilvanvaloé.
A forditott iranyért tegyiik fel, hogy (2) teljesiil!

o Tekintsiink egy tetszéleges olyan Q = {wi,ws,...} halmazt,
melynek a szamossaga azonos R szamossagavall

o Legyen A="P(Q), éslegyen P({w;}) = p;i minden j-re!
o Legyen X:Q >R, X:wj+— x; minden j-re!

Ekkor (£2,.A, P) egy diszkrét valésziniiségi mez8, X egy valésziniiségi
valtozé, Rx = R, és

P(X = xi) = P({wi}) = pi.
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Feladat. A kaszinds feladatban jeldlje X a nyeremény nagysagat!

2 3 4 5 6

dobott sza’m‘ 1
nyeremény | 0 0 1000 1000 1000 6000

Az X Vvéletlen valtozé diszkrét?
Ertékkészlet: Ry = {0,1000,6000}. A valtozé diszkrét.

Adjuk meg X valésziniiségeloszlasat!

po = P(X=0) = P(a dobott érték 1 vagy 2) =2/6

p1o00 = P(X =1000) = P(a dobott érték 3, 4 vagy 5) = 3/6
Psooo = P(X =6000) = P(a dobott érték 6) = 1/6

Mennyi annak az esélye, hogy a jatékos nyer valamennyi pénzt?
P(X>0) = P(X =1000) + P(X =6000) = 4/6

Hany mddusza van a valtozénak, és mik ezek?

Egy médusz van, az 1000-es érték.
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Adott egy X diszkrét val6sziniségi valtozd, Rx = {x1,x2,...}.
Kérdés: mennyi a megfigyelt értékek szamtani atlaga?
Tegyiik fel, hogy tobbszér megismételjiik a véletlen kisérletet, és jeldlje

Xi,...,X, avalésziniiségi valtozé értékeit az egyes végrehajtasok soran.
Xi+...+ Xy k(X =x1)-x1+ k(X =x0) x2+...
n n

=rnX=x) x1+mX=x) x+.
PX=x1)x1+PX=x2) x2+.

2

Varhato érték
Legyen X diszkrét val6sziniiségi valtozo, és tegyiik fel, hogy

Z |X|P |X1|P( 1) = |X2|P(X =X2) + ... < ®©

XERX

Ekkor az X varhatd értéke:

E(X) = ) xP(X = x) = xaP(X = x1) + x2P(X = 32) + ...

XERX
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Megjegyzések:
@ Szokasos jelolések a varhaté értékre: E (expected value); M (mean).
A varhato érték jelentése: az X valtozd hosszatavia atlagos értéke.
A varhato érték és a médusz a helyzeti mutatészamok kozé tartozik.

°
°

o Jellemz8en: varhaté érték # médusz.

@ A varhat6 érték nem mindig eleme az értékkészletnek.
°

A feltétel azt kdveteli meg, hogy a varhaté értéket definialé sor
abszolat konvergens legyen. Ha ez teljesiil, akkor az E(X) &sszeg
garantaltan egy véges valés szam.

Véges értékkészlet esetén a feltétel mindig teljesiil, ezért ebben az
esetben a feltétel kihagyhatd a definiciébdél.

Feladat. Mennyi a nyeremény varhaté értéke a kaszinds feladatban?
Valésziniiségeloszlas:
P(X=0)=2/6, P(X=1000)=3/6, P(X=6000)=1/6

Varhat6 érték:  E(X) = 0-2/6 + 1000 - 3/6 + 6000 - 1/6 = 1500

Sok jatékot jatszva 1500 forint az egy jatékra jutd atlagos nyeremény. 7



A varhat6 értéket definialé 6sszegnek fontos jelentése van a fizikaban.

Képzeljiik el, hogy az x tengely egy végtelen hossza sulytalan rad.

@ Minden x € Rx pontban a ridra egy kiterjedés nélkiili és py
nagysagl tomeg van ergsitve.

A rudat egy a€ R pontban aldtamasztjuk.

Az x pontban talalhaté p, nagysagi tomeg forgatényomatéka:

M, = er6kar - forgat6 eré = (x — a) - pxg
ahol g a gravitaciés gyorsulas. Az ered6 forgatonyomaték:

M = ZXGRX My = gZXERX (X - a)pX
A rendszer egyensilya szempontjabdl harom eset lehetséges:

e Ha M >0, akkor a rid az 6ramutaté jarasanak iranyaba billen el.

e Ha M <0, akkor a rid az ellentétes iranyba billen el.
e Ha M =0, akkor a rad egyensilyban marad.

Atrendezéssel kapjuk, hogy az egyensaly pontosan akkor teljesiil, ha
a= erRX Xpx, tehat ha a rudat a varhato értéknél tdmasztjuk ala.
Ezt a pontot a fizikaban salypontnak nevezik.
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Sz6rédasi mutatészamok

Legyen X olyan diszkrét valtozé, melynek létezik a varhato értéke!

o Varhato6 értéktél valo atlagos eltérés:
E(\x _ E(X)D — Y |x— EX)|P(X = x)
XERX
e Variancia, szérasnégyzet:
Var(X) = E([x - E(X)]2> - % [x — EQX)PP(X = x)
XERYX

Jelentése: a varhaté értéktdl vett atlagos négyzetes eltérés.

e Széras: D(X) = 4/Var(X)

@ A varhaté értéktél valé atlagos eltérés egy konnyen értelmezhetd
mutatészam. Hatranya: nincsenek szép matematikai tulajdonsagai.
o Vegyiik észre:

D(X) = \/E<[X - E(X)]z) ~ E( [X - E(X)]2> - E<|X - E(X)|)

Tehat: széras ~ varhaté értéktdl valo atlagos eltérés.



Feladat. Mennyi a varhaté értéktél vett atlagos eltérés illetve a széras a
kaszinés feladatban?

X | 0 1000 6000

x | 2/6 3/6 1/6

E(X) = 1500
Varhaté értéktsl vett atlagos eltérés:
2 3 1
E(yx - E(X)D = |0 — 1500 - . |1000 — 1500 - et 6000 — 1500 - A
_ 1500- 2 + 500 3 + 4500 L _ 1500
B 6 6 6

Variancia (varhaté értéktsl vett atlagos négyzetes eltérés):
2 2 2 3 2 1
Var(X) = [0 — 1500] i [1000 — 1500]° - et [6000 — 1500]° - 6
3 1
= 15007 - c 2 5002 et 45007 - ¢ — 4250000

Széras:

=/ Var(X) = v/4250000 ~ 2061,6
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Véges sokasagok

Statisztikaban gyakran talalkozunk az alabbi problémakérrel.

o Adott egy véges sokasag, vagyis egy véges halmaz. Ez gyakran
embereknek egy csoportja, élélényeknek egy populaciéja.

o Adott egy mennyiség a sokasagon. Példaul: testtémeg, jovedelem, stb.
Ennek a menyiségnek az eloszlasat vizsgaljuk.

Tegyiik fel, hogy a sokasagban N elem/egyed talalhato, és a mennyiség
értékei az egyes elemeken: xy,...,xy. Kérdések:

@ Milyen aranyok vannak a sokasagon beliil a mennyiség szempontjabél?

@ Mennyi a vizsgalt mennyiség atlagos értéke?
X1+ ...+ XN

N

X =

@ Mennyi a vizsgalt mennyiség szérasa?

\/(x1 —X)2 + 2 + (xy — X)2
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Feladat. Egy csaladban 4 gyerek van, a testtémegiik: 50, 54, 60, 70 kg.
o A gyerekek mekkora hanyada esik az [50,60] intervallumba?
Valasz: 50%.

@ Mennyi az atlagos testtomeg?

50 + 54 + 60 + 70
x— 20 I 0 55

@ Mennyi a testtomeg szérasa?

¢60—%5F+@4—%5V+@0—%5V+W0—%5V_753

4

Felmeriil a kérdés, hogy mindez hogyan illeszkedik a diszkrét valésziniiségi
valtozéknal tanult fogalmakhoz?
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Veéletlenszeriien kivalasztunk egy elemet a sokasagbdl, és legyen X a
vizsgalt mennyiség értéke a kivalasztott elemen. Ekkor:

e Az X \valtozé diszkrét, ugyanis Rx = {x1,...,xn}.
o Valésziniiségeloszlas: P(X =x1) =... = P(X = xy) = 1/N.

o Tetszbleges a < b valds szamok esetén:
P(a< X < b) = az [a, b] intervallumba es8 elemek aranya

@ Varhat6 érték = sokasagon beliili atlag:

EX)= xP(xzx)zwzy

XERX

@ Variancia:

Var(X) = Y [x — E(X)]?P(X = x) =

e Széras: D(X) = 4/Var(X)
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Az el6z6 oldalon lattuk, hogy a sokasagokon értelmezett mennyiségek a
diszkrét valtozok egyszerii specialis esetei. Viszont az ott bevezetett
formulak csak kis méret(i sokasagokra szamolhatéak kénnyen. Kérdések:

@ Hogyan irjuk le a nagy méretii sokasagokat?

o El lehet jutni a varhaté érték definiciéjahoz a sokasagokon keresztiil?

Feladat: Egy lengyel felmérés alapjan a fehér gélyak 2-5 tojast raknak az
alabbi tablazatban talalhat6 megoszlasban. Véletlenszeriien kivalasztunk
egy golyafészket, és jeldlje X a fészekben talalhat6 tojasok szamat.

0.4

x| 2 3 4 5 0.2 ' I I
pe | 10% 20% 35% 35% t
2 3 4 5

Rx = {2,3,4,5}, tehat a X diszkrét valtozé
P(X=2)=01, P(X=3)=02 P(X=4)=035 P(X=5)=035
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Feladat: Atlagosan hany tojas talalhat6 a gélyafészkekben?
Tegyiik fel, hogy a sokasadgban dsszesen N egyed talalhaté! A sokasagon
beliili aranyok és gyakorisagok:

X 2 3 4 5 0sszesen

px | 10% 20% 35%  35% 100%

ke | 0,IN 02N 035N 0,35N N

Ekkor az atlagos tojasszam:

0,1N db 0,2N db 0,35N db 0,35N db

24 ... 42+3+...4+34+4+...+4+5+...+5
N

 2.0,IN+3-02N+4-035N +5-0,35N

B N

=2.0,1+3-02+4-0,35+5-0,35=3,95
=2.P(X=2)+3-P(X=3)+4-P(X=4)+5-P(X =5) = E(X)

Megjegyzés: Hasonlé moédon a diszkrét valészintiségi valtozok varianciajat
is meg lehet kapni.



Néhany nevezetesebb diszkrét eloszlas

Feladat. Egy kerti t6 felszinén egy molnarka all lesben, ami a vizbe esé
rovarokat egymastdl fiiggetleniil 1/9 valészinidséggel veszi észre. Jelolje X
azt, hogy a molnarka a kévetkezd 3 rovar kéziil hanyat vesz észre! Adjuk
meg az X valtozé valésziniiségeloszlasat!

Rx ={0,1,2,3}, tehat X diszkrét valtozo
Legyen: A; = a molnarka észreveszi az i. rovart, i=1,2 3.
P(A1) = P(A2) = P(A3) = 1/9

P(X =0) = (A1 NnA N A3) = P(A1)P(A2)P(A3) = (8/9)3

P(X =1) (AlmAgmAg)+P(AlmAgmA3)+P(A1mAgmA3)
= P(A1)P(A2)P(A3) + P(A1)P(A2) P(A3) + P(A1) P(A2) P(As3)
=1/9-8/9-8/9+8/9-1/9-8/9+8/9-8/9-1/9 = 3(1/9)(8/9)?
Hasonlé médon:  P(X =2) =3(1/9)%(8/9), P(X =3) = (1/9)3.
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Binomialis-eloszlas
Az X diszkrét val6sziniiségi valtozé binomialis eloszlasi n > 1 egész
és pe (0,1) paraméterekkel, ha

p=PX == (})pa-pr  k=0L..n

Megmutathat6, hogy ekkor E(X) =np és Var(X) = np(l— p).

Bernoulli-kisérlet
Egy véletlen kisérletet Bernoulli-kisérletnek neveziink, ha minddssze két
fajta kimenetele van, egy p e (0,1) valészintiségl kedvezd ésegy 1—p
valésziniiségii kedvezétlen.

A binomialis eloszlas el&allitasa

Legyen adva egy Bernoulli-kisérlet, ahol p a kedvezé kimenetel esélye!
Ha ezt a kisérletet egymastdl fiiggetleniil n alkalommal megismételjiik,
akkor az &sszesen kapott kedvezé kimenetelek szama binomialis eloszlast
kovet n és p paraméterrel.




Bizonyitas. Legyen X a kedvezé kimenetelek szamal
Rx ={0,1,...,n}, tehat X diszkrét valésziniiségi valtozé.
Adjuk meg a val6sziniiségeloszlast:
o El6szor rogzitsiik, hogy pontosan mely pozicidkban kapjuk a kedvevé
kimeneteleket. Példaul:

P(az elss k kisérletre kedvezs, a tobbire kedvezétlen kimenetelt kapunk)

:p""'p'(l_P)'---'(l—p)=pk(1—p)”_k

~—

k darab (n— k) darab
Mindegy, melyik poziciékat jeldljiik ki, az eredmény mindig ugyanez.

o Hanyféleképpen tudjuk kijelélni ezt a k poziciét? Hanyféleképpen
tudunk kivalasztani az 6sszesen n darab prébalkozasbél k darabot
visszatevés nélkiil? Kijeldlések szama = (7).

@ A valésziniiségeloszlas:
P(X = k) = P(k kedvezs kimenetelt kapunk) = (Z) pk(1—p)nk
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Feladat. Egy kerti t6 felszinén egy molnarka all lesben, ami a vizbe esé
rovarokat egymastdl fiiggetleniil 1/9 valészinidséggel veszi észre. Jelolje X
azt, hogy a molnarka a kévetkezd 3 rovar kéziil hanyat vesz észre! Adjuk
meg az X valtozé valésziniiségeloszlasat, varhato értékét és szorasat!
Ertékkészlet: Ry = {0,1,2,3}

Bernoulli-kisérlet: egy rovar a vizbe esik

Kedvezs kimenetel: a molnarka észreveszi, p =1/9

A Bernoulli-kisérletet megismételjik n =3 alkalommal.

Az X valtozé binomialis eloszlasa:
k 3—k
v (MY ke ok (3N (L) (8 _
Varhaté érték és szdras:
E(XX)=np=12,  DX)=+/np(l-p) =

Hogyan értelmezhetd a véarhato érték és a szoras ebben a feladatban?
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Feladat. Egy szelvénnyel jatszunk az Stéslotton, és legyen X a talalatok
széma. Irjuk fel az X véltozé valészintiségeloszlasat!

5 85
P(X = k) = (k)(gg)—k) k=0,1,2,3,4,5.
5
Hipergeometrikus eloszlas

A X diszkrét val6sziniiségi valtozé hipergeometrikus eloszlasa n, M, N
pozitiv egész paraméterekkel, ha

WED

Megmutathat6, hogy ekkor E(X) = nM/N.

pxk = P(X =k) = o, .

A hipergeometrikus eloszlas el6allitasa
Adott egy N elemii halmaz, melyben M elem meg van kiildnbdztetve
valamilyen médon. Kihazunk n elemet a halmazbdl visszatevés nélkiil, és
jeldlje X a megkiildnbdztetett elemek szamat a kihtzottak kozott. Ekkor
az X valtozoé hipergeometrikus eloszlast kovet.




Feladat. Lajos kulcscsomdjan harom kulcs taldlhato, ezek kéziil az egyik a
bejarati ajtét nyitja. Egy este a barataival italozik, és hazatérve nem tudja
megkiilbnbéztetni a kulcsait. Emiatt véletlenszerien és visszatevéssel
valaszt Gjabb és djabb kulcsot, mig ki nem nyitja az ajtét. Adjuk meg a
sziikséges probalkozasok szamanak a valészintiségeloszlasat!

P(X =k) = P(sorban k — 1 sikertelen, majd egy sikeres prébélkozés)
=2/3-...-2/3-1/3 = (2/3)k1.1/3, k=1,2,...
|

(k —1) darab

Geometriai eloszlas

Az X diszkrét valésziniiségi valtozé geometriai eloszlasi p € (0,1)
paraméterrel, ha P(X = k) = (1 —p)k~ip, k=1,2,...
Megmutathatd, hogy ekkor E(X) =1/p.

A geometriai eloszlas elallitasa

Legyen adva egy p paraméteres Bernoulli-kisérlet. Addig ismételjiik ezt a
kisérletet egymastdl fliggetleniil, mig végiil kedvezd kimenetelt nem kapunk.
Ekkor a probalkozasok szama geometriai eloszlast kdvet p paraméterrel.
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Folytonos val6szintiségi valtozok

Folytonos valésziniiségi valtozok, stiriiségfiiggvény

Egy X valésziniségi valtozé (abszolat) folytonos eloszlasi, ha létezik
olyan fx : R — R fiiggvény, hogy tetszéleges a < b valés szamokra

P(a<X<b)=f fx(x)dx.

Ekkor az fx fiiggvényt az X siiriiségfiiggvényének nevezziik.

A definiciéhoz sziikséges, hogy az fx fiiggvény integralhaté legyen az
[a, b] intervallumon. Az integralhatésagot a jovében nem hangsalyozzuk:
ha felirunk egy integralt, akkor abba mindig beleértjiik, hogy létezik.

fx
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A siirliségfiiggvény szemléletes jelentése:

Reprezentaljuk a kisérlet kimeneteleit 6lomgolyécskakkal. A golyé
salya a kimenetel valésziniisége.

Az egyes 6lomgolyokat arra a pontra tessziik a szdmegyenesen,
amennyi a val6sziniiségi valtozé értéke az adott kimenetel esetében.

llyen médon kapunk egy rakast. A siiriiségfliggvény értéke a rakas
magassaga.

0,25 |
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Feladat. Egy pingvinfajt vizsgalva X egy véletlenszeriien kivalasztott egyed
testtémege kilogrammban. Az X valtozé az alabbi fx siiriségfiiggvénnyel
irhaté le. Az egyedek mekkora hanyada esik 1,5 és 2,5 kg kézé?

1

e (x) 4/x%, ha2< x <4,
X)) =
X 0, kiilonben.

0,25 fi

15 2 25 4

2,5 2 2,5
P(15< X <25) = f fx(x)dx = J Odx + 4J x"2dx
: 15 2

—172,5 25
S Y ) ) T (Y (S B Y R R
—1, x|, 25 -2
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A valészinitség folytonossagi tulajdonsaga

@ Legyen A; D Ay O ... eseményeknek egy sziikiil§ sorozata, és
A = minden A, bekdvetkezik = (’_; Ap.
Ekkor P(A) = lim,—o P(Ap).
Q Legyen A; < Ay — ... eseményeknek egy béviilé sorozata, és
A = valamelyik A, bekdvetkezik = [ J7"_; A,.
Ekkor P(A) = limp_o P(Ap).

A bal oldalon sziikiil&, a jobb oldalon béviil6 eseménysorozat:

A
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A folytonos valésziniiségi valtozék valésziniiségeloszlasa

Ha X folytonos valészintiségi valtozo, akkor tetszéleges a valés szam
esetén P(X = a) = 0.

Bizonyitas. Legyen A, ={a< X <a+1/n}. Ekkor
AlDAQD... és ﬂf,ozlA,,z{X:a}.
A valészintiség folytonossagabdl kovetkezik, hogy

a+1/n
P(X = a) = lim P(A,) = lim f fx (x) dx.

n—o0 n—0o0 3

Az integral folytonos a végpontok fliggvényében, ezért

a+1/n a+1 a+1
lim J fx(x)dx = f fx(x)dx — lim J fx(x)dx = 0.

=0 Ja a =% Jat1/n

Ezzel bebizonyitottuk az allitast.
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A folytonos valésziniiségi valtozék tovabbi tulajdonsagai

Legyen X folytonos valészintiségi valtozé fx siiriiségfiiggvénnyel!
Ekkor teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok.

O A siiriiségfliggvényt definialé formula akkor is érvényes, ha az egyik
vagy minkét < jelet < jelre cseréljiik.

@ A siirtiségfiiggvényt definialé formula a = —oo és/vagy b= +ow
esetén is érvényes.

Bizonyitas. Az allitasokbdl csak egy-egy esetet bizonyitunk.
Q@ PlasX<b=Pla<X<b)—PX= Sfx Jdx — 0
@ Legyen A,={a< X <a+n}. Ekkor

Aic A c... és U Arn={a< X < +w}.
A valésziniiség folytonossagabdl kdvetkezik, hogy
a+n +00
P(a< X < +4w) = lim P(A,) = lim J fx(x)dx = J fx (x)dx.
n—0o0 n—0o0 3 3
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A siiriiségfiiggvények altalanos tulajdonsagai

Egy f:R — R fiiggvény pontosan akkor egy folytonos val6sziniiségi
valtozé siiriiségfiiggvénye, ha teljesiti az alabbi feltételeket.

o Tetszbleges a < b valés szamok esetén S: f(x)dx = 0.
° SJ_F;) f(x)dx = 1.

Bizonyitas. Csak az egyik iranyt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy az f
fliggvény egy X folytonos valtozé siiriiségfiiggvénye! Ekkor:

° ng(x)dx=P(a<X<b)>O
° St;‘gf(x)dx=P(—OO<X<+OO)=l

A siiriiségfiiggvények elégséges feltétele

Tegyiik fel, hogy egy f:R — R fiiggvényre teljesiilnek az alabbiak.
o Tetszéleges x valés szamra f(x) > 0.
o (T f(x)dx = 1.

Ekkor létezik olyan X folytonos valtozé, aminek f a siiriiségfiiggvénye.
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Folytonos valésziniiségi valtozék értékkészlete
Ha X folytonos valésziniiségi valtozé, akkor Rx = {x € R : fx(x) > 0}.

0,25 |

Feladat. Tekintsiik a pingvines feladatban megadott fx fliggvényt!
© Mutassuk meg, hogy az fx fiiggvény teljesiti a siiriiségfiiggvények
elégséges feltételét!

@ Adjuk meg az X Vviltozé értékkészletét!
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Hogyan definialjuk egy X folytonos valtozé varhato értékét? A diszkrét
eset formuldja nem alkalmazhatd, hiszen P(X =x) =0 minden xeR
értékre. Otlet: kozelitsiink egy diszkrét valészintiségi valtozévall

@ Osszuk be a valés szamegyenest § > 0 hosszisagl intervallumokra:

[kd, (k + 1)6), kel
o Tetszéleges w kimenetel esetén legyen Y (w) = kd, ahol k azaz
egész szam, melyre X(w) € [kd, (k + 1)J).
o Ez egy j6 kozelités, hiszen |X(w) — Y(w)| <0 minden w esetén.
@ Ekkor Y diszkrét valdsziniiségi valtozo, és a valdsziniiségeloszlasa:

(k+1)8
P(Y = ké) = P(ké < X < (k + 1)8) = f f (x) dx.
ko

o Ebbdl kovetkezik, hogy

(k+1)5
E(Y) =) (k§)P(Y = ké) = ZJ (k&) fx (x)dx
keZ keZ ko

(k+1)6 +00
~ ZJ x fx(x)dx = f x fx(x)dx.
keZ, ko —0o0
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Folytonos valésziniiségi valtozé varhaté értéke

Legyen X folytonos val6szintiségi valtozé fx siiriiségfiiggvénnyel!
Tegyiik fel, hogy

+00
f |x|fx (x)dx < oo.
—0

Ekkor az X varhatd értéke a kovetkezd formulaval van definialva:

E(X) = J+OO xfx (x)dx.

—00

Megjegyzések:

@ Ha az integralhatésagi feltevés teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a
valosziniiségi valtozonak létezik a varhatd értéke. Ebben az esetben
a varhato érték ténylegesen egy véges valés szam.

o Tegyiik fel, hogy egy [a,b] véges intervallumra teljesiil, hogy minden
x ¢ [a,b] szdm esetén fx(x) = 0. Ekkor az integralhatésagi
feltétel automatikusan teljesiil, és a varhaté érték létezik.

@ Szemléletesen: varhaté érték = atlagos érték.

@ Vegyiik észre a hasonlésagot a diszkrét esettel! o



Feladat. A pingvines feladatban létezik az X valtozé varhato értéke? Ha
igen, akkor mennyi a varhaté érték?

1
2
e (x) = 4/x%, ha2<x <4, i
0, kiildnben.
0,25

: P

A varhat6 érték létezik, hiszen:
+00 4 4 4
j |x|fx (x)dx = f |x|fx (x)dx < J 4fx (x)dx = 4J fx(x)dx =41 < 0
—0 2 2 2
A varhat¢ érték:
+00 4 4 4
E(X) = Xfx(X)dXZJ X~2dx=4J x"Ldx
2 X 2

4
- 4[In |x|]2 —4(In4—1n2) = 2,77

Feladat. A virhaté érték miért nem azonos a [2,4] felez6pontjaval? o



A diszkrét valdsziniiségi valtozok varianciajat és szérasat a kovetkezd
médon definialtuk, feltéve(!), hogy a varhaté érték létezik:

Var(X) = E([X - E(X)]2>, D(X) = /Var(X)

Ezek univerzalis formulak, a folytonos esetre is alkalmazhatéak.

A variancia meghatarozasa

Legyen X folytonos valésziniiségi valtozé fx slrliségfiiggvénnyel, és
tegylik fel, hogy létezik a varhaté értéke. Ekkor

+00

Var(X) = f [x — E(X)]*fx (x)dx.

—00

@ Heurisztikus bizonyitas: a varhaté értékhez hasonlé gondolatmenettel
egy diszkrét valésziniiségi valtozéval kézelitiink.

@ Preciz bizonyitas: analizisbeli eszkdzokkel megmutathaté, hogy egy
h:R — R fliggvényekre megfelels feltételek mellett

E(h(X)) = §1% h(x)fx(x)dx.

Alkalmazzuk ezt h(x) = [x — E(X)]? valasztassall v



Az eloszlasfiiggvény

Amikor egy valdszintiségi valtozét vizsgalunk, akkor altalaban az alabbi
kérdésekre keressiik a valaszt:

o Mekkora val6sziniiséggel esik a valtozé egy adott intervallumba?

@ Mekkora a valtozé atlagos értéke, tehat mi a varhaté értéek?

@ Milyen mértékii a valtozo értékeinek széradasa, tehat mennyi a széras?
Ezekre a kérdésekre az alabbi eszkozokkel tudunk valaszolni.

@ Diszkrét valdsziniiségi valtozé esetén: valdszintiségeloszlas.

@ Folytonos valésziniiségi valtozé esetén: siirliségfiiggvény.

Vajon létezik olyan univerzalis eszkéz, mely mindkét esetben alkalmazhaté?
Olyan eszkozre lenne sziikségiink, mely

@ minden fontos informaciét tartalmaz a kapcsolatos valésziniiségi
valtozéval kapcsolatban;

@ de nem csak a diszkrét vagy a folytonos esetben alkalmazhaté.

Meglep6 modon ilyen univerzalis eszkoz |étezik.
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Eloszlasfiiggvény

Legyen X tetszéleges valoszintségi valtozé. A X eloszlasfiiggvénye
azaz Fx:R — [0,1] fliggvény, melyet az alabbi formulaval definialunk:

Fx(t) = P(X < t), teR.

Megjegyzések:

o Tetszbleges t val6s szam esetén az Fx(t) érték azt mutatja meg,
hogy az X valtozé mekkora valészintiséggel esik a szamegyenesen a
t-t6l balra, tehat a (—oo,t) intervallumba.

o Az eloszlasfiiggvény tetszéleges valdsziniiségi valtozé esetén létezik,
nem csak a diszkrét vagy a folytonos esetben.

o Egyes tankdnyvek az eloszlasfiiggvényt az Fx(t) = P(X < t),
te R, egyenléséggel definidljak. Ez kisebb valtozasokat okoz bizonyos
formulakban, de ez alapvetéen nem befolyasolja az alkalmazasokat.
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Az eloszlasfiiggvény definicidja:  Fx(t) = P(X <t), teR.
Val6szintisége csak eseménynek van! Hogyan kell értelmezni az X < t"
egyenl|Stlenséget, mint az eseménytér részhalmaza? A kovetkez6 médon:

{(X<t}={weQ: X(w)<t}cQ

Ez a halmaz mindig esemény, tehat eleme az eseményalgebranak? NEM!!!

A valésziniiségi valtozok preciz definiciéja

Legyen (Q,.A, P) a véletlen kisérletet leir6 valészinliségi mezé. Egy
X :Q —> R fiiggvény mérhetd, ha tetszéleges t € R esetén

X <t}={weQ: X(w) <t}eA

Ekkor a X fliggvényt valdsziniiségi valtozonak nevezziik.

o Diszkrét val6sziniiségi mezén minden X : Q — R fiiggvény mérhets.
@ Megmutathatd, hogy ha a mérhetéségi tulajdonsag teljesiil, akkor
tetsz6leges | < R intervallum esetén
{Xe/}f{weﬂ X(w)el}eA
Tehata P(Xel)=P{weQ: X(w)el}) jol definialt.
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Feladat. Egy kaszindban a kévetkezd jatékot lehet jatszani: a jatékos
feldob egy szabalyos dobskockat, és a nyereményét az alabbi tablazat
alapjan hatarozzak meg.

dobottszam | 1 2 3 4 5 6
nyeremény ‘ 0 0 1000 1000 1000 6000

Irjuk fel a nyeremény eloszlasfiiggvényét! Milyen kapcsolat fedezheté fel a
valészintiségeloszlas és az eloszlasfiiggvény kézott?

P(X=0)=2/6, P(X=1000)=3/6, P(X=6000)=1/6

Diszkrét valésziniiségi valtozok eloszlasfiiggvénye

Egy diszkrét valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye egy olyan lépcsss
(szakaszonként konstans) fliggvény, mely pontosan a valtozé lehetséges
értékeiben ugrik, és egy t € Rx helyen az ugras nagysaga P(X = t).
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P(X=0) =2/6, P(X=1000)=3/6, P(X=6000)=1/6

2/6, 0 <t <1000,
5/6, 1000 < t < 6000,
1, 6000 < t.

1 o—
3/6 | * 5/6 o— 9
2/6 @
1/6 | ° 2/6
o | 01000 i 6000, 0 1000 6000 ¢
— :
2/6 ! 0, t<0,
-— I

2/6 +3/6 = 5/6

2/6+3/6+1/6=1
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Feladat. Egy folytonos X valdsziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye az

alabbi fx fiiggvény. Irjuk fel az X eloszlasfiiggvényét! Milyen kapcsolat

fedezhetd fel a siiriiségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény kbzétt?

1

4/x?, ha2< x <4,
fx(X)={/

0, kiilonben.
0,25 fi

>+ i
Eloszlasfiggvény definicidja:  Fx(t) = P(X <t), teR.
e Ha t<2: Fx(t)=PX <t)=0.
e Ha t>4: Fx(t)=PX<t)=1
o Ha 2<t<4:

Fx(t) = P(X <t)=P(—oo< X <t)= Jt fx (x)dx = 4ftx_2dx

AT ) ()
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0, t <2, Fx
Fx(t)=<12—4/t, 2<t<4,
1, t > 4.
2 4 t

Feladat. Formalis derivalassal mutassuk meg, hogy Fj = fx.

Folytonos valésziniiségi valtozék eloszlasfiiggvénye

Egy X valésziniiségi valtozé pontosan akkor abszolat folytonos eloszlasi,
ha létezik olyan fx : R — R fiiggvény, hogy tetszéleges t € R esetén

Ekkor az fx fiiggvény a siiriiségfiiggvény, és fx = Fy.

v

Sok tankdnyvben a fenti piros dobozzal definialjak a folytonos valésziniiségi
valtozékat. Abban a felépitésben a mi definicionk csak egy tétel. 106



Feladat. Véletlenszeriien valasztunk egy p pontot az r =2 sugari
zart kérlapon. Jelélje X a valasztott pontnak a kér kézéppontjatdl valé
tavolsagat! Adjuk meg az X valdsziniiségi valtozo értékkészletét!

X = a pont tavolsaga a kdzépponttél, Rx = [0,2]

Mennyi annak az esélye, hogy a valtozé értéke 1-nél kisebb?

P(X < 1) = P(a pont az 1 sugari nyilt kdrlapra esik) = 22: = %
Hatarozzuk meg az X valtozé eloszlasfiiggvényét!
Eloszlasfuggvéeny:  Fx(t) = P(X <t), teR.
e Ha t <0, akkor Fx(t)=0.
e Ha t>2, akkor Fx(t)=1.
o Ha 0<t<2, akkor
N

Fx(t) = P(X < t) = P(a pont a t sugar( kérlapra esik) = rmialy
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Az X valtozé eloszlasfiiggvénye:

1
0, t <0, Fy
Fx(t) =< t?/4, 0<t<2,
1, t> 2.
0 2 t

Feladat. Mutassuk meg, hogy az X véltozé abszolit folytonos!

Ha létezik siriségfiiggvény, akkor az csak az eloszlasfiiggvény derivaltja
lehet:

0, t<O0, L ]
X
fx(t) = Fx(t) =< t/2, 0<t<2,
0, t> 2.
0 2 t

Ellenérizhets, hogy ekkor Fx(t) = Sioo fx(x)dx minden t € R esetén.
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Feladat. Mennyi annak az esélye, hogy az X véltozé 1-nél kisebb értéket
vesz fel? Mennyi annak az esélye, hogy a valtozé nagyobb, mint 17

0, t <0, 1 i
fx(t) =<t/2, 0<t<2,
0, t> 2.
0 1 2 t

1t 210 1 1
P(X <1 —P0<X<1—Jdt—[] — = -
( ) =Pl ) 0 2 4 4 4

2 272
P(X>1):P(1<X<2)=J ;dt:[’;] :%_%:%

Az el6z6 feladatban a [0, 1] és [1,2] intervallumok azonos hosszisaguak.
Az X valtozé miért nem esik azonos eséllyel ezekre az intervallumokra?
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Feladat. Véletlenszeriien és egymastdl fiiggetleniil valasztunk a és b
értékeket a [0,1]| intervallumon. Hatdrozzuk megaz X =a+ b
val6szintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét!

Most (a,b) véletlenszerii pont a [0,1] x [0,1] négyzeten.

b
Az X értékkeészlete: Rx = [0,2]. . a+tb=te(1,2]
Eloszlasfiiggvénye: Fx(t) = P(X < t) N -
&
0, t <0, \
t2/2, 0<t<1, I
=11 | i
1-(2-1)?2/2, 1<t<2,
1, t> 2. |
1 a
a+b=1tel0,1]

kedvezs teriilet  t2/2
dsszes teriilet 1
(2—1t)?/2

1

0<t<1l: Fx(t)=P(X<t)=

1<t<2: Fx(t)=1-PX=t)=1-—
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0, t <0, =
5 X
Fx(t) = t</2, 0<t<1,
X 1-(1-t)2/2, 1<t<2,
1, t> 2. | ; ;
0 1 2 t

Feladat. Mutassuk meg, hogy az X valésziniiségi valtozé abszolit
folytonos, tovabba adjuk meg a siiriiségfiiggvényét!

Ha létezik siriiségfliggvény, akkor az csak az eloszlasfiiggvény derivaltja
lehet:

0, t <0, 1 i
t 0<t<l1
fx(t) = Fy(t) =< "~ ’
x(t) = Fx(t) It let<o
0, t> 2. ‘ ; ‘
0 1 2 t

Hazi feladat: minden teR esetén Fx(t) = {°_ fx(x)dx.
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Feladat. Definialjuk az X valésziniiségi valtozét a kévetkezé médon.
Feldobok egy szabalyos pénzérmét. Ha az eredmény fej, akkor X = 0.
Ha iras, akkor X egyenletes eloszlasi a [0,1] intervallumon.

Hatarozzuk meg az X valésziniiségi valtozé értékkészletét!
Rx = [0,1]
Irjuk fel az X valtozé eloszlasfiiggvényét!
Ha t <0, akkor Fx(t)=P(X <t)=0.
Ha t>1, akkor Fx(t)=P(X <t)=1
Ha 0 <t <1, akkor alkalmazzuk a teles valésziniiség tételét:
Fx(t) = P(X < t) = P(X < t|fej)P(fej) + P(X < t]iras)P(iras)
=1-124+¢t-12=(t+1)/2
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0, t <0, Fx
Fx(t)=<(t+1)/2, 0<t<1,
1, t>1.
0 1t

Az X valésziniiségi valtozé diszkrét vagy abszolit folytonos eloszlasi?

Egyik sem. Ez egy kevert eloszlasii valtozo, amit egy diszkrét és egy
folytonos eloszlas keverésével kaptunk.

Minden eloszlas megkaphaté egy diszkrét és egy folytonos eloszlas
keverésével?

Az eloszlasoknak harom tiszta tipusa van: diszkrét, folytonos és szingularis.

Minden eloszlas megkaphaté ezen harom keverékeként.
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A normalis eloszlas
Normalis eloszlas (Gauss, 1809)

Egy X folytonos valésziniiségi valtozé normalis eloszlast avagy Gauss-
eloszlast kovet e R és o >0 paraméterekkel, ha a siiriiségfiiggvénye

fx
1 (x=)?
= ———— @ 252
fe(x) \2mo? €’
/lL X

A siirGiségfiiggvényét Gauss-gorbének avagy haranggorbének nevezziik.

v

A normalis eloszlas alkalmazasai:
o Fizikai mérések elmélete: mért érték = igazi érték + mérési hiba.
A mérési hibat gyakran modellezik normalis eloszlassal.
o lIpari tolts- és vagoberendezések: ezek méréssel jarnak.
o Elettudomanyok: szamos mennyiség (testmagassag, vérnyomas, 1Q)

normalis vagy a normalisbdl szarmaztatott eloszlast kdvet. e



A normalis eloszlas siirliségfliggvénye

Legyenek peR és o >0 tetszéleges paraméterértékek! Ekkor az fx
fliggvény siirtiségfliggvény.

Bizonyitas. Most fx(x) >0 minden x € R esetén.

+0 too 1 xew? 1 (t*® 1 _<X*u)2
f; xdx=f e 202 dx=f —e 20/ dx
j—oo x(x) —w V2mo? VT oo V20

Helyettesitéses integralas, ) valtozot vezetiink be:

X — [ 1
=X, dy = ——dx
Y= Y

V20
Az (j integralasi hatarok:
@ alsé végpont: x=-0 = y=-0
o fels6 végpont: x=+w0 = y =+

Mindezt visszairjuk az integralba:

+00 1 400 5 1
fX(de:f eV dy =—=+m=1
| =l v
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A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyen X normalis eloszlast valtoz6 ;1 és o paraméterekkel! Ekkor
Rx =R, E(X)=p é D(X)=o0.

Bizonyitas. Ertékkészlet: Rx = {xeR: fx(x) >0} = R.
Improprius integralas:

+00 +00 +o0 X — (x—p)2
E(X)—MIJ Xfx(x)dx—uf fx(x)dx:f > Se 27 dx
—00 —00 —00 Yiyea

tK o(x — (x—p)2 e 1+ K
T I e e L
m™K—0 J_K (o ™ K—o —
(+K=m)? (=K=p)?
= —% KIim (e_ 2 — e 2t ) = —LQ(O -0)=0
T K—00 \ 2T

A varianciadhoz parcialis integralas és helyettesitéses integralas kell:

(" o,
Var(X)—J (x — ) fx(x)dx =...=0".

—00
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Hogyan befolyasolja a két paraméter a siirliségfiiggvény alakjat?

i (x) 1 ,(x—;;)z
= 20
X A 2mo? ¢

@ /: eltolasparaméter

@ o: alakparaméter

—u=00=1
—u=0,0=2
—u=0,0=05

w=20=05

117



Standard normalis eloszlas

A p©=0 és o =1 paraméteres normalis eloszlast standard normalis
eloszlasnak nevezziik. Jeldlésben: Z. Siirliség- és eloszlasfiiggvénye:

o(x) = —e X2 d(t)=P(Z<t)= foo ©(x)dx.

_3 1 t1 3 X

A normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

Legyen X normalis eloszlast p és o paraméterekkel! Ekkor
tetsz6leges t € R esetén

Fx(t) = ¢>(t_ﬂ>, O(—t) = 1— b(t).

g
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Bizonyitas. Az elss allitast helyettesitéses integralassal kapjuk:

t t 1 1 =w?
Fx<t>=f fx<x>dx:f Al

-0 -0

t—p t—p

o 1 2 o t—
S I A
- —0

o

1
y = ; dy = —dx
o

A masodik allitas kovetkezik a siirtiségfiiggvény alakjabol:

O(—t)=P(Z < —t)= J p(x) dx = f ©(x) dx

—00 t

=P(Z=2t)=1-P(Z<t)=1—-d(t)

—t +00

)
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Feladat. Az IQ teszteket gy allitjak 6ssze, hogy az eredmény a felnétt
populacion beliil normalis eloszlast kbvessen 100 pont varhato értékkel és
15 pont szérassal. (Létezik 20 pont szérasi teszt is.) A felndtt népesség
mekkora hanyadanak esik az IQ pontszama 70 ala? Mekkora hanyad esik
80 és 120 pont k6zé?

Véletlenszeriien kivalasztunk egy embert a felnétt népességbdl-
X = a kivalasztott ember 1Q pontszdma

X normalis eloszlast, p =100, o =15

60 80 100 120 140 60 80 100 120 140
P(X < 70) P(80 < X < 120)

120



Ha X normalis eloszlasi p és o paraméterrel, akkor tetszéleges a
és b valos szamok esetén

P(a<X<b)=Lbfx(X>dX‘mf

Ez az integral nem szamithaté ki analizisbeli eszkdzdkkel!

(Xu

dx.

Valésziniiségek szamitasa az eloszlasfiiggvény segitségével

Tetsz6leges X val6sziniiségi valtozé és a < b valds szamok esetén:
P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a).
Specialisan ha az X valtozé folytonos eloszlasa, akkor

P(a< X <b)=Pla<X<b)=P(a<X<b)=Fx(b) — Fx(a).

P(X < a) = Fx(a)

© P(X < b) = Fx(b)

oo +0O

I
T
a

P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a)



Feladat. A népesség mekkora hanyadanak esik az IQ pontszama 70 ala?

P(X < 70) = Fx(70) = q><7015100> — 0(-2)

—1-®(2) = 10,9772 = 0,0228 ~ 2,3%

Feladat. Az emberek mekkora hanyada esik 80 és 120 pont kézé?

120 — 100 80 — 100
P(80 < X < 120) = Fx(120) — Fx(80) = q><15> - ¢<15>
— ®(1,33) — ®(—1,33) = 0,0082 — 0,0918 = 0,8164 ~ 81,6%
Itt felhasznaltuk azt, hogy

®(—1,33) = 1 — ®(1,33) = 1 —0,9082 = 0,0018
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Feladat. A Mensa egy nemzetkézi egyesiilet a kiemelked6en magas 1Q
pontszami emberek szamara. A belépésnek az a feltétele, hogy a jelolt a
népesség felsé 2 szazalékahoz tartozzon IQ szempontjabdl. Hany pontot
kell ehhez elérni?

Jelélje a a sziikséges pontszamot! Ekkor P(X > a) = 0,02, tehat

X
0,98 = P(X < a) = Fx(a) = ¢<a — 1oo>

A & fiiggvény tablazatabol: 0,98 = $(2,05)

0,98 |-----—=

A o fiiggvény szigori monotonitasa miatt:
a—100
15

—205 — a~1308
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A de Moivre—Laplace-tétel

Feladat. Feldobunk 100 alkalommal egy szabalyos pénzérmét, és legyen
X a kapott fejek szama! Adjuk meg X valésziniiségeloszlasat, varhaté
értékét és szorasat!

Ertékkészlet: Ry = {0,1,...,100}

Bernoulli-kisérlet: egy érmedobas

Kedvezs kimenetel:  fejet kapunk, p =1/2

A Bernoulli-kisérletet megismételjik n = 100 alkalommal.

Az X valtozé binomialis eloszlasi:

o= (etocor - ()2 () () ()

Varhaté érték és szdras:



Feladat. Mennyi az esélye, hogy 100 dobas utan legalabb 40, de legfeljebb
60 fejet kapunk?

A kérdéses val6sziniiség:

P(40 < X < 60) = % P(X = k) = % <120) (;)100

k=40 k=40

Ezt nehéz papiron kiszamolni:
@ az dsszes sok tagbdl all;

@ a binomialis egyiitthat6t bonyolult meghatarozni.

Ezek a nehézségek annal sulyosabbak minél nagyobb az n paraméter értéke!

Elképzelhets, hogy a pontos értéket nehéz meghatarozni. De nem lehetne
mondjuk egy tigyes kozelitést talalni?
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Abrazoljuk a valészintiségeloszlast grafikonon!
o Az abran az oszlopok szélessége 1, ésa k érték feletti oszlop
magassaga P(X = k). Ekkor a kék tartomany Gsszteriilete:

60 60
DI 1-P(X =k = > P(X=k) =P(40 < X <60)
k=40 k=40
o Keressiink egy f fliggvényt, ami jol kdveti az oszlopok tetejét!
@ A 40 és a 60 értékek kozott a fliggvény alatti teriilet j6 kozelitéssel
megegyezik a kék szinii tartomany teriiletével, vagyis

60
P(40 < X <60) ~ J f(x) dx
40

0,08
0,06
0,04
0,02

35 65
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Sorozatok aszimptotikus egyenlésége

Legyenek a, és b, valés szamsorozatok. Azt mondjuk, hogy a két
sorozat aszimptotikusan egyenl6, ha a,/b, — 1 amint n — .
Jelolésben: a, ~ b,.

Az aszimptotikusan egyenlé sorozatoknak szamos szép tulajdonsaga van:
e Ha a, ~ b,, akkor nagy n esetén a,~ b,.
e Ha a,~b, é ¢, ~d, akkor anc,~ byd, és an/c, ~ bp/d,.
e Ha a,~b, és a, — a, akkor b, — a.
e Ha a, »>a és b, — a, akkor a, ~ b, NEM kovetkezik!
Példa: 1/n—0 és 1/n> -0, de 1/n» 1/n%

Stirling-formula
n! ~+/2wn(n/e)"

Kovetkezmény: Ha n, k és n— k nagy, akkor

(D - k!(nni o Mkk(n jnk)nk
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A binomialis eloszlas aszimptotikaja

Legyen X binomialis eloszlasa valtoz6 n és p paraméterrell Ha n,
k és n— k elegendGen nagy, akkor

1 (k=np)?

_ _ ki1 _ \n—k _ ~ 2np(1—p
P(X = k)= (k>p (1—p)" "~ f(k) \/me a-p)

Bizonyitas. A bizonyitas csak analizisbeli eszkdzoket igényel. Az elsé lepés
a Stirling-formula alkalmazasa a binomialis egyiitthatéra.

A kapott f fiiggvény van dbrdzolva a korabbi grafikonon. Ez mi lehet?

Tekintsiik a normalis eloszlast a kdvetkezd paraméterekkel: = np és

o =+/np(l—p). Ekkor a siirliségfiiggvény:

1 _ =) 1 _ (x=mp)?
f(X) = e 202 = — 2np(1—p)

V27mo? v/ 2mnp(l — p)

Tehat a binomialis eloszlast a normalis eloszlassal lehet kozeliteni.

Adjunk heurisztikus magyarazatot, hogy miért igy kalibraljuk a normalis
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Most tekintsiink 0 < a < b < n egész szamokat. Ekkor
b b
Pla< X <b) = 2 P(X:k)%f f(x) dx
k=a a

Legyen Y egy olyan normalis eloszlast valtozé, aminek a bevezetett f
a sirdségfiiggvénye. Ekkor

fbf(x)dx: P(a<Y <b)=Fy(b)—Fy(a) :d’(b_M)_q}(a_M)

g g

de Moivre—Laplace-tétel (1738)

Legyen X binomialis eloszlasi valtozé n és p paraméterrell Ha n
nagy, akkor 0 < a< b<n egész szamok esetén

b— _
P(aéXéb)mdDinp _q;&
np(1—p) np(1—p)
Megjegyzés: A tételt precizebben is ki lehet mondani egy konvergencia
formajaban, de annak a bizonyitasa tobb eszkozt igényel.
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Feladat. Feldobunk 100 alkalommal egy szabalyos pénzérmét, és legyen
X a kapott fejek szama!l Mennyi az esélye, hogy 100 dobas utén legalabb
40, de legfeljebb 60 fejet kapunk?

Az X valtozé binomialis eloszlast, n =100 és p=1/2.
Varhat6 érték és széras: E(X) = np =50, D(X) =+/np(1—p)=>5.
Legyen Y normalis eloszlast, ahol =50 és o =5.

Ekkor a normalis kozelités alkalmazasaval:

P(40 < X <60) ~ P(40 < Y < 60) = Fy(60) — Fy(40)

_¢<60—50> _¢<40—50> _ 0(2) — b(-2)
5 5
=®(2) —[1-9(2)] =26(2) —1=2-0,9772 — 1 = 0,9544 ~ 95,4%
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A Galton-deszka (Francis Galton, 1889) egy fizikailag is megvalsithato
szemléltetGeszkdz, a leirasa elérheté a Wikipedian magyarul és angolul.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Galton-deszka
https://en.wikipedia.org/wiki/Bean_machine

o Ha a deszkdn n éksor van, akkor alul n-+ 1 darab azonos
szélességli tartaly talalhaté. Szamozzuk ezeket 0-tdl n-ig.

o Leguritunk egy golyét a deszkan, és jeldlje X azt, hogy a golyé
melyik tartalyba esik! Ekkor Rx = {0,1,...,n}.

@ A golyd akkor esik a k-adik tartalyba, ha pontosan k éknél tér ki
jobbra. Tehat az X binomialis eloszlast kdvet n és p=1/2
paraméterrel.

e Hasok (N) golyst guritunk le, mondjuk egy 1 méter magas
golydoszlopot, akkor a k-adik tartalyban a golyéoszlop magassaga:

wix =0~ px =k = (7)a-pr = (1)(3)"

@ Tehat ilyen médon vizualisan is meg lehet jeleniteni a binomialis
valésziniiségeloszlast.

o A Galton-deszkara idénként felfestik a Gauss-gorbét is: video.
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https://www.youtube.com/watch?v=4HpvBZnHOVI

Valészintiségi valtozok fliggetlensége

Diszkrét valdsziniiségi valtozdk egyiittes eloszlasa

Legyenek X és Y azonos (£,.A, P) valészinliségi mezén értelmezett
diszkrét valésziniiségi valtozok! A két valtozé egyiittes eloszlasa:

P(X:X,Y:y):P({weQ:X(w):X,Y(w):y}), x € Rx,y € Ry.

Marginalis eloszlasok: a két valtozé kiilon-kiilon vett eloszlasa.

A marginalis eloszlasok meghatarozasa

Legyenek X és Y azonos valdszinliségi mezén értelmezett diszkrét
valészintiségi valtozék! Ekkor tetszéleges x € Rx és y € Ry esetén

PX=x)= > P(X=xY=y),
yERy

P(Y=y)= >, P(X=x,Y =y).

XERX
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Feladat. Adott két szabalyos pénzérme, melyek egyik oldaldra a 0, a masik
oldaldra az 1 értéket irjuk. Feldobjuk a két érmét, és legyen X a dobott
szamok dsszege, Y pedig a dobott szamok szorzata. Adjuk meg a két
valtozo egyiittes eloszlasat és a marginalis eloszlasokat!

X = dobott szamok &sszege, Rx = {0, 1,2}

Y = dobott szamok szorzata, Ry = {0,1}

Egyiittes eloszlas:

P(X =0,Y =0) = P(két 0-t dobunk) = 1/4

P(X=1Y=0)= P(egy 0-t és egy l-est dobunk) =1/2

P(X =2,Y =1) = P(két 1-est dobunk) = 1/4
PX=0,Y=1)=PX=1Y=1)=PX=2,Y=0)=0

X=0 X=1 X=2| 0ssz.
Y=1 0 0 1/4 1/4
Y =0 1/4 1/2 0 3/4
0ssz. 1/4 1/2 1/4 1
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Két diszkrét valésziniiségi valtozé fliggetlensége

Legyenek X és Y azonos valdszinliségi mezén értelmezett diszkrét
valésziniiségi valtozék! Azt mondjuk, hogy a két valdsziniiségi valtozé
fiiggetlen egymastdl, ha tetszéleges x € Rx és y € Ry esetén

P(X=x,Y=y)=PX=x)P(Y =y).

Megjegyzések:
o A definici6 azt kdveteli meg, hogy az {X =x} és {Y =y}

események fliggetlenek legyenek. Ezt a kdvetkez6 médon is felirhatjuk:

P(X:X|Y=y):P(X=X), x € Rx, y€Ry.

@ A fenti definicié szigortan csak diszkrét valtozékra alkalmazhaté.
Példaul folytonos valtozék mellett tetszéleges x € Rx és y € Ry

esetén
PX=x,Y=y)=0=P(X=x)P(Y =y).
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Feladat. Adott két szabalyos pénzérme, melyek egyik oldaléra a 0, a masik
oldaldra az 1 értéket irjuk. Feldobjuk a két érmét, és legyen X a dobott
szamok bsszege, Y pedig a dobott szamok szorzata. Fiiggetlen
egymastdl a két valtozé?

X=0 X=1 X=2| Ossz.
y=1| o0 0 1/4 | 1/4
Y=0| 1/4 1/2 0 | 3/4
Gssz. 1/4 1/2 1/4 1

A két valtozé nem fliggetlen, ugyanis
P(X=0,Y=1)=0#PX=0P(Y=1)=1/4-1/4

Alternativ megoldas:

P(X=0]Y=1)= — 0 _0xP(x=0)=1/4
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Feladat. Legyeneck X és Y azonos valésziniiségi mezén értelmezett
diszkrét valtozék az alabbi marginalis eloszlasokkal. Hogyan adjuk meg az
egyiittes eloszlast, hogy a két valtozé fiiggetlen legyen egymastol?

o P(X=0)=1/4, P(X=1)=1/2, P(X=2)=1/4
o P(Y =0)=3/a, P(Y=1)=1/4

A két valtozé pontosan akkor fliggetlen egymastdl, ha tetszéleges x € Rx
és y e Ry esetén

PX=x,Y=y)=PX=x)P(Y =y).
Ez egyértelmiien meghatarozza az egyiittes eloszlast:

X=0 X=1 X=2]| 0ssz.
y=1| 1/16 1/8 1/16 | 1/4
Y=0]| 3/16 3/8 3/16 | 3/4
0ssz. 1/4 1/2 1/4 1
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Tetsz6leges val6szintiségi valtozok fiiggetlensége

Legyenek X és Y azonos valésziniiségi mezén értelmezett tetszéleges
valészintiségi valtozok! A két valtozé fiiggetlen egymastdl, ha barmely
xeR és yeR esetén

A definici6 azt kdveteli meg, hogy az {X < x} és {Y <y} események
fuggetlenek legyenek. Ezt a kovetkez6 médon is felirhatjuk:

P(sz]ng):P(ng), xeR, yeR.

Paronként fiiggetlen diszkrét valésziniiségi valtozok

Legyen Xi,Xo,... azonos valésziniiségi mezén értelmezett diszkrét
valésziniiségi valtozéknak egy véges vagy végtelen sorozata!l Azt mondjuk,
hogy ezek a valtozék paronként fiiggetlenek, ha tetszéleges i # j
esetén X; és X; fiiggetlenek.
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A két definicié kapcsolata

Legyenek X és Y azonos valdsziniiségi mezdén értelmezett diszkrét
valésziniiségi valtozok! Ekkor a valtozék fliggetlenségére adott két definicié
ekvivalens egymassal.

Bizonyitas. Legyenek Rx = {x1,x2,...}, Ry ={y1,y2,...}.
El6szor tegyiik fel, hogy barmely xj € Rx és yje€ Ry mellett

P(X =x;,Y =y;) = P(X =x;)P(Y =yj).

Ekkor tetszéleges x,y € R esetén

PX<x,Y<y)= D> > PX=x,Y=y)

xi€Rx yi€Ry
j 1
Xj<x vi<y N o o .

:Z 2 _XI (Y:yj) Y

xi€Rx yi€Ry
X:<X i/JSy Y3+ [ o °
= Z P(X:X,) Z P(Y:yj) Yo + ° ° °
x;€ERx ijRy
XjSX Yy

= P(X < x)P(Y <y). e X
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A forditott iranyt csak véges értékkészletre bizonyitjuk:
@ Rx ={x1,x2,...,xm}, ahol x3<xx<...<xp
© Ry ={y1,y2,--,¥n}, ahol yi<y<...<y,

Legyen tovabba xg=x1 —1, yo=y1 — 1.
}/j i

Tegyiik fel, hogy tetszéleges x,y € R esetén

PX<x,Y<y)=PX<x)P(Y<y). Y-

Ekkor barmely x; € Rx és yj€ Ry mellett

P(X =x,Y =y))
=PX<x,Y<y)—-PX<x_1,Y<y)
—PX<x,Y<yj1)+PX <x_1,Y <y1)

<
= PX <x)P(Y <y) - P(X<xi-1)P(Y < )
—P(XSX,)P(Y<yF )+P(X X,,l)P(Yé)/-,,l)

P(X =x)P(Y =y))

Xi—1 Xij
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A varhat6 érték tulajdonsagai

Legyenek X és Y azonos val6sziniiségi mezén értelmezett valtozok
véges varhato értékkell Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossagok.

Q Tetszéleges ac R esetén E(aX) = aE(X).
Q@ EX+Y)=EX)+EY).

Bizonyitas. Az allitasokat csak diszkrét valtozokra bizonyitjuk.
Q@ Most R,x = {ax:x€ Rx}, ezért

E(aX) = ). (ax)P(X =x) =a Y xP(X = x) = aE(X)
xeRx xeRx

@ Most Rxiy={x+y:xe€ Rx,y € Ry}, ezért

EX+Y)= D> D (x+y)PX=x,Y =y)

xeRx yeRy
= 2 X Z PX=x,Y=y)+ Z y Z PX=x,Y=y)
xeRx yeRy yeRy xeRx

DIxP(X =x)+ Y yP(Y =y) = E(X) + E(Y)

XERX yERY
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Ketténél tobb valtozé osszegének a varhaté értéke

Legyenek Xi,..., X, azonos valésziniiségi mezén értelmezett valtozok
véges varhato értékkel! Ekkor E(X1 +...+ X,) = E(X1) + ...+ E(Xp).

Bizonyitas.
E(Xi+Xo+...+Xp) = E(X1)+E(Xo+.. +X,) = ... = E(X1)+.. .+E(Xp)

Szorzat varhato értéke

Legyenek X és Y fiiggetlen valésziniiségi valtozok véges varhaté
értékkell Ekkor E(XY) = E(X)E(Y).

Bizonyitas. Ezt is csak diszkrét valtozékra bizonyitjuk.

= > D wPX=x,Y =y)

XERX yERy

DD P(X = x)P(Y =)

XERX yERy

RS x>] [ 5 yP(Y =) = EXOE(Y)

XERX yERy
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Feladat. Egymas utan feldobok egy szabalyos dobskockat két alkalommal.
Ezek utan rajzolok egy olyan téglalapot, melynek oldalhossziisédgai a dobott
értékek. Adjuk meg a téglalap keriiletének és teriiletének a varhato értékét!
Legyenek X és Y a dobott értékek!

o Ertékkészlet: Rx = Ry = {1,2,3,4,5,6}

o Eloszlas: P(X = k) = P(Y = k) =1/6, k=1,2,3,4,5,6

@ A két valtozé nyilvanvaléan fliggetlen egymastsl. (Miért?)

o Varhaté érték:

6 6
E(X) = E(Y) = ZkP(sz)zéZk:é6(62+1) :%
k=1 k=1
o Keriilet és teriilet varhaté értéke:
E(2(X+Y)) - 2(E(X)+E(Y)) — 14, E(XY)=E(X)E(Y) = %9.

Hazi feladat: Oldjuk meg a feladatot olyan médon, hogy meghatarozzuk a
keriilet és a teriilet valésziniiségeloszlasat, majd alkalmazzuk a varhaté

érték definicigjat! 143



Kovariancia és korrelacié

Ha két valtozé fliggetlen egymastdl, akkor ezekkel konnyii szamolni. De
hogyan jellemezhet& két valtozé kapcsolata a fliggd esetben?

Kovariancia

Legyenek X és Y azonos valdszinliségi mezén értelmezett valtozék
véges szérassall Ekkor a két valtoz6 kovarianciaja

Cov(X,Y) = E([X —EX)][Y - E(Y)]).

Megjegyzés. A véges szérasok miatt E(X) és E(Y) léteznek.

A kovariancia végessége

Legyenek X és Y azonos valdszinliségi mezén értelmezett valtozok
véges szérassall Ekkor a kovariancia j6l definialt, ugyanis

E(|[x - E0OIlY - EM]]) < =

Tovabba | Cov(X, Y)| < D(X)D(Y).

A
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Bizonyitas. Az allitast csak diszkrét valtozdkra bizonyitjuk. El6szor tegyiik
fel, hogy mindkét valtozénak véges az értékkészlete! Jelolések:

o RX:{Xl,...,Xm}, Ry={y1,...,y,,}
oxi=xi—EX), yi=yi—E(Y), pij=PX=x,Y=y)

° X =2"1 k=21 Zj = er":r =21

Ekkor teljesiilnek a kdvetkezd azonossagok:

Cov(X, Y) = E([X = EX)][Y = E(Y)])
_ Z Z [xi — EX)][y; — E(Y)|P(X =xi, Y = y)) = Zyiyjpu

AbsCov(X, Y) = E( [X — EX)][Y - E(Y)]D N Ixilly; i

iy

P(X =x,Y =y) = Z X = x))=D*(X)

1
Ral8
S

.
X1
M s

[
Il
=
-
Il
-

P(X =x,Y =y) = ZyJ (Y = y)=D*(Y)
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J
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Elemi algebrai atalakitasokkal:

0< Y (Rillyel — [%ell¥;1) i

ij,k,l
= D XVipipke + Y, Xavipigpke —2 Y Xillyil[Xellvelpijpx.e
Y Y Y

= Y Xopiy D ViPke + D Xepue Y Vi — 2 [Xillyilpis D Rkl pre
i P k¢ i i k¢
—D2(X)D?(Y) + D*(X)D?(Y) — 2(AbsCov(X, Y))?
Ebbsl kdvetkezik, hogy a kovariancia létezik, hiszen
(AbsCov(X,Y))? < D*(X)D?(Y) < .
Ha ugyanezt megcsinaljuk abszolat értékek nélkiil, akkor
0 < 2D*(X)D2(Y) —2( Cov(X, Y))*.
Ebbél azonnal kapjuk, hogy |Cov(X, Y)| < D(X)D(Y).

Ha a valtozéknak nem véges az értékkészlete, akkor a piros egyenlGségek

(=) helyett m — oo illetve n— oo hataratmenetre van sziikség. -



Mit fejez ki szemléletesen a kovariancia?

Jelolje T az (X,Y) és (E(X),E(Y)) pontok altal kifeszitett
véletlen téglalap el6jeles teriiletét: T = (X — E(X)) (Y — E(Y)).

Kovariancia:  Cov(X,Y) = E(T).
e Ha Cov(X,Y) >0, akkor jellemzéen T >0, vagyis X és Y
kozétt pozitiv iranya kapcsolat tapasztalhato.
e Ha Cov(X,Y) <0, akkorjellemzéen T <0, vagyis X és Y
kozott negativ iranyl kapcsolat tapasztalhaté.
e Ha Cov(X,Y) =0, akkor nem tapasztalhaté ilyen kapcsolat.
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A kovariancianak nem csak az el8jele hordoz informaciét, hanem az
abszolut értéke is. Minél nagyobb az abszolut érték, annal erésebb a két
valtozo kozotti pozitiv vagy negativ iranyd kapcsolat.

Korrelacié

Legyenek X és Y azonos val6sziniiségi mezén értelmezett valtozok
véges szorassall Ekkor a két valtozé korrelacidja avagy korrelacios
egyiitthatdja

Cov(X,Y)

D(X)D(Y)

Ha valamelyik valtozénak 0 a szérasa, akkor legyen corr(X,Y) = 0.

corr(X,Y) =

Megjegyzések:

e Korabban lattuk, hogy |Cov(X,Y)| < D(X)D(Y). Emiatt
|corr(X,Y)| < 1.

@ A korrelacié szintén a két valtozé kozotti kapesolat iranyat és
er6sségét fejezi ki, de ez at van skalazva a [—1,+1] intervallumba.
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Feladat. Az X és Y diszkrét valtozok egyiittes eloszlasa az alabbi
tablazatban van megadva. Hatarozzuk meg a két valtozé kovarianciajat és

korrelacicjat! X=0 X=1 X=2]|&ssz.
Y=1| o0 0 1/4 | 1/4
Y=0| 1/4 1/2 0 3/4
8ssz. | 1/4 12 1/4 1
A varhaté értékek és a szérasok kiszamolhatéak a marginalis eloszlasokbdl:
E(XX)=1, D(X)=1/V2, E(Y)=1/4,  D(Y)=+3/4
Kovariancia és korrelacio:
Cov(X,Y)= > Y [x=EX)][y—EM]P(X =x,Y =)

xERx yeRy
:[0—1][0—111]%[1_1][0—[11};+[2—1]{1_H[11:[11
CCovx,Y) 14 2
corr(X,Y) = DX)D(Y) 1/\@‘\/5/4—\/;~0,82

Tehat ebben az esetben a két valtozé kdzdtt pozitiv irdnyd kapcsolat van.
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A kovariancia tulajdonsagai

Legyenek X és Y azonos val6sziniiségi mezén értelmezett valtozok
véges szérassal!

@ Szimmetria:  Cov(X, Y) = Cov(Y, X)

@ Cov(X,X) = Var(X). (Ez motivalja a,kovariancia” elnevezést.)
Q@ Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y).

Q@ Ha X és Y fiiggetlenek, akkor Cov(X,Y) =0.

Bizonyitas.

@ Cov(X,Y)=E([Xx - E(X)][Y - E(Y)]) — Cov(Y, X)

Cov(X, Y) = E(XY) — E(XE(Y)) —E E(X)Y) + E(E(X)E(Y))
— E(XY) — E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
— E(XY) — E(X)E(Y)

© Ha X és Y flggetlenek, akkor E(XY) = E(X)E(Y).
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Korrelalatlan valtozok

Legyenek X és Y azonos valdsziniiségi mezén értelmezett valtozok!
Akkor mondjuk, hogy a két valtozé korrelalatlan, ha Cov(X,Y) = 0.

Fiiggetlenség és korrelalatlansag

Ha két valtozé fliggetlen, akkor korrelalatlanok is. Ennek megforditasa nem
igaz, a korrelalatlansagbél nem kovetkezik a fiiggetlenség.

v

Bizonyitas. Az els6 allitast mar bebizonyitottuk az el6z6 oldalon.

A masodik allitasért tekintsiink X és Y diszkrét valtozékat az alabbi
egylittes eloszlassal. Hazi feladat igazolni, hogy a két valtozé korrelalatlan,
de nem fliggetlen.

X=—-1 X=0 X=1] 6ssz.

Yy =1 1/8 0 1/8 | 1/4
Y =0 0 1/2 0 1/2
Yy=—1| 1/8 0 1/8 | 1/4

Gssz. 1/4 1/2 1/4 1
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Valtozok Osszegének a kovarianciaja

Legyenek Xi,X5,...,X,, Y azonos valésziniiségi mezén értelmezett
valtozok véges szérassal!l Ekkor a kovariancia additiv mivelet:

o Cov(X1+...+X,,Y)= Cov(X1,Y)+...4+ Cov(Xp, Y)
o Cov(Y, X1 +...+X,) = Cov(Y,Xq)+...4+ Cov(Y,X,)

Bizonyitas. Kezdjiik az n =2 esettel:

Cov(Xs + X, ¥) = E([X + X — E(X + X)][Y — E(Y)])
= ([ — EC][Y - EM)] + X — ECQ)][Y — E(V)])
= Cov(X1,Y) + Cov(Xa,Y)

Most altalanosan:

Cov( X1+ Xo+ ...+ X5, Y) = Cov(X1,Y) + Cov(Xo+ ...+ X, Y)
= Cov(X1,Y) + Cov(Xa,Y) + ...+ Cov(X,,Y).

A masodik allitas kdvetkezik abbdl, hogy a kovariancia szimmetrikus. -



Valtozék Gsszegének a varianciaja

Legyenek Xi,..., X, azonos valésziniiségi mezén értelmezett valtozok

véges szorassal! Ekkor
n

n
Var(Xp + ...+ Xa) = > > Cov(X;, X)).
i=1j=1

Ha specialisan Xi,..., X, paronként fiiggetlenek, akkor

Var(Xi + ...+ X,) = Var(Xy) + ... + Var(X,).

Bizonyl'tés. A kovariancia linearitasat felhasznalva

Var(Xy + ...+ Xp) = Cov(Xp + ...+ Xp, X1 + ... + Xp)

n

i v(Xi, X1+ ..+ Xn) ZZ Cov(X;, X;)

i=1j=1

Ha a valtozok paronként fiiggetlenek, akkor i # j esetén  Cov(Xj, X;) = 0.

Var(Xy + ...+ Xp) = > Cov(X;, X;) = > Var(X;

i=1
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Feladat. Feldobok 100 alkalommal egy szabalyos dobdkockat. Hatdrozzuk
meg a dobott szamok bsszegének a varhaté értékét és szérasat! Hogyan
értelmezhetbek ezek a mutatészamok?

Jeldlje Xi,..., X100 a dobott értékeket!

o Ertékkészlet: Rx, =...= Rxy,, = {1,2,3,4,5,6}

@ Eloszlas: P(X;i =k)=...=P(Xi0=k)=1/6, k=1,2,3,4,56
o Varhato érték:  E(X1) = ... = E(X100) =7/2

@ Variancia: Var(Xi) = ... = Var(Xy) = 35/12

o Az Xi,..., X100 valtozdk fliggetlenek.
Meg tudjuk adni az dsszeg eloszlasat? Nagyon sok lehetséges értéke van:

Rx,+..+ X0, = {100,101, .. .,600}

Alkalmazzuk inkabb az ismert azonossagokat:
o E(Xl + ... +X10()) = E(Xl) + ...+ E(XIOO) = 100 - 7/2 = 350
o Var(Xi+...+X,) = Var(Xy) + ...+ Var(X,) = 100-35/12 ~ 291,67

o D(X1 + ...+ X,) = \/3500/12 ~ 17,08
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