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2025/26 tavaszi félév



Valésziniiségszamitas  Események valdsziniisége, valésziniiségi valtozék

Események valésziniisége, valdszinliségi valtozok

A valészinliségszamitas a matematika egyik aga, melynek célja a véletlen
jelenségek vizsgalata. Alapfogalmak:

o Véletlen kisérlet: Egy véletlen jelenség megfigyelése.
o Esemény: A kisérlet eredményével kapcsolatos allitas.

o Valésziniiség (P): Annak az esélye, hogy az esemény bekovetkezik.

v

Feladat: Magyarorszagon az emberek 44 szazaléka esik az A vércsoportba.
Véletlenszerien kivalasztunk egy magyar embert. Mennyi az esélye, hogy a
kivalasztott ember az A vércsoportba esik?

Kisérlet: véletlenszeriien kivalasztunk egy embert.

Véletlenszer(i valasztas = mindenkinek azonos az esélye.

Esemény: a kivalasztott ember az A vércsoportba esik.

P(a kivalasztott ember az A vércsoportba esik) =44% = 0.44
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Valésziniiségszamitas  Események valdsziniisége, valésziniiségi valtozék

A statisztika biostatisztikai megkdzelitése:
o Adott egy sokasag (egy halmaz, tipikusan egy populacio).
o Egy mennyiség (testtdmeg, utédok szama, stb.) eloszlasat vizsgaljuk.
o Veéletlenszeriien kivalasztunk egy elemet/egyedet a sokasagbdl. Ekkor:
valészinliség = arany a sokasagon beliil
@ ¢ = a vizsgalt mennyiség értéke a kivalasztott elem/egyed esetében.

o ¢ egy véletlen szam, egy véletlen mennyiség.

Valésziniiségi valtozo: Egy véletlen kisérletbdl szarmazo véletlen szam.
Jellemz&en gordg betiikkel jeloljiik: & (kszi), n (éta), stb.

Ertékkészlet: A valtozs lehetséges értékeinek a halmaza. Jele: R¢, R,

A valészinlisegszamitast ennél altalanosabban kozott is lehet alkalmazni:
o Tekintsiink egy tetsz6leges véletlen jelenséget.
o A sokasag elemei a forgatékdnyvek, ahogyan a jelenség bekdvetkezhet.

@ A valésziniiség szemléletes jelentése: a kedvezs forgatokonyvek aranya.
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Valésziniiségszamitas  Események valdsziniisége, valésziniiségi valtozék

Feladat: Egy csaladban 4 gyerek van, a testtémegiik: 50, 54, 60, 70 kg.
Véletlenszeriien kivalasztunk egy gyereket.

o ¢ = kivalasztott gyerek tomege
o Ertékkészlet: R: = {50, 54,60, 70}

@ Arany a csaladon beliil:
P(50 < £ <60) =75% =075  P(£>55)=50%=05

Tegyiik fel, hogy a sokasagban N elem talalhaté, és a vizsgalt mennyiség
értékei az elemeken: xi,...,xy. Véletlenszeriien kivalasztunk egy elemet.
o £ = a vizsgalt mennyiség értéke a kivalasztott elem esetében
o Ertékkészlet: Re = {x1,...,xn}

@ Arany a sokasagon beliil: tetszéleges a, b szamok esetén

P(a <€< b) = az a és b kozé es6 elemek aranya
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Valésziniiségszamitas  Események valdsziniisége, valésziniiségi valtozék

A £ valésziniségi valtozéra vonatkozé fontosabb mutatészamok:
o Varhato érték (expected value) = atlagos érték:

X1+ ...+ XN

e Variancia, szérasnégyzet:

o — @) + ...+ [ — E(©))°

var(6) = E([¢ - E(¢))°) = =
@ Szobras (deviation): D(§) = / Var(§).

A széras szemléletes jelentése: varhato értéktdl vett atlagos eltérés.

D(¢) = \/E([E— E©)°) ~E(y/[¢ - E©)*) = E(J¢ — E©)])

A széras a sokasag homogenitasat méri: kis széras = homogén sokasag.
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Valésziniiségszamitas  Események valdsziniisége, valésziniiségi valtozék

Feladat: Egy csaladban 4 gyerek van, a testtomegiik: 50, 54, 60, 70 kg.
Véletlenszeriien kivalasztunk egy gyereket.

o ¢ = kivalasztott gyerek tomege

o Varhato6 érték (atlagos érték):

50454+ 60470

2 =58.5

E(S)

o Variancia, szérasnégyzet:

50 — 58.5]% + [54 — 58.5]° + [60 — 58.5]” 4 [70 — 58.5]

= 56.75
4

Var(§) =
@ Szoéras (varhato értéktsl vett atlagos eltérés):  D(§) = v/56.75 = 7.53

Probléma: nagy méretii sokasagok esetén ezt kényelmetlen végigszamolni.
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Diszkrét valészintségi valtozok

Diszkrét valésziniiségi valtozé: Olyan véletlen szam, melynek egy véges
vagy végtelen sorozat az értékkészlete.

Val6sziniiségeloszlas: A lehetséges értékek valésziniiségei (aranyai).

Feladat: Egy lengyel felmérés alapjan a fehér gélyak 2-5 tojast raknak az
alabbi tablazatban talalhaté megoszlasban. Véletlenszeriien kivalasztunk
egy golyafészket, és jeldlje £ a fészekben talalhaté tojasok szamat.

0.4

x| 2 3 4 s 05 T [ [
P« | 10% 20% 35% 35% ) S I B
2 3 4 5

Re = {2,3,4,5}, tehat a & diszkrét valtozo
P(=2)=01 P(E=3)=02 P=4)=035 P(=5)=035
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

P(=2)=01 P(¢=3)=02 P(E=4)=035 P(¢=5)=0.35
Feladat: Mennyi a £ valtozo lehetséges értékeinek Gsszvaldszintisége?
P(=2)+P(=3)+P((=4)+P({=5)=01+02+035+035=1
Feladat: A fészkek mekkora hanyadaban talalhaté legfeljebb 3 tojas?

P (legfeljebb 3 tojas) = P(( <3)=P((¢ =2)+P((=3) =03

Diszkrét valtozé mdéduszai: a valtozé legnagyobb valdsziniiségii értékei.
Jelentése: a valtozé leggyakoribb értékei a teljes sokasagon beliil.

Feladat: Hany médusza van a & valtozénak, és mik ezek?

Két médusz van, a 4 és az 5. Mindkett6é 35% aranyban fordul elé.
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Feladat: Mennyi a £ valtozo varhaté értéke?
Tegyiik fel, hogy a sokasadgban dsszesen N egyed talalhaté! A sokasagon
beliili aranyok és gyakorisagok:

X 2 3 4 5 Osszesen

px | 10% 20% 35%  35% 100%

ke | 0.1IN 02N 0.35N 0.35N N

Ekkor a varhaté érték (atlag):

0.1N db 0.2N db 0.35N db 0.35N db
24+ ... 4+243+...+34+4+... +445+... 45
E(€) = N
_ 2-0.1N+3-02N +4-0.35N +5-0.35N
- N

=2-01+4+3-02+4-0354+5-0.35=3.95

Hazi feladat: Hatarozzuk meg ugyanilyen médon £ varianciajat is!
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Valésziniiségszamitas  Diszkrét valésziniiségi valtozék

Legyen ¢ diszkrét valészintiségi valtozo!
e Varhato érték: E(&) = erRg xP(§ = x)
o Variancia: Var(¢) = Y,cp, [x — E(§)]*P(§ = x)
o Széras: D(¢) = /Var(€)

Feladat: Szamoljuk ki a varhat6 értéket és a szérast a gélyas feladatban!
Varhato érték (atlagos érték):
E(§) =2 P(E=2)+3-P(€ =3)+4-P(¢ = 4) +5 - P(¢ =5)
=2-01+3-02+4-035+5-0.35=3.95
Variancia:
Var(¢) = [2—3.95]2-0.14-[3—3.95]?-0.2+[4—3.95]%-0.354[5—3.95]?-0.35

Eredmény: Var(¢) =0.95
Szoéras (varhato értéktdl vett atlagos eltérés): D(&) =/ Var(§) = 0.97
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valészintiségi valtozok

Folytonos valésziniiségi valtozé: az értékkészlet egy véges vagy végleten
intervallum.

Folytonos valtozé siiriiségfiiggvénye: egy olyan f: fiiggvény, melyre
tetsz6leges a < b szamok esetén:

b
P(agggb):/ fe(x) dx

Egy mennyiség eloszlasat vizsgaljuk egy sokasagon beliil. Véletlenszeriien
kivalasztunk egy elemet, és & a mennyiség értéke ezen elem esetében.

azon elemek aranya, melyeknél a vizsgalt mennyiség a és b kozé esik
= P(a < & < b) = gorbe alatti teriilet a és b kozott
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

A siirGiségfiiggvény szemléletes jelentése:

o Az egyes elemeket/egyedeket arra a pontra tessziik a szamegyenesen,
amennyi a vizsgalt mennyiség értéke az adott elem/egyed esetében.

o A siirliségfiiggvény értéke a ,rakas’ magassaga.
o Az integral nem az elemek szama, hanem a sokasagon belili arany.

o Folytonos valtozo értékkészlete: azon x valés szamok, ahol f(x) > 0.

0.25 1
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Egy pingvinfajt vizsgalva legyen £ egy véletlenszeriien kivalasztott
egyed témege kilogrammban. A £ valtozé az alabbi f; siirtiségfiiggvénnyel
irhat6 le. Az egyedek mekkora hanyada esik 1.5 és 2.5 kg kozé?

1

4/x%, ha2<x<A4,
flx) = {5 e
0, kiildnben.

0.25 fe

15 2 25 4 X
2.5
P(1.5§§§2.5):/ fg(x)dx—/ 0dx+4/
1.5

L1725 1 125 1
—0+4[ ] :4[] - < )—4.0.120.4
-1], —X |5 -2

x¢t1
/xcdx_ ha ¢ # —1, /x_ldx_ln\x]

c+1
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Mennyi azon egyedek aranya, melyek elérik a 3.5 kg tdmeget?

1
f(x) 4/x%, ha2<x<4,
X) =
¢ 0, kiilénben.
0.25 fe
2 35 4 X
+o0 4
P(§ >3.5) = P(3.5 <€< +oo) = / fe(x)dx = 4/ x"2dx
3.5 3.5

4
:4[1] :4<1_1) ~0.14 — 14%
—X]|35 —4 -35

Feladat: Milyen testtémegek fordulnak elé a populaciéban?
Folytonos valtozé értékkészlete: azon x valés szamok, ahol fz(x) > 0.
Most: R: = [2,4]
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Legyen & folytonos valésziniségi valtozo!
o Varhat6 érték: E(¢) = [T xf(x)dx
o Variancia: Var(¢) = [T [x — E(g)}zfg(x)dx
e Széras: D(&) =/ Var(§)

Feladat: Mennyi a £ valtozd varhaté értéke a pingvines feladatban?

1
4/x%2, ha2<x<4
) = {0 P 2= ¢
0, kiildnben.
0.25

2 4

+o0 2 4 4 +o0
E() :/ xfg(x)dx:/ x-de+/ x'—zdx—k x - 0dx
2 X 4

—00 —00

4 4
:0_|_4/ X—ldx+0:4{ln]x]}2:4(|n4—|n2) =
2
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Valésziniiségszamitas

Folytonos valészin(iségi valtozék

A varianciara adhat6 egy konnyebben szamolhaté formula is:

+oo
Var(¢) = / [x — E(&)]*f(x)dx

—0oQ

00 +00 +o00
_ /_ T () — /_ DE(€)xf (x)dx + /_ (E())2fe(x)dx

+o0 +oo too
= [ Rnegs-26©) [ xkeoder (E9) [ o

-tooo ) ~ 5 +o0 ) 5
= [ hb0d— 26QEQ + (E©) 1= [ Rhbdk - (E©)

Feladat: Mennyi a £ valtozé szérasa a pingvines feladatban?

“+o0o 4 4 4
/ le%(x)dx_/ x22dx_/ 4dx =4-2=38
00 2 X 2

) ”
Var(¢) = / hu(x)dx — (E(€))2 = 8 — (2.77)% ~ 033
=/ Var(¢) = v0.33 =0.57

Szlics Gabor

Statisztika
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Valésziniiségszamitas Folytonos valésziniiségi valtozék

Folytonos valtozé esetén miért nem a valésziniiségeloszlassal szamolunk?

Ha ¢ folytonos valtozé, akkor tetszéleges a szam esetén P(& = a) = 0.
Bizonyitas: f,

T L

Egy £ valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye a kovetkezé fiiggvény:

Fe: R —[0,1] P(§ <1)
Fe(t) =P(¢ < 1)

Szemléletes jelentés:

F¢(t) = azon egyedek aranya a sokasagban, ahol £ kisebb, mint t
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: irjuk fel az eloszlasfiiggvényt a jelen feladatban!

Fe(t) = P(§ < t) = azon egyedek aranya, melyek t-nél kisebb tomegtiek

1 1 2
fe
0.25
) | 4 X 2 4 t
(LO

2 0, t <2,
: o Fe(t)=<{2—4/t, 2<t<4,
! o) 1, t > 4.

Ha 2 < t < 4, akkor:

Fe(t) = P(E < 1) :4/2tx_2dx:4[_1x]: :4<_1t _ _12> _ _%
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Valésziniiségszamitas Folytonos valésziniiségi valtozék

Tetszéleges & valdsziniiségi valtozé és a < b valds szamok esetén:
P(a <& < b) = Fe(b) - Fe(a).

P(§ < a) = Fe(a)

()

P(§ < b) = Fe(b)

oo + 0O

3
P(a< € < b)= Fe(b) - Fe(a

~—~

Haa & valtozé folytonos eloszlasa, akkor

P(a<é<b)=P(a<&<b)=Pla<é<b) = Fe(b)— Fe(a).

Diszkrét valtozok esetén ritkan hasznaljuk az eloszlasfiiggvényt, ugyanis
altalaban egyszeriibb a valésziniiségeloszlassal dolgozni. De a folytonos
esetben az eloszlasfiiggvény nagyon hasznos eszkéz.
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Vissza a pingvines feladathoz...

1
0, t <2, Fe
Fe(t)=q2—4/t, 2<t<A4,
1, t> 4.

2 4t
Feladat: Az egyedek mekkora hanyada esik 1.5 és 2.5 kg kdzé?

P(1.5 <& <2.5) = F¢(25) — Fe(1.5) = (2 - 245) -0=04

Feladat: Mennyi azon egyedek aranya, melyek elérik a 3.5 kg tomeget?

4 4

P(£>35)=P(3.5 <& <4)=F(4)—F¢(3.5)= <2—4>—<2—&5> =0.14
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Valésziniiségszamitas

Folytonos valésziniiségi valtozék

Legyen & valészinliségi valtozo, és legyen 0 < o < 1.

Akkor mondjuk

azt, hogy egy g, szam a valtozé a-kvantilise, ha P(£ < qn) = .
A a-kvantilis jelentése: a £ mennyiség a teljes sokasagon beliil
o az egyedek o hanyadanal kisebb, mint q,,

@ az egyedek 1 — o hanyadanal nagyobb vagy egyenls, mint q,.
P < ga) =«

P(&an)zl_a

T— 00

o
Megjegyzés: Az a-kvantilis nem mindig létezik, és ha létezik, akkor nem
feltétleniil egyértelmdi.

Nevezetes kvantilisek:

o Median: qs5q9
o Also és fels6 kvartilis:  go50, és  g7s9
o Decilisek:  q199%, 920%; - - - » G90%

Szlics Gabor Statisztika
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Valészinliségszamitds ~ Folytonos valésziniiségi valtozék

Feladat: Adjuk meg és értelmezziik a mediant valamint az alsé és a felss
kvartilist a jelen feladatban!

0, t<2, !
Fe(t)=q2—4/t, 2<t<4, v
1, t> 4.

Tetszbleges 0 < o <1 szam esetén:
a=P(<qy)=F(qa)=2—-4/qg0. =
4/gs =2—a = q,/4=1/2—-a) = qa=4/(2-0)

1

o | 25% 50% 75%
G | 2290 267 32 0.25

2 229 267 3.2 4 X
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

A normalis eloszlas

A ¢ val6sziniségi valtozé normalis (normal, Gauss-) eloszlast kovet
pweR (mi)és o >0 (szigma) paraméterekkel, ha a siirtiségfiiggvénye:

fe
1 (x=p)?
f — e 252
«(x) e
/‘L X

A siirGiségfiiggvény neve: Gauss-gorbe, haranggorbe.

A normalis eloszlas néhany alkalmazasa:
@ Meérési hibak modellezése: mért érték = igazi érték + mérési hiba,
ahol a mérési hiba normalis eloszlast kovet.

o Elettudomanyok: szamos mennyiség (testmagassag, vérnyomas, 1Q)
normalis vagy a normalisbdl szarmaztatott eloszlast kdvet.
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

A normalis eloszlas fontosabb tulajdonsagai:
o A siirtiségfiiggvény mindenhol pozitiv, ezért R; = R.
o p=E(6) & o=D().

Hogyan hat a két paraméter a siriiségfliggvényre?
@ o: a siirliségfiiggvény alakjat hatarozza meg,

o u: eltolas, a siiriségfiiggvény szimmetriatengelye.

—u=0,0=1
—u=0,0=2
—pu=0,0=05

=2,0=05 S
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas: normalis eloszlas =0 é o=1
paraméterrel. Sirliségfiiggvénye és eloszlasfliiggvénye:

t

() = P(€ < t) :/ bk

— 00

Hogyan tudjuk meghatarozni a ¢ fiiggvény értékét? A formula nagyon
bonyolult, tablazatot hasznalunk.
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

A & eloszlasfiiggvény rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal.
@ Szigorian monoton névekvs és mindenhol folytonos.
e ¢(0) =0.5.

o Tetszbleges t val6s szam esetén P(—t) =1 — d(t).

Az utolsé allitas bizonyitasa:

o(-t) =P < 1) = |

—0oQ0

—t

+oo
s = [ o dx

—P(E>t)=1-P(E<t)=1-0(t)
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

Ha ¢ normalis eloszlash, akkor tetszéleges a < b valés szamokra:

b b1 _ =)
P(aﬁﬁﬁb) 2/ fg(x)dx:/ \/We 202 dx
a a

Probléma: ezt az integralt nem tudjuk papiron kiszamolni.

a b
Legyen £ normalis eloszlasu p varhaté értékkel és o szérassall  Ekkor:

Fe(t) = ¢<t;“>.

Kovetkezmény: P(a <¢< b) = F¢(b) — Fe(a) = cp(b%‘#) — q)(ﬂ)

g

v
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

Bizonyitas:

Fs(t)zP(£<t)=/t fg(x)dx:/t _L 1 (=)

—0o0 —00 V2T O

Helyettesitéses integralas, 4 valtozét vezetiink be:

X — X
y = M:——H, dy = —dx
o o o o

Az (j integralasi hatarok:
@ alsé végpont: x=-00 — y=-—00
o fels6 végpont: x=t = y=1#

g

Mindezt visszairjuk az integralba:

t—p t—p
7 1 _1.2 o t—
Fe(t) :/ \/72?6 2" dy :/ o(y)dy = (UM>
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

Feladat: Egy tejgyarban az 1 literes dobozos tej csomagolasat automata
toltéberendezés végzi. A dobozokba tolttt mennyiség normalis eloszlast
kovet, a varhato érték a névleges tartalom, a széras o = 10 ml.

@ A dobozok mekkora hanyada tér el legfeljebb 2.5%-kal a névleges
tartalomtol?

@ A dobozok mekkora hanyada tartalmaz legalabb 990 ml tejet?

Véletlenszeriien kivalasztunk egy dobozt.
& = a kivalasztott dobozban talalhaté mennyiség

& normalis eloszlast, p = 1000 ml, o =10 ml

P(975 < 5 < 1025) P(¢ > 990)

970 990 A 1010 1030 970 990 A 1010 1030
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

Feladat: A dobozok mekkora hanyada tér el legfeljebb 2.5%-kal a névleges
tartalomtél?

P(975 < £ < 1025) = F¢(1025) — F¢(975)

1025 — 1000 975 — 1000
=@ (10) —¢ <1o>

= ®(2.5) — ®(—2.5) = 0.9938 — 0.0062 = 0.9876
Itt felhasznaltuk azt, hogy
®(—2.5)=1—-d(2.5) =1-0.9938 = 0.0062

Feladat: A dobozok mekkora hanyada tartalmaz legalabb 990 ml tejet?

P(£ >990) =1 —P(£ <990) =1 — F¢(990)

_q_ q)(990 — 1000

10

Itt felhasznaltuk azt, hogy

) —1-¢(-1)=1-016=084

®(—1)=1—d(1)=1—0.84 =0.16
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

Feladat: Adjunk meg egy olyan [a, b] intervallumot, amire teljesiil, hogy
a tejesdobozok 90%-a ebbe az intervallumba esik!

Cél: P(a<&<b)=09

Kérdés: a,b =7

Otlet: a= gso, b= qos, \ 1 \
qs% 995% 2 1 = 1000 b

b — 1000

0.95 = P(¢ < b) = Fe(b) = ¢<10>
b — 1000
0.95 = (165) — = — =165 — b=10165
~ 1000
0.05 = P(¢ < a) = Fe(a) = ¢<"1O>
0.05=1—0.95=1— &(1.65) = d(—1.65)
3_172000 — 165 =— a=09835

Megoldas: [983.5,1016.5]
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Valészinliségszamitas A normalis eloszlas

Az alabbi abra azt mutatja meg, hogy egy & normalis eloszlasa valtozé
mekkora eséllyel esik a varhat6 érték két oldalara felmért intervallumokba:

68.2%
74 95.4% Xv
- 99.75% -
0.1%M6% 34.1% | 34.1% 13.M0.1%

w—30c pu—20c p—1lo M pw+lo pu+20 p+3o

Legyen & normalis eloszlasu valtozo! Ekkor:
o lo-szabaly: P(p—o0<&<pu+o0)~68%,
o 20-szabaly: P(u—20 <& < p+20) ~ 95%,
o 3o-szabaly: P(u—30 <& < p+30) =~ 99.75%.
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Valésziniiségszamitas  Siiriiségfiiggvények médusza és ferdesége

Siriségfiiggvények modusza és ferdesége

Folytonos valtozé méduszai: a siirtiségfiiggvény lokalis maximumhelyei.

A siirliségfiiggvény lehet egyméduszi vagy tobbmoduszi.

ﬂ\m

A tobb médusz gyakran arra utal, hogy a sokasagot tdbb részre lehet
felbontani, melyeken beliil a vizsgalt mennyiség mar egyméduszia. Példa:
o kék gorbe: a labméret siiriiségfiiggvénye a felnétt népességen beliil,
@ z0ld gorbe: a labméret siiriiségfiiggvénye a nék korében,
@ piros gorbe: a labméret siiriiségfiiggvénye a férfiak korében.

36 38 40 42 44
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Valésziniiségszamitas  Siiriiségfiiggvények médusza és ferdesége

Tegyiik fel, hogy a siirtiségfiiggvénynek csak egyetlen médusza van!
@ Modusz: A valtozé ezen érték kozelébe esik a legnagyobb eséllyel.
° : A valtozé , kozépsd” értéke.
o Varhato érték: A valtozo atlagos értéke.

Ha a siirtiségfiiggvény szimmetrikus (példaul normalis eloszlas), akkor:
varhato érték = = mddusz

Ha a siriiségfiiggvény nem szimmetrikus, akkor jellemz&en(!):
o Balra ferde siiriiségfiiggvény esetén: varhato érték < < médusz

@ Jobbra ferde siiriiségfliggvény esetén: médusz< <varhat6 érték

balra ferde fiiggvény szimmetrikus fliggvény jobbra ferde fiiggvény
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Matematikai statisztika Statisztikai alapfogalmak

Statisztikai alapfogalmak

Adott egy sokasag és egy mennyiség az elemeken. Véletlenszerien
kivalasztunk egy elemet, ¢ jeldli a vizsgalt mennyiséget ezen az elemen.
Amire kivancsiak vagyunk:
e E(&) = a vizsgalt mennyiség atlagos értéke a sokasagon beliil;
e D(&) = a vizsgalt mennyiség szérasa a sokasagon beliil;
e P(a < ¢ < b)=arany a teljes sokasagon beliil.
Valésziniiségszamitas:

@ ismerjiik a £ valtozé valésziniiségeloszlasat vagy siiriiségfliggvényét;
e mindent ki tudunk szamolni papiron/szamitégéppel.
Matematikai statisztika:

@ nem ismerjiik a £ valtozé valésziniiségeloszlasat/slirliségfiiggvényét;

o megfigyeléseket végziink a & valtozéra, és a kapott minta alapjan
vonunk le kdvetkeztetéseket.

Szlics Gabor
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Mikor lehet kovetkeztetéseket levonni a minta alapjan a teljes sokasagra?

o Tekintsiink gy a megfigyelt elemekre, mint egy részsokasagra!

o Reprezentativ minta: a mintdban minden tulajdonsag hasonlé
aranyban jelenik meg, mint a teljes sokasagban. A minta a teljes
sokasag kicsinyitett masa.

@ Ebben az esetben a minta informaciét szolgaltat a teljes sokasagra.

Hogyan kaphatunk reprezentativ mintat?

o lIranyitott modon valasztjuk ki az elemeket a teljes sokasagbdl.

o Jellemz&en szociolégiai és politikai felméréseknél alkalmazzak.
o El8nye: kis mintaelemszam esetén is sok informaciét tartalmaz.
o Hatranya: nehéz megvalésitani.

o Veéletlenszeri mintavételezés: minden elemet azonos valésziniiséggel
valasztunk ki a teljes sokasaghdl.
o Elénye: kdnnyili megvalésitani.
e Hatranya: nagyobb mintaméret sziikséges.

Mi a tovabbiakban mindig véletlenszer(i mintavételezést végziink.
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Matematikai statisztika = Statisztikai alapfogalmak

Statisztikai alapfogalmak:
o Hattérvaltozé: A vizsgalt € valészintségi valtozo.

o Statisztikai minta: Megfigyelések a £ hattérvaltozéra, &i1,...,&,
valésziniiségi valtozok.

@ Mintarealizacié: A &,...,&, valtozék konkrét megfigyelt értékei.

e Mintaméret: A megfigyelések szama (n).

Hogyan torténik ez a gyakorlatban:
o Kivancsiak vagyunk a £ mennyiség eloszlasara a sokasagban.

@ Megtervezziik a mintavételezést és a statisztikai kiértékelést. Ezen a
ponton a mintaelemek véletlen szamok, valdsziniiségi valtozok.

o Elvégezziik a mintavételezést, kivalasztunk elemeket a sokasagbol. A
mintarealizacié a £ mennyiség értéke ezeken az egyedeken.

o Elvégezziik a statisztikai kiértékelést a konkrét mintarealizacion.
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Matematikai statisztika Statisztikai alapfogalmak

Hianyzé adatnak nevezziik azt, ha a mintarealizaciéban egyes értékek
nem allnak rendelkezésre. Lehetséges okai: sikertelen volt a megfigyelés,
a megfigyelt érték elveszett, a megfigyelt értéket szandékosan tordltiik, stb.

Az adathiany fontosabb tipusai:

o Teljesen véletlenszerii adathiany: a hianyzas ténye fiiggetlen az
adat igazi értéketdl.
llyenkor dolgozhatunk csak a rendelkezésre all6 adatokbdl, ugyanis
ezek is reprezentaljak a teljes sokasagot.

@ Nem véletlenszerii adathiany: a hianyzas ténye valamilyen médon
fligg az adat igazi értéketsl.

Példa: politikai kézvélemény-kutatas soran az egyes partok tamogatoi

eltérd aranyban tagadjak meg a valaszadast.

Ebben az esetben a rendelkezésre all6 adatok nem reprezentaljak a
teljes sokasagot, tehat hiba csak ezeket az adatokat figyelembe venni.
Valamilyen médon ,rekonstrualni” kell a hianyzé adatokat.
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Matematikai statisztika Statisztikai becslések, alapstatisztikak

Statisztikai becslések, alapstatisztikak

A minta alapjan adjunk becslést a sokasagot jellemz8 mutatészamokra
Otlet: tekintsiink Ggy a megfigyelt elemekre, mint egy részsokasagra.
Szamoljuk ki a kérdéses mutatészamokat ebben a részsokasagban!

Varhat6 érték becslése: empirikus varhato érték, mintaatlag.

E(E) ~ E = Eq(g) = SLT T8

n

Variancia becslése: empirikus variancia, statisztikai variancia.

Var(€) ~ Vars(€) = (G -8 +...+ (6 -9

n

Széras becslése: empirikus szoras, statisztikai szoras.

D(é) ~ 55 = Dn(é) =V Varn(g)

Szlics Gabor
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Matematikai statisztika Statisztikai becslések, alapstatisztikak

Az el6z6 oldalon felsorolt becslések er8sen konzisztensek:

En(§) — E(&), Varp(¢) — Var(§), Dp(&) — D(E), amint n — oo.

Tehat ezek a becslések nagy n esetén pontosak lesznek.

Problema: kis n esetén Var,(¢) és D,(§) tipikusan alabecsli az igazi
varianciat és szérast. Megoldas: megnoveljitk ezeket a becsléseket.

Korrigalt empirikus variancia és korrigalt empirikus szoéras:

Vary(€) = —=Vary(§),  S¢ = Dj(&) = V/Vary(©)

Tulajdonsagok:

o A korrigalt becslések szintén erésen konzisztensek:
Var,(§) — Var(§), D1(¢) — D(¢), amint n — oo.

@ A korrigalt becslések kis n esetén pontosabbak.
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Matematikai statisztika Statisztikai becslések, alapstatisztikak

Feladat: A kar férfi hallgatéinak testmagassagat vizsgaljuk.
Hattérvaltozé: & = egy véletlenszeriien kivalasztott hallgaté magassaga.
Mintarealizacié: 180, 175, 188, 168, 173, 183.

- 180+ 175+ 188 + 168 + 173 + 183

a 6

(180 — 177.8)% 4 ... + (183 — 177.8)?
6

=177.8

Var(€) &~ Varg(€) = = 43.81

D(€) ~ De(¢) = V/43.81 = 6.62

A kis mintaméret miatt (n = 6) érdemes korrigalast végezni:

Var(€) &~ Vari(¢) = 243.81 =5257, D(¢)~ Di(¢) = v/52.57 = 7.25.

Foglaljuk dssze, hogy mit kaptunk:
o atlagos testmagassag a sokasagban = E(§) =~ 177.8,
@ a testmagassag szérasa a sokasagban = D(&) ~ 7.25.
Ezt a két értéket publikaciokban igy szoktak kézélni:  177.8 +7.25 cm.
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Matematikai statisztika Statisztikai becslések, alapstatisztikak

Mennyire pontos becslés a mintaatlag a varhaté értékre: |€ — E(¢)| =7
@ A mintavételezéskor egy véletlenszerii mintarealizaciét kapunk.
@ A mintaatlag egy valésziniiségi valtoz6, mert a mintarealizaciétdl fiigg.

@ Emiatt a becslési hiba is véletlen nagysagu.

Mennyi a becslés atlagos hibaja:  E(|¢ — E(¢)]) =7
o Képzeletben sorra vessziik az dsszes lehetséges mintarealizaciot.
e Mindegyik realizaciobdl kiszamoljuk a & mintaatlagot.

@ Ebbdl kapunk egy atlagos becslési hibat.

Standard hiba (standard error of the mean, s.e.m.):

_ ba()
SE = NG

Szemléletes jelentése: az E(£) ~ & becslés atlagos hibaja adott n esetén.
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Matematikai statisztika Statisztikai becslések, alapstatisztikak

Hogyan értelmezziik a standard hibat?

@ Ha a standard hiba kicsi, akkor a mintaatlag minden realizacié esetén
pontos becslés lesz a varhaté értékre.

e Ha a standard hiba nagy, akkor vannak olyan realizaciok, melyekre a
mintaatlag pontatlan becslést ad a varhaté értékre.

@ Fontos: a standard hiba nem alkalmas a becslés pontositasaral

Feladat: Hatarozzuk meg a standard hibat a hallgaték testmagassagaral!
Amit tudunk: n =6, £=Eg(¢)=177.8, D{(¢&) =7.25.
Ekkor: SE = 7.25/1/6 = 2.96.

Foglaljuk ssze, hogy mit kaptunk:

o Az ismeretlen varhaté értékre adott becslésiink: 177.8. Ez csak egy
becslés, nem fogja pontosan telibe talalni az igazi varhaté értéket.

@ A standard hiba: 2.96. A mintaatlag varhatéan ennyivel tér el az igazi
varhato értéktél, atlagosan ekkora a becslés hibaja.
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Matematikai statisztika Statisztikai becslések, alapstatisztikak

Empirikus kvantilis, statisztikai kvantilis, percentilis: Az a §, szam,
melyre teljesiil, hogy mintaelemek « hanyada kisebb, mint §,.

a minta « hanyada

a minta 1 — o hanyada

D Le0

Példa: empirikus median

. a kdzéps6 mintaelem, ha n paratlan,
g50% =

a két kozépsé atlaga, ha n paros.

A & valésziniiségi valtozé a-kvantilise az a g, osztaspont, ami az egész
sokasagot bontja fel ugyanilyen aranyok szerint. Kérdés: hogyan becsiilhets
a sokasag kvantilise a minta alapjan?

Ha a ¢, elméleti kvantilis létezik és egyértelmi, akkor az empirikus
kvantilis er6sen konzisztens becslés: G, — o amint n — oo.
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Matematikai statisztika Statisztikai becslések, alapstatisztikak

Néhany tovabbi statisztikai mutatészam:
@ Minimum, maximum: a legkisebb és a legnagyobb érték a mintaban.

e Terjedelem (range): maximum — minimum
llyen hosszisagl intervallumon helyezkedik el a teljes minta.

e Empirikus alsé kvartilis, empirikus felsé kvartilis:  §o50,, G759

o Interkvartilis terjedelem: QR = §759, — Goso,
llyen hosszasagu intervallumon helyezkedik el a minta kdzépsé 50%-a.

Példa: a mintaméret n = 12
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Matematikai statisztika Statisztikai grafikonok

Statisztikai grafikonok

Legyen a & hattérvaltozé diszkrét!

o Oszlopdiagram: Oszlopokkal abrazoljuk, hogy az egyes értékek
hanyszor (vagy milyen aranyban) szerepelnek a mintaban.

o Kordiagram: Korcikkekkel reprezentaljuk a mintat, a kdzépponti
szogek aranyosak az értékek megjelenési aranyaval.

Példa: a vércsoportok ardnya a magyar népességen beliil.

7%
40 |- 1
32%
30 n
20 16% B
B 8% |
10 ] B (16%)
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Matematikai statisztika Statisztikai grafikonok

Legyen a & hattérvaltozé folytonos!

Hisztogram: Felbontjuk a szamegyenest azonos hosszisagu
intervallumokra. Minden intervallumra olyan magas oszlopot allitunk,
ahany mintaelem az adott intervallumba esik.

Nagy elemszam (legalabb n > 100) esetén a hisztogram egy j6 grafikus
becslés a siirtiségfiiggvényre: a siriségfiiggvény kdveti a hisztogram tetejét.

40 |

30 +

20 |

10 |

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Sziics Gabor Statisztika 2025/26 tavaszi félév 47 /112



Matematikai statisztika Statisztikai grafikonok

Ferdeség (skewness): egy olyan statisztikai mutatészam, ami a

hisztogram és az illesztett siirliségfiiggvény szimmetriajat jellemzi.
@ skewness =0 — a hisztogram szimmetrikus
o skewness >0 = a hisztogram jobbra ferde

@ skewness <0 = a hisztogram balra ferde

skewness = —1 skewness = 0 skewness = 1

skewness = 1.5 skewness = 2 skewness = 3
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Matematikai statisztika = Statisztikai grafikonok

Boxplot (dobozdiagram) outlier elemek nélkiil:

bajusz (whisker)

doboz (box)

bajusz (whisker) {

Tovabbi mutatészamok az abran:

max = legnagyobb mintaelem

G759, = fels6 kvartilis

G509, = median
Gos9, = alsé kvartilis

min = legkisebb mintaelem

o Terjedelem (range) = max — min = a boxplot magassaga

o IQR = fels8 kvartilis — alsé kvartilis = a doboz magassaga

Szlics Gabor
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Matematikai statisztika Statisztikai grafikonok

Outlier értékek, kiugré értékek: Azok a mintaelemek, melyek
o kisebbek, mint g5, — 1.5 - IQR;
@ vagy nagyobbak, mint gzs0 + 1.5 IQR.

Altalaban a boxploton kiilén abrazoljuk az outlier értékeket:

_ ) max = legnagyobb mintaelem
outlier értékek o

1.5 1QR 8 B semmi nevezetes
o) G759, = fels6 kvartilis
8 X .

IQR g G500, = median

o Goso, = alsé kvartilis

1.5-1QR S

’ 3 — min = legkisebb mintaelem

itt most nincs outlier {
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Matematikai statisztika Statisztikai grafikonok

Egyes statisztikai adatelemzé eljarasok megkovetelik, hogy a minta
normalis eloszlasbél szdrmazzon. Ezt elézetesen ellen8rizni kell teszteléssel
vagy grafikus illeszkedésvizsgalattal.

Grafikus illeszkedésvizsgalat:
o Grafikonok alapjan nyilatkozunk arrél, hogy a vizsgalt mennyiség
milyen siirliségfiiggvénnyel irhaté le.

@ Ez nem egzakt mddszer, a dontés részben szubjektiv!

Ha a minta valéban normalis eloszlasbél szarmazik, akkor:
@ a normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye illeszkedik a hisztogramhoz;
@ skewness ~ 0;
@ az outlier értékek aranya koriilbeliil 1%.

Egyes statisztikai médszereknél az is elég, ha a minta ,kdzel normalis.” Ezt
tankonyvenként kiilonb6z6 médon definialjak, nalunk a kévetkezét jelenti:

@ a siiriségfliggvény egymoduszi;,

@ a minta kozel szimmetrikus: —1 < skewness < +1.
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Paraméterbecslési médszerek

Paraméteres eloszlascsalad: Eloszlasoknak paraméterekkel indexezett

gylijteménye.

J

Példa folytonos eloszlascsaladra: normalis eloszlas.
o Paraméterek: p€eR, 0>0
o Siriségfiiggvény:
1 (x=n)?

=t 7 R=E

Példa diszkrét eloszlascsaladra: geometriai eloszlas.
e Paraméter: q € (0,1)

o Valésziniiségeloszlas:

Szlics Gabor
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Az alkalmazasokban idénként tudjuk, hogy a minta egy adott paraméteres
eloszlascsaladbél szarmazik, de nem ismerjiik a paraméterek igazi értékét.

Paraméterbecslés: Egy statisztikai minta alapjan becslést adunk az
ismeretlen paraméterekre.

Szamos paraméterbecslési médszer létezik: momentum médszer, maximum
likelihood becslés, Bayes-becslés, stb.

Momentum maédszer: Adott egy eloszlascsalad és egy minta.
o Felirjuk formulaval az igazi varhat6 értéket és/vagy az igazi varianciat.
@ A mintabdl kiszamoljuk a mintaatlagot és/vagy a korrigalt empirikus
varianciat.
o Az E(§) =~ En(§) és Var(§) =~ Var,(§) kozelitések ,megoldasaval’
kapunk egy becslést a paraméterekre.
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Feladat: Egy adott tipust miszaki berendezés egy-egy évben ¢ € (0,1)
valésziniiséggel megy tonkre. Jeldlje & azt, hogy a berendezés hanyadik
évben megy tonkre! Ismert, hogy ekkor a £ valtozé geometriai eloszlasi:

PE=x)=q(l-q)", R={12..}

Varhato érték és variancia:

E(¢)=1/q,  Var(§) =(1-q)/q"

0.5 1 o eqg=05
04 1 .q = 025
0.3 |
[ ] [ ]
0.2 | °
s
0.1 s o
‘ ¢
1 2 3 4 5 X
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Nyomon kovetiink n =5 berendezést, ezaltal kapunk egy mintarealizaciot
a £ valtozéra: 2,6, 1,9, 2.

Feladat: Adjunk becslést a g paraméter értékérel

@ Momentum modszer a varhaté érték alkalmazasaval:

Becslés: g~ 1/4=0.25
@ Momentum moddszer a variancia alkalmazasaval:

1-

= Var(§) = Var,(§) =115

11.5¢° + g —1~0
Megoldasok: —0.342 és 0.255.
Becslés: g =~ 0.255
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Feladat: A £ valdszintiségi valtozé normalis eloszlast kovet ismeretlen
paraméterekkel. Rendelkezésre all egy n =4 elemii minta:

—2.88, —0.44, 0.47, 2.03

Adjunk becslést a paraméterekre a momentum mdédszer alkalmazasavall

Becslés a mintaatlag alapjan:

Becslés a variancia alapjan:
0% = Var(¢) ~ Var’(¢) = 4.22

o~ 4/ Var;(&) = D, (&) = 2.05

Eredmény: pu~ —0.205, o =~ 2.05.
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Maximum likelihood becslés, ML-becslés:
o A minta alapjan felirjuk az L likelihood fiiggvényt, ami fiigg a
paraméterek értékétsl.

o Megkeressiik, hogy a likelihood fliggvény mely paraméterértékek
mellett maximalis.

A maximum likelihood becslés jellemzéi:

o Elénye: szamos alkalmazasban ez a legpontosabb paraméterbecslési
médszer, ezt matematikai tételek garantaljak.

e Hatranya: sok szamolast igényel, hiszen meg kell keresni a likelihood
fliggvény maximumhelyét.
Lehetséges médszerek a maximumhely meghatarozasara:
e Formalis szamolas derivalassal.
@ Szamitogépes kozelités.

o A likelihood fiiggvény grafikus abrazolasa.
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Feladat: Egy adott tipusi miszaki berendezés egy-egy évben ¢ € (0,1)
valészintiséggel megy tonkre. Jeldlje & azt, hogy a berendezés hanyadik
évben megy tonkre! Ekkor a ¢ valtozé geometriai eloszlast kovet:

P(fzx):q(l—q)xfl, Re={1,2,...}
Minta a £ valtozéra: 2, 6, 1, 9, 2.

Adjunk maximum likelihood becslést a g paraméterre!

A likelihood fliggvény diszkrét valtozé esetén:

L(q) =P((=2)-P((=6)-P((=1)-P((=9)-P({=2)
=q(1—q)* 1 q(1—q)® - ql—q) T gl —q)° " gl —q)"

Likelihood fliggvény jelentése: mekkora a mintarealizacié valésziniisége.

Maximum likelihood becslés: azt a konkrét g szamértéket keressiik,
amelyre az L fiiggvény maximalis.
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

A maximumhelyet R utasitasokkal keressiik meg:
o Definialjuk a valdsziniiségeloszlast:
p = function(x,q) g*(1-q)~(x-1)
o Definialjuk a likelihood fiiggvényt:
L = function(q) p(2,9)*p(6,q)*p(1,9)*p(9,q)*p(2,q)
o Abrazoljuk a likelihood fiiggvenyt:
curve(L, from=0, to=1)
o Fliggtleges egyenes a megsejtett maximumhelyhez:

abline(v=0.25)
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

A likelihood fliggvény grafikonja:

0 0.2 0.4 06 0.8 1 9
0.25

A grafikon alapjan a likelihood fliggvény maximumhelye 0.25.

A paraméter maximum likelihood becslése: g ~ 0.25.
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

Feladat: A ¢ valtozé normalis eloszlast kovet =0 varhaté értékkel
és ismeretlen o szérassal. Statisztikai minta:

—2.88, —0.44, 0.47, 2.03

Adjunk maximum likelihood becslést a o paraméterre!

A normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 _ew? 1 2
fg(X) = e 20“3 = e 2052

V22 V2mo?2

A likelihood fiiggvény folytonos valtozé esetén:

L(o) = f(—2.88) - :(—0.44) - £:(0.47) - £(2.03)

1 (—2.88)2 1 _(=0.44)2 1 0472 1 _2.032
= e 252 - —e 252 - —e 202 .

V2mo? V2mo? V2mo? V2mo?

Kérdés: Az L fuggvény melyik o értékre maximalis?
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

A maximumhelyet R utasitasokkal keressiik meg:
o Definialjuk a siiriségfiiggvényt:
f = function(x,s) 1/(2%pixs~2)~(1/2) * exp(-x~2/(2*s~2))
o Definialjuk a likelihood fiiggvényt:
L = function(s) £(-2.88,s)*f(-0.44,s)*£(0.47,s)*£(2.03,s)
o Abrazoljuk a likelihood fiiggvenyt:
curve (L, from=0, to=5)
o Fliggtleges egyenes a megsejtett maximumhelyhez:

abline(v=1.8)
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Matematikai statisztika Paraméterbecslési médszerek

A likelihood fliggvény grafikonja:

A grafikon alapjan a likelihood fliggvény maximumhelye 1.8.

A széras maximum likelihood becslése: o ~ 1.8.
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok

Konfidencia intervallumok

A statisztikdban egy minta alapjan kétféle formaban becsiilhetiink meg egy
ismeretlen mutatészamot (varhaté értéket, szoérast, stb.)
@ Pontbecslés: A mutatészamot egyetlen szammal becsiiljik meg.
o Intervallumbecslés: Egy intervallumot adunk meg, amely nagy
megbizhat6saggal tartalmazza a kérdéses mutatészamot.

Legyen &1,...,&, statisztikai minta egy & valdsziniiségi valtozéra, és
legyen « € (0,1). A minta alapjan felirt [a, b] intervallum egy 1—«
megbizhat6sagi konfidencia intervallum a varhaté értékre, ha

P(E(g) € [a, b]) =1l-a

A megbizhatésag tipikus értékei: 90%, 95% vagy 99%.
A biostatisztikaban jellemz&en a 95%-ot hasznaljak.

A konfidencia intervallum hasonlé médon definialhaté tetszéleges mas
mutatészamra is (széras, variancia, median, stb.)
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok

Student-eloszlas:
o Folytonos eloszlas, a siiriiségfiiggvénye hasonlit a haranggorbéhez.

—— standard normalis 0
— Student: df =3

— Student: df =1

e Szabadsagi fok (degrees of freedom, df): az eloszlas paraméterre.
Ettsl fligg a siiriségfliggvény alakja.

o A Student-eloszlas eloszlasfiiggvénye:  ®ys(t) = P(€ < t).

@ A Student-eloszlas kvantilise:

a=P(& < qa) = Pyr(ga), tehat Jo = dDd_fl(a).
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok

Legyen a & hattérvaltozé normalis eloszlasi ismeretlen szérassal!
1 — o megbizhatésagu konfidencia intervallum a valtozé varhaté értékére:

[€—c-SE,é+c SE|], c=9,1(1-a/2).

Itt ®,_1 az n—1 szabadsagi foka Student-eloszlas eloszlasfiiggvénye.

Feladat: Tegyiik fel, hogy a kar férfi hallgatéinak a testmagassaga
normalis eloszlast! Adjunk 95% megbizhatésagi konfidencia intervallumot
az atlagos testmagassagra!

Korabban lattuk: n=6, £ =177.8, SE =2.96

A szabadsagi fok: n—1=5

Most « =0.05, tehat 1— «/2=0.975

A Student-eloszlas tablazatabol: ¢ = &5 1(0.975) = 2.571

A minta alapjan felirt konfidencia intervallum:

[177.8 —2.571-2.96, 177.8 +2.571-2.96] = [170.2, 185.4]
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok

Kérdés: Hogyan értelmezhets a kapott eredmény?
A mintavételezés soran szamos mintarealizaciét kaphatunk:

o ,J&" mintarealizaciok: az ezekbél szamolt konfidencia intervallum
tartalmazza az ismeretlen varhaté értéket. Ezek teszik ki az Osszes
lehetséges mintarealizacié 1 — a = 0.95 hanyadat.

@ ,Rossz" mintarealizaciok: ezek félrevezetsek, ugyanis a beléliik
szamolt konfidencia intervallum nem tartalmazza a varhaté értéket.
Ezek alkotjak az 3sszes realizaci6 « = 0.05 hanyadat.

Kérdés: Ebben a feladatban j6 vagy rossz mintarealizaciét kaptunk?

Ezt nem tudjuk elddnteni. Csak reménykedhetiink benne, hogy a jok koziil
kaptunk egyet, ugyanis ezek vannak tobbségben.

Kérdés: Miért nem szamolunk 99.99%-os megbizhatésaggal?

A magasabb megbizhatésag szélesebb intervallumot jelent. A tal széles
intervallum viszont neheziti az eredmény alkalmazhatésagat.
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok

A konfidencia intervallum levezetése:
@ Megmutathato, hogy ha a minta normalis eloszlasbdl szarmazik, akkor
(£ —E(£))/SE Student-eloszlast df =n—1 szabadsagi fokkal.
@ Legyen ¢ a Student-eloszlas 1 — /2 rendi kvantilise. Ekkor a
szimmetria miatt —c az «/2 rendi kvantilis.

e
q)n_]_(c) =1- E
af2 a/2
‘ | ‘ e
—c 0 c ¢ = (Dn—l (1 2)
o A kvantilisek alkalmazasaval megkapjuk a konfidencia intervallumot:
l—-a= P(—c < f_sEE(f) < c) = P(E—c- SE <E(¢) <&+c SE)

Megjegyzés: Ha a minta nem normalis eloszlasbél jon, akkor a felirt
intervallum nem lesz pontosan 1 — « megbizhatdésagn. Helyette:

P(E(§)€ E—c- SE, &+ c- SE]) —1—a, amint n— oo.
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Matematikai statisztika Konfidencia intervallumok

Megjegyzések:

o A félév folyaman szamos mutatészamra kapunk majd konfidencia
intervallumot. Az intervallumokra nem tanulunk elméleti formulakat,
ugyanis ez tal sok id6t igényelne.

@ A konfidencia intervallumok altalaban megkovetelik, hogy a minta
normalis eloszlasbol szarmazzon. Ha ez teljesiil, akkor az intervallum
az el6irt megbizhatésaggal tartalmazza a kérdéses mutatészamot
tetszéleges mintaméret esetén.

@ Viszont az altalunk tanult konfidencia intervallumok nem normalis
eloszlas esetén is alkalmazhatdak, ha a mintaméret elegendGen nagy.

Kérdés: Mit jelent az ,elegenden nagy” mintaméret?
Erre a kérdésre nincs egyszer(i valasz, a sziikséges mintaméret fligg attdl,
hogy a & valtozo eloszlasa mennyire hasonlit a normalis eloszlashoz:

@ Kozel normalis eloszlas esetén 20-30 mintaelem elég szokott lenni.

o Ferde eloszlas esetén jellemz&en kell legalabb 50 mintaelem.

@ Nagyon ferde eloszlas esetén érdemesebb inkabb mas médszerrel felirni

a konfidencia intervallumot.
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgalat (hypothesis testing) alapfogalmai:
o Adott egy & hattérvaltozé és egy &1,...,&, statisztikai minta.
o Nullhipotézis (Ho, null hypothesis): Egy allitas a ¢ valtozoéra.

o Alternativ hipotézis (Ha, alternative hypothesis): Egy masik
allitas a & valtozora.

o Tudjuk, hogy a két hipotézis koziil valamelyik igaz.
Feladat: dontsiik el a minta alapjan, hogy Hgp vagy Hp igaz!

Példaul:  Ho:E(§) =2, Ha:E() =4
A tovabbiakban a kurzuson az alternativ hipotézis mindig a nullhipotézis
tagadasa lesz. Ezt kétoldali (two-sided) alternativanak nevezik. Példaul:

(] H(J:E(f):2v HA:E(f)#Z
© Ho:D(§) =D(n), Ha:D(&) # D(n).
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgalat menete:
o Eldontjiik, hogy milyen médszerrel teszteliink.
@ A minta alapjan kiszamoljuk a prébastatisztika értékét: t,.
@ Meghatarozzuk a kritikus értéket: c.

e Ha |[t,| < ¢, akkor elfogadjuk a nullhipotézist.
Ha |t,| > ¢, akkor elvetjiik a nullhipotézist.

Az egész olyan, mint egy birésagi targyalas:
e A nullhipotézis a vadlott szava (,artatlan vagyok”).
@ A statisztikai minta a bizonyitékok halmaza.
@ A prébastatisztika (t,) azt fejezi ki, hogy a vadlott szava mennyire
van ellentmondasban a bizonyitékokkal.

o A ¢ kritikus érték egy kiiszobérték:
e Ha |t,| <c, akkor a bir6 hisz a vadlottnak, és felmenti.
e Ha |t,| > ¢, akkor nem hisz neki, és elitéli.
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

Feladat: Teszteljik le azt a nullhipotézist, hogy a kar férfi hallgatéinak az
atlagos testmagassaga 175 cm! Feltehet8, hogy a testmagassag normalis
eloszlasu a teljes sokasagban.
Amit tudunk:

o £ = egy véletlenszeriien kivalasztott hallgat6 testmagassaga.

o Megfigyelt értékek: 180, 175, 188, 168, 173, 183.

o Nullhipotézis: Hg : E(§) = 175.

A varhat6 értéket az egymintas t-proba segitségével tesztelhetjiik:
o Hipotetikus varhaté érték: g = 175.

o Prébastatisztika:

E—po 177.8-—175
fn SE 2.96 0.946

A kritikus érték: ¢ =2.571. (Erre majd még visszatériink.)
Déntés:  |t,| < ¢, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.
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Matematikai statisztika = Hipotézisvizsgalat

Milyen hibakat véthetiink a hipotézisvizsgalat soran?
o Elséfaja hiba (type | error): Elvetjiik az igaz nullhipotézist, tehat
bortonbe kiildiink egy artatlant. Valdsziniisége:
P(elvetjiik Ho-t, ha igaz).
e Masodfaja hiba (type Il error): Elfogadjuk a hamis nullhipotézist,
tehat felmentiink egy biindst. Valdsziniisége:
P(elfogadjuk Ho-t, ha hamis).
Még egy fogalom:

er§ (power) = P(elvetjiik Hop-t, ha hamis) = 1 — masodfaja hiba.

A lehetéségeket az alabbi tablazatban foglalhatjuk Gssze:

elfogadjuk elvetjiik

Ho igaz helyes dontés  elséfaja hiba

Ho hamis | masodfaja hiba helyes dontés
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

Mire hathatunk és mire nem a hipotézisvizsgalat soran?
o Akkor vetjiik el a nullhipotézist, ha |t,| > c.
@ A t, probastatisztika értékét nem tudjuk befolyasolni.

@ A ¢ kritikus értéket (=mennyire szigort a biré) mi valasztjuk.

Meg lehet valasztani gy a kritikus értéket, hogy mindkét hiba alacsony
maradjon? Erre sajnos nincs lehet&ség:

magas kritikus érték = alacsony elséfaju hiba, de magas masodfaja hiba

alacsony kritikus érték = alacsony masodfaju hiba, de magas elséfaja hiba
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Matematikai statisztika Hipotézisvizsgalat

Szignifikancia szint: az « elséfaja hiba elére megadott értéke. J

A szignifikancia szint kicsi szokott lenni: tipikusan 1%, 5% vagy 10%.
A biostatisztikaban jellemzéen: o = 5%.

Els6- és masodfaja hiba a gyakorlatban:
o A feladat megadja az « szignifikancia szintet (=els6faja hiba).
e Meghatarozzuk a hozza tartozé kritikus értéket (c,) és teszteliink.

o A [ masodfaja hibara nincsen rahatasunk.
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A gyakorlatban mit jelent a nullhipotézis elfogadasa?

e A nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha a minta nem cafolja meg. A
birésag felmenti a vadlottat, ugyanis nincs ellene bizonyiték.

@ De ez még nem jelenti azt, hogy a nullhipotézis biztosan igaz.
Gyakran elfogadunk hamis nullhipotéziseket is.

o A nullhipotézis elfogadasa csak annyit jelent, hogy nem kilénbdzik
szignifikans (=statisztikailag kimutathaté) mértékben az igazsagtdl.

@ llyenkor a nullhipotézis alkalmazhaté a valésag modellezésére.

Mi jelent a nullhipotézis elvetése?

@ A nullhipotézist akkor vetjiik el, ha a minta hatarozottan megcafolja.
Ebben az esetben nagy mennyiségii bizonyiték all az itélet mogott.

@ A nullhipotézis elvetése mar kell6en alatdmasztott tudomanyos
eredménynek tekinthetd.

o Ha elvetjitk a nullhipotézist, akkor szignifikans mértékben kiilonbdzik
az igazsagtol. Emiatt a valésag modellezésére sem alkalmazhaté.
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p-érték (p-value): Az a szignifikancia szint, melyre cyertek = |tn).
Dontés a p-érték segitségével:

elvetjik Hp-t < |ty > ca <= p-érték < a.

C C

elvetjiik Ho-t elfogadjuk Ho-t

Megjegyzések:
o A p-érték mindig 0 és 1 kdzé esik.

@ A p-érték szintén értelmezhetd olyan médon, hogy mennyire ,hihets” a
nullhipotézis. A nullhipotézist akkor vetjiik el, ha a p-érték alacsony.
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Az egymintas t-préba

Egymintas t-préba (One sample t test)

Cél a & valosziniiségi valtozé varhato értékének a tesztelése.

Feltevések:
o £ normalis eloszlast valtozé ismeretlen varhaté értékkel,

o o egy tetszéleges hipotetikus érték.

Nullhipotézis:  Hg : E(§) = po.

Prébastatisztika:
§ — o

= "gE

Kritikus érték: ¢, = &1, (1 — a/2).

Dontés: pontosan akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha |t,] < c,.
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Matematikai statisztika Az egymintas t-préba

Mi a gondolat a t-préba mogott?
o Nullhipotézis:  Hg : E(§) = po.
e Ha Hg igaz, akkor

= "SE sE 0
@ Ha Hg nem igaz, akkor
= E(e) _
tnzf ro _ E(§) Ho o,

SE ~ SE
Kovetkeztessiink vissza a t, értékbsl a nullhipotézisre:

@ Ha t,~0, akkor az arra utal, hogy Hg igaz.
Ebben az esetben a nullhipotézist elfogadjuk.

o Ha ¢, 0, akkor az arra utal, hogy Hgp nem igaz.
Ekkor a nullhipotézist elvetjiik.
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Matematikai statisztika Az egymintas t-préba

Megjegyzés: Algebrai atalakitasokkal kdnnyen levezethetd, hogy

€— o
SE

elfogadjuk Ho-t <= ‘ <cy <= po € [§—caSE, £+ ¢y SE]

Ez azt jelenti, hogy:

@ A préba pontosan akkor fogadja el a g hipotetikus varhato értéket,
ha po az 1— «a megbizhatésagl konfidencia intervallumba esik.

@ A konfidencia intervallum értelmezheté olyan médon, mint a ,hihetd
varhato értékek halmaza.

Megjegyzés: Az egymintas t-proba robusztus a normalitasfeltételre
nézve. Ha a minta nem normalis eloszlasi, de a mintaméret nagy, akkor a
t-préba hasznalhaté a varhaté érték tesztelésére. A sziikséges mintaméret:

o (kozel) szimmetrikus eloszlas esetén 20-30 mintaelem;

o ferde eloszlas esetén legalabb 50.
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Matematikai statisztika A paros t-préba

A péros t-préba

Legyenek & és 1 valdsziniiségi valtozok. Két statisztikai minta:
@ &,...,&, fiiggetlen megfigyelések &-re,
@ 11,...,Nm figgetlen megfigyelések 1n-ra.

A mintak tipikusan két fajta kapcsolatban allhat egymassal:

e Fiiggetlen mintak (independent samples): A két minta egymastol
fliggetlen mintavételezésbdl szarmazik, ezért nincs kézottiik kapcsolat.

o Osszetartozé mintak (paired samples, related samples):
A & ésaz n; megfigyelés minden i esetén a sokasag ugyanazon
egyedére vonatkozik. Ebben az esetben mindig n= m. Példak:

e &1,...,&  nférfi hallgaté testmagassaga egy mai felmérésben
M,---,Mn: ugyanezen hallgatdk testmagassaga egy 5 évvel ezel6tt

e &1,...,&  nférfi hallgaté testmagassaga egy mai felmérésben
M,---,Mn: ugyanezen hallgaték édesapjanak testmagassaga
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Paros t-préba (Paired samples t test)

Cél a varhat6 értékek tesztelése dsszetartozé mintak esetén.
Feltevések:
@ £ és 1 egyiittesen normalis eloszlasaak,

@ &1,...,&8, és m1,...,mp Osszetartozd mintak.

Nullhipotézis: Hg : E(§) = E(n).

Megjegyzések:

e £ és 1 egyiittesen normalis eloszlasa, ha tetszéleges a és b
valés szamok esetén a& + by normalis eloszlast. Ez egy kicsivel tébb
annal, hogy ¢ és n kiildn-kiilén normalis eloszlasa.

@ A paros t-préba robusztus a normalitasfeltételre nézve.

o Konfidencia intervallumot is adhatunk a varhaté értékek kiilonbségére:

P(E(g) —E(n) € [a, b]) ~1-a
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Matematikai statisztika = A paros t-préba

A péros t-préba igazabdl az egymintas t-préba egy specialis alkalmazasa:

o Tudjuk, hogy a&+ bn normalis eloszlast minden a, b val6s szamra.

Emiatt £ —n = (+1)§ + (—1)n szintén normalis eloszlasu valtozo.

Statisztikai minta a & — 7 valtozéra: & —n1,..., & — M.

A sokasagi atlagokra teljesiil, hogy E(¢ —1n) =E(£) — E(n). Emiatt:

Ho:E(6)=E(y) <= Ho:E(E—n)=0.

Vagyis tesztelhetjiik a nullhipotézist egymintas t-prébaval.

Emellett konfidencia intervallumot is kapunk:
1—a=P(E(E— 7)€ [ab]) = P(E() ~ E(n) € [,5]).

Es a fentieken tal az egymintas t-préba robusztussagat is orokoljiik.
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Matematikai statisztika Egyszempontos varianciaanalizis és a Levene-teszt

Egyszempontos varianciaanalizis és a Levene-teszt

Tegyiik fel, hogy a teljes sokasag r > 2 darab csoportra bonthaté fel! Azt
vizsgaljuk, hogy egy adott mennyiség szempontjabdl van-e statisztikailag
kimutathat6 kiilénbség a csoportok kozott.

Véletlenszeriien kivalasztunk egy elemet a sokasagbdl, & a mennyiség
értéke a kivalasztott elemen! Ekkor:

E(¢) = atlag a teljes sokasagban,

D(§) = a teljes sokasagon belili széras,

E(¢|j) = a j. csoporton beliili atlag,

D(|j) = a j. csoporton beliili szérédas.
A cél a kdvetkezé nullhipotéziseket tesztelni:
e Hp : azonosak a csoportonkeénti atlagok, E({|1) =... = E(¢]r),

@ Hp : azonosak a csoportonkénti szérasok, D({[1) =...=D({]r).
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Matematikai statisztika Egyszempontos varianciaanalizis és a Levene-teszt

Tegyiik fel, hogy a kivalasztott elem a j. csoportbdl szarmazik! Ekkor:
egyedi hatds = ¢ = £ — E(£|j) = mért érték — csoportatlag
Tehat a mért érték:
¢ = E(§]j) + € = csoportatlag + egyedi hatas

Példa a teljes sokasagra r = 3 csoport esetén:

6 s
E(¢[L) | + Ple
E(El3) | : ' +
E(el2) | -
i 2 3 csoport
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Matematikai statisztika Egyszempontos varianciaanalizis és a Levene-teszt

Fiiggetlen mintakat vesziink az egyes csoportokbdl:

@ minta az 1. csoportra:  &11,&12,...,&1m,

@ minta a 2. csoportra:  £21,&22,...,&n,

° ...

@ minta az r. csoportra:  &r1,&r2, ..., Em,
Teljes minta elemszama: n=ny+nm+...+ n,
Becslések a minta alapjan:

§j1+§j2+...+§jnj
nj

E(¢l)) = Ej = = mintaatlag a j. csoportban
D(&l)) = Df,j(§|j) = korrigalt empirikus széras a j. csoportban

Ugyanigy becsiilheté minden mutatészam csoportonkénti bontasban is.
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Matematikai statisztika Egyszempontos varianciaanalizis és a Levene-teszt

Szérastesztek

A cél azt tesztelni, hogy a csoportonkénti szérasok azonosak, tehat:
Ho : D(¢]1) = ... = D(&]r)
Feltevés: a & valtozé minden csoportban normalis eloszlast kdvet.

Alkalmazhaté tesztek:

Teszt Csoportok szama | Robusztus? | Ajanlott?
F-préba r=2 Nem Nem!!!
Bartlett-teszt r>2 Kis mértékben | Van jobb
Levene-teszt r>2 Igen Igen
Brown—Forsythe-teszt r>?2 Igen Igen
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Matematikai statisztika Egyszempontos varianciaanalizis és a Levene-teszt

Egyszempontos varianciaanalizis (Analysis of Variances, ANOVA)

A cél azt tesztelni, hogy a csoportonkénti atlagok azonosak, tehat:
Ho : E(§J1) = ... = E(]r).
Feltevések:

@ a ¢ valtozé minden csoporton beliil normalis eloszlast kdvet,

@ azonosak a csoportonkénti szérasok, tehat D(&[1) = ... = D(¢|r)

Megjegyzések:
o Akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha & ~ & ~ ... ~&,.
@ Az ANOVA robusztus a normalitasfeltétekre nézve.

o Az ANOVA nem robusztus a szérasfeltételre! A szérasokat teszteléssel
lehet ellenérizni. Ha a szérasok nem azonosak, akkor alkalmazzuk
inkabb a Welch-féle F-prébat.
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Matematikai statisztika Egyszempontos varianciaanalizis és a Levene-teszt

Tovabbi probak a csoporthatasok tesztelésére

A cél azt tesztelni, hogy minden csoportonkénti atlagok azonosak, tehat:
Ho : E(¢|1) = ... = E(&|r).

Formalisan mindegyik teszthez sziikséges a csoportonkénti normalitas, de
mindegyik moédszer robusztus erre nézve.

o Kétmintas t-préba: Az ANOVA specialis esete r = 2 csoportra.

o Welch-féle F-préba: Az ANOVA altalanositasa arra a esetre, amikor
a csoportonkénti szérasok nem azonosak.

@ Welch-préba: A Welch-féle F-préba specialis esete r = 2 csoportra.

v

Csoportok szama | Csoportonként azonos széras  Tetszbleges szoras

r=2 kétmintas t-préba Welch-préba
r>2 ANOVA Welch-féle F-préba
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Matematikai statisztika Linearis és nemlineéris regresszié

Linearis és nemlinearis regresszié

Két folytonos valésziniiségi valtozé: € és .
Feladat: adjunk becslést az 7 alapjan a £ valtozéral Példak:
o Linearis regresszié: &~ an+ b
o Exponencialis regresszié: ¢ ~ etb
o Reciprokos regresszi6: ¢~ a/n+ b
A valtozok elnevezése:
o ¢ a fiiggd valtozo avagy eredményvaltozd,
o n a fiiggetlen valtoz6 avagy magyarazé valtozé.
Kérdések:

o Mely a és b valés szamokra lesz a legpontosabb a becslés?

@ Mennyire pontos a becslés?
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Matematikai statisztika Lineéaris és nemlineéris regresszié

Linearis regresszié: &=~ an+ b
A becslés hibdja: =& — (an+ b)

¢ = (an + b) + ¢ = predikciés tag + hibatag (egyedi hatas)
Osszetartozé mintak:  &1,...,&, és N1,..., 7

Linearis regresszié a mintaelemeken: & = (an; + b) + ¢;

3

&

an; + b 1

/
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Matematikai statisztika Lineéaris és nemlineéris regresszié

Hogyan hatarozzuk meg a két paraméter értékét?

@ A mintahoz legjobban illeszked6 egyenest keressiik, tehat minimalizalni
akarjuk a hibatagokat.

o Legkisebb négyzetes becslés (least squares estimation):

n

S(a,b) = Zs,z = Z (& — anj — b)2 — min
i=1

i=1

@ Derivaljuk az S fiiggvényt a két valtozé szerint, és megoldjuk a
kovetkezs egyenleteket:

ds dS
s 0, e 0.
@ Az egyenletrendszer megoldasa:
a(&,n)DE -
2= (&M D& b—E—ar.

D5 (n)
Itt rn(&,n) a Pearson-féle korrelacios egyiitthaté. (Lasd késébb.)

Sziics Gabor Statisztika 2025/26 tavaszi félév 92 /112



Matematikai statisztika

Lineéaris és nemlineéris regresszié

Hogyan kapjuk meg az optimalis paraméterbeallitast?

n
S(a,b) = Z (& — anj — b)2 — min
i=1
A b paraméter szerinti derivalt:

— —22 —b —2n(g—aﬁ—b)

== Ozg—an—b == b=¢—an
Az a paraméter szerinti derivalt:

S z _
P =2 "ni(& — an; — b) = —2n(&n — an? — b))
i—1

0=E&n—an —bn=En—an?— (E—an)n = (En—&n) — a(n? —7°)

o= ralém) DR(E)
2o D5 (1)

Szlics Gabor

Statisztika
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Matematikai statisztika Lineéaris és nemlineéris regresszié

Mennyire j6 az illeszkedés a regressziés egyeneshez? Két becslés:
o Linearis regresszié: &=~ an-+ b

A becslés teljes hibaja a mintan:

SSE = sum of squares (errors) Ze

@ Becslés a mintaatlaggal: ¢ ~ ¢

A becslés teljes hibaja a mintan:

n

SST = sum of squares (total) = Z(é‘, —£)?
i=1
Megmutathat6, hogy SSE/SST € [0, 1].

A tort jelentése: a linearis regresszi6 teljes becslési hibaja ennyi szazaléka a
varhato értékkel torténd becslés teljes becslési hibajanak.

Sziics Gabor Statisztika 2025/26 tavaszi félév 94 /112



Matematikai statisztika Linearis és nemlinearis regresszié

Meghatarozottsagi egyiitthaté (coefficient of determination):
R? =1 — SSE/SST.

Jelentése: a linearis regresszio teljes becslési hibaja ennyi szazalékkal
kisebb, mint a mintaatlaggal torténd becslés teljes becslési hibajanak.
Tulajdonsagai:

e 0<R2<1.

o Minél nagyobb az R? értéke, annal pontosabb a linearis becslés.

@ Ha R? < 0.5, akkor a linearis becslés nagyon pontatlan.

Megjegyzések:
o Linearis regressziés esetén: R? = r2(&, 7).
@ A meghatarozottsagi egyiitthatét nemlinearis regresszié esetén is
alkalmazzuk, de ekkor SSE az adott regresszi6 Gsszesitett becslési
hibaja. Viszont ekkor mar nincs kapcsolat a korrelacids egyiitthatéval.
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Matematikai statisztika Lineéaris és nemlineéris regresszié

Eléfordul, hogy a valtozék kozdtti kapesolat nem lineéris jellegii. llyenkor a
kapcsolatot nemlinearis fliggvény segitségével keressiik. Példaul:

o Exponencialis regresszié: & ~ e?1th,
@ Reciprokos regresszié: & ~ a/n+ b,

o Masodfokl regresszié: ¢ ~ a(n — b)>.
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Matematikai statisztika Lineéaris és nemlineéris regresszié

A regresszi6 altalanos modellje:
£ = fap,..(n) + € = predikciés tag + hibatag

A formulaban:
o f egy adott tipusa fiiggvény;
@ a,b,... a fliggvény paraméterei.

A cél a paramétereket olyan médon meghatarozni, hogy a teljes hiba
minimalis legyen. Legkisebb négyzetek modszere:

n n
2
2 .
S(a,b,..)=) e =) (5;- fa,b,...(ﬁi)) — min
i=1 i=1
Megjegyzések:

@ A nemlineéaris esetben nincsen szép formula a paraméterekre.

@ Bizonyos esetekben a nemlinearis regresszi6 visszavezethetd linearisra.

o A becslés pontossagat most is az R? szamszer(isiti.
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Matematikai statisztika Lineéaris és nemlineéris regresszié

Hogyan vezethet6 vissza a nemlinearis regresszié linearisra? Legyen g egy
adott fiiggvény, nincsen benne ismeretlen paraméter.

1. specialis eset: ¢ ~ ag(n) + b.

Pelda: &=~ alnn+ b.

Bevezetiink egy aj valtozét: 1’ = g(n).

Linearis regressziét kapunk: & ~ an’ + b.

2. specialis eset: ¢ ~ g(an+ b).

Ha a g fiiggvénynek létezik az inverze, akkor: g~ %(&) ~ an+ b
Péelda: €& ~In(an+b), e ~an+b.

Bevezetiink egy 0j valtozét: ¢ = g~1(¢).

Linearis regressziét kapunk: &' =~ an + b.

Sziics Gabor Statisztika 2025/26 tavaszi félév 98 /112



Matematikai statisztika Korrelaciés egyiitthaték

Korrelacios egyiitthaték

Két folytonos valdsziniiségi valtozé: € és .

Fiiggetlen valtozék: nincs kapcsolat a valtozok kozott, nem tartalmaznak
informaciét egymasra nézve. llyenkor nincs értelme regressziét végezni.

Fligg6 valtozék: kapcsolat van kozottitk. Az egyik valtozoé ismeretében
valamilyen(!) médszerrel becslés adhaté a masik valtozé értékére.

Erés kapcsolat: az egyik valtozo ismeretében pontos becslés adhaté.

Gyenge kapcsolat: csak pontatlan becslésekre van lehet&ség.

@ Pozitiv iranya kapcsolat: a két valtozoé értéke jellemz&en azonos
iranyba valtozik. Ha & ng, akkor 7 is né.

Negativ iranya kapcsolat: a két valtozo értéke jellemz&en ellentétes
iranyba valtozik. Ha & ng, akkor 1 csokken.
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Matematikai statisztika Korrelaciés egyiitthaték

Két folytonos valésziniiségi valtozé: & és .
Osszetartozé mintak: &1,...,&, & m1,...,7n
Korrelaciés egyiitthatok: Olyan statisztikai mutatészamok, melyek a

valtozék kozotti kapesolat iranyat és erésségét mérik.

Empirikus kovariancia és Pearson-féle korrelacids egyiitthatoé:

Cn(fvn): niIZ(fi—E)(m—ﬁ), rn(gan):D*C(Z()g[,)?zzm'
i=1 n n

Fontosabb tulajdonsagok:
e Szimmetria:  rp(§,m) = rn(n,§)
o Lehetséges értékek: —1 <r,(&,n) < +1

@ A Pearson-féle korrelaciés egyiitthaté a két valtozé kozotti linearis
kapcsolat iranyat és erésségét jellemzi.
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Matematikai statisztika Korrelaciés egyiitthaték

Kérdés: Mit jelent a linearis kapcsolat?
Linearis regressziét végziink a minta alapjan: £ =~ an + b.
A Pearson-féle korrelacios egyiitthaté jellemzi a kapcsolat iranyat:

e Ha ry(&,n) >0, akkor a >0, tehat a valtozok kdzétt pozitiv
iranyd kapcsolat van.

e Ha rp(&,n) <0, akkor a< 0, tehat a valtozék kdzétt negativ
irany( kapcsolat van.
A Pearson-féle korrelacios egyiitthaté jellemzi a kapcsolat erésségét:

e Ha rp(&,n) = £1, akkor a valtozok kozdtt erés linearis kapcsolat
van, tehat a regressziés becslés pontos.

e Ha rp(&,n) =~ 0, akkor a valtozok fiiggetlenek vagy gyenge linearis
kapcsolat van kozottiik. Emiatt a regresszids becslés pontatlan.

A Pearson-féle korrelacios egyiitthaté hatranya: csak a linearis kapcsolatot
képes mérni. Ha a valtozok kdzott van kapcsolat, de nem linearis jellegii,
akkor ezt nem mindig detektalja.
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Matematikai statisztika Korrelaciés egyiitthaték

(€, m) = K t(&n) =05
3

ra(&,n) =07 " rn(&,n) =09 " mEmn =1 "
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Matematikai statisztika Korrelaciés egyiitthaték

Spearman-féle korrelaciés egyiitthaté:  p,(€, 7).
Fontosabb tulajdonsagai:

o Szimmetria:  pn(&, 1) = pn(n, )
o Lehetséges értekek: —1 < p,(&,n) < +1

o A két valtozé kozotti rendezési kapcsolatot jellemzi.

Hogyan jellemzi a rendezési kapcsolatot?

e Ha pn(&,m) = +1, akkor pozitiv iranya rendezési kapcsolatot latunk:
ha a mintaban 7; < 7;, akkor jellemzéen ¢ <¢;.

e Ha pn(&,n) ~ —1, akkor negativ iranya rendezési kapcsolatot
latunk: ha a mintaban 7; <n;, akkor jellemzéen & > ¢&;.

e Ha pn(&,7n) =0, akkor nincs rendezési kapcsolat.
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Matematikai statisztika Korrelaciés egyiitthaték

Bal oldali abra: pozitiv iranya kapcsolat a valtozék kozott.

@ r,(&,m) =+40.9: erds linearis kapcsolat.
@ pn(€,m) =+0.9: erbs rendezési kapcsolat.

Kozéps6 abra: negativ iranyl kapcsolat a valtozék kozott.
@ r(&,m) =—0.7: kozepesen erbs linearis kapcsolat.

@ pn(&,m) =—0.9: erés rendezési kapcsolat.

Jobb oldali abra: valtozé iranya kapcsolat.
@ r,(&,m) =0: nincs linearis kapcsolat.

@ p,(&,m) =0: nincs rendezési kapcsolat.
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Matematikai statisztika Korrelaciés egyiitthaték

Korrelaciés teszt

Cél a fliggetlenség tesztelése Gsszetartozé mintak alapjan.

Feltevések:
@ £ és 1 egyiittesen normalis eloszlasi valtozok.
@ &,...,& és m,...,m, Osszetartozé mintak.

Nullhipotézis: Hg: & ésn fliggetlenek.

Megjegyzések:
@ A teszt robusztus a normalitasfeltételre, kdzel szimmetrikus folytonos
eloszlasi valtozok esetén lehet alkalmazni.
@ A teszt egy kivalasztott korrelacids egyiitthaté alapjan hoz donteést.

@ Ha van kapcsolat a valtozok kozott, de ezt a korrelaciés egyiitthaté
nem tudja detektalni, akkor a teszt elfogadja a nullhipotézist.
Pearson-féle korrelacié: csak a linearis kapcsolatot érzékeli.

Spearman-féle korrelacié: csak a rendezési kapcsolatot érzékeli.
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Appendix A statisztikai prébdk matematikai hattere

A statisztikai probak matematikai hattere

Tekintsiink egy £ val6szintségi valtozot!

o Statisztikai minta:  &71,...,&, megfigyelések a £ valtozoéra.

o Nullhipotézis (Hp): egy allitas a £ valtozoéra.
Statisztikai proba: Egy olyan matematikai eljaras, amely elddnti, hogy a
nullhipotézis sszhangban vagy ellentmondasban van a mintaval.

@ Probastatisztika: a minta és a nullhipotézis kozotti ellentmondast méri.

o Kritikus érték (c,): kiiszobérték.

o Akkor vetjiik el a nullhipotézist, ha  |prébastatisztika| > ¢,.
Mit8l fiigg a kritikus érték?

e Elssfaju hiba:  P(elvetjik Ho-t, ha igaz)

e Szignifikancia szint («): az elséfaja hiba el6re megadott értéke.

o Az elstfaju hiba a kritikus értéktdl is fiigg. Ugy kell megvalasztani a ¢,
értéket, hogy az elséfaji hiba egyenlé legyen a szignifikancia szinttel.

Szlics Gabor Statisztika
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Appendix A statisztikai prébdk matematikai hattere

Hogyan késziil egy statisztikai préba?

Q Kitalaljuk a prébastatisztikat.
o Az a cél, hogy a prébastatisztika ligyesen mérje a nullhipotézis és a
minta kozotti ellentmondast.

© Meghatérozzuk a prébastatisztika null-eloszlasat.

Tegyiik fel, hogy Hq és a proba feltételei teljesiilnek!

Sok lehetséges mintarealizacié létezik, ezek koziil kapunk egyet.

A mintarealizacié véletlen, emiatt a probastatisztika is véletlen.

A prébastatisztikanak van egy siiriiségfiiggvénye, ezt kell megadni.
Ez nehéz feladat, matematikusok szoktak végezni.

© Meghatarozzuk a kritikus értéket.
o Cél: elséfaju hiba = kritikus érték.
o Ha ismerjiik a prébastatisztika siirliségfliggvényét, akkor a kritikus
érték meghatarozhaté.
o A kritikus értékre altalaban nincsen szép matematika formula, ezt
tablazatbél keressiik ki.
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Appendix A statisztikai prébdk matematikai hattere

A kovetkezé probak esetében a Student-eloszlas a null-eloszlas:
@ Egymintas, paros és kétmintas t-préba.
o Korrelaciés tesztek.
o Egyiitthaté tesztelése linearis regresszidban.

llyenkor a probastatisztikat t betiivel szoktuk jeldIni.

Student-eloszlas, t-eloszlas:
e Folytonos eloszlas, a siirliségfiiggvény hasonlit a haranggérbéhez.
@ Szabadsagi fok (df): az eloszlas paramétere.
o Eloszlasfiiggvény: ®ys(x) = P(t < x).
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Appendix A statisztikai prébdk matematikai hattere

A kritikus érték meghatarozasa Student-eloszlas esetén:
elséfaja hiba = P(elvetjitk Ho-t, ha igaz) = P(|t| > ¢, | Ho igaz)

Cél:  elssfaja hiba = «

a2 a2
—‘Ca 0 Ca
H_/ H_/
[t] > cq [t] < ca [t] > ca

Megoldas: ¢, = az eloszlas 1 — «/2 rendii kvantilise.

(Ddf(ca) = P(t < Ca) =1 %’ tehat Co = (Dd_f‘l <1 o j) .
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Appendix A statisztikai prébdk matematikai hattere

A kdvetkez6 probaknal a khinégyzet (x?) eloszlas a null-eloszlas:
@ Khinégyzet préoba valdszinliségek tesztelésére.
o Khinégyzet préba fiiggetlenség tesztelésére.

llyenkor a prébastatisztikat 2 bettivel szoktuk jeldIni.

Khinégyzet eloszlas, x? eloszlas:
@ Folytonos eloszlas, nem vesz fel negativ értékeket.
@ Szabadsagi fok (df): az eloszlas paramétere.

o Eloszlasfiiggvény:  F,2 4¢(x) = P(x? < x).

P(x? < x)

o
x
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Appendix A statisztikai prébdk matematikai hattere

A kritikus érték meghatarozasa x? eloszlas esetén:
els6faju hiba = P(elvetjitk Ho-t, ha igaz) = P(|x?| > ca | Ho igaz)

Cél:  elssfaja hiba = «

o
O
D

X? < ca X° > ca

Megoldas: ¢, = az eloszlas 1 — « rendii kvantilise.

F\24f(ca) = Px?<ca)=1-a, tehat ca=Fp df( —a).

Sziics Gabor Statisztika 2025/26 tavaszi félév 111 /112



Appendix A statisztikai prébdk matematikai hattere

A kovetkezé prébaknal az F-eloszlas a null-eloszlas:
e Egy- és tobbszempontos varianciaanalizis.
o Welch-féle F-proba ketténél tobb csoportra.
@ Levene-préba, Brown—Forsythe-préba.
llyenkor a probastatisztikat F  betiivel szoktuk jeldIni.

Az F-eloszlas tulajdonsagai:
Folytonos eloszlas, nem vesz fel negativ értékeket.
Szabadsagi fokok (dfy,df2): az eloszlas paraméterei.

o

o

o Eloszlasfiiggvény:  Fgf, df,(x) = P(F < x).

o A siiriiségfiiggvény hasonlit a x? eloszlas siiriiségfiiggvényéhez.
o

Kritikus érték: ¢, = az eloszlas 1 — o rendii kvantilise.

Faf, af,(ca) = P(F < ca) =1 —a, tehat Co = FCEI dfz( —a).
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