Matematikai statisztika szorgalmi feladatok
1. Feltételes varhat6 érték és konvolicid

1. Legyen X és Y fiiggetlen és azonos eloszlast valoszintiségi valtozo véges méasodik
momentummal. Mutassuk meg, hogy ekkor

E[X*|XY]|=E[Y?|XY].

Lehet esetleg gyengiteni a valtozokra tett feltételt? (Preciz, formalis levezetést ké-
rek, nem csak annyit, hogy ,latszik”.)

2. Legyen az X valtozo egyenletes eloszlast a [—1,1] intervallumon. Mutassuk meg,
hogy tetszéleges y € (0,1] esetén

P(X=—y||X|=y)=1/2=P(X=y||X|=y).

3. Legyen X és Y fiiggetlen és normalis eloszlasu véletlen valtozé. Mit mondhatunk
az X —Y kiilonbség eloszlasasrol? A feladatot legalabb két kiilonbdz6 modszerrel
kérem megoldani.

2. Nevezetes statisztikai eloszlasok

1. Legyen X, Xq,..., X, fiiggetlen standard normélis eloszlasi véletlen valtoz6. Ekkor
azt mondjuk, hogy a
vnX

VXP -+ X2

valtozo n szabadsagi foku Student-eloszlast kovet. Hatarozzuk meg a Z, valtozo
stirtiségfiiggvényét.
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2. Bizonyitsuk be az alabbi azonossagokat. (a,b > 0)
[(1/2)=+/r, I'(a+1)=al(a), ['(a)'(b) = B(a,b)'(a+D).
3. A rendezett minta eloszlasa

Tétel. (A sirtségfiiggvények linearis transzformacios tétele.) Legyen X egy d-dimenzios
vektorvaltozo f(x), r € RY, siiriségfiiggvénnyel, tovabba legyen A € R¥? egy nemelfajulo
matrix. Ekkor az AX vektorvaltozo abszolut folytonos, és siirtiségfiiggvénye

g(x) = f(A 'z)det(A7Y), reRe.

1. Legyen X{<...<X*a[0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazo rendezett
minta. Irjuk fel az X; és az X valtozo egylittes strtiségfiiggényét, majd ennek
segitségével adjuk meg az E[X | X = ] feltételes varhato értéket.



. Legyen X7 <...< X" a A paraméteres exponencidlis eloszlasbdl szarmazo6 rendezett
minta. A transzformacios tétel segitségével irjuk fel az X, X5 —-X7,..., XF—-X* |
valtozok egyiittes stirtiségfiiggvényét, majd hatarozzuk meg a valtozok marginélis
stirtiségfiiggvényeit. Mit mondhatunk a valtozokrol fiiggetlenség szempontjabol?

. Az 1. feladatsor 1. feladatara tébb olyan — egyébként rossz — levezetést is kaptam,
ahol csak arra volt sziikség, hogy a valtozok azonos eloszlasiak legyenek, de olyan
feltételre mar nem, ami a valtozok kozotti kapcesolatot kontrollalna. Ezt szeretném
megcafolni az alabbi ellenpéldaval.

Legyen X olyan véltozo, mely az 1, 2 és 3 értéket 1/3-1/3 valoszintiséggel veszi fel,
tovabba legyen Y az X érték harommal vett maradéka plusz 1. Mutassuk meg, hogy
X és 'Y azonos eloszlasi, de 1 valoszintiséggel

E[X?|XY]| #E[Y?|XY].
4. Elégséges statisztikak

. Adjunk meg T'(X) =T(Xy, ..., X,) elégséges statisztikat az alabbi eloszlascsaladok
paraméterére nézve.

a. Azon eloszlascsalad, mely az o > 0 paraméterrel van paraméterezve, és melynek
paraméteres siirtiségfiiggvénye

fa(x)ZQaa:(l—xz)afl, O<z<l.

b. A Bernoulli eloszlascsalad, ahol a paraméter ¢ € (0,1), és a csalad sulyfiiggvénye

q, r=1,

Tipp: Probéaljuk egy olyan egyszerd formulat adni a p,(x) valészintségre, mely
egyszerre alkalmazhatd az x =1 és az x = 0 esetben.

. Mutassuk meg, hogy az egyenletes eloszlasok

fa(x):{ 1/(b—a), a<z<b,

0, kiilonben ,

paraméteres sirtségfiiggvénnyel definialt csaladjaban a 7'(X) = (X7, X}) statisztika
minimalis elégséges statisztika a 6 = (a,b) paraméterre nézve.

. Tekintsiik az

20% /2%, v>a,

f“(x):{O, r<a,

paraméteres stirtiségfiiggvénnyel definialt eloszlascsalddot, ahol a paraméter a > 2,
valamint a T'(X) = (X7, X) statisztikat, ahol X = (X7,..., X,,). Mit allithatunk,
elégséges az a paraméterre nézve a T'(X) statisztika? Ha elégséges statisztika, akkor
minimélis elégséges statisztika? Ha nem minimalis, akkor adjunk meg egy minimaélis
elégséges statisztikat.



5. Becslések tulajdonsagai

1. Legyen (X,Y) olyan vektorvaltozo, melyre a komponensek Cov(X,Y') kovariancidja
jol definialt. Tekintsiink egy n elemii statisztikai mintat, tehat (Xy,Y7),..., (X,, Yy)
fiiggetlen és az (X, Y') vektorvéltozoval azonos eloszlasu valtozokat. Ekkor a

n

1 — —
Cova(X,Y) =~ 21: (X;—X)(Y;-Y)
1=
empirikus kovariancia alkalmazhat6, mint az (elméleti) kovariancia becslése. Mit
allithatunk az empirikus kovarianciarol torzitatlansig és konzisztencia szempontja-
bol? Ha az empirikus kovariancia nem torzitatlan és/vagy nem erésen konzisztens,
akkor adjuk meg egy olyan korrigalt valtozatat, mely mar mindkét tulajdonsaggal

rendelkezik.
2. Legyen X4,...,X,, n>2, a A paraméteres exponencialis eloszldsbol szarmazo6 sta-
tisztikai minta.

a. Tekintsiik az X és az X statisztikat, mint az E(X) varhato érték becsléseit. Mit
allithatunk ezekrol a statisztikakrol torzitatlansag és konzisztencia szempontjabol?
Melyik a hatasosabb?

b. Adjunk torzitatlan és erGsen konzisztens becslést a A paraméterre.
3. Legyen X olyan véletlen valtozd, melynek folytonos az F'(x), x € R, eloszlasfiigg-
vénye. Tegyiik fel, hogy F' szigortian monoton egy [a,b] C R véges intervallumon,

tovabba F(x) =0, ha x <a, és F(x) =1, ha x > b. Ekkor az X valtozonak létezik
egyértelmi (elméleti) medianja, tehat egy olyan ¢ € R érték, melyre

P(X<q)=05.
Egy n=2k+1 paratlan elemszama X, ..., X, statisztikai minta alapjan a median
becsiilhets a g, = X | kozéps6 mintaelemmel.

a. Bizonyitsuk be, hogy az F' eloszlasfiiggvényre tett feltételek mellett a q,, statisz-
tika erdsen konzisztens és asszimptotikusan torzitatlan.

b. Mutassunk példat olyan eloszlasra, mely teljesiti a feltételeket, de a ¢, statisztika
nem torzitatlan.

6. A Cramér—Rao- és a Rao—Blackwell-Kolmogorov-tétel

1. Legyen Xi,..., X, a p paraméteres Bernoulli-eloszlasbol szarmaz6 minta.

a. Ha T,, = T,,(X1,...,X,,) az ismeretlen paraméternek egy torzitatlan becslése,
akkor mit mondhatunk a T, szorasarol? (Ellendrizziik is le a sziikséges feltételeket. )

b. Mutassuk meg, hogy a T,, = X; statisztika torzitatlan becslés.

c. Blackwellizécioval adjunk hatasosabb becslést a paraméterre. Az igy kapott becs-
lés hatésos?



2. (Ez a feladat 2 pontot ér.) Legyen X, ..., X,, Poisson-eloszlasi minta ismeretlen A
parameéterrel, és tekintsiink a () = P(X = 0) valoszintiséget.

a. Tegyiik fel, hogy egy T,, = T,,(X1, ..., X,,) statisztika torzitatlan becslés a ()
paraméterre. Adjunk als6 becslést a T, statisztika szorasara. (Ellendrizziik is le a
sziikséges feltételeket. )

b. Legyen T}, = Lyx,—0}, és legyen T} az 1yx,—o}, k=1,...,n, indikdtorok szimtani
atlaga. Mutassuk meg, hogy T, és T torzitatlan becslés a () paraméterre. Melyik
becslés a hatasosabb? Tudunk arrél nyilatkozni, hogy valamelyik becslés hatasos-e?

c. Legyen X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlast valtozo rendre A és p paraméterrel.
Hatarozzuk meg a kovetkezd valoszintiségek értékét:

P(X+Y =m), P(X=0|X+Y =m), 0<i<m.

d. Milyen becslést kapunk a 1 (\) paraméterre, ha blackwellizaljuk a b. pont T}
statisztikajat? Mit mondhatunk a kapott statisztikarél torzitatlansag és konzisz-
tencia szempontjabol? Mi torténik, ha a kapott statisztikat tjra blackwellizaljuk?
(A batrabbak a statisztika varianciajat is kiszamolhatjak, de ez nem lesz egyenld
az a. pontban kapott also korlattal.)

7. A maximum likelihood becslés és a momentumok maodszere

1. Adott egy kisérlet, melyhez kapcsolodik egy p valdszintiségli A esemény. Azt ta-
pasztaljuk, hogy a kisérletet egymastol fiiggetleniil n alkalommal végrehajtva az A
esemény bekovetkezési gyakorisaga k.

a. Tegyiik fel, hogy ismerjiik az n értéket. A maximum likelihood illetve a momen-
tum modszer alkalmazasaval adjunk becslést a p valésziniiségre. Mit mondhatunk
a becslésrol konzisztencia és torzitatlansag szempontjabol.

b. Tegyiik fel, hogy ismerjiik a p valoszintiséget. Adjunk maximum likelihood és
momentum becslést az n paraméter értékére.

c. A szinvaksag valoszintisége egy populécidoban genetikai tényez6k miatt p a férfi-
aknél és p? a néknél. Adjuk meg a p maximum likelihood becslését az alapjan, hogy
m férfib6l k és n n6bél £ volt szinvak.

2. Tekintsiik az a € R és A > 0 paraméterekkel paraméterezett

l—exp(Ma—2z)), >«
F — Y i Y
oA () {0, T <,
eloszlascsaladot, és legyen X1, ..., X, a csaladbol szarmaz6 statisztikai minta.

a. Adjunk maximum likelihood becslést a paraméterekre. Mit allithatunk a becslé-
sekrél konzisztencia és torzitatlansag szempontjabol?

b. Adjunk becslést a paraméterekre a momentumok modszerével.



. Adott egy urna, benne pedig N golyé 1-t6l N-ig szdmozva, ahol az N ismeretlen
paraméter.

a. Visszatevéssel kivalasztunk n golyot. A kapott értékek alapjan adjunk maximum
likelihood becslést az N paraméterre. Hatarozzuk meg a becslés varhato értékét is.

b. Moédositsuk az a. pontot azzal, hogy visszatevés nélkiil vessziik ki a golyokat.
Adjunk maximum likelihood becslést az N paraméterre ezen feltételek mellett. Ha-
tarozzuk meg a becslés varhato értékét is, tovabba adjunk meg egy olyan korrigalt
valtozatot, ami mar tozitatlan. (Figyelem: Ez most nem egy klasszikus értelem-
ben vett statisztikai minta, hiszen a megfigyelések nem fiiggetlenek, ezért az sem
egyértelmi, hogy hogyan is kellene a likelihood fiiggvényt definialni.)

(Ez a statisztikai probléma a II. vilighabora idején meriilt fel, tovabbi részletek az
angol nyelvii Wikipedia ,German tank problem” cimi oldalan talalhatoak.)

8. Bayes-becslések

. Egyszer feldobunk egy nem feltétleniil szabélyos pénzérmét, és fejet kapunk. Adjunk
Bayes-becslést a fej dobasanak ismeretlen p € (0,1) valészintségére. A p paraméter
a priori eloszlasa legyen egyenletes a [0,1] intervalumon. Irjuk fel a paraméter a
posteriori eloszlasat, és adjunk pontbecslést a p értékre. Mi lenne a becslés, ha a
maximum likelihood modszert alkalmaznank ?

. Tekintsiik a [—6, 0] alakt intervallumokon értelmezett egyenletes eloszlasok csalad-
jat, ahol 0>1. Egy X, ..., X,, minta alapjan adjunk Bayes-becslést a 6 paraméterre
tgy, hogy 0 a priori eloszlasa o > 1 paraméteres Pareto legyen. Irjuk fel a 6 a pos-
teriori eloszlasat, valamint adjunk pontbecslést a paraméterre. (Az « paraméteres
Pareto-eloszlas stirtiségfiiggvénye q(t) = o/t t > 1.)

. Adott egy pénzérme, mellyel dobva ismert pe (0,1) valosziniiséggel kapunk fejet. Va-
laki feldobja néhényszor az érmét, és elarulja nekiink, hogy k fejet kapott. Adjunk
Bayes-becslést a dobasok n szamara gy, hogy az n a priori eloszlasa A > 0 para-
méteres Poisson legyen. Hatarozzuk meg az n a posteriori eloszlasat, majd adjunk
pontbecslést a dobasok szamara.

9. Konfidencia intervallumok

. Egy n elem statisztikai minta alapjan adjunk aszimptotikusan 1—a meghizhatosa-
gt konfidencia intervallumot az exponencialis eloszlas medianjara. (Tipp: Fejezziik
ki a mediant a paraméter segitségével.)

. a. Legyen Xi,..., X, ~N(u,0?) és Yy,...,Y,, ~ N(us,03) két egyméastol fiigget-
len statisztikai minta, ahol a py, po, 01, 0o paraméterek ismeretlenek. Adjunk 1 —a«
megbizhatoségi konfidencia intervallumot a oy /09 hanyadosra.

b. Irjuk fel az a. pontban megadott konfidencia intervallumot abban az esetben,
amikor o = 5%, n =3, m =5, és a mintaelemek 3,2, 7, valamint —1,5,0, —3, 4.



3. a. Az emberek teststlya és testmagassiga egyiittesen normaélis eloszlast véletlen
valtozo. Egy n elemt statisztikai minta alapjan adjunk 1 —«a megbizhatosagu kon-
fidencia intervallumot a testsily és a testmagassag kiilonbségének varhato értékére.
(Természetesen a testsily nem fiiggetlen a magassagtol.)

b. Mit allithatunk akkor, ha nem tessziik fel a normalitast?

c. Megkérdezziik 6t ember teststlyat és testmagassagat. A kapott értékek rendre 75,
86, 52, 90 és 63 kilogramm, valamint 184, 175, 160, 190 és 181 centiméter. Adjunk
90 szazalék megbizhatdsdgi konfidencia intervallumot a testsuly és a testmagassag
kiilonbségének varhato értékére.

10. Paraméteres prébak

1. Egy magyarorszagi iskoldba kinai vendégdiakok érkeznek. Ennek apropdjan lemér-
jiikk néhany magyar és néhany kinai tanulé testmagassagat. A magyar didkok magas-
sdga 170, 165, 154, 172, 166 és 157, a kinai tanuloké 161, 152, 168 és 157 centiméter.

a. Tegyiik fel, hogy mind a magyar, mind a kinai tanulék magassaga normélis
eloszlast kovet azonos szorassal. Teszteljiik 10 szazalékos szignifikancia szinten azt
a nullhipotézist, hogy a magyar és a kinai didkoknél azonos a magassag varhato
értéke. Adjunk 90 szézalék megbizhatosagi konfidencia intervallumot a varhato
értékek kiilonbségére.

b. Teszteljiik le 10 szazalékos szignifikancia szinten a szérasok egyenlGségét.

(Erdemes atnézni a tankonyv Paraméteres probak cimi szekciojat.)

2. Legyen Xi,..., X, fliggetlen és azonos eloszlasi véletlen valtoz6 ismeretlen A > 0
paraméteres exponencidlis eloszlassal.

a. Hatarozzuk meg a T,, = A\(X; +- - -+ X,,) statisztika eloszlasat. Ennek segitségével
konstrudljunk egy probat a Hy: A = A\g nullhipotézisnek a kétoldali alternativaval
szembeni tesztelésére, ahol \y > 0 adott hipotetikus paraméter.

b. Trjuk fel a megkonstrualt proba erdfiiggvényét. Mit allithatunk a probarsl kon-
zisztencia szempontjabol?

3. Adott egy nem feltétleniil szabalyos pénzérme, melynél p € (0,1) a fej dobasanak
altalunk ismeretlen valoszintisége. Tegyiik fel, hogy az érmét tjra és tjra feldobva az
X-edik dobéasra kapjuk az elsé fejet. Szeretnénk azt a nullhipotézist tesztelni, hogy
az érme szabdlyos, és ehhez tekintjiik az X értéket, mint statisztikai mintat, és az
{1,..., ko } halmazt, mint elfogadasi tartomanyt, ahol k, egy megfelelGen valasztott
pozitiv egész szam.

Mely a € (0,1) értékek esetén létetik k, gy, hogy a proba elséfajia hibaja pontosan
a legyen? Feltéve, hogy az « ilyen érték, irjuk fel a proba erdfiiggvényét. A ka-
pott eréfiiggvény alapjan mit allithatunk, torzitatlan a proba, ha a nullhipotézist a
kétoldali altenativaval szemben teszteljiik ? Es ha a tesztelést csak a Hy:p<1/2 egy-
oldali alternativaval szemben végezziik 7 Bonusz kérdés: Mit allithatunk a probarol
konziztencia szempontjabol?



11. Randomizalt probak

. Legyen Xi, ..., X, statisztikai minta a [0, b], b>0, intervallumon definialt egyenletes
eloszlasbol. Tekintsiik a Hg: b= by nullhipotézist és a H;:b=0b; ellenhipotézist, ahol
by < by. Irjuk fel a Neyman-Pearson-alaplemma altal definialt probat.

. Tekintsiink egy A > 0 paraméteres Poisson eloszlasbél szarmazé Xy, ..., Xy sta-
tisztikai mintat, a Hp : A = 2 nullhipotézist és a H; : A =1 ellenhipotézist. Legyen
tovabba o = 0,05. Irjuk fel a Neyman-Pearson-alaplemmaban szerepld tesztet, va-
lamint hatarozzuk meg az ott szereplé g = q, és ¢ = ¢, konstansok értékét. (Elég
numerikusan szamolni, és kozelit6 eredményeket megadni. Szoftvercsomag alkalma-
zésa engedélyezett, s6t ajanlott.)

. Bizonyitsuk be, hogy a Neyman-Pearson-alaplemmaban definialt teszt torzitatlan.
Tipp: Konstrualjunk egy olyan (esetleg randomizalt) probat, melynek eréfiiggvénye
Bn(a,0) = a minden «, 0 és n esetén.

12. Likelihood hanyados prébak

. Legyen X1,..., X, Poisson eloszlast statisztikai minta ismeretlen \ >0 paraméter-
rel. Tekintsiik a Ho: A=\ nullhipotézist a Hy: A<\ altervativaval szemben. Irjuk fel
a kapcsolatos likelihood hanyados probat, és az n mintaméret és az « szignifikancia
szint fliggvényében adjuk meg a probastatisztikat és a kritikus értéket.

. Legyen Xy,..., X, ~ N(u1,0%) és Yy,..., Y, ~ N(us,03) két egymastol fiiggetlen
statisztikai minta ismert oy, 0o >0 szorassal, és ismeretlen pq, o €R varhato értékek-
kel. Teszteljiik likelihood hanyados probaval a H : p; = po nullhipotézist a kétoldali
alternativaval szemben. Irjuk fel a probastatisztikat, valamint hatarozzuk meg az
aszimptotikus eloszlast. Van ennek a probanak valamilyen kapcsolata a kétmintas
t-probaval ?



