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1. Az exponencialis eloszlas

1.1. Definici6é. Az X viltozo exponencialis eloszlast kévet A > 0 paraméterrel, ha

stirtiségfiiggvénye .
e x>0,

fX(x):{o, z<0.

Elemi szamolassal megmutathatd, hogy az exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvénye,
valtoz6 varhato értéke és szorésa:
l—e ™™, >0, 1
0, z <0, A

Ix
0 t 0 t

1.2. Tétel. Az aldabbiak ekvivalensek tetszdleges X véletlen vdltozd esetén.

(i) Az X wdltozo exponencidlis eloszldst kivet.
(ii) (Orékifii tulajdonsdg.) Tetszbleges x,y > 0 valds szimok esetén P(X >y) >0 és
P(X—-y>z|X>y)=P(X >2z).

(i) Tetszdleges x > 0 wvalds szam valamint az X-tdl figgetlen és nemnegativ értékd Y
véletlen vdltozd esetén P(X >Y) >0 és

P(X-Y>z|X>Y)=PX>z).

«,e .

P(X—y>x,X>y) P(X>:B+y)

P(X >y) T P(X >y)
1—Fx(z+y) et

- - — e N = P(X > ).

1—Fx(y) e M ‘ ( 7)

......

PX-y>z|X>y) =

Flr)=P(X >2)=1—Fx(z) >0, x>0.

Az orokifja tulajdonsag szerint tetszGleges x,y > 0 valds szamok esetén

Flz+y) P(X>z4y) PX—y>z,X>y) B -
T PX>y) PX>9) =P(X-y>z|X>y)=P(X>z)=F(z).



Ebbél kovetkezik, hogy F(z+y) = F(z)F(y). Mivel az F fiiggvény pozitiv a [0, 00) inter-
vallumon, vehetjiik az el6z6 egyenlet logaritmusat. Azt kapjuk, hogy

InF(x+y)=InF(z)+In F(y), x,y >0,

ami a jél ismert Cauchy-féle fiiggvényegyenlet. Az F fiiggvény monoton csokkend a pozitiv
félegyenesen, amit az In F fiiggvény is 6rokol. A fiiggvényegyenlet megoldasaként azt
kapjuk, hogy In F(z) = —A\z valamilyen A > 0 valos szdmra. A =0 esetén F =1 a pozitiv
félegyenesen, tehat F' =0, ami nem eloszlasfiiggvény. Tehat marad a A > 0 eset, amikor
is F(z) =e ™ 2 >0. Ekkor F(z) =1—e"* a pozitiv félegyenesen, tehat az X valtozo
exponencialis eloszlast kovet.

(ii) = (iii) Vezessiik be az Y valtozd {X > Y} eseményre vett feltételes eloszlasfiigg-
vényét:

Fyixsviy) =PY <y| X >Y), yeR,
A teljes varhato érték tételével kapjuk, hogy
P(X-Y>z|X>Y) :/ P(X-Y>z|Y =y X>Y)dFyxsv}(y)

:/ P(X—y>z|X >y)dFyxsyv}(y)

—00

_ /OO P(X > 2) dPy ixovy (y) = P(X > ).

(iii) = (ii) Alkalmazzuk a (iii) egyenlGséget Y =y valasztéassal. O

1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X véletlen valtozé a>0 rendi és A>0 paraméteres
Gamma eloszlast kovet, ha stiriiségfiiggvénye

A&
fx(z) = ——a* e r>0.

Megjegyzések:

e A Gamma eloszlas varhato értéke E(X) = a/), szorasnégyzete D?(X) = /2.
Altalanos a esetén az eloszlasfiiggvényre nem adhato szép formula.

e A Gamma eloszlasb6l o = 1 vélasztassal az exponencialis eloszlast kapjuk.

e FErlang-eloszlasnak is neveznik azt az esetet, amikor a Gamma eloszlas rendje egy
n > 1 egész szam. Ekkor a stirtiség- és az eloszlasfiiggvény:

A" —1_-A o (A2)F
r)=——a"" ‘e, Fx(z)= e x>0.
)= K9=2 i

1.4. Tétel. Ha X.,..., X, fiiggetlen és exponencidlis eloszldsi véletlen vdltozok azonos
A paraméterrel, akkor az Xy +---+ X, dsszeq n rendd A paraméteres Gamma eloszldst
kévet.



Bizonyitds. A fliggetlenség miatt az 6sszeg karakterisztikus fliggvénye

xie 0 = 0,0 0m, 0= (525

Direkt szdmolassal ellenérizhetd, hogy ez azonos a Gamma eloszlas karakterisztikus fiigg-
vényével. n

2. A Wald-azonossag

2.1. Lemma (Wald-azonossag). Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen és azonos eloszlasi vélet-
len vdltozok véges vdarhato értékkel, és leqgyen N nemmnegativ egész értékid véletlen vdltozo
szintén véges vdrhato értékkel. Teqyiik fel tovdbbd, hogy

(i) N figgetlen az X1, X, ... vdltozdktdl;

(ii) vagy N megdlldsi idd az X1, Xa, ... sorozatra nézve. (Ebben az esetben a megdlldsi
iddk definicidja szerint N csak pozitiv egész értékd vdltozo lehet.)

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy tetszéleges n pozitiv egész szam esetén X, fiig-
getlen az {n < N} eseménytSl. A (i) feltevésbdl ez azonnal kovetkezik. Ha N megallasi
id6, akkor

{n<N}={n>N}={n-1>N}eco(Xy,...,Xn1), n>2.

Mivel X, figgetlen az X, ..., X,,_1 valtozoktol, fiiggetlen az {n < N} eseménytdl is. Az
n =1 esetben pedig {n < N} =, ami fiiggetlen az X; valtozotol.

A kovetkezGkben hasznalni fogjuk azt az azonossagot, hogy ha N nemnegativ egész
érteki véletlen valtozo, akkor

ZPn<N :iiP(N:k):iZP ka = E(N).

n=1 k=n k=1 n=1

Jegyezziik meg, hogy tetsz6leges k esetén

k
Z Xn]l{nSN}
n=1

A monoton konvergenciatétel és a korabban bebizonyitott fiiggetlenség alkalmazéasaval

<Y | Xallpeny,  mb. (1)
n=1

E(Z |Xn|]1{n§N}> =) " E(IX,) E(Lgneny) =E(IX]) ) | P(n<N)=E(|X|)E(N)<oc.

n=1



Ez azt jelenti, hogy a (1) formulaban a jobb oldalon szerepls sszeg integralhato. Ekkor
a majoran konvergenciatétel alkalmazasaval

k—o0

o) k
E(X1+' : '—|—XN) = E(ZXTLIL{ngN}) = E( lim ZXTLIL{ngN})
n=1 n=1

= lim Y E(X,)E(Lpen) = E(X) i P(n< N)=E(X)E(N). 0

k—o0
n=1 n=1

A kovetkez§ allitas a Wald-azonossag egy altalanositasa, melyet az el6z6 bizonyitédsban
bemutatott modszerrel lehet igazolni. A részletes kidolgozast az olvaséra bizzuk.

2.2. Allitas. Legyenek X1, Xo,...:Q—=R% d > 1, figgetlen és azonos eloszldsi véletlen
vektorok! Tekintsiink eqy olyan h:R? — R mérhetd fiigguényt, melyre h(X,) integrdlhatd!
Legyen tovdabbd N egy pozitiv egész értéki véletlen vdltozo véges vdrhato értékkel, mely
megdlldsi 1dd az X1, Xa, ... sorozatra nézve! Ekkor

E(h(X1)+- : -+h(XN)> — BE(N)E(h(X)).

3. Felujitasi folyamatok és az elemi feltjitasi tétel

3.1. Definicié. Tekintsiink nemnegativ értékid X, Xs, ... véletlen valtozokat, és legyen
T():O, Tn :X1++Xn, n = 1,2,... Az

Nt:#{nzlzTngt}:max{nZO:Tngt}, t>0,

folyamatot szamlalé folyamatnak nevezziik.

4 *~—
X4
3 —— 5
2 s
Xs
1+ ———»
X1
0 T To=T; T ¢

A szamlalo folyamat valamilyen esemény bekdvetkezéseit szamolja. A bekovetkezések
kozotti id6k X, Xo,...>0, tehdt az esemény a T} <7, <... id6pontokban kévetkezik be.
Ekkor N, azt mondja meg, hogy az esemény hanyszor kovetkezett be a ¢ > 0 id6ponttal
bezarolag, mig N;— N, t>s>0, az (s, t] intervallumon adja meg a bekovetkezések szamat.

A szamlélo folyamatnak és az alabb definidlt specialis esetnek, a felajitasi folyamatnak
tobb alkalmazasi teriilete van. Az egyik ilyen teriilet a megbizhatosagelmélet, a miszaki
berendezések élettartamanak modellezése. Adott egy berendezés, egy gép, melynek véges
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az élettartama, és amikor elromlik, azonnal kicseréljiik egy tjra. Amikor az is tonkre-
megy, akkor ismét felujitjuk a rendszert egy harmadik darabbal, és igy tovabb. Ekkor

a felajitasokat tekintjiik eseményeknek, az X, Xo,... valtozok a berendezések élettar-
tamai, mig a T1,7T5,... értékek a felajitasok idGpontjai. Egy mésik alkalmazasi teriilet

a tomegkiszolgalasi modellek elmélete. Adott egy szerver, vagyis valamilyen kiszolgalo
egyseég (egy bolt, egy hivatal, vagy egy szamitogépes terminél), melyhez vevsk (ligyfelek,

lekérdezések) érkeznek X, Xo, ... id6kézonként. Ebben az esetben a szamlalo folyamat a
vevGket szamolja, akik a 77,75, ... id6pontokban érkeznek. A szamlalé folyamat a kocké-

zati modellek elméletében is megjelenik, ahol a folyamat a témegkiszolgélasi modellekhez
hasonléan egy biztositotarsasaghoz beérkez6 karbejelentéseket szamolja.

3.2. Definici6. Legyen (NV;);>o sztochasztikus folyamat!

e A sztochasztikus folyamat varhatoé érték fliggvénye az m(t) = E(N;) fiiggvény,
mely azon ¢t > 0 pontokban van értelmezve, ahol a varhato érték létezik.

e Azt mondjuk, hogy a folyamat egy adott w kimenetel esetén felrobban a 7(w) < oo
id6pontban, ha N;(w) < oo minden ¢t < 7(w) esetén, és limyy, NVy(w) = co. Ha az w
kimenetelre a folyamat nem robban fel véges idépontban, akkor legyen 7(w) = oc.

A szamlalo folyamatok fontosabb tulajdonsagai:

e A szamlalo folyamat monoton névekvs és cadlag (,continue a droite, limitée a ga-
uche”, mindenhol jobbrol folytonos, és mindenhol létezik baloldali hatéarértéke).

e A szamlalo folyamat 1 valoszintiséggel nem korlatos, ugyanis

P(supNt<oo> :P(Q{Xn:oo}> Sf:P(Xn:oo):O.

t20 n=1

Ebbél kovetkezik, hogy lim; .., N; = oo majdnem biztosan. Ez azt jelenti, hogy a
folyamat vagy felrobban véges id6ben, és ekkor 7 < 0o; vagy pedig aszimptotikusan
megy el a végtelenbe, és ekkor 7 = oco.

e Szamlalo folyamat esetén 1 valdszintiséggel

n—o0

Emiatt {7 <oo} az Xi, Xs, ... sorozathoz tartozo farokesemény. Ha a sorozat elemei
fiiggetlenek, akkor a Kolmogorov 0-1 torvény szerint P(7<oo)€{0,1}. Tehat ebben
az esetben 7 majdnem biztosan véges vagy majdnem biztosan végtelen.

e Szamlalo folyamat esetén rogzitett n € N és ¢ > 0 mellett
Ebbdl az X, valtozo eloszlasa

P(N,=n) = P(T, <t)— P(Tppy <t) = Fp, (t) = Fr,.(t).

6



Most Ty = 0, amib6l Fr (t) = P(Ty <t) =1, ha t > 0. Ebbdl kapjuk, hogy

P(r<t)=P(X;=00)=1-> P(X;=n)=1->_[Fr,(t)—Fr,,,(t)]

n=0

—1— [ Fp (1) - lim FTn(t)] = lim Fy (t), t>0.

n—oo n—o0

e Ha egy adott t id6pontra P(r<t)=0, akkor N; egy nemnegativ értékii véges véletlen
valtozo, aminek az m(t) = E(N;) € [0, 00| varhato értéke értelmezhets. A varhato
érték fel is irhato eloszlasfliggények segitségével:

m(t) = E(N;) = n[Fr,(t)—Fr,,, (t) Z Fr, (t)
n=0

Ha X, X, ... fiiggetlenek, akkor a Ty,T5, ... valtozok eloszlasfiiggvényei konvoli-
cioval szamolhatoak.

e Technikai okokbdl sziikségiink lesz arra, hogy az m fliggvényt a negativ félegyenesen
is definidljuk. Az el6z6 pont alapjan t < 0 esetén legyen

:iP(Tngt)z

3.3. Definicio. A felajitasi folyamat egy olyan (N;);>o szamlalo folyamat, melyre
az X, Xo,... véletlen valtozok fliggetlenek és azonos eloszlastak. Ekkor a kapcsolatos
m(t) = E(N;) varhato érték fiiggvényt felajitasi fiiggvénynek nevezziik.

3.4. Definici6. Az (N;);>o felujitasi folyamatot A intenzitasi Poisson-folyamatnak
nevezziik, ha az Xq, X5, ... valtozdok A paraméteres exponencidlis eloszlastuak.
A Poisson-folyamat fontosabb tulajdonsagai:

,,,,,,,

Varhato értéke, szorasnégyzete illetve eloszlasfiiggvénye

D*(T,) = — Fr,(t)=P(T,<t)= i Me**t , t>0.

k=n

n
A Y

o Az el6z6 észrevételbdl kovetkezik, hogy

P(Ny=n)=Fr,(t)—Fp, ,(t) = (/:f') e M, n>0.

Tehéat az N; valtozd At paraméteres Poisson-eloszlast kovet. Innen szarmazik a fo-
lyamat elnevezése.



e A felrobbanas id6pontjara

— (A"

o T A _
Plr<t)=lim Pr,(0) = i ) e =0, 20,
Ebbdl kbvetkezik, hogy
P(T<OO)=P<U{T§]€}> — lim P(r<k)=0,
1 k—o00

vagyis a folyamat 1 valoszintiséggel nem robban fel véges id6ben.

e A Poisson-eloszlas tulajdonsagaibol a felajitasi fliggvény: m(t) = E(N;) = At. A A
paramétert azért nevezziik ,intenzitasnak”, mert tetszéleges (s, t] intervallum esetén

ide es6 események szamanak virhato értéke

E(N;—Ng)=m(t)—m(s) = At—s).

A felujitasi fiiggvény a szamlalo folyamatokra felirt formulaval is meghatarozhato:

=3P = 33 e =3 3 e

3.5. Allitas. Ha P(X =0) < 1, akkor a felijitdsi folyamat 1 valdszinidséggel nem robban

fel véges iddben.

Megjegyzés: P(X =0) =1 esetén a folyamat 1 valoszintiséggel felrobban a 0 idépontban.

Bizonyitds. A nagy szamok erds torvényét alkalmazva kapjuk, hogy

T, X+ --+X,
T T L p(X)>0, n-soco,  m.b.
n n

Vegyiik észre, hogy a {7 < 0o} eseményen

T, T
—<—-=0, n— 00.
n - n

Tehat {7 < oo} C {lim,, o T;,/n = 0}. Ekkor a (2) konvergencia alkalmazasaval

P(T<OO)§P< lim Tn/n:0>:0.

n—oo

(2)

]

3.6. Tétel. Legyen (N;)i>o felujitdsi folyamat, és tegyiik fel, hogy P(X =0) < 1. Ekkor

teljesiilnek a kovetkezd konvergencidk.



(i) limy_yoo Ny /t =1/E(X) m.b.
(ii) FElems felujitdsi tétel: limy_oo m(t)/t =1/E(X).
Megjegyzések:
e Ha P(X =0) <1, akkor E(X) € (0, 00|, tehat 1/E(X) jol definialt.

o A tétel szerint E(X) < oo esetén N, és m(t) aszimptotikusan linearis fiiggvények:

t t
Ny~ —— b. )~ ——< t
CExg e O ERy e
Ezzel szemben ha E(X) = oo, akkor NV, = o(t) és m(t) = o(t), amint ¢ — 0.

o A tétel elsé allitasa azt mondja, hogy ¢t — oo esetén egy egységnyi hosszusagi idGin-
tervallumra juté felajitasok N;/t atlagos szama 1/FE(X). Ez nem meglepd, ha arra
gondolunk, hogy a felajitasok atlagosan E(X) id6kozonként kovetik egymast, és
ezaltal atlagosan 1/E(X) felujitas fér bele egy egységnyi hosszisagi intervallumra.

Bizonyitds. (i) Korabban mar megmutattuk, hogy
N; — 00, t— o0, m.b. (3)

Tekintsiik a {7 <oo} eseményt, tovabba azt a két eseményt, melyeken a (2) és (3) konver-
nencidk teljesiilnek. Mivel ezek 1 valdszintiségii események, a metszetiik is 1 valoszintiségi.
Ebbél jon, hogy
T,
— F(X), t — 00, m.b.

Ny
Mivel N, jeloli a t idéponttal bezardlag bekovetkezett események szaméat, nyilvanvalo,
hogy T, <t <Tn,+1. Ebbd] kovetkezik, hogy

T, < t - TN, 41 _ Tn41 Ne+1
Nt - Nt Nt Nt+1 Nt

E(X) + — E(X)-1, t— 00, m.b.
A rendér elv alkalmazaséaval jon az elsG allitas.
(ii) A célunk az alabbi két egyenlGtlenség bizonyitasa, ugyanis ezekbdl azonnal kovet-
kezik az allitas:
m(t) 1 m(t) 1

lim inf L My« -
Bt TEX) P T S EX

Elgszor megmutatjuk, hogy liminf, ... m(t)/t > 1/E(X). Ha E(X) = oo, akkor ez
az egyenlGtlenség nyilvanvaldé. Ha E(X) < oo, akkor rogzitsiink egy ¢ > 0 idGpontot és
tekintsiik az alabbi valtozot:

N = N, +1=at id6pont utan kovetkezs elsé feldjitas sorszama.



Az N valtozoé megéllasi id6 az X, X, ... sorozatra nézve, hiszen tetszGleges n pozitiv
egész esetén

(N=n}={Xi+ 4+X,>t, X1+ 4+ X,_1 <t} €0(Xy,..., Xp).

Emiatt tetszéleges k > 1 esetén a min(N, k) valtozo integralhato (hiszen korlatos) és
megallasi id6 (hiszen két megallasi id6 minimuma). A Wald-azonossag alkalmazasaval

E(X1+ . '+Xmin(N,k)) = E(mln(N, ]{?))E(X) .

Jegyezziik meg, hogy k — oo esetén min(/V, k) T N majdnem biztosan. Ebb6l a monoton
konvergenciatétel segitségével kovetkezik, hogy

E(Ty)=E(Xi+ - +Xy)=EN)E(X)=EN,+1E(X)= (m(t)+1)E(X). (4)
Most t < E(Tn,+1), amibdl atrendezéssel jon, hogy

1 1 m(t)
<

E(X) /

Ha mindkét oldalnak vessziik a limesz inferiorat, amint ¢ — oo, akkor megkapjuk a bizo-
nyitani kivant egyenl&tlenséget.

Most megmutatjuk, hogy limsup, ,. m(t)/t < 1/E(X). Ehhez rogzitsiink egy a > 0
szamot, és tekintsiik a kovetkezd valtozokat :

Xn, Xp<a,
X;;:{ =4 n=12 ...
a, X, >a,

Legyenek 17, Ty, ... a kapcsolatos részletosszegek, legyen (Nf);>o a kapcsolatos felujitéasi
folyamat, és legyen m,(t) = E(N/). Tekintsiink egy tetszéleges t > 0 id6pontot! Ekkor

T](\l/t+1St+XNttz+1§t+CL, m.b.

Jegyezziik meg azt is, hogy tetszGleges n esetén 79 <T,, m.b. Ebbdl kovetkezik, hogy
N > N; m.b., vagyis m,(t) > m(t). Alkalmazzuk a (4) egyenlGséget (Nf);>o felajitasi
folyamatra! Azt kapjuk, hogy

t+a>E(Ty 1) = (ma(t)+1)E(X") > (m(t)+1)E(X"). (5)

Rendezziik at az egyenlGtlenséget, majd vegyiik az oldalak limesz szuperiorét:

. m(t) <1 ( 1 n a 1) 1
imsup — <limsu —— | ==
el Tt P\ B TtE(xXe) " t) T B(XY)
Ebbél a — oo hataratmenettel és a monoton konveregenciatétel alkalmazéisaval:
t 1 1
lim sup m < lim = m.b.

tsoo L Tamo E(X®)  E(X)
Ez pedig éppen a bizonyitandé egyenl&tlenség. O
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3.7. Allitas. Ha P(X =0) <1, akkor a felujitdsi fiiggvény véges, monoton novekvd és
Jjobbrol folytonos a pozitiv félegyenesen. Ebbdl kovetkezik, hogy a felujitdsi fligguény cadlag
(mindenhol jobbrdl folytonos, és mindenhol létezik bal oldali hatdrértéke).

Bizonyitds. Most P(X =0) <1, ezért a > 0 esetén az el6z6 bizonyitasban bevezetett X
valtozora P(X*=0) < 1. Ez azt jelenti, hogy E(X*) >0, és a (5) formulabol kapjuk, hogy
m(t) < oo minden t > 0 esetén.

Tetsz6leges 0 < t < s id6pontok esetén N; < Ny m.b., amib&l a monotonitas azonnal
kovetkezik. A folytonossaghoz vegyiik észre, hogy sl t esetén Ny N, >0. Ebb6l a monoton
konvergenciatétel alkalmazasaval kapjuk, hogy F(Ng) — E(Ny). O

3.8. Definici6. Tekintsiink (X,,,C,), n=1,2,..., fliggetlen és azonos eloszlaslasu vek-
torvaltozokat, ahol az els6 komponensek nemnegativak. Legyen (Ny)i>o az X3, Xo, ...
valtozok altal meghatarozott felijitasi folyamat! Ekkor az

Nt
S=» Cp=Ci+---+Cy,, t>0,

n=1
folyamatot felajitasi dijfolyamatnak nevezziik.

A felajitasi dijfolyamatokat jellemzGen olyan esetekben alkalmazzuk, mikor a felijitas
valamilyen koltséggel jar. A modellben rendre C), az n-edik felujitas koltsége, mely fiigghet
az el6z6 felujitastol eltelt X, id6 hosszatol, de fiiggetlen a tébbi felajitas koltségétsl.
Ekkor S; a t id6pontig felmeriils teljes koltség. Ilyen tipusi problémaval tobbek kozott
a biztositasi matematikaban talalkozhatunk, ahol C},Cs, ... az egyes kirbejelentésekre
juto kifizetések nagysaga.

3.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy a felujitdsi dijfolyamatra P(X =0)<1 és E(|C|) <oco. Ekkor
S _ E(O) B(S) _ E(C)

lim = ——= m.b. és lim =

tooo t E(X) too  t E(X)

Bizonyitds. Az els6 konvergencia azonnal kdvetkezik a nagy szamok Kolmogorov-féle tor-
vényébdl és az elemi felujitasi tételbdl (3.6. Tétel (i) pontja):
_Cl—f‘"'—i-ONt% 1

St
—=— - S ()= t— 00, m.b.
t N, t ()
A masodik konvergencia ilyen altalanos feltételek mellett térténd bizonyitasahoz to-
vabbi eszkozokre van sziikségiink, erre majd még visszatériink a félév folyaman. Most csak
azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor X, és C), rendre fliggetlenek egymastol. Ek-
kor tetszéleges t > 0 esetén N; véges varhato értékid nemnegativ egész értékid valtozo, és

fiiggetlen a C1,Cs, ... sorozattol. A Wald-azonossag (2.1. Lemma) és az elemi feltjitéasi
tétel alkalmazéasaval kovetkezik, hogy
E(S E(Ci+---+C E(C)E(N, 1
() _B(Cit-+Cw) _BOBMN) g 1
t t t E(X)
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4. A Poisson-folyamat tovabbi tulajdonsagai

Tekintsiink X7, X5, ... fiiggetlen és azonosan A > 0 paraméteres exponencidlis elosz-
lasu valtozokat, legyen T, = X1+ - -+ X,,, n >0, és jelolje (IVy);>0 a kapcsolatos felajitasi
folyamatot. Ekkor (N;);>0 egy A intenzitasu Poisson-folyamat. A folyamatot tgy értel-
mezhetjiik, hogy ha egy adott jelenség a 17, T5, ... id6pontokban kévetkezik be, akkor N,
mondja meg a bekdvetkezések szamat a t idGponttal bezarolag.

A tovabbiakban t6bbszor el6 fog majd fordulni, hogy a rendszert nem a 0 id6ponttol
kezdve figyeljiik meg, hanem csak egy 7> 0 véletlen vagy determinisztikus idépont utén.
Ekkor a jelenség bekovetkezéseinek a szama a (7,7 +t] intervallumon elGall a kovetkezd
alakban:

N/=N,,;—N,, t>0.

3 ‘ ——
| X5
9 | | —
R
1 ——
0 T, T T Ty t
X1 X X

4.1. Allitas. Ha 7 figgetlen az X1, Xo, ... sorozattdl, akkor (N!)t>o0 egy A intenzitdsi
Poisson-folyamat, és figgetlen az (Ny)o<i<, vdltozdktdl.

Megjegyzések:
o Az allitas implicit moédon azt is tartalmazza, hogy (N});>o fiiggetlen a 7 valtozotol.

e Ha 7 determinisztikus, akkor fiiggetlen az X, X5, ... valtozoktol, tehat az allitas
alkalmazhato erre az esetre.

o Ay &llitas lényegében azt mondja, hogy a 7 idépont rezeteli a folyamatot.

Bizonyitds. A definiciobol azonnal kovetkezik, hogy (IV))i>o szamlalo folyamat. Jelolje
X1, X}, ... >0 a felgjitasok kozotti idéket! Vegyiik észre, hogy

o(N,0<t<7)=0(1,N;, X1,...,X;) és  o(N,t>0)=0(X], X5, ...).
Ez azt jelenti, hogy hdrom dolgot kell igazolnunk:
(i) X7, X5, ... exponenciélis eloszlastiak \ paraméterrel;
(il) X1, X1,... fliggetlenek egyméastol;
(i) X7, X3, ... fiiggetlenek a 7, N, X, ..., X, valtozoktol.
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Elgszor a (iii) pontot fogjuk bebizonyitani. Tekintsiink tetszéleges n nemnegativ egész
és xy,...,x, >0 értékeket! Legyen tovabba t,=z1+- - -+x,. Vegyiik észre, hogy ha N,=n,
akkor X{ =X, 11— (7—T,). Ekkor a 7 fiiggetlenségét és az exponencialis eloszlas 6rokifju
tulajdonsagat (1.2. Tétel (ii) pontja) alkalmazva:

P(X{ >ylt=t,N,=n,X; :a:l,...,Xn:a:n)
—P(Xn+1—(T—T ) >y ‘ T:t,Tn §T<Tn+1,X1 :xlw"aXn:xn)
PXo1—(t=Tn) >y T, <t <D, X1 =m1,..., X, =)
P(Xnp1 >y+({t—t,) | 0<t—t, < Xpp1, X1 =a1,..., Xn =)
P(Xpi1>y+(t—t,) |0<t—t, < Xpi1)
P

n+1>y)—€ )\y.

Jegyezziik meg, hogy az X, .o, X,,13,... sorozat fliggetlen a 7, Xy, ..., X, 1 valtozoktol!
Ekkor a lancszabaly segitségével kapjuk, hogy

PX{>v,.. . Xp > ym | T=t, N, =n, X1 =21,..., X, =1,)
=P(X{>y |T=t,N.=n,X1=11,..., X, =1,)
P(Xy>yo, ... . X, > ym | T=t, Ny =n, X1 =1,..., Xy =2, X] > 1)

:€_>\y1
P(Xnt2o> 02 s X > U | 7= T, <7 < Ty, X1 =21, .., Xy = 20, X1 — (1= T0,) > 1)

Y A1~ —AYm
=e ylP(Xn+2>y2,...,Xn+m>ym):e Vigm W2 g7 Wm I

Ebbégl azonnal kévetkezik, hogy az X1, X/, ... fliggetlenek a 7, N, X1, ..., X, valtozoktol.
A fliggetlenség miatt ebbdl azt is megkapjuk, hogy

P(X] >y, Xy > y) = We 2 e (6)

Most indukcioval megmutatjuk, hogy az Xi,..., X/ valtozok A\ paraméteres expo-
nencialis eloszlast kovetnek. Ez m =1 esetén azonnal kovetkezik a (6) formulabol, hiszen
P(X] > y1) = e 1, Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz m — 1 esetén! Ekkor X! szintén
exponencialis eloszlasi, hiszen

P(X,, > ym)=P(X{>0,....X, 1 >0,X, >yy) =0 e Ve Wm = m
Ezzel belattuk az (i) pontot. A (6) egyenldséget ismét alkalmazva kapjuk, hogy
P(X{>y1,...., X >yn)=P(X{>y1) - P(X, >ym),

tehat az X1, ..., X valtozok fiiggetlenek is egymastol. Most m tetszéleges volt, emiatt
a (ii) ponttal is végeztiink. O

4.2. Definicid. Tekintsiink egy (N;):>o sztochasztikus folyamatot!

e A folyamat stacionarius névekményi, ha tetszéleges 0 < s <t esetén N;— Ny és
N;_s— Ny azonos eloszlasa.
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e A sztochasztikus folyamat fiiggetlen névekményt, ha tetszéleges k > 2 pozitiv
egész 6s 0<s1 <11 <59 <ty <. .. <5 <ty esetén Ny, — Ny, Ny — Ny, ..o, Ny, — N,

k Sk
fiiggetlen véletlen valtozok.

4.3. Tétel. Legyen (N;)i>o szamldlo folyamat! Ekkor az aldbbi két tulajdonsdg ekvivalens :

(1) Az (NVy)i>0 folyamat X intenzitdsiy Poisson-folyamat, tehdt olyan felijitasi folyamat,
ahol a felujitdsok kézotti idok \ paraméteres exponencidlis eloszldst kévetnek.

(ii) Az (Ny)i>o0 folyamat fiiggetlen és staciondrius névekményd, tovdabbd tetszdleges t >0
esetén az N; vdltozo Poisson-eloszldst kovet A\t paraméterrel.

Bizonyitds. Csak a (i)=-(ii) irAnyt bizonyitjuk be, a forditott iranyt ugysem hasznaljuk a
késébbiekben. Azt mar lattuk, hogy N; Poisson-eloszlast kovet a megadott paraméterrel.
Rogzitett ¢ > s > 0 mellett vezessiik be az N = Ny, — N, u > 0, folyamatot! A 4.1.
Allitas értelmében (N#),> Poisson-folyamat \ intenzitéssal, tehat N,—N,=N;__ Poisson-
eloszlast kovet A\(t—s) paraméterrel. Viszont az N;_s— Ny valtozonak ugyanez az eloszlasa,
vagyis a Poisson-folyamat stacionarius névekményti.

Csak az maradt héatra, hogy a Poisson-folyamat fliggetlen névekményti. Tekintsiik az
Nk =N, 1,— N, , u>0, folyamatot, ami a 4.1. Allits értelmében fiiggetlen az (N;)o<i<s,
valtozoktol. Ebbdl jon, hogy Ny, — Ny, = Ny*  fiiggetlen az N,y — Ny, ..., N, — N, _,
novekményektsl. Ezt a 1épést egymést utan az si_1, sg_o, .. ., so idépontokra megismétel-
ve kdvetkezik, hogy a névekmények mind fliggetlenek egymaéstol. O]

4.4. Tétel. Legyen (N;)i>o Poisson-folyamat X intenzitdssal! Tekintsink tetszdleges k
pozitiv eqész szamot, 0 < s1 < ... < s, <t iddpontokat, és 0 <m; <...<my <n egész
értékeket! Ekkor

[A(t—s1)] o o= At=s)
(n—my)!

P(Ny=n| Ny, =my,...,Ny, =my) =P(N,=n| Ny, =my,) =

Tehdt a Poisson-folyamat folytonos idejii homogén Markov-linc a fenti formuldban meg-
adott atmenetvalosziniségekkel.

Bizonyitds. A 4.3. Tétel értelmében a Poisson-folyamat fiiggetlen és stacionarius novek-
ményi sztochasztikus folyamat. Ebbdl kdvetkezik, hogy
P(Nt:n|Nsk =My, ..., Ny, :ml)

:P(Nt_Nsk =n—my | Nsk_Ns :mk_mk—lwnaNsl_NO:ml)

[/\(t — Sk)] o o~ A=)
(n—my)! '

k-1

:P(Nt—Nsk :n—mk) :P(Nt_S :n—mk) =

Ugyanezzel a gondolatmenettel az is megmutathat6, hogy

A=) ™™

t—sy)
(n—my)! '

P(Ny=n|N,, =my) =

Ezzel a tétel allitasat bebizonyitottuk. O
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5. Fiiggvények és sorozatok konvolacioja

5.1. Definici6. Legyen ¢(z), G(x), x € R, valos értéki mérhets fliggvény, és tegyiik fel,
hogy G cadlag (,continue a droite, limitée a gauche”, tehat mindenhol jobbrol folytonos, és
mindenhol létezik baloldali hatarértéke) és korlatos valtozasi minden véges intervallumon.
Ekkor a két fiiggvény Stieltjes-konvolacidja

(p*xG)(t / o(t—x)dG(x) .
A konvolucié azon t € R pontokban van definialva, ahol az integral 1étezik. A G fiiggvény

n-edik konvolicié hatvanya az n tényezds G*" = Gx- - - xG konvolicié.

5.2. Tétel. (i) Ha X és Y figgetlen véletlen vdltozok rendre G és H eloszldsfiigg-
vénnyel, akkor az X +Y dsszegudltozo eloszldsfiigguénye G+ H.

(ii) Ha X3,...,X, figgetlen és azonos eloszlasi véletlen vdltozdk G eloszldsfiggvénnyel,
akkor X1 +---+ X, eloszldsfiiggvénye G*".

5.3. Kovetkezmény. Ha G és H eloszldsfiigguények, akkor Gx H és G*™ mindenhol
léteznek a valds egyenesen, tovibbda GxH = H*G.

Bizonyitds. (i) Az allitas azonnal jon a teljes valoszintiség tételébdl:
+oo

P(X+Y§t):/ P(X+Y <t|Y =y)dH(y)

o0

= /_+OOP(X+y <t)dH(y) = /joo G(t—y)dH(y) = (GxH)(t) .

(ii) Kovetkezik az (i) pontbol. O

Nézziink meg két specialis esetet! Ha az X és az Y valtozok abszolit folytonosak
rendre g és h stirtiségfiiggvénnyel, akkor a Fubini-tétel alkalmazasaval

(G H) / G(t— ) dH (z) / {/_toog(y—x)dy}h(x)dx
:[m/;gw—mmmdwy

Ebbél azonnal jon, hogy az X +Y Gsszeg is abszolit folytonos, és a stirtiségfiiggvénye

w*mwwzjmg@—xmwwm, yeR.

o0

Az gxh fiiggvényt g és h Lebesgue-konvoltciéjanak nevezziik.
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Most tegyiik fel, hogy X és Y egész értékd valtozd! Ekkor X +Y szintén egész értékii.
Ebbdl kiévetkezik, hogy az G, H és Gx H eloszlasfiiggvények olyan lépcsés fiiggvények,
melyek az egész pontokban ugranak. Az X és az Y eloszlasa:

pn=P(X=n)=G(n)—-G(n-1), ¢ =PY =n)=H(n)—H(n—-1), newr.

:Zpk, H(n):ZQk, nez.
k=00

k=—00

Ekkor a konvolicié definiciojat alkalmazva

(GxH)(n) :/ G(n—x)dH(z) = Z G(n—k)[H(k)—H(k—1)]
-0 k=—o00
[e%S) n—k
:Z ZP@]%ZZW%-
k=—o0 Lfl=—0 k€7
k4+£<n
Azt kapjuk, hogy
P(X+Y =n)=(GxH)(n)— (G+xH)(n—1)= > pugy, = Z Poi@r, NEL.
k€7 k=—o00
k+l:n

Ezt a sorozatot a p és a ¢ sorozatok konvoliiciéjanak nevezziik:

(P*q)n an Kk nez.

A tovabbiakban azzal az esettel foglalkozunk, amikor ¢(z) = G(x) =0 minden x < 0
esetén. Vegylik észre, hogy ekkor y < 0 esetén

G)( ) dG( —x)d0 0dG(z) =
0w = [ oo =[ ow-nas [ odow
Ha y > 0, akkor pedig

@Ow=[ s-nicw=[ o= [ oly-ndae

[0,y]

+/ 0dG(z) = o(y—z)dG(z).
(y,00) [0,9]
Jegyezziik meg, hogy most Lebesgue—Stieltjes-integrallal dolgoztunk, ezért dltalaban

oy — ) dG(z) # / "oly—2)dG@) = [ dly—2)dClx).

[0,y] (0,y]
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5.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy ¢ : R — R mérhetd és lokdlisan korldtos (korldtos minden
véges intervallumon), tovabbd G : R — R cadlag és korldtos vdltozdsi a véges intervallu-
mokon, végil ¢(z)=G(x) =0 minden x <0 esetén! Ekkor a pxG konvolicio jol definidlt
a valds eqyenesen, és lokdlisan korldtos fiiggvény.

Bizonyitds. Most pxG=0 a negativ szamok halmazan, ezért a konvolicio 1étezését és loka-

lis korlatossagat elég a pozitiv félegyenesen bizonyitani. Legyen ¢ > 0 tetszGleges rogzitett
érték, és jelolje Vio4(G) a G fiiggvény teljes valtozasat a [0,t] intervallumon. Ekkor

sup |(¢xG)(y)| = sup o(y—x) dG(x)

0<y<t 0<y<t | J{o,y]
< sup sup [B(y—)[Vioy)(G) < sup [6(x)|Vioy(G) < oo. =
0<y<t 0<z<y 0<z<t

5.5. Allitas (Disztributivitas). (i) Legyenek ¢,1:R—R mérhetd és lokdlisan korldtos
fiigguények, és legyenek G, H : R — R cadlag és korldtos vdltozasiak minden véges
intervallumon! Tegyiik fel tovabbd, hogy mindegyik fiigguény 0 a negativ szdmok
halmazdn! Ekkor tetszdleges a,b,a, B € R esetén

(ap+bY) x (aG+ BH) = ac(p*G) +af(px H) +ba(ypxG) + b8+ H) .

(i1) Legyenek ¢1,¢a,...: R —[0,00) mérhetd és lokdlisan korldtos figguények, melyekre
O1+Po+. .. szintén lokdlisan korldtos! Legyen G:R—R monoton névekvd és cadlag!
Tegyiik fel tovdbbd, hogy mindegyik fligguény 0 a negativ szdmok halmazan! Ekkor

(¢1+¢2+---)*G=¢1*G+¢2*G+...

Bizonyitds. Az 5.4. Allitas értelmében a formuldkban szereplé Gsszes konvolicio létezik

P

UaG+pH = i+ Bpg. EbbSL jon az (i) pont allitasa, hiszen tetszéleges t € R esetén

o0

(ad+bu) * (aG+ BH) (1) = / (a9+b0) (t =) dpacis o ()

—00

= /Z (agp+by)(t—x) [a d,ug(x)—l-ﬁd/um(x)}

—ua / " (t—a) duc(a) +ap / " gt — ) dyug ()

+ba / Tt — ) duc () +b5 / " (- ) dun ()
— aa($G) (1) +aB(éx H)(t) +ba(th+ G) (1) + bE (W H)(1).

A (ii) azonossaghoz alkalmazzuk a monoton konvergenciatételt:

(S0)wc0= [ Sot-naco

o0

= lim Zl/: $i(t—2)dG(x) = (¢*G)(t). O

n—o0 £ -
=1
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5.6. Allitas (Kommutativitas és asszociativitas). Legyen ¢:R — R mérhetd és lokdlisan
korldtos fiigguény, és legyenek G, H:R—R monoton névekvd és cadlag figguények! Tegyiik
fel tovdbbd, hogy mindhdrom fiigguény a 0 értéket veszik fel a negativ szamok halmazdn.
Ekkor teljestilnek az aldbbi azonossdgok:

GxH=Hx*G és (pxG)*H = p*x(G*H).

Bizonyitds. Most G és H monoton novekv fiiggvények, ezért korlatos valtozastak a véges
intervallumokon. Jeldlje ug és puy az indukalt Lebesgue—Stieltjes-mértékeket, és legyen

Sy={(z,y) eERxR:ax+y<t}.
Ekkor a Fubini-tétel miatt
@10 = [ Gl att) = [ [ Ve dG@)aHG)
R

(7)
= /R . L(zyessy (e X pm)(dz, dy) = pe X 1 (S) -

Jegyezziik meg, hogy az S; halmaz sziimetrikus az x = y egyenesre nézve, amibdl kovet-
kezik, hogy
(H*G)(t) = i % nc(S0) = i % pa (S1) = (G H) (1)

Ezzel a kommutativitast bebizonyitottuk.
Most G és H monoton névekvs fiiggvények, ezért ug X pug pozitiv mérték. Ekkor a
(7) egyenlséghdl kovetkezik, hogy

e GxH monoton novekvi: tetszdleges u<t esetén S, C.Sy, tehat (GxH)(u) <(G*H)(t);

e Gx H mindenhol jobbrol folytonos: tetsz6leges u valos szam esetén

lim(Gx H)(t) =1im pig X p (Se) = pie X pr (NewSe) = p X pa (Sy) = (GxH)(u) .

tlu
Ekkor viszont Gx H cadlag fliggvény és korlatos valtozasi a véges intervallumokon. Ezen
ttul GxH =0 a negativ félegyenesen, tehat a ¢*(G*H) konvolicio szintén véges. Kapjuk,
hogy

/ Lize(-ooy (G H)(d2) = (G H)(t) = / L @yesy (e x pr)(dz, dy)

R RxR
= / :H-{:c-&-ye(—oo,t}} (MG X ,MH)(dl', dy) :
RxR

A Carathéodory-tételbdl kovetkezik, hogy tetsz6leges B C R Borel-halmaz esetén

/ L.y (G H)(dz) = / Liosyem (o x ) (de, dy)
R RxR
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Ebbél viszont kovetkezik, hogy

/R o(t—2) (CxH)(d2) = [ d(t—2—y) (ue x jur)(de, dy) .

RxR

A bal oldalon éppen ¢*(G* H) szerepel a t pontban. A jobb oldalt ismét csak a Fubini-
tétellel tudjuk tovabbalakitani:

ot =z —y) (e x g (d dy) = / / ot —z—y) dG(z) dH(y)

RxR
= [@x@) - dii) = (@x G ).
R
Ez pedig azt jelenti, hogy az assziciativités is teljesiil. O]

6. A felujitasi egyenlet

Tekintsiink egy (IVy):>o felujitasi folyamatot! Tegyiik fel, hogy P(X =0) <1, és jellje
G az Xy, X,, ... valtozok kozos eloszlasfiiggvényét! Ekkor a felajitasi fliggvény véges, és
a kovetkezd alakban frhaté fel:

mt) = EN) =3 Fr( =3 Froix, (= 3. G7(t), 0.
n=1 n=1 n=1
Vezessiik be az N/ = Nx,,+—1, t > 0, folyamatot, ami az Xs, X3,... valtozok, mint

felajitasok kozotti idék altal definialt felajitasi folyamat. Az Xs, X3, ... sorozat értékei
meghatarozzak az (N))i>o folyamatot, ezért o(N/,t > 0) C o(Xs, X3,...). Viszont az
Xo, X3, ... valtozok fiiggetlenek az X; valtozotol, amibdl kovetkezik, hogy az (N})i>o
folyamat is fliggetlen az X; valtozotol. Jegyezziik meg azt is, hogy mivel a két folya-
mat esetében a felujitasok kozotti idsk eloszlasa azonos, (ezeknek mindkét esetben G az
eloszlasfiiggvénye,) ezért a fejezet elején felirt formula alapjan

E(N))=Y_G™(t)=m(t), t>0.

n=1
Rogzitsiink tetszéleges ¢, x > 0 értékeket! Ekkor
E|1+N]_ | Xi=2|=14+F[N/,_,|=1+m(t—x), t>ux,
E[Nt‘Xlzx}: [ t | 1 } [ t ] ( )

E[0| X, =z] =0, t<uz.

Ebbdl a teljes varhato érték tételével kapjuk, hogy

m(t) = BE(N,) = / E[N; | X; =z] dG(z)

[0,00)

= 1+m(t—x)|dG(x 0dG(x
[, eme—aldcw [ oda

(t,00)

—G(t)+ /[O t] m(t—z) dG(z) = G(t) + (m*G)(t) .
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6.1. Definicio. Legyen a(t), t > 0, valos értékii mérhetd fiiggvény. Ekkor az
A(t):a(t)+/ Alt—z)dG(x), t>0.
[0,2]

fiiggvényegyenletet az A(t), t>0, fiiggvényre vonatkozo felajitasi egyenletnek nevezziik.
Ugyanez révidebb formalizmussal: A =a+ AxG.

6.2. Tétel. Ha a(t), t >0, lokdlisan korldtos figgvény, és P(X =0) <1, akkor az

A(t) = (a+axm)(t) = a(t)—l—/ a(t—x)dm(x), t>0,
[0,2]
fiigguény lokdlisan korldtos megolddsa a felijitdsi eqyenletnek, tovdbbd ez az egyetlen meg-
oldds a lokdlisan korldtos fligguények kozott.

Bizonyitds. Mivel a tételben szerepld Gsszes fiiggvény 0 a negativ félegyenesen, az allitast
elég a nemnegativ szamok halmazan ellenérizni. A 5.4. Allités szerint az axm konvolicid
jol definialt és lokalisan korlatos. Ekkor tetszéleges s > 0 esetén

sup |(a+axm)(t)| < sup |a(t)]+ sup |(axm)(t)| < oo,

0<t<s 0<t<s 0<t<s
tehat a+axm is lokalisan korlatos. A kévetkezGkben azt fogjuk ellenérizni, hogy a+axm
megoldés. Ez kovetkezik a konvolicié azonossagaibol, ugyanis

a+(a+axm)xG =a+axG+ax <ZG*”) *G=a+ax* (GJrZG*”) =a+axm.

n=1 n=2

Végiil azt mutatjuk meg, hogy a megoldéas egyértelmt. Tegyiik fel, hogy Ay szintén
lokalisan korlatos megoldasa az egyenletnek, és legyen B = A — A,. Felhasznélva, hogy A
és A, is megoldés, kapjuk, hogy

B=A-Ay=(a+A%G)—(a+Ay+G) = (A— Ay)xG = B*G,

Ebbdl iteracioval kovetkezik, hogy B=B*G*" minden n>1 egészre. Legyen t >0 rogzitett!
A G (t) =m(t) sor pontonként konvergens, ezért G*"(t) — 0, amint n — oo. Mivel
a B fliggvény szintén lokalisan korlatos, kovetkezik, hogy n — oo esetén

< Vi (G*") sup |B(x)| =G (t) sup |B(x)| —0.

0<z<t 0<z<t

B(t)] = ] /[ Bli=5)d6"(a)

Tehat 0 = B(t) = A(t) — A2(t) minden ¢ > 0 pontban. Mivel a negativ szdmok halmazan
mindkét fiiggvény eltiinik, kapjuk, hogy A, = A. O]

6.3. Példa. Legyen a =G, tehat tekintsiik az A =G+ AxG feltjitasi egyenletet! A most
bizonyitott tétel szerint ennek lokilisan korlatos megoldasa a kovetkezd fiiggvény :

A=G+Gxm=G+m+G =G+ <ZG*”) *G = G+ZG*" —m.
n=1 n=2
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Ez az eredmény nem meglepd, hiszen a fejezet elején mar lattuk, hogy m megoldésa az
egyenletnek, és az el6z6 tétel szerint 6 az egyetlen lokalisan korlatos megoldas. Eppen az
lett volna a kellemetlen, ha talalunk egy mésik lokalisan korlatos megoldast is.

Vegyiik észre, hogy a feltjitasi egyenlet atrendezésével

G(t)=m(t)— G(t—z)dm(t) = (m—G*m)(t), t>0.
[0.4]

6.4. Tétel. A felujitdasi folyamatok kiérében a G eloszldsfigguény és az m felujitdsi fiigg-
vény kélcsondsen meghatdrozza eqymdst.

Bizonyitds. Mivel m =3  G*", ezért a G eloszlasfiiggvény meghatarozza az m felaji-
tési fliggvényt. A tovabbiakban belatjuk, hogy a feltjitasi fliiggvény is meghatarozza az
eloszlasfiiggvényt.

Tegyiik fel, hogy létezik olyan H eloszlasfiiggvény, hogy a hozza kapcsol6do feldjitasi
folyamat felajitasi fiiggvénye szintén az m fiiggvény! A korabbi eredmények szerint a
pozitiv félegyenesen teljesiilnek az aldbbi egyenlGségek :

G=m—-—Gxm és m:ZH*”.
n=1
Ezekbdl kovetkezik, hogy

GxH=(m—Gxm)xH=m*H—GxmxH :m*H—G*Z H*™
n=2

=Hxm—Gx(m—H)=(H—-G)xm+Gx+H.

Tehat (H —G)+m =0 a nemnegativ szimok halmazan. Innen azonnal jon, hogy
H-G=(m—H*m)—(m—G+m)=—(H-G)*m=0

a pozitiv félegyenesen. Tehat H = G. n

Térjiink vissza az altalanos felujitasi egyenlethez. A kdovetkez6kben azt fogjuk meg-
vizsgalni, hogy a felujitasi egyenlet megoldasa hogyan viselkedik aszimptotikusan.

6.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az X véletlen valtozé aritmetikus eloszlasi, ha
létezik olyan ¢ > 0, hogy az X valtozo egy valoszintséggel a {kd : k € Z} halmazba esik.

6.6. Példa. Az egész értéki véletlen valtozok aritmetikus eloszlasiak. A folytonos val-
tozok nem azok, hiszen az értékkészletiik nem megszamlalhato.

6.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy az X véletlen vdltozd nem aritmetikus eloszldsi és az a(x),
x >0, fiigguényre teljesiilnek az aldbbi feltevések:

(i) lokdlisan korldtos a pozitiv félegyenesen;
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(i) felirhatd a pozitiv félegyenesen impropriusan integrdlhato és monoton figgvények
véges dsszegeként!

Ekkor a felugitdsi egyenlet eqyértelmd lokdlisan korldtos megolddsdra teljesiil a kévetkezd
konvergencia:

1 oo
A(t)—>—/ a(x)dr € R, t— 0.
E(X) Jo
Bizonyitds. Hosszu és nagyon unalmas. Nagyrészt analizis, kevés sztochasztika. O]

6.8. Példa. Legyen a=G, tehét tekintsiik az A=G+ AxG felajitasi egyenletet! Ennek az
A =m fliggvény az egyetlen lokélisan korlatos megoldasa. Mit mondhatunk errdl a meg-
oldé&srol a most bizonyitott tétel segitségével 7 Semmit, ugyanis most a nem integralhato.
Legyen ugyanis xo > 0 olyan érték, melyre a(xg) = G(x¢) > 0. Ekkor

/OOO a(z)dx > /OO a(xg)dr = 0.

Zo

Ekkor viszont az a fiiggvény nem irhaté fel integralhato fiiggvények véges Gsszegeként
sem. Ez az eredmény nem meglepd, hiszen a monoton konvergenciatétel szerint a felujitasi
fiiggvénynek nem is véges a hatarértéke:

o0 [e.9] o0

tlggm(t):tlgg 71G (t) = ﬂtlgonoG (t):z:llzoo.

7. Vissza a felujitasi dijfolyamatokhoz

Tekintsiink (X,,,C,), n=1,2,..., fliggetlen és azonos eloszlast vektorvéaltozokat! Le-
gvenek az X3, Xy, ... valtozok nemnegativ értékiek, és jelolje G a kozos eloszlasfiigg-

vényiiket! Jelolje tovabba (Ny)i>o az X1, Xo,... valtozok altal meghatarozott feltjitéasi
folyamatot, és tekintsiik a kapcsolatos felajitasi dijfolyamatot:

Ny

S=>» Cp,=Ci+---+Cy,, t>0.
n=1
A 3.9. Tételben bebizonyitottuk, hogy ha P(X =0) <1 és E(|C|) < oo, akkor

S, E(C)
T Eexy mh

Ugyanitt azt az allitast is megfogalmaztuk, hogy

L BS) _ B(O)
P t  B(X)’

(8)

Viszont ezt a masodik konvergenciat a sziikséges eszkozok hidnyaban nem bizonyitottuk
be. A tovabbiakban ezt fogjuk majd bepotolni.
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Vezessiik be az A(t)=FE(S;), t >0, fiiggvényt. Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy az
A fiiggvény jol definialt és lokalisan korlatos. Rogzitsiink egy tetszéleges t > 0 id6pontot!
Korabban mar megmutattuk, hogy az N;+1 véletlen valtoz6 megallasi id6 az X1, Xo, . ..
sorozatra nézve. Ebbdl kovetkezik, hogy megallasi id6 az (X, Cy), (X, Cs), . .. valtozokra
nézve is, hiszen tetszéleges n pozitiv egész esetén

{Nt+1 :n} EO'(Xl,...,Xn) gO'(Xl,Cl,...,Xn,Cn).
Ekkor a h(x,c) = |c| fiiggvény alkalmazdsdval a 2.2. Allitashol kovetkezik, hogy

A < E(IC1[+- - +[Cn|) < E(IC1+- -+ |Chi| +Chi11)
=EN;+1)E(|C|) = (m(t)+1)E(|C]) .

A fenti formula jobb oldala véges és lokalisan korlatos, ezért ezekkel a tulajdonségokkal
az A fliggvény is rendelkezik.

A kovetkez6 lépésben felirunk egy felujitasi egyenletet az A fliggvényre. Az el6z6
fejezet elején bemutatott modszert fogjuk majd alkalmazni. Jelolje (S})i>0 az (X, Cn),
n > 2, vektorok &ltal definidlt feldjitasi dijfolyamatot. Ez a folyamat fliggetlen az X;
valtozo6tol, ezért

E[Ci+S,_,| Xi=3]|=F[C\| X, =x|+FE[S]_,], t>u,

E[St|X1:I]:{E[O|X1:x]:O7 t<uw.

Jegyezziik meg tovabba, hogy (S;)i>0 és (5))i>0 azonos eloszlasi folyamatok, amibél ko-
vetkezik, hogy E[S;_,| = A(t—z). Ekkor a teljes varhato érték tételébdl jon, hogy

At)= E[S)] = 4 B[8] X1 =] G

:/ E[C)| X1 =1] dG($)+/ A(t—z)dG(z) .

[0,¢] [0,¢]

Tehat A egy lokalisan korlatos fiiggvény és megoldasa a most felirt feldjitasi egyenletnek.
Jelolje a(t) az els6 tagot az egyenlet jobb oldalan! A 6.2. Tételt szeretnénk alkalmazni,
de ehhez elészor meg kell mutatnunk, hogy a lokdlisan korlatos fiiggvény. A feltételes
varhato érték definiciojabol kévetkezik, hogy

a(t) :/ E[Cy | X1 =z] dG(z) = / E[Cy | X1 =] 1<y dG(x)
[0,2] [0,00)
= B|B[C | Xi]Lixi<n] = B[Cil <]
Ekkor
la(t)| < E[|C1[11x,<0] < E[|C]].
Tehat az a fliggvény korlatos, amib6l kévetkezik, hogy lokédlisan is korlatos. Tovabba a

majorans konvergenciatételbdl azt is kapjuk, hogy

lim a(t) = E[g& Clﬂ{Xlgt}] ~E[C].

t—o00
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Jelolje m(t) = E(Ny), t >0, a felajitasi fiiggvényt! A fenti eredmények és a 6.2. Tétel
alkalmazasaval

qu_qw+%¥a@—@dm@y 1>0.

Sajnos ilyen altalanos feltételek mellett az A fliggvényre nem tudunk explicit formulat
adni. A cél a (8) konvergencia bizonyitasa. Az el6z6 egyenlethél a kivetkezot kapjuk:
‘A(t) E(C) '<|a(t)| 1/ E(C)
B 0.4

1
Pt [ fat=a-m©) anty| [ 2@ imta -5 ©

t  E(X)

Most az a fliggvény korlatos, ezért |a(t)|/t — 0, amint ¢t — co. Az elemi felajitasi tétel
(3.6. Tétel (ii) pontja) alkalmazasaval

1 1

n E(C)dm(z) = ZE(C’) [m(t)—0] = === t— 0.

[0,¢]

Tehat a (9) egyenl6tlenség harmadik tagja szintén nullahoz konvergal. Mar csak az maradt
hatra, hogy a méasodik tag konvergencidjat is megmutassuk. Rogzitsiink egy tetszéleges
e >0 értéket! Az a fiiggvény konvergens, ezért 1étezik olyan T > 0 szam, hogy

la(t)—E(C)| <e, t>T.
Ekkor tetsz6leges t > T esetén

1
- a(t—z)—E(C)|dmn(x
i ], latt=0)=BC) | amz)

1 1
Tt /[O,t—T} ‘a(t—x) _E(C)| dm(ib’)ﬂL; /(t—T,t] |a(t—$) —E(C)‘ dm(x)
< selm(t=T) 0]+ sup_laft—x)~ B(O)] [m{t)~m(t~T)]

ze(t—T\,t]

IN
™

f)_,_ilelg |a(x) —E(C)| m(t) _T(t_T) .

Az elemi felujitasi tétel ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy t — oo esetén

m(t—T) m(t-T)t-T 1 , m(t)—m(t—T)
i -T t Ex) O / -0

Tehat ha t elegendGen nagy, akkor

i
tJo

Mivel az € > 0 érték tetszoleges volt, ezzel bebizonyitottuk, hogy ¢ — oo esetén a (9)
formula jobb oldalan a kozépsé tag is nulldhoz konvergal. Ez pedig azt jelenti, hogy
B(5) E(C)|_|A®) _EC)|
t E(X) t E(X) '

a(t—x)—E(C’)‘dm(w)Sa[ —I—S} +esup |a(z) — E(C)]|.

zeR

1
E(X)
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8. Véletlen valtozok momentumai

Legyen X tetszGleges véletlen valtozo, legyen G az eloszlasfiiggvénye, és tekintsiink
egy ¢ : R — R mérhet§ fiiggvényt! Ekkor

Bo(X) = [ 6(a)dG(a).

A kovetkezd tételben azt vizsgaljuk meg, hogy ez a Lebesgue—Stieltjes-integral hogyan
irhatd at egy Riemann-integralba.

8.1. Tétel. Legyen X nemnegativ értékd véletlen vdltozo G eloszldsfiggvénnyel, tovdbbd
tekintsink egy ¢ : [0,00) — R monoton és abszolit folytonos figgvényt. Ekkor

Eo(X) = $(0) + / T (@) [1-G()] de,

amit uqy értink, hogy ha a kifejezés valamely oldala véges, akkor a mdsik oldal is véges,
és a két oldal egyenld. Tovdbbd ha E¢(X) véges, akkor

lim ¢/(z)P(X > x) :xh_;rgo ¢ (z)[1-G(z)] =0.

T—00

Bizonyitds. A ¢ fiiggvény abszolit folytonosiagabol kovetkezik, hogy majdnem mindenhol
derivalhato, és

o) =60+ [ G@)dr. yz0.
0
Jegyezziik meg tovabbé, hogy
/]l{$<X}dP:E(]1{$<X}):P(x<X):1—G($>, x>0.
Q
Ekkor a Fubini-tétel alkalmazéaséaval
b's
E¢(X) = /Qqﬁ(X) dP = /Q [¢(0)+/0 o' (x) d:zc] dP
=00+ [ [ Mpand@drdp=o0)+ [ 6@ [ 1o dpis
= ¢(0) +/ ¢ (z)[1-G(z)] dz.
0

Vegyiik észre, hogy a Fubini-tétel alkalmazasanal sziikség volt arra, hogy ¢ monoton
fiiggvény legyen, ugyanis ez garantalja azt, hogy ¢’ nem vélt elGjelet a pozitiv félegyenesen.
Ezzel az els6 allitast bebizonyitottuk. A masodik allitas azonnal kovetkezik abbdl az
analizisbeli ténybdl, hogy egy fiiggvény improprius integralja csak akkor lehet véges, ha
a fliggvénynek létezik és nulla a hatarértéke a végtelenben. O

8.2. Kovetkezmény. Legyen X nemnegativ értékd vdltozé G eloszldsfigguénnyel!
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(i) Az X wvdltozo a > 0 rendd momentumdra
EX® = a/ 2 1-G(z)] dx.
0

Tovdbba, ha az o rendid momentum véges, akkor

lim 2*'P(X >z) = lim 2*'[1-G(z)] = 0.

T—00 T—r00

Tehdt az o rendd momentum létezésének eqy szikséges feltétele, hogy a P(X > x)
farokvalosziniségek legalabb polinomidlis rendben csengjenek le a végtelenben.

(ii) Az X wdltozd momentumgenerdld figgvénye egy tetszéleges r € R pontban
Mx(r)=E(e"™) = 1—1—7"/ e [1-G(z)] du.
0

Tovdbbd, ha a momentumgenerdlo figguény létezik valamely r > 0 pontban, akkor

lim ¢ P(X >z) = lim e"[1-G(z)] = 0.
T—00

T—00

Tehdt annak, hogy a momentumgenerdlo fiigguény létezzen egy r>0 pontban, sziiksé-
ges feltétele az, hogy a farokvaldsziniségek legaldbb exponencidlis rendben csengjenek
le a végtelenben.

9. A Feller-paradoxon

Legyenek X1, Xo,...>0 fiiggetlen és azonos eloszlast véletlen valtozok kozos G elosz-
lasfiiggvennyel, és tegyiik fel, hogy P(X=0)<1 és E(X)<oo. Jelolje (N;):>0 a kapcsolatos
feluajitasi folyamatot, és legyen

T,=X,+-+X,, n=01,...

Egy rogzitett t >0 idGponttal bezardlag a legutolso felijitas idGpontja Ty, <t, a kovetkezd
felujitas pedig a Th,+1 > t id6pontban fog majd torténni. Felajitaselméletben fontos a
kovetkezd mennyiségek vizsgalata:

e a rendszer kora (age): t — Ty, ;
e hatralevs élettartam, rezidualis id6 (residual time): Ry = Ty, 41 —t;

o teljes élettartam (total life): Tv, 11 — T, = Xn,41-

A tovabbiakban az (R;):>o sztochasztikus folyamatottal foglalkozunk. Féleg a folya-
mat aszimptotikus viselkedésére lesziink kivancsiak, amint t — oo. Maga az (R;)¢>o folya-
mat nem konvergens, ezért a hosszt tava viselkedést masmilyen médon fogjuk értelmez-
ni. Egyrészt megvizsgaljuk a hosszi tava atlagot: %fg Ryds, mésrészt a vathato értéket:
E(R;). Az ember azt varné, hogy ezek a mennyiségek nagy t esetén az F(X)/2 értékhez
vannak kozel. Ki fog deriilni, hogy ez jellemzGen nem igaz. Ezt a meglep6 eredményt
Feller-paradoxon vagy inspection paradox néven szoktak emliteni.

El6szor az %fg Rsds integralkozépet vizsgaljuk meg.
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Legyen C,, az dbran az n-edik haromszog teriilete, tehat

T 2

n X

Cn:/ R,ds=—", n=12,...
T'n—l 2

Ekkor teljesiilnek a kdvetkez6 egyenlGtlenségek:
t
01+"'+0Nt§/desgcl—i-"'—i—CNt_H. (10)
0

Jegyezziik meg, hogy a C', Cs, . .. valtozok fliggetlenek és azonos eloszlasiak. Ekkor a 3.6.
Tétel (1) pontjabol és a nagy szamok erds torvényébdl kovetkezik, hogy t — oo esetén

Ci+-+Cn _ N Cit---+Cl, 1 E(X?)

. = N, —>E<X)E(C): m.b.

Ugyanilyen médon kapjuk azt is, hogy

Cl+"'+CNt+1_Nt‘|‘1cl+"'+CNt+1_> 1 E(XQ)

b,
! ! N,+1 BE(X) .

Ekkor a (10) formulabol a rend6r elv alkalmazasaval kovetkezik, hogy

1ot B(X?)

Jegyezziik meg, hogy ha az X valtozo nem degeneralt, tehat nem konstans, akkor

E(X?) - (E(X))? _ E(X)
2E(X) ~ 2B(X) 2

Ez a Feller-paradoxon.

9.1. Allitas. Ha P(X =0) <1 és E(X?) < oo, akkor

1 t
lim = | R,ds= ,
it t Jy YT 2R(X)




A tovabbiakban az A(t)=FE(R;), t >0, varhato érték fiiggvényt fogjuk majd vizsgalni.
A rezidualis id6k esete abbdl a szempontbol specialis, hogy nagyon egyszertien felirhato
egy explicit formula a varhato érték fiiggvényre. Rogzitett ¢ esetén az N = N, +1 valtozo

megéallasi id6 az Xi, Xy, ... sorozatra nézve. Ekkor a Wald-azonossag értelmében
E(Ty1)=E(Xi+ -+ Xn41) = E(N+1)E(X) = (m(t) +1) E(X). (11)

Ebbél viszont azonnal jon, hogy
At)=E(Ry) = E(Tn,+1)—t=(m(t)+1)E(X)—t, t>0. (12)

Szeretnénk meghatarozni A(t) hatarértékét, amint ¢ — co. Atrendezés utan a 3.6. Tétel
(i) pontjanak alkalmazasaval:

A(t) = [@ - ﬁ] tE(X)+E(X) = 0-00-B(X)+ E(X) =7

Tehat a hatarértéket ilyen modon nem tudjuk megadni. A probléma az, hogy nem ismer-
jiikk az elemi feldjitési tételben a konvergencia sebességét.

A tovabbiakban a felirunk majd egy felujitasi egyenletet az A fiiggvényre, és ennek
segitségével vizsgaljuk a fiiggvény tulajdonsigait. Ehhez fontos azt tudnunk, hogy az A
fiiggvény lokalisan korlatos. A lokélis korlatossdg probléméja mindig elSkeriil a felujitasi
egyenlet alkalmazasanal, ezért most adunk néhany 6tletet, hogyan is lehet ezt bizonyitani.

e Varhato érték: E(R;), t > 0. A (11) formulabol kévetkezik, hogy
0< E(R,) < E(Ty,+1) = (m(t)+1)E(X).

A jobb oldalon szerepld fiiggvény monoton, ezért lokalisan korlatos. Ebbél kovetke-
zik, hogy az E(R;), t > 0, fiiggvény is lokalisan korlatos.

e Masodik momentum: E(R?), t>0. Adott ¢ esetén az N=N;+1 valtoz6 az X7, X2, ...
sorozatra nézve is megdallasi id6. Ismét csak a Wald-azonossagot alkalmazva:

E(Xi+- 4+ X3 1) =E(N+1)E(X?) = (m(t)+1)E(X?). (13)
Ez azt jelenti, hogy E(X?) < oo esetén a masodik momentum is lokalisan korlatos:

0< B(RY) < B(X3, 1) < B(X7 44+ X3 1) = (mlt) + 1) B(X?).

e Eloszlas: P(R; <y) vagy P(R; > y), t > 0, ahol y € R rogzitett. Ezek korlatos
fiiggvények, tehat lokalisan is korlatosak.

Vezessiik be az N/ = Nx,,,—1, t >0, folyamatot! Koradbban mar meggondoltuk, hogy
ez a folyamat az X, X3,... valtozok altal definidlt felajitasi folyamat, amibdl két dolog
kovetkezik. Egyrészt az (N/);>o folyamat fiiggetlen az X, valtozotol. Masrészt az (N})i>o
folyamat azonos eloszlast az (Ny)i>o felajitasi folyamattal, amib6l kivetketik, hogy az
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R; véletlen valtozo azonos eloszlasu az (IV]);>o folyamatra analog modon bevezetett R
hatralevé élettartammal. Ekkor viszont E(R;) = A(t), t > 0.
Tetsz6legesen rogzitett x,t > 0 idSpontok esetén:

E[:f;—t|X1:x]:x—t, x>t,

E[Rt’X1 :37] = {E[RQHXl :x] =F(R, )=A(t—z), z<t.

Alkalmazzuk a teljes vathato érték tételét:

A(t) = E(R,) = / E[R, | X, = 2] dG(x)

[0,00)

:/ (-1 dG(x)+ | A(t—z)dG(z), t>0.
(1)

[0¢]

Ezek szerint az A fiiggvény megoldasa az A = a+ AxG felajitasi egyenletnek, ahol
at) :/ (1—1)dG(z), t>0.
(t,00)

Ahhoz, hogy alkalmazni tudjuk a feltjitasi egyenlet megoldasara vonatkozo tételeket,
jobban meg kell vizsgalnunk az a fliggvényt.
Vezessiik be a ¢y(r) = Lz~ (x —t) fiiggvényt, ahol x,t > 0. Ekkor

alt) = / " 4u(x) dG(2) = Ey(X)

Mi mindent mondhatunk el az a fiiggvényrél?
e Korlatos: ¢.(X) < X m.b., ezért a(t) < E(X).
e Monoton csokkend: tetszdleges 0 <s <t esetén ¢4(X) > ¢ (X) m.b, ezért a(s) >a(t).

o A ¢, fiiggvény abszolit folytonos, és a derivaltja ¢} (z)=1(,>s. Ekkor a 8.1. Tételbdl:
a(t) = ¢t(0)+/ oy (x) [1 —G(m)] dr = 0+/ [1 —G(a:)} dzx t>0.
0 t
Ebbdl a Fubini-tétel és a 8.2. Kovetkezmény alkalmazaséaval

/Omamdt:/ow/tm 1-G(a)] dxdt:/ooo/om 1 G(2)] dida
:/Oox[l_g(xﬂ dr — E(;(z)

0

Tehat ha F(X?) < oo, akkor a integralhato a pozitiv félegyenesen.
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Korédbban megmutattuk, hogy az A(t) = E(R;) fiiggvény lokélisan korlatos. Ebbdl
kovetkezik, hogy 6 a felujitasi egyenlet egyértelmd lokalisan korlatos megoldasa, tehéat

A(t) = a(t) +/[0t} a(t—x)dm(x), t>0. (14)

(Valaki le tudja vezetni, hogy ez azonos a (12) formuldban szereplé eredménnyel?) Ha
ezen tul azt is tudjuk, hogy az X valtoz6 nem aritmetikus eloszlasi, akkor a felajitasi
egyenlet megoldasanak aszimptotikus viselkedésére vonatkozo tételiink (6.7. Tétel) szerint

1 *© _ E(X?)
A(t)ﬁm/o a(x)dx—2E(X), t— 00.

A kapott eredményt a kovetkezd allitasban mondjuk ki.

9.2. Allitas. Ha P(X =0) <1, B(X?) < oo és X nem aritmetikus eloszldsi, akkor

Jin B = 3

9.3. Példa. Tegyiik fel, hogy az X, Xo,... valtozok exponencidlis eloszlast kovetnek
A > 0 paraméterrel! Most E(X) =1/ és m(t) = M, ezért

1 1
E(Ry) = (m(t)+1)E(X)—t=(\t+ 1)X —t=1= E(X).
Ez az eredmény nem meglepd, gondoljunk a 4.1. Allitasra! Az A(t) = E(R,), t >0, fiigg-
vényt a felajitasi egyenletbdl is megkaphatjuk. Most a G eloszlasfiiggvény abszolut foly-
tonos, ezért

e—)\t

a(t):/too(w—t)G’(x) dx:/too(m—t)/\e_’\mdx:T.

Most az m fiiggvény derivaltja m/(z) = A. Ekkor a (14) formulabol kovetkezik, hogy

-\t t 7)\(337t) -\t 1 . 2\ 1
A(t) _a(t)+/ a(t—l’) dm(q;) = €_+/ € / € e
[0.1] A 0

Természetesen ez azt jelenti, hogy t — 0o esetén F(R;) — 1/\. Ezt a konvergenciat a 9.2.
Allitésbol is megkapjuk, hiszen exponencialis eloszlas esetén E(X)=1/\ és E(X?)=2/\2

10. Rizikofolyamatok

A tovabbiakban egy biztositotarsasagot fogunk modellezni, és arra keressiik a valaszt,
hogy a biztosité6 mekkora valészintiséggel megy cs6dbe az id6k folyaman. A modellben az
alabbi jeloléseket fogjuk majd hasznalni.

o Az egymast kovets karesemények kozott eltelt idGk: Xi, Xo,... > 0 fliggetlen és
azonos eloszlast véletlen valtozok, és P(X =0) < 1.
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o Karszamfolyamat: az X, Xs,... sorozat altal meghatarozott (N;)i>o feljitasi
folyamat. Tehat N, a kdresemények szama a ¢ > 0 id6ponttal bezardlag.

o Karértékek: 7, Z5,... > 0 fiiggetlen és azonos eloszlasu véletlen valtozok, melyek
fiiggetlenek a karszamfolyamattol. Feltessziik, hogy P(Z =0) < 1. Jeldlje F a kar-
értekek kozos eloszlasfiiggvényt, és legyen u= E(Z) € (0, oo.

e Karértékfolyamat, karfolyamat: S; = 7, +-- -+ Zy,, a biztosito teljes kifizetése
a t > 0 id6ponttal bezarolag. Ez egy felujitasi dijfolyamat.

e A biztosito dijbevétele [0, ] intervallumon: P;.
e A biztosito t6kéje a t =0 id6pontban: u > 0.
e Rizikéfolyamat: U, = u+ P, —.5,;, a biztosité pénze a t > 0 id6pontban.

10.1. Definici6. Az (U;);>o sztochasztikus folyamat klasszikus rizikéfolyamat, ha a
fentieken tul teljesiil az alabbi két tulajdonsag is:

o az (NV;);>o felujitasi folyamat Poisson-folyamat valamilyen A > 0 intenzitassal;

e &s a dijbevétel P, = ct alakban irhato fel valamilyen ¢ > 0 konstans segitségével.

4 r—
Ny
3+ o
X3
2 —
Xo
1 ———— U
X1
0 Ty T To=T, t 0

A klasszikus rizikofolyamatnak elénye, hogy matematikailag konnyen kezelhets. Ez
annak a ténynek koszonhetd, hogy a karok bekovetkezési idépontjait leird folyamat egy
Poisson-folyamat, ami felajitasi folyamat és Markov-lanc egyszerre. A klasszikus eset
hatranya, hogy nem minden esetben illeszkedik az empirikus adatokhoz. Példaul rogzitett
t >0 esetén a Poisson-folyamat tulajdonsagai szerint E(N;) = At = D?(V;). Viszont egyes
biztositastipusoknal kimutathato statisztikai eszkozokkel, hogy a karszam varianciaja nem
egyenl§ a varhato értékkel. Tovabbi hatrany, hogy a modell nem vesz figyelembe szezonélis
ingadozasokat, a karszamfolyamat intenzitasa id6tél és karszamtol fiiggetleniil allando.

A kockazati folyamatok témakorében a biztositési termék, és ezaltal a kareloszlés, a
karszamfolyamat és a dijbevétel rogzitett. Egyetlen szabad valtozéval dolgozhatunk, az
u kezd6toke fiiggvényében fogunk valaszolni kiilonféle kérdésekre. A {6 cél a kiovetkezd
fiiggvény vizsgalata:

U(u)=P(3t>0:U; <0) = P(a biztosito u kezdstSkével indulva valaha cs6dbe megy) .
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Latni fogjuk, hogy idénként inkabb az alabb fiiggvénnyel érdemes dolgozni:

P(u)=1-V(u)=P(Vt>0:U, >0)

= P(a biztosité u kezdGtGkével sosem megy csfidbe) :

10.2. Tétel. Legyenek Y1,Ys, ... fiiggetlen és azonos eloszldsi viltozok E(Y') €[—o00, +00]
vdrhato értékkel! Ekkor teljesiilnek az aldbbiak.

(i) Ha E(Y) >0, akkor lim, (Y1 +---+Y,) = 400 m.b.
(ii) Ha E(Y) <0, akkor lim, oo (Y1 +---+Y,) = —o0 m.b.
(i) Ha E(Y)=0 és P(Y =0) < 1, akkor

liminf (Y 4+---4Y,) = —o0 és limsup (Yy+---+Y,) =400 m.b.

n—00 n—o0

Bizonyitds. Az (i) és a (ii) pont a nagy szamok Kolmogorov-féle erds térvényének egy
egyszerli kovetkezménye. A (iii) pont véges szords esetén az iteralt logaritmus tételbdl
kovetkezik, az altalanos eset bizonyitasa nehezebb. O]

10.3. Allitas. Ha F(X) < oo és P, =ct, t >0, akkor teljesiilnek az aldbbiak.

(i) Ha c < E(Z)/E(X), akkor ®(u) =0 minden u >0 esetén.

(ii) Ha c=E(Z)/E(X), akkor tetszdleges u> 0 esetén

() 0, haP(Z=cX)<1,
1, haP(Z=cX)=1.

(i) Ha c> E(Z)/E(X), akkor lim, o ®(u) = 1.
Kovetkezmény: tetszileges € > 0 esetén létezik u> 0, hogy ®(u) > 1—e.

(iv) A ¥ figguvény monoton csékkend, a ® figguény monoton névekvd, és mindkettd
cadlag a pozitiv félegyenesen.

Megjegyzések:

e Most az egységnyi idGintervallumra juto dijbevétel P,/t =c, mig a 3.9. Tétel szerint
az egységnyi id6intervallumra juto atlagos kifizetés

S, B(Z)
0 SR

A 10.3. Allitasban ezt a két értéket hasonlitjuk Gssze.
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e Most X és Z fiiggetlen véletlen valtozok. Emiatt a Z = cX egyenlGség csak akkor
kivetkezhet be 1 valoszintiséggel, ha X és Z is degeneralt (konstans) valtozo. Ez az
eset a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol nem til érdekes.

e A kordbban méar bevezetett jelolést hasznalva E(Z) = p. Klasszikus rizikofolyamat
esetén E(X)=1/\, ezért E(Z)/E(X) = \u.
Bizonyitds. Vezessiik be az Y, = Z, —cX,,, n =1,2,..., valtozokat! Ekkor Y;,Ys, ...
fiiggetlenek és azonos eloszlastiak, tovabba a kozos varhato értékiik
E(Y)=FE(Z)—cE(X) € (—o0, 4] .
Jegyezziik meg, hogy a biztosité csak olyan idGpillanatban mehet cs6dbe, amikor karese-
mény torténik! Az n-edik kiresemény idGpontjaban a biztosité pénze:
u+c(X1—i—- . ._|_Xn) — (Z1+. . ._|_Zn) —u— (Y1+ . ._|_Yn) )
Ez azt jelenti, hogy
O(u) = P(u—sup (Yl—l—' . -Yn) > O) :P<sup (Yl—l—' . -—l—Yn) Su) )
n>1 n>1

(i) Ha c < E(Z)/E(X), akkor E(Y) > 0, tehat a 10.2. Tétel (ii) pontja szerint
sup (Y1 +---+Y,) =+oc0 m.b.

n>1
Ebbdl kovetkezik, hogy ®(u) =1 tetszdleges u > 0 esetén.
(ii) Most E(Y)=0. Ha P(Z =cX) < 1, akkor P(Y =0) < 1. Ekkor ®(u) = 0, hiszen
a 10.2. Tétel (iii) pontja szerint ismét csak

sup (Y1+---+Y,) =400  m.b.

n>1
Ha P(Z = cX) =1, akkor P(Y =0) = 1. Ebben az esetben
sup (Yi+---+Y,)=0 m.b.,

n>1
tehat ®(u) =1 minden u > 0 értékre.
(ii) Ha ¢ > E(Z)/E(X), akkor E(Y') <0, vagyis a 10.2. Tétel (i) pontjaval
lim (Yi+---+Y,) =—c0 m.b.
n—oo

Vezessiik be a kovetkezs véletlen valtozot:

M =sup (Y1+---+Y,) € (—o0, +00) m.b.
n>1
Ekkor ®(u) = P(M <wu), u >0, tehat ® éppen az M valtozo eloszlasfiiggvénye a pozitiv
félegyenesen. Ebbdl kovetkezik az allités.
(iv) Ha c<E(Z)/E(X), akkor ® és ¥ konstans fiiggvények. Ebbdl minden tulajdonséag
kovetkezik. Ha ¢ > FE(Z)/E(X), akkor & eloszlasfiiggvény, tehat monoton novekvs és
cadlag. Emiatt ¥ = 1—® monoton csékkend és szintén cadlag. O
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11. A Lundberg-egyenl6tlenség

11.1. Definici6. Egy tetszéleges £ véletlen valtoz6 momentumgenerald fiiggvénye a
kovetkez6 fiiggvény :

M(r)=E(e'"%) = / e dFe(x).
R
A fiiggvény azon r € R pontokban van definidlva, ahol a varhaté érték véges.
A tovabbiakban az M, fiiggvény fontosabb tulajdonsagait vizsgéljuk meg.
o Tetszéleges & véletlen valtozo esetén M¢(0) = 1.
e Ha P({ =0) =1, akkor M,(r) =1 minden r valés szamra.

e Tegyiik fel, hogy P({ =0) < 1. Ha a momentumgeneralo fiiggvény véges valamilyen
r1 < ro pontokban, akkor a fiiggvény véges és szigortian konvex az (ry,rs) interval-
lumon. Legyen ugyanis r € (ry,3) tetszéleges! Ekkor létezik olyan a € (0,1) érték,
hogy r = ar; + (1 —a)ry, és az exponencialis fiiggvény szigoru konvexitasa miatt

Me(r) = /Re” dFe(x) ="' P(£ =0) +/R\{O} e dFe(x)

< P(£=0) +/ [ae”x—l— (1 —a)em] dFe(z)

R\{0}
Q {e”OP(ﬁ =0) +/]R\{O} e ng(x)] +(1—a) {e”oP(ﬁ =0) —I—/]R

er” ng(x)]
\{0}

:oz/Rer”ng(m)—k(l—Oé)/Remxng(x)ZaMg(Tl)"'(l—a)Mf(TQ)-

e Ha ¢ nemnegativ értékd valtozo, akkor az M fiiggvény létezik a (—o0,0] intervallu-
mon. Ha ezen til M¢(r) szintén véges valamilyen >0 szamra, akkor az M fiiggvény
létezik a (—oo, 7] intervallumon.

Az el6z6 fejezet jeloléseit hasznalva legyenek X és Z a karesemények kozotti id6k nagy-
saga illetve a karérték! Ezek nemnegativ értékid és fiiggetlen véletlen valtozok. Tegyiik
fel tovabba, hogy P, =ct, t > 0, valamilyen ¢ > 0 konstansra, és tekintsiik az Y = Z —cX
valtozot! Vegyiik észre, hogy tetszéleges r > 0 esetén

My (1) = B(e7) = (e 5) = B ) B(e™) = Mp(r)Mx(~er). (15

Most X nemnegativ értékii valtozo, ezért Mx(—cr) < co. Ez azt jelenti, hogy az My
fiiggvény pontosan akkor létezik valamilyen r > 0 pontban, ha ott My is véges. A 8.2.
Kovetkezmény (ii) pontjaban viszont lattuk, hogy egy nemnegativ értéki valtozé momen-
tumgeneral6 fiiggvénye nem feltétleniil létezik a pozitiv félegyenesen. Ahhoz, hogy My (r)
véges legyen valamilyen r > 0 szamra, sziikséges, hogy az 1 — Fz(x) valosziniiség legalabb
exponencialis sebességgel tartson nulldhoz, amint x — oo.
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11.2. Definici6. Tegyiik fel, hogy az My (r) = 1 egyenletnek létezik és egyértelmi a
megoldasa a pozitiv szamok halmazan! Ekkor ezt az R megoldast Lundberg-kitevének
nevezziik.

Felmeriilhet a kérdés, hogy altaldban hany megoldésa lehet az My (r) =1 egyenletnek.
A fejezet elején megmutattuk, hogy P(Y =0)<1 esetén az My fiiggvény szigortan konvex.
Ebbél kovetkezik, hogy az My (r) =1 egyenletnek legfeljebb ketts megoldasa lehet a valos
szamok halmazan. Az r=0 érték mindig megoldas, hiszen My (0)=1. Tehat a P(Y=0)<1
esetben ha létezik pozitiv megoldas, akkor az automatikusan egyértelm is.

Ha P(Y=0)=1, akkor My (r)=1 minden r valés szamra, tehat az egyenletnek végtelen
sok pozitiv megoldasa van. Ebben az esetben a Lundberg-kitevét nem definialjuk.

My

0 R r

11.3. Tétel (Lundberg-egyenlétlenség). Tegyiik fel, hogy valamilyen ¢>0 értékre P,=ct,
t > 0. Ha létezik az R Lundberg-kitevd, akkor W(u) < e B tetszbleges u > 0 esetén.

Bizonyitds. Jelolje ¥, (u) annak a valoszintiségét, hogy u kezd6t6kérsl indulva a biztosito
cs6dbe megy az els6é n karesemény soran! Formalisan:

\Iln(u):P( max (1/'1+'~-+Yk) >u).

1<k<n

A valészintiség folytonossagi tulajdonsiga miatt tetszéleges u > 0 esetén

\I/n(u)—wll(u):P<sup(Y1+-~-+Yk)>u>, n — 00.

k>1

Tehat elegendd azt bebizonyitani, hogy W, (u) < e~ teljesiil tetszéleges u >0 és n > 1
esetén, hiszen ebbdl a rendér-elv alkalmazasaval mar kovetkezik az allitas.

A U, (u)<e v egyenlétlenséget indukcioval fogjuk bizonyitani. A Markov-egyenlstlenséget]
és a Lundberg-kitevd definiciojat alkalmazva
E(eRYI) - MY1 (R) 1 —Ru

eRu eRu - eRu =€

Uy (u) = P(Y; >u) = P(e™ > ™) <
Most tegyiik fel, hogy ¥, (u) < e % teljesiil valamilyen n > 1 esetén! Ekkor

\I/n+1(u):P< max (Yl—l—---—i—Yk)>u>:P(Y1>u)—|—P< max (Y1+-~-+Yk)>u,Y1§u).

1<k<n+1 2<k<n+1
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Jelblje p; és ps a jobb oldalon szerepld két valészintiséget! A p; valészintiségre

plzP(Y1>u):/

(u,+00)

1dFy, (z) < / e Ry (z).

(u,+00)

A teljes valoszintiség tételébdl és az Y1, Ys, ... valtozok fliggetlenségébdl kapjuk, hogy

P( max (Y2+---—I—Yk) >u—Y, V) Su!iﬁzm) dFy, (x)

2 pu—
p 2<k<n+1

—

P( max (YQ—i—---—l—Yk) >u—x, r<ul|lY; :x> dFy, (z)
2<k<n+1

|
—

P( max (Ya+---+Y;) > u—x) dFy, ()
o] \2SkEntl

= P( max (Y1+---+Yk)>u—x) dFy, (z)
—00,u] 1<k<n

U, (u—x)dFy,(x) < / e Ru=®) qpy (z) .

(—o0,u] (—o0,u]

A py és a py valésziniiséget Osszeadva adodik, hogy

\IITH-l(u) =N +p2 S / e—R(u—:p) dFy1 (J}) = E(e_R(u_Yl))
R

=E(e™)e ™ =My, (R)e ™ =1-e " ="

csr2

bizonyitottuk. O
11.4. Példa. Klasszikus rizikofolyamat esetén az X, Xo, ... valtozok exponencidlis el-
oszlast kovetnek valamilyen A\ > 0 paraméterrel. Ekkor elemi szamolassal
o A
MX(T):E(BTX):/ e e Mdr = —— | t<A\.
0 A—r
Ebbdl a (15) formula alkalmazéaséaval kapjuk, hogy
A
My (r) = Mz(r)Mx(—cr) = MZ(T))H—CT :
Tehat a Lundberg-kitevit a kévetkezd egyenlet megoldésaval tudjuk meghatarozni:
cr
Mz(T):l—l-X. (16)

Azokban a tankonyvekben, melyek csak klasszikus rizik6folyamatokkal foglalkoznak, ezzel
az egyenlettel definialjak a Lundberg-kitevét.

Most vizsgaljuk meg azt a specialis esetet, amikor a 71, Zs, ... egyedi kirok is expo-
nencialis eloszlast kovetnek! Ekkor a paraméter 1/u, vagyis

1 1 1
/PJ r—.

M p— p—
2(r) Up—=r 1—pr’ 1
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Ebben az esetben a (16) egyenletnek két megoldéasa van:

- A 1 A
7“1:0 és TQZC Iu:

cp wooc

Jegyezziik meg, hogy most Au=FE(Z)/E(X). Hac>FE(Z)/E(X), akkor ro>0, tehat a (16)
egyenletnek létezik egyértemi megoldasa. Ebben az esetben R = r a Lundberg-kitevé.
Ha ezzel szemben ¢ < E(Z)/E(X), akkor r, <0, és a Lundberg-kitevé nem létezik.

12. A cs6dval6szintiségre vonatkozo integralegyenlet

12.1. Tétel. A klasszikus rizikéfolyamat esetén a @ fiigguény abszolit folytonos a pozitiv
félegyenesen és megolddsa a kévetkezd integrdlegyenletnek :

<I>(u):<I>(0)+—/Ou®(u—z)[1—F(z)]dz, u>0.

Bizonyitds. Mivel az elsé karesemény X; bekovetkezési id6pontja és Z; nagysaga fiigget-
len, a két valtozo egyiittes eloszlasfiiggvénye

H(z,x)=P(Z <z X, <z)=F(2)G(z),
ahol
Gr)=P(X,<z)=1—€e", x>0.

Most G abszoliit folytonos, ezért dG(z) = G'(z)dx = Ae *du.

Jelolje A, (u) azt az eseményt, hogy a biztositd a nem megy cs6dbe az [z, 00) id6-
intervallumon, ha az x id6pontban u tGkéje van. Mivel a biztosité leghamarabb az X,
idépontban mehet cs6dbe, a teljes valdsziniiség tételével és a Fubini-tétellel kapjuk, hogy

<I>(u) = P(Ao(u)) = P(AXI (U—|—CX1 —Zl))

:/ P(AXl(u—l—ch—Zl)]Xlzx,lez) H(dz,dx)
[0,00) x[0,00)

:/ / P(Ay(utcx—2) | Xy =z, 7 = 2) dF(z) dG(x)
[0,00) J/[0,00)

:/ / O(u+cx—2)dF(2) e da

10,00) J[0,00)

:/ )\e’\x/ S(u+cx—z)dF(z)dx.
0 [0,u+cz]

A fentiekben azt is kihasznaltuk, hogy egyrészt az Xy, Z5, X3, Z3, . .. fiiggetlenek az X1, Z;
valtozoktol, masrészt ®(u) =0, ha u < 0. Ebbdl helyettesitéses integralassal, az y =u+cx
valtozo bevezetésével jon, hogy

w) = Ooéeﬁ(u—y) s P
B (u) / /[Oyy]cb(y )dF(z)dy. (17)

Cc
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Integraljuk mindkét oldalt a [0, v] intervallumon! A Fubini-tétellel, egy kis szamolassal,
majd végiil a (17) formula kétszeri felhasznéalasaval kapjuk, hogy

/ du—/ / A 2 /Oy]@(y—z)dF(z)dydu

min(y,v) A

/ —e2 u=y) du/ O(y—2z)dF(z)dy
[0,4]

)\

= e (min(.0)—y) _ o 3(0~ y) O(y—2z)dF(z)dy
[0,9]

ec / (—z)dF(z)dy+/ e (v y>/ d(y—2z) dF(2) dy
[0,9] v [0,y]

—/ ee0- y)/ O(y—=z)dF(z)dy
0 [0,4]

:/ ei(y_y)/ @(y—z)dF(z)dy—FE(I)(v)—E(I)(O).
0 [0,] A A

Ebbdl atrendezéssel azt kapjuk, hogy

B(v) = d(0) + /0 ) [%(@-% /[0 M@(u—z) dF(z)] du. (18)

Ez azt jelenti, hogy a & fiiggvény abszolut folytonos, tehat majdnem mindenhol derival-
hato, és a derivalt megegyezik a szogletes zardjelben taldlhato kifejezéssel.

Rogzitsiik az u > 0 értéket! Az alabbi ¢, fliggvény abszolit folytonos és monoton
névekvs a pozitiv félegyenesen:

- P(u—2), 0<z2<u, by )@ (u—2), 0<z<u,
%(2)—{_@(())7 z2>u, %(Z)_{O, Z>U.
Ekkor egyrészt
Bou2) = [ o)== [ otu—z)dre) e[ -Fw).

masrészt a 8.1. Tétel alkalmazéasaval
E(¢u(2)) = ¢u(0) +/ ¢, (2)[1—F(2)] dz = —®(u) +/ ' (u—z)[1-F(z)] d=.
0 0

Ezekbdl atrendezéssel adodik, hogy

q)(u)—/[o o) dF(z):/quﬂ(u—z) [1— F(2)] d=+ B(0)[1 — F(u)]
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A kapott eredményt a (18) formuldba behelyettesitve majd a Fubini-tételt még egyszer
alkalmazva

<I>(U):<I>(0)+é/v/uq)/(u—z)[l—F(z)] dzdu—i—é/vCI)(O)[l—F(u)} du

//q)/ —2)du [1-F(z )}dz+)\/ (0)[1— F(u)] du
_<1>(0)+C/0 (CI)(U—Z) @(z—z)) [1-F(2)] dz+)\/0U<I>(O)[1—F(u)} du
:q>(0)+%/ovc1>(v—z)[1—F(z)} dz.
2 pedig éppen az, amit bizonyitani akartunk. 0

12.2. Kovetkezmény. Klasszikus rizikdfolyamatra ¢ > Ay esetén ®(0) =1—Au/c.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a 8.2. Kovetkezmény (i) pontja alapjan

/ [1-F(2)]dz=E(Z")=p<o0.

0

Tudjuk, hogy ® eloszlasfiiggvény, tehat monoton névekvs. Emiatt tetszéleges 2z > 0 esetén
@(u—z)ﬂ{zgu}/‘l, u— 00.

Ekkor a monoton konvergenciatétel alkalmazaséaval jon, hogy u — oo esetén

1+ ®(u) :<I>(0)—|—é/0u(1>(u—z)[1—F(z)] dz

c
A oo
=d(0)+ p / D(u—2)1p<n [1— F(2)] d2
0
)\ oo
— ®(0)+ - / [1-F(z)] d=
0
A
— 3(0)+ 21
c
Ebbédl azonnal kovetkezik az allitas. O

12.3. Tétel. Klasszikus rizikdfolyamat esetén ha ¢ > Ay, akkor a VU csddvaldsziniség
fligguény megolddsa az aldbbi egyenletnek :

U (u) :%/OO [1-F(2)] dz+%/0u\11(u—z)[1—F(z)} dz, u>0.
Bizonyitds. Most o
@(0)_1—%“2 —%/0 [1-F(2)] dz,



igy a 12.1. Tétel értelmében

@(u):l—%/ooo [1-F(2)] dz+%/0u<1>(u—z)[1—F(z)] dz, u>0.

Ebbdl adodik, hogy

\I’(u)zl—q)(u):%/ooo [1-F(2)] dz—%/ou (1-¥(u—2))[1-F(2)] dz,
:é/oo [1-F(2)] dz+%/ou\ll(u—z)[1—F(z)] dz . O

c
A kovetkez§ allitast bizonyitas nélkil kozoljiik.
12.4. Allitas (Leibnitz-formula). Tekintsink f(u,v), a(u), b(u), u,v € R, figguényeket!
Teqgyiik fel, hogy

e a és b folytonosan differencidlhato;

o tovdbbd f és Of JOu létezik és folytonos az {(u,v):a(u) <v <b(u)} halmazon!
Ekkor

d b(u) b(u) af
— [/ fu,v) dv} = f(u, b(u))b'(u) —f(u,a(u))a’(u)+/ —(u,v)dv, wuekR.
du a(u) a(u) du
12.5. Példa. A 12.1. Tétel egyenletét altalaban nehéz megoldani, de ha az egyedi karok
példaul exponencialis eloszlast kovetnek, akkor a ® fiiggvényre adhaté explicit formula.

Mivel E(Z) = u, az exponencialis eloszlas paramétere 1/, vagyis

1
F(z)=1—¢?*,  dF(z)=F'(2)dz=~e "*dz, 2>0.
0

A 12.1. Tétel bizonyitasa soran megmutattuk, hogy a ® fiiggvény abszolit folytonos, azaz
majdnem mindenhol derivalhato, tovabba a derivaltat is megadtuk a (18) formulaban.
Ide beirva dF(z) értékét, majd a v = u— z helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy

@'(u):é(b(u)—é/ @(u—z)le_z/“dz:écb(u)—i/ d(v)e gy, (19)
¢ ¢ Jo m ¢ e Jo

A kovetkez 1épésben lederivaljuk a @’ fliggvényt. Ehhez vezessiik be a kovetkezs fiiggvé-
nyeket:

f(u,v) = d(v)e~ /e a(u)=0, b(u)=u, u,veR.

Ekkor a 12.4. Allitas alkalmazasaval

d u d b(u)
T [/0 @(v)e’(“’”)/“ dv] = {/a(u) f(u,v) dv}
of

= f(u,u)-l—f(u,o)-OJr/Ou L u,0) do = @(u) -0 i /qu)(v)e(uv)/u "
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Ezt az eredményt és a (19) formulat kétszer felhasznalva kapjuk, hogy

A A D A 1
Q" (u) = E@’(u) — @(I)(u) + P /0 B (v)e /1 gy = E@’(u) — ;@’(u) = —Rd(u),

ahol R=1/pu—A/c> 0 éppen a Lundberg-kitevs. Kétszeres integralassal jon, hogy meg-
felelGen valasztott D;, Dy konstansokkal

®(u)=Die " +Dy, u>0.
A ®(0)=1—Au/c és lim, o (u) = 1 peremfeltételek alkalmazasaval kapjuk, hogy

A

O(u)=1 .

) u>0.

13. A Beekmann-féle konvolicidos formula

A 12.1. Tételben felirtunk egy egyenletet a & fiiggvényre. Felmeriil a kérdés, hogy
tudunk-e altalanos feltételek mellett explicit formulat adni a ® fiiggvényre. A tovabbiak-
ban csak a ¢ > A\u esettel foglalkozunk, emiatt u= E(Z) € (0, 00). Legyenek

a=M 1) & Fylu) = 1/ - F(2)dz, u>0.
¢ H Jo

Most [°[1—F(z)]dz=E(Z)=p, amibél kévetkezik, hogy Fy teljesiti az eloszlasfiiggvénye-
ket karakterizalo tulajdonségokat: monoton névekvd, cadlag (mert folytonos), Fy(0) =0,
és a végtelenben 1 a hatarérétéke. Legyenek 1y, 1ms,... > 0 fiiggetlen és azonos eloszlasu
véletlen valtozok ezzel az Fj eloszlasfiiggvénnyel. Lattuk, hogy ekkor az n;+- - -+, Osszeg-
nek Fi* az eloszlasfiiggvénye. Természetesen adodik a gondolat, hogy definidljuk az Fg°
kifejezést a ,,0 darab taghol allo Gsszeg”, vagyis a konstans 0 valtozo eloszlasfiiggvényével.
Eppen ezért a tovabbiakban legyen

0, u<0,
1, ©u>0.

Fo(u)=P(0<u) = {

13.1. Allitas. /Beekman-féle konvolicids formula] Tekintsiink egy klasszikus rizikdfolya-
matot, €s tegyik fel, hogy ¢ > A\u. Ekkor

@(u):(l—a)iakng(u), u>0.

Bizonyitds. A 12.1. Tétel és a 12.2. Kovetkezmény alkalmazasaval kapjuk, hogy

B(u) (1—M> —i-)\—#/ou(l)(u—z)l[l—F(z)} i

1
_ <1_a>+a/0 D(u—2) dFy(2)
=(1—a)+a(PxFy)(u).

(20)
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Bebizonyithato, hogy ennek az egyenletnek a € (—1,1) esetén létezik egyértelmi megol-
dasa a lokélisan korlatos fiiggvények kézott. Tudjuk, hogy a & csédvaloszintiség korlatos
fiiggvény és megoldasa a (20) egyenletnek. Az allitdsban szerepld sor szintén korlatos,
hiszen F;* eloszlasfiiggvény minden k > 0 egész esetén, és igy

(1—a) ZakF*k (w)| < (1—a) Za sup Fy¥ (u) iak
k=0

0 u>0

sup
u>0

Tehat csak azt kell megmutatnunk, hogy a fenti sor megoldasa (20) egyenletnek. Behe-
lyettesitéssel kapjuk, hogy a pozitiv félegyenesen

(1—04)4—04{(1—04)204’{]75’“} *xFy=(1—a)F’+(1—« ZakF*k —a)ZakFo*k.
k=0 k=0
[lyen moédon az Aallitast bebizonyitottuk. O

A Beekman-féle konvolicios formula segitségével a ® fliggvényt fel lehet irni numerikus
modszerekkel. A probléma az, hogy a konvolucidk rengeteg szamitasi 1épést igényelnek,
és ez megnoveli a modszer hibajat. Az aldbbiakban bemutatunk egy egyszertibb oGtletet.

A tovébbiakban ¢ mindig karakterisztikus fiiggvényt jelol, ahol a véletlen valtozot
vagy az eloszlasfiiggvényt az alsé indexben fogjuk feltiintetni. Ha ismerjiik a karértékek
F eloszlasfiiggvényét, akkor ¢, numerikusan meghatarozhato:

. . 1 >
() = E(e™) = / e dFy(z) = - / (1 F(z)]dz, tER.

[0,00) HJo
Ekkor a 13.1. Allitas alkalmazasaval a ® fiiggvényhez tartozo karakterisztikus fiiggvény :

o0

pa(t) = /[O )emd@(m’):(l—a)Zak / e A ()

k=0 [0,00)
=(1—a) ) aFoy i, (t) = (1—a) ) aFpk(t) = T oo D

Az utolsé lépésben a mértani sor dsszegképletét alkalmaztuk, hiszen most |agp,(t)| <1
minden ¢t € R esetén. A ® eloszlasfiiggvény folytonos a (0, o) halmazon, igy a Gil-Pelaez-
tétel alkalmazasaval:

O(z) = %— % /OOO Im(eit;‘pq’(t)) dt, 1>0. (21)

Ezzel a ® fiiggvényt meghataroztuk.

13.2. Példa. Tekintsiik ismét azt az esetet, amikor a karnagysagok exponencidlis eloszlast
kévetnek 1/ > 0 paraméterrel! Ekkor F'(x) =1—e™%/* x>0, tehat

1 [ 1 [ 1 1 1
oy(t) = — / e [1—F(x)|dx =~ / elt=1/me o — — — = — teR.
0 0

I It pl/p—it  1—itp
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Ebbél kévetkezik, hogy

l—«o

R
—m—(l—a)—i—a— teR. (22)

Po(t) 7
A fenti formuldban R=1/u—\/c a Lundber-kitevs, és a masodik lépésben csak algebrai
atalakitasokat alkalmaztunk. A kapott fiiggvényre a (21) egyenldséget formalis kalkulaci-
6val nehéz alkalmazni, tehat ilyen modon a @ fiiggvényt papiron nem tudjuk kiszamolni.
Szerencsére mi a 12.5. Példaban mar meghataroztuk a @ fliiggvényt. Tekintsiink most arra
az eredményre Ugy, mint egy sejtés, és ellendrizziik le ezt a sejtést:

l—ae B >0
d(z) = ’ - 23
(@) {O, r<0. (23)

Vegyiik észre, hogy a pe mérték abszolut folytonos a (0, 00) intervallumon, a 0 pontban
pedig van egy 1— « nagysaga atomja. Ekkor a kapcsolatos karakterisztikus fiiggvény :

wo(t) = /]R " dP(z) =" e ({0}) +/ "' (z) dw

(0,00)

= (1—04)+04/(0700) e Re™ R dy = (1_a)+aR—it :

Mivel ez azonos a (22) egyenldségben kapott karakterisztikus fiiggvénnyel, a (23) formu-
laban valéban a ® csddvaldsziniliség szerepel.

14. A cs6dval6szintiség aszimptotikus viselkedése

A tovabbiakban sziikségiink lesz a Z karérték momentumgeneralo fiiggvényére:

M(r)=E(e"”) :/e”dF(z).

R

A 8.2. Kévetkemény (ii) pontjaval a fiiggvény a kdvetkezé modon irhato at:

M(T):/[O )emdF(z):1+7‘/Oooe”[1—F(z)] dz . (24)

Korabban mar megvizsgaltuk, hogy a momentumgeneralé fiiggvények milyen altalanos
tulajdonsidgokkal rendelkeznek, ezek a jelen esetben is teljesiilnek. A tovabbi munkank
szempontjabol sziikségiink lesz az alabbi allitasra:

14.1. Allitas. Tegyik fel, hogy az M momentumgenerdld figguény véges eqy R valds
szam valamely kérnyezetében! Ekkor a fiigguény derivdlhato az R pontban, és

M'(R) = /[0 ) zef dF (z) = /OOO (e"*+Rze"™) [1-F(2)] dz. (25)
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Bizonyitds. Ennek bizonyitaséhoz legyen Ry > R olyan érték, melyre M(Ry) < oo, és
vezessiik be a kovetkezd folytonos fiiggvényt:

f(r,z>:{(e”—eRz)/(r—R), r#+R, 23>0,

ZeRZ ) r= R7
Rogzitett z esetén az f fliiggvény monoton névekvs az r valtozoban, tehat
f(T',Z)Sf(RQ,Z), TSRZ, z>0.

Maésrészt a momentumnegerilo fiiggvény véges a (—oo, Ry| intervallumon, tehat

_ M(R,)—M(R)
o f(Ry,2)dF(2) = R R < 00.

Ekkor a majorans konvergenciatétel alkalmazasaval:

. M(r)-M(R) .. _
}%T = }g% 000) f(r,z)dF(z) = 000 f(R,z)dF(z).
Az (25) formula masodik egyenldsége a 8.1. Tételbdl kovetkezi. O

A 11.4. Példdban megmutattuk, hogy klasszikus rizik6folyamat esetén az Lundberg-
kitev6 gy definidlhato, mint az alabbi egyenlet egyértelmi megoldasa a pozitiv szdmok
halmazan:

M(r):1+%.

Vezessiik be a h(r) = M (r)—1 fiiggvényt! Ekkor a Lundberg-kitevs a h(r) =cr/\ egyen-
letnek is egyértelmi megoldasa a pozitiv félegyenesen.

14.2. Tétel (Cramér-Lundberg approximacio). Tekintsink egy klasszikus rizikdfolyama-
tot! Teqyiik fel, hogy létezik az R Lundberg-kitevd, tovabba tegyiik fel, hogy az M momen-
tumgenerdlo fligguény véges az R pont valamely kérnyezetében! Ekkor

: Ru _ C— )‘M
s ) = R o
A tétel gyakorlatilag azt allitja, hogy a cs6d valészintisége az u kezdGtdke fiiggvényében

assziptotikusan exponenciélis:

c— A -R
U(y) ~ ——CF —Ru
(v) MI(R)—c

U — 0.

Bizonyitds. A momentumgeneralé fiiggvény létezik az R pontban, ezért a (24) formula
szerint

h(R)=M(R)—1= R/Ooo e [1-F(z)] dz. (26)
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Most az R érték megoldasa a h(r) = cr/ egyenletnek, tehat

1= %h(R) = % /OOO e [1-F(z)]dz.

Ebbél kovetkezik, hogy az alabbi g fiiggvény egy £ folytonos véletlen valtozo siirtiségfiigg-
vénye, tovabba P(£ > 0) = 1. Legyen G a kapcsolatos eloszlasfiiggvény!

QB2 _ F(2 z #
g<z>={c 1=F)], =20, 6= [ gwyas

0, 2 <0,

A kés6bbiekben sziikségilink lesz a & valtozo varhato értékére, ezért ezt most megha-
tarozzuk. Tekintsiik a ¢(z) = zef*, 2 > 0, fiiggvényt! Ekkor

¢'(2) —

W(R)=M/(R)=E(6(2)) & ()=, 220.

Mivel ¢ monoton és abszolut folytonos, a 8.1. Tételbdl, R definiciojabol és a (26) formu-
labol kapjuk, hogy

BO= [ wal)dz=3 [T oL-Fe)

i [ s@-Pela- 2 [ e n-re)ds
= 2 [Bo(2)-0(0)] - Jgh(R) = 2arry - - = 2D

Vezessiik be a kiovetkez§ fliggvényeket :

a(u) = éeR“ /OO [1-F(2)] d=, A(u) = ef™" WU (u) , uck.

C

Ekkor a 12.3. Tétel fiiggvényegyenletébdl

e (u) = %eR“ /oo [1-F(z)] dz+% /Ou =Y (u—2)e™ [1- F(2)] dz.

Ez a bevezetett jelolésekkel a kovetkez felujitasi egyenletet adja:

Au) = a(u) +/Ou A(u—z)h(z) dz = a(u) +/0u A(u—2)dG(z) (27)

Szeretnénk alkalmazni a 6.7. Tételt erre a feldjitasi egyenlere, de ehhez elGszor le kell
ellenérizniink a tétel feltételeit:

e Most ¢ folytonos valtozo, tehat nem aritmetikus eloszlasu.

e Az a és A fiiggvények folytonosak, ezért lokdlisan korlétosak.
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o Az q fiiggvény elGéall két monoton csokkend fiiggvény kiilonbségeként :

a(u) = ay(u) —as(u) = 2 /OO e [1—F(z)] dz— A /00 (e —e™)[1=F(z2)] d=.

C c

o Meg kell mutatnunk, hogy a; és a; Riemann-integralhatd a pozitiv félegyenesen.
Mivel ay > ay > 0, elég az a; fiiggvénnyel foglalkozni. Ekkor a Fubini-tétel alkalma-
zasaval:

// *[1-F(2)] dzdu= / / e [1- F()]dudz—/oooze [1-F(2)] d=.

Ez viszont véges a (24) formula miatt.
Térjiink vissza a (27) felujitasi egyenlethez! A 6.7. Tétel alkalmazéasaval kapjuk, hogy

1}1_)120 Au) = % /000 a(z)dz = Wg)—c /000 a(z)dz . (28)

Tehat csak annyi a feladatunk, hogy meghatarozzuk az a fliggvény integraljat. Tekintsiik
a kovetkezd fiiggvényt:

0, u<0,
H{w) = {%fou[l—F(z)]dz, u>0.

Vegyiik észre, hogy H eloszlasfiiggvény, hiszen monoton névekvd, cadlag (mert abszoluat
folytonos), és a hatarértéke a két végtelenben 0 illetve 1. Legyen n egy olyan valtozo,
melynek H az eloszlasfiiggvénye! Az abszolut folytonossag miatt dH (u) = H'(u)du, tehat
a (26) formula alkalmazasaval

E(e™) = /OOO "™ dH (u) = /OOO el [1—F(u)] dz= R o

Ekkor a (24) egyenl@ség segitségével

(0.9] (0.9] 1 oo oo
/o a(u) du = j—g i ReR“—L [1—F(2)] dzdu = j—g/o Re™[1—H(z)] du

1
AL R A | ¢ c— A\
= 2By 1 =22 S 1] = |
CR{ (e ) ] cR | A\ cR
Ha ezt beirjuk a (28) formulaba, akkor éppen megkapjuk a bizonyitandé allitast. O

14.3. Példa. Ha az egyedi karok exponencialis eloszlast kovetnek 1/u paraméterrel, akkor

) =M@ -1= pey= L

(L—pr)?’ u

M(r) :E(erz) =
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A h(r)/r =c/X egyenletnek van pozitiv megoldasa, ami

R=———.
TR
Vegyiik észre, hogy most R < 1/u, tehat a h fiiggvény létezik az R Lundberg-kitevs
valamely kérnyezetében. Behelyettesités utan kapjuk, hogy

M(R) = p(S)
- M AM I
amibdl \ \
C— Al —Ru H Ry
U(u) ~ —————e =—e

(W)~ 3R = c
Jegyezziik meg, hogy exponencidlis eloszlds esetén nem csak aszimptotikus egyenlGség
van, hanem ennél t&bb is teljesiil: az el6z6 fejezetben lattuk, hogy

, U — 00 .

A
U(u) = A o~ Ru
c

u>0.

Y

Tovabbi kérdések:

e Milyen allitast fogalmazhatunk meg a csédvalosziniiségekre olyan esetben, amikor
a Cramér-Lundberg-tétel feltételei nem teljesiilnek ?

e Feltéve, hogy a biztositoé cs6dbe megy valamikor, mit allithatunk a cs6d nagysaga-
rol?

e Milyen mdédon becsiilheté meg a Lundberg-kitevé és a csGdvaloszintiség statisztikai
modszerekkel 7

15. Az M/G/1/1 modell

A tomegkiszolgalasi vagy masnéven sorbanallasi modellekben egy rendszert vizsga-
lunk, melybe vevdk, iigyfelek érkeznek. A veviket ki kell szolgalnunk, ez valamennyi id6t
igényel. A kiszolgélas utan a vevék tavoznak a rendszerbdl. A kévetkez6 jeloléseket fogjuk
majd hasznalni:

o A vevtk kozotti érkezési id6k: Xq, Xy, ... >0 fiiggetlen és azonos eloszlasi valtozok.

o A vevtk kiszolgalasi ideje: Yy, Ys, ... > 0 fiiggetlen és azonos eloszlasi valtozok,
melyek az érkezések kozotti idsktsl is fiiggetlenek.

e A szerverek szama: a €{1,2,..., 00}, ennyi vevit tudunk egymassal parhuzamosan
kiszolgalni. Ha egy vevé Ggy érkezik a rendszerhez, hogy nincs szabad szerver, akkor
bedll a sor végére és varakozik.
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e A rendszer kapacitasa: b€ {1,2,...,00}, ennyi vevg fér be a rendszerbe. Ha egy vevd
ugy érkezik a rendszerhez, hogy nincs szabad kapacitas, akkor azonnal tavozik.

o A 6 feladat a rendszer méretének a vizsgalata. Jelolje L, azt, hogy Osszesen hany
vevl tartdozkodik a rendszerben a t > 0 idépontban. Feltessziik, hogy Ly = 0.

A témekiszolgalasi rendszerek nagyban kiilonbéznek abbol a szempontbdél, hogy mi
az eloszlésa a fentiekben bevezetett valtozoknak, illetve mekkora az a és b paraméterek
értéke. Az 1950-es évek 6ta a modelleket a Kendall-féle jel6léssel kiilonboztetjiik meg. A
Kendall-jelolés A/B/a vagy A/B/a/b szokott lenni, ahol:

o A egy beti, mely az X1, Xy, ... valtozok eloszlasara utal. Tipikus értékei:

* M = exponencialis (Markovian),
* (G = altalanos (general),
* D = determinisztikus.

,,,,,,

G és D.
® a a szerverek szama.
e ) a rendszer kapacitasa. Ha nem jeldljiik, akkor b = oc.
Néhéany példa:

o M/M/a/b: az érkezések kozotti id6k és a kiszolgalasi id6k is exponencidlis eloszlé-
stiak. Ekkor (L;);>o folytonos idejii homogén Markov-lanc, és a rendszer konnyen
vizsgalhaté a Markov-lancok altalanos elméletével.

o M/G/1 avagy M/G/1/oc0: a vevk exponencialis id6kozonként érkeznek, de a kiszol-
galési id6 tetszoleges eloszlasu lehet. Egy szerveriink van, de a rendszer kapacitasa
korlatlan.

e M/G/1/1: az el6z6hoz viszonyitva annyi a valtozés, hogy a rendszer kapacitasa
1. Ha egy vevd érkezésekor a rendszer iires, akkor betér, és kiszolgaljuk. Ha az
érkezéskor az egyetlen szerver foglalt, akkor a vevs tavozik.

o (G/G/oo/oc0: Onkiszolgalo rendszer. Korlatlan a kapacitas, és tetsz6leges sok vevot
ki tudunk szolgalni egymassal parhuzamosan.

A fejezet hatralevs részében az M/G/1/1 rendszerrel foglalkozunk. Néhany tovabbi
jelolés és feltevés:

e )\ az Xq, Xs, ... exponencidlis eloszlasu valtozok kozos paramétere.

o A vevek érkezési id6pontja: T, = X1 +---+ X,,, n > 0.
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o Az érkez§ vevsket szamolo Poisson-folyamat: (Ng)s>o.

A rendszer mérete (length) a ¢ > 0 id6pontban: L.

A hatralévs munka (work) a t > 0 id6pontban: W;.

A rendszerben iires és nem iires idGtartamok kovetik egymast. A nem iires idé-
tartamok hossza a vevdk kiszolgalési ideje, tehat Y7, Y5, ... Jeldlje &,&, ... azon
idGtartamok hosszéat, amikor a rendszer iires!

15.1. Allitas. Az M/G/1/1 rendszerben teljesiilnek az aldbbi tulajdonsdgok:
(i) &,Y1,&,Ys, ... figgetlen véletlen vdltozok;
(ii) &1,&s, ... exponencidlis eloszldst kivetnek N paraméterrel.

15.2. K6vetkezmény. A rendszer rezetelddik minden egyes kiszolgdlt vevd tdvozdsakor,
ami dolgot jelent:

o eqyrészt az eloszldsbeli tulajdonsdgokat tekintve a tdvozds utdn a rendszer pontosan
gy viselkedik, mintha a t =0 idépontban lennénk;

e mdsrészt a tdvozds utdni viselkedés fiiggetlen a tdvozds eldtti eseményektdl.

Bizonyitds (15.1. Allitds). A rendszer az iires allapotbél indul, és az els vevs X id6
mulva érkezik, tehat & = X;. Ez azt jelenti, hogy & és V) fiiggetlenek egymastol és az
X5, Y, X3, Y5, ... valtozoktol. Tekintsiik a kdvetkezs szamlalo folyamatokat:

Nt,:NX1+t_NX1v NzS/,:NX1+Y1+t_NX1+Y17 t>0.

Vegyiik észre, hogy (NV])i>0 az X, X3, ... valtozok altal definialt Poisson-folyamat! Ebbdl
kovetkezik, hogy ez a folyamat fiiggetlen X-t6l és az Osszes kiszolgalasi id6t6l. Jegyezziik
meg tovabba, hogy

N{ = Ny, ., — Ny, , t>0.

Ekkor a 4.1. Allitas értelmében (N/);>o egy olyan Poisson-folyamat, mely fiiggetlen az
Y] kiszolgélasi id6t6l. Természetesen ez a folyamat fiiggetlen az X1, Ys, Vs, ... valtozoktol
is, hiszen (NV})i>0 és Y7 is fiiggetlen volt. Foglaljuk ssze, hogy mit kaptunk:

o {1,Y1.,Y,, ... fiiggetlenek egymastol és az (V] );>o folyamattol;

o (/)10 egy A intenzitast Poisson-folyamat, tehat a & valtozo szintén exponencialis
eloszlast kovet \ paraméterrel.

A fenti gondolatmenetet meg tudjuk ismételni az Gsszes kiszolgalt vevére, amibsl mar
kovetkezik az allitas. ]

A tovabbiakban legyen 7, =¢,+Y,,, n=1.2,... Ez el6z6 allitas értelmében 71, Zs, . ..
fiiggetlen és azonos eloszlast valtozok és Z; = X + Y;. Jelolje M, a kiszolgatl vevk
szamat a t > 0 idGponttal bezardlag. Ekkor (M;)i>0 a Z1, Za, ... felgjitasok kozotti idsk
altal definialt feltjitési folyamat.

49



15.3. Allitas. Az M/G/1/1 rendszerben az tires dllapot hosszitdvi idéardnya

t E(Xy)
lim — | L¢p,—ords= m.b.
t=oo ¢ Jo {L:=0} E(Xl) —G—E(Yi)
Ha E(Y?) < 0o, akkor az dtlagos hdtralévé munka
1/t 1 B
lim — [ Wyds=— 1 .b.
St )y YT OEX )T EM)

Bizonyitds. Az alabbi grafikonokon az 1y ,—qy illetve a W, folyamat van abréazolva:

Yy b---
1 Yo it N
~ ~ ~ 7 P\ 7
N s 77 5 g 0D
S ~ ~ ~ ~ S
&1 Y &

~

2 Yo &Y

v v v

SR 4! & Yo & Y

~

Az els6 abran az egyes téglalapok teriilete &1, &, ... Tetszbleges t > 0 esetén

t
E14-- &, g/ Lip,—oyds <&+ +&u41-
0

A 3.6. Tétel (i) pontjat és a nagy szamok erds torvényét alkalmazva kovetkezik, hogy 1
valoszintiséggel

—§1+”£+£Mt:%£l+']‘v"[jém —>E<121)E(€1), t— 00,
* €4t M+ 16+ 1€ 1
! ; Metl tt ! Mt—i—lMtH — E(Zl)E(lSl)’ t— 0.
Ekkor a rendér elvbél kapjuk, hogy
1 [t E E(X
g/o I{p,—oy dt — E((Z)) = E(Xl)(+jE)(Y1) , t—o00.
A masodik abran a haromszogek teriilete rendre Y?/2,Y2/2, ..., vagyis

v Vi, [ e Vi1
gy DM < W,ds < L 4. 42841
2+ + 5 _/0 s < 2+ + 9

Ismét a 3.6. Tétel (i) pontjat és a nagy szamok erds torvényét alkalmazzuk, amikbdl
kovetkezik, hogy 1 valoszintiséggel
VP24 4 Y, /2 M YP 244 Y5, /2 . 1
t ot M, E<Zl)

E(Y?/2), t—o0,
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és

VP24 4V /2 My+1YP 2445, /2 . 1

E(Y?/2 t :
/ ' M, +1 Bz P02t
Ezekbdl a rendér elv segitségével jon, hogy
I BE(YZ2/2) 1  E(Y?)
- W,ds — L = - ! , t—o00. O
t / B(Z)  2B(X1)+B()

15.4. Allitas. Ha E(Y?)<oo, akkor az M/G/1/1 rendszerben a hdtralévé munka vdrhatd
értékére

. 1 B(YP)
Jim E(W:) = 2E(X))+EM)

Bizonyitds. Vezessiik be az A(t) = E(W;), t > 0, fliggvényt! Ekkor a teljes varhato érték
tételével kapjuk, hogy

A(t) = E[W,] = / E[W | Xy =2,Y1 =y|Fx, v, (dz, dy), t>0. (29)

RxR
A 15.1. Allitas szerint a rendszer rezetelgdik az X; +Y; idépontban, ezért
0, t<uw,

EWy| X1 =z,Yi=y] =S a+y—t, r<t<az+ty,
E[Wt—(m+y):| , tzx+ty.

Ekkor a (29) formulat a kovetkezd modon tudjuk folytatni:
A(t) :/ (x4+y—t) FXl,yl(d:c,dy)—i-/ A(t—x—y)Fx, y,(dx,dy) .
{(z,y):w<t<z+y} {(z.y):x+y<t}

Jelolje a(t) a jobb oldal elsé tagjat az el6z6 egyenldségben! A masodik tag a kovetkezd
modon ifrhato at:

/ A(t_x_y)FXLYl(dx)dy) = / A(t_x_y)ﬂ{z+y§t}FX1,Y1(dxvdy)
{(@y):z+y<t}

RxR

= E[A(t—)ﬁ —Yl)]l{X1+Y1St}] = E[A(t_zl)l{zlét}]

:/RA(t—z)]l{z<t}le(dz):/ A(t—2)dFz (2).

[0.]

[lyen modon a kévetkezd felajitasi egyenlethez jutunk:

A(t) = a(t) +/[0t] A(t—2)dFz (2), t>0. (30)
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Ahhoz, hogy alkalmazni tudjuk a felajitasi egyenletre vonatkozo tételeket, elGszor
szebb alakra kell hoznunk az a fiiggvényt. Most X; és Y] fliggetlenek és X exponencialis
eloszlast kovet, ezért, ezért

Fx, v, (dz,dy) = Fx, (dx)Fy, (dy) = e da dFy, (y), x,y>0.

Ekkor a Fubini-tétel alkalmazéasaval a kovetkezd kifejezést kapjuk:

alt) = / (4 y—1) dFy, yi (2, y) — / (+y—t) dFx, (2, )
{(zy):x<t} {(z,y):x+y<t}

/ /x—l—y e dx dFy, (y) // (x+y—1t) e M dr dFy, (y) .
[0,t—y]

Az el6z6 formulaban az els tag szépen kiszolhato:

/OOO /Ot(x+y—t))\eM dz dFy, (y) = /OOO [[1—e“} Ejuy] —t] dFy, (y)

= /OOO [Fxl () [E(X1)+y] —t] dFy, (y) = Fx, (t) [E(X) + B(Y1)] —t .

(31)

A masodik tagra a kovetkezd kifejezést kapjuk:

At]/ (z+y—t) e M drdFy, (y) = /[o,t] [% [1_€*A(t*y)} —(t—y)} dFy, (y)
—/M [E(Xl)Fxl(t y)— (t— )} dFy, (y)

— B(X)) / P (t—y) dFy, (y) — / LRy (y) + / Y dFy ()
[0,t] [0,t] [0,t]

= EC0) (P B ()~ 0+ [ b (0

— B(X\)Fy (t) — tFy, () + E(Y) — / " ydRL ().

Ha a kapott eredményeket visszairjuk a (31) formulaba, majd rendezziik a tagokat, akkor
azt kapjuk, hogy

alt) = B(X) [Fx, (6) — Fay (0] —£[1— Fyy (8)] — E(O) [1 - F, (8)] + / Y dFn(y). (32)

Az a fiiggvény tul bonyolultnak ttinik ahhoz, hogy a 6.2. Tételt alkalmazzuk, tehat
nem fogunk explicit formulat felirni az A(t) = E(W;), t > 0, fiiggvényre. Ehelyett a 6.7.
Tétel segitségével az A fliggvény hatarértékét fogjuk meghatarozni. Az el6z¢ allitasban
mar lattuk, hogy Z; nem aritmetikus eloszlast, tovabbé ellendérizhets, hogy most a 6.7.
Tétel tobbi feltétele is teljesiil. A feladatunk az fo t)dt integral kiszamolasa. Ehhez
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egyesével fogjuk integralni a (32) formuldban szerepld tagokat. A 8.2. Kévetkezmény
alkalmazasaval a masodik és a harmadik tag integralja:

E(YY)

/Oot[1 — Fy, (t)] dt = —5 /OO EMW)[1-Fx,(t)] dt = E()E(X).

Hasonl6é modon tudunk elbanni az elsé taggal is:
| B[P0~ Pa] at= B [T 1= Pao] de-BX) [ =P
= E(X1)E(Z1)— E(X1)E(X1) = E(X1)E(Y) .

Végiil a Fubini-tétel segitségével a negyedik tag integréalja:

/Ooo/toodeyl(y)dt:/Ow/oyydtdFyl(y):/OoowaYl(y):E(yf).

A (32) formulabol és a fenti eredményekbdl azt kapjuk, hogy

o E(Y? E(Y?
| atyar=moxypon - 200 - oy poxy + po) = 202

0

Ekkor a 6.7. Tétel alkalmazasaval mar kovetkezik, hogy
o 1 E(Y})
A(t) — / a(t)dt = LAY t— 00.
D=5z OBy RV 2

Ez éppen a bizonyitandé konvergencia. O]

16. Gyakorl6 feladatok

1. Legyenek M és N pozitiv egész értéki véletlen valtozok, és tekintsiik valtozoknak
egy X1, Xo,... sorozatat. Mutassuk meg, hogy teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok!

a. Ha N =n valamely n pozitiv egész szamra, akkor N megéllasi idé a sorozatra
nézve.

b. Ha N megallasi id6 a sorozatra nézve, akor N +k is megéllasi id6 tetszéleges
k pozitiv egész szam esetén.

c. Ha M és N megallasi id6k a sorozatra nézve, akkor min(M, N) és max(M, N)
is megallasi idG.

2. Legyenek X, X, ... fiiggetlen és azonos eloszlastu valtozok, melyekre
P(X,=0=P(X,=1)=1/2, n=12,...

Legyen tovabba N =min{n >2: X, =1} —1.
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a. Az N valtozo fiiggetlen az X1, Xy, ... sorozattol? Esetleg megdllasi id6 a so-
rozatra nézve”?

b. Hatéarozzuk megaz F(N) és E(X 1+ --+Xy) varhato értékeket! Teljesiil ebben
az esetben a Wald-azonossag egyenlGsége ?

. Bizonyitsuk be a 2.2. Allitast!

. Konstrualjunk meg egy olyan szamlalo folyamatot, melynél P(r <oo)=1/2. (A 7
valtozo a felrobbanas id6pontjat jeloli.)

. Tekintsiink egy olyan (IV;);>¢ felajitasi folyamatot, melyre E(X) € (0, 00). Rogzit-
siink egy t > 0 id6pontot!

a. Mutassuk meg, hogy tetszéleges k > 1 egész esetén N = N, + k megéllasi id6
az X1, Xy,... sorozatra nézve. Ennek segitségével adjuk meg a Ty, valtozo
varhato értékét!

b. Ugyanezzel a modszerrel meg tudjuk hatarozni T, varhato értékét is?

. Legyen M egy geometriai eloszlast valtozo p € (0,1) paraméterrel, tovabba legyenek

1 <M
X,=1 ' = n=12,...
2, n>M,

Jelolje (Ny)i>o0 az X1, Xa, . .. sorozat altal definiélt szamlalo folyamatot! Tetszéleges
t >0 esetén adjuk meg az N, valtozo eloszlasat, tovabba irjuk fel az m varhaté érték
fiiggvényt!

. Egy gyarban az egyik berendezés idénként magatol ledll. A szerel6 60 percenként
néz ra a gépre, és ha leallt, akkor Gjrainditja. A gép egy oOra alatt a korabbiaktol
fiiggetleniil p€(0,1) valoszintiséggel 4ll le ujra. Jelolje Ny azt, hogy a szerel§ hanyszor
inditotta jra a berendezést a t >0 id6ponttal bezarolag. (A gép a t =0 id6pontban
miikodott, nem kellett ajrainditani.)

a. Mutassuk meg, hogy (N;):>o felujitasi folyamat! Hatarozzuk meg a felajitasok
kozotti id6k eloszlasat és a felujitasi idGpontok eloszlasat!

b. Adjuk meg az N; véletlen valtozo eloszlasat, és irjuk fel a felujitési fliggvényt!

. Zoli bacsinak van egy régi elemes radioja, mindig azon hallgatja a Kossuthot. Ami-
kor az elem lemeriil, Zoli bacsi azonnal kicseréli azt egy ugyanolyan tipusa 1j elemre.
Feltehet6, hogy az elemek élettartamai egyenletes eloszlast kdvetnek 8 és 12 6ra ko-
zOtt és fiiggetlenek egyméstol. Egy 4j elem 200 forintba keriil.

a. Jelolje N; azt, hogy Zoli bacsi hanyszor cserélt elemet a radidoban a t id6ponttal
bezarolag! Mit allithatunk az N, folyamatrol és az E(V;) varhato értékrdl,
amint t — 007
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b.

Jelolje S; azt, hogy Zoli bacsi hany forintot koltott elemekre a ¢ idéponttal
bezarolag! Az elsé elemet a radioval kapta, azért nem kellett kiilon fizetnie.
Mit mondhatunk az S; valtozorol és az E(S;) varhato értékrsl t — oo esetén?

9. Egy autoészerel6 miihelyben egy-egy auté 6rdkban szamolt javitasi ideje A =2 para-
méteres exponencialis eloszlast kdvet. A szerel§ egyszerre csak egy autéon dolgozik,
de az autok folyamatosan jonnek, tehat a mithelyben mindig van munka. Feltehetd,
hogy az egyes autok javitasi idejei fiiggetlenek egymastol. Jelolje N; azt, hogy a
szerel6 hany autoé javitasat fejezte be a ¢t > 0 idGpontig!

a.

b.

10. Egy

Adjunk explicit formulat az FE(N;) varhato értékre! Mit allithatunk az N
folyamatrol és az E(N;) figgvényrdl, amint ¢ — co?
Ha egy auto javitasi ideje legfeljebb 1 ora, akkor a szerelg 1000 forintot kér a

munkaért. Ha a javitasi id6 nagyobb, mint 1 éra, akkor a szerel6 1000 forintos
6rabér szerint szamlaz. Atlagosan mennyibe keriil az autok javitésa?

. Tegyiik fel, hogy a tulajdonosok a helyszinen megvarjak az autojuk javitasat,

és a munka végén azonnal fizetnek! Jelolje S; a miihely teljes bevételét a [0, ]
intervallumon! Mennyi az egy orara jutoé hosszi tava atlagos bevétel, tehét
mekkora a limy;_, ., S;/t hatarérték?

repiil6gép két varos, A és B kozott ingazik oda-vissza. A szélirdny miatt a

gép a két iranyban eltérd idg alatt tudja megtenni az utat. Az A varosba menet
az Ut idStartama egyenletes eloszlast kdvet 10 és 12 ora kozott, visszafelé pedig az
idGtartam egyenletes eloszlast kovet 8 és 10 ora kozott. Fzek az idétartamok teljesen
fiiggetlenek egyméstol.

a.
b.

d.

Atlagosan mennyi ideig tart megtenni egy teljes fordulot?

Jeldlje Ny azt, hogy a repiil6gép hany forduldt tett meg t-edik 6raval bezarolag!
Mit allithatunk az V; folyamatrol és az E(N;) varhato értékrol, amint ¢ — oo ?

. Jelolje S; azt, hogy a gép Osszesen mennyi id6t toltott az A-ba vezetd iton a

t-edig oraval bezarolag. (Csak a befejezett fordulokat vegyiik figyelembe!) Mit
allithatunk az S; valtozorol és az E(S;) varhato értékrdl, ha t — oo.

Hossza tavon a gép az idének mekkora hanyadéban repiil az A varos felé?

11. Egy boltba fiiggetlen és azonos eloszlasi, exponencialis id6kézonként érkeznek ve-

vok,

a.

oranként atlagosan 10. Legyen (IV;);>o a veviket szamlalo folyamat.

A nyitas utan varhatéan mennyi id6 elteltével érkezik meg a harmadik vevs?
Hany perc a szorasa az érkezési idének? Mennyi annak a valészintisége, hogy
a harmadik vevg fél 6ran beliil megérkezik ?

. Mi annak a valoszintisége, hogy az els6 1 6raban nem jon vevs? Varhatoan

hany vevs érkezik a nyitast kovetd 1 éra alatt?

. Mekkora valoszintiséggel fog a nyitast kovetd 2 és 4 kozott legfeljebb 3 vevd

érkezni? Mennyi a vevGk szdmanak a varhato értéke?
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d. Milyen valészintiséggel fog az els6 6raban pontosan 5, majd 2 és 4 6ra kozott
pontosan 10 vevs érkezni? Mekkora eséllyel fog 2 és 3 6ra kozott pontosan 5,
tovabba 2 és 4 ora kozott pontosan 10 vevs érkezni?

e. Tegyiik fel, hogy az els¢ o6raban 5 veves érkezett érkezett. Adjuk meg a 2 és 4
ora kozott érkezett vevdk szamanak feltételes eloszlasat és feltételes varhato
értékét. Mennyi annak az esélye, hogy 2 és 4 kozott pontosan 10 vevs érkezik?

f. Tegyiik fel, hogy az els6 6raban 5 vevs érkezett érkezett. Adjuk meg a nyités
utani els§ 2 6rdban érkezett vevék szdmanak feltételes eloszlasat és feltételes
varhato értékeét.

12. Tekintsiink egy (IV;);>o felujitasi folyamatot, ahol P(X =0) < 1. A megfelels regu-
laritasi feltételek mellett adjuk meg az alabbi hatarértékeket!

a. Teljes élettartam: lim;_,o. % fos Xn.41ds.
b. A rendszer kora: limyo 1 [5 (t—T,)ds.
13. Tekintsiik az alabbi G fiiggvény altal generalt g Lebesgue—Stieltjes-mértéket! Ha-

tarozzuk meg ug atomjait, illetve az atomok mértékét! Mennyi a [—1,1] és a [0,1]
halmaz mértéke? Szamoljuk ki az [*°_xdG(x) integral értékét!

- G(z)=exp(—|z]), ze€R.
b. ,

o {7
c.

G(x):{{z}’ x>0,

0, x<0.

14. a. Legyenek p és v (nem elGjeles) mértékek a valos egyenesen, tovabba tetszéleges
B C R? esetén jelolje B’ a B halmaznak az x = y egyenesre vett tiikorképét!
Mutassuk meg, hogy ekkor px v(B) = v x u(B’') minden B Borel-halmazra.

b. Legyenek GG, H : R — R monoton névekvé és cadlag fiiggvények, és tekintsiink
a,b > 0 valos szamokat. Mutassuk meg, hogy ekkor p,ciog = apig+bug.

c. Legyenek G, H:R— R cadlag fiiggvények, melyek korlatos valtozésuak a véges
intervallumokon, tovabba tekintsiink a és b valos szdmokat. Mutassuk meg,
hogy ekkor jigrom = apic +bpn.

15. Tekintsiink egy (N;):i>o felujitasi folyamatot, ahol P(X = 0) < 1. Megfelels felté-
telek mellett adjuk meg az alabbi hatarértékeket! Mi a gyakorlati jelentése ezen
hatarértékeknek ?

. 1 rt
a. hmt%oo n fO XNS+1d8.
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16.

17.

18.

b. limy o0 L [J(s—Tw,)ds.
c. lim;_, % fot Lixy, 1>23ds, ©>0.

Tekintsiink egy (NV;)¢>o feltjitasi folyamatot, ahol P(X =0) < 1. Irjunk fel feljitasi
egyenleteket az alabb definialt A(t), ¢t >0, fliggvényre, és adjunk explicit formulat az
egyenlet megoldasara! Megfelel§ matematikai feltételek mellett hatédrozzuk meg a
limy o, A(t) hatarértéket! Ellenérizziik le az A fiiggvény lokalisan korlatossagat is!
Mit mindhatunk az A fiiggvényrsl abban az esetben, ha (N;):>o Poisson-folyamat ?

a. A(t) = E(Tn,+1)-

b. A(t) = E(Ty,).

c. Alt)=FE(Xn,11)-

d. A(t) = P(Xn,+1>vy), ahol y > 0 rogzitett.
A(t) = E(ND).

Adjunk példat olyan felujitasi folyamatra, hogy P(X =0) <1 és F(X?) < 0o, de az
E(R;) varhato érték nem konvergens, amint ¢ — oo.

Legyenek X és Z fiiggetlen véletlen valtozok, tovabba tekintsiink a és b valés kons-
tansokat! Mutassuk meg, hogy ha a Z=aX +b egyenl6ség 1 valosziniiséggel teljesiil,
akkor X és Z degeneralt (konstans) valtozok.
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