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Jelblések

@ 7Z: egész szamok halmaza,

@ N: pozitiv egész szamok halmaza,

@ 7Z.: nemnegativ egész szdmok halmaza,
@ R: valds szamok halmaza,

@ R, : nemnegativ valés szamok halmaza,
@ C: komplex szamok halmaza.

Ha Q egy nemures halmaz és A egy részhalmaza Q-nak, akkor ezt
A C Q mébdon fogjuk jelélni (ahol C nem feltétlendl szigord
tartalmazast jeldl, azaz A C Q esetén A = Q is lehetséges).



Mértékelméleti elokészités

Halmazalgebra, o-algebra

Az Q +# () nemires halmaz bizonyos részhalmazaibdl allé6 # c 29
halmazrendszert halmazalgebranak nevezzik, ha

(i) QeH,
(i) zart az unioképzésre, azaz tetszbleges A, B € H esetén
AUBeH,

(iii) zart a komplementerképzésre, azaz tetszbleges A € H esetén
A=Q\AecH.
Az A c 2 halmazalgebrat o-algebranak nevezziik, ha (ii)
kdvetkezd erésebb valtozata teljesul:
(i) zart a megszamlalhaté uniéképzésre, azaz tetszdleges
A, A, - € A esetén U A, € A.

n=1
Ekkor az (92, A) part mérhetoségi térnek (mérheto térnek) nevezzik.




Mértékelméleti elokészités

Legyen Q # () nemiires halmaz és # c 2 halmazalgebra.
Azt mondjuk, hogy a u: H — [0,00] halmazfliggvény

@ végesen additiv, ha tetszéleges A, B € H diszjunkt halmazok
esetén u(AU B) = u(A) + u(B).

@ mérték, ha p(0) =0 és o-additiv, azaz
[e.e] o0
19 <U An) = Z/’L(An%
n=1 n=1

o0
ha Aq,Ag,--- € 1 paronként diszjunktak és | | A, € 7.

n=1

Ha u:#H — [0,00] végesen additiv, akkor teljes indukcioval belathato,
hogy tetszbleges nc N és tetszbleges {Ax}j_, C H péaronként
diszjunkt halmazok esetén u(Up_; Ax) = > r—1 1(Ak)-



Mértékelméleti elokészités

Legyen Q # () nemiires halmaz, és H c 2 halmazalgebra.
Azt mondjuk, hogy a i : H — [0,00] mértéek
@ véges, ha u(Q) < oc.
@ valdsziniségi mérték, ha ;(Q2) =1.
@ o-véges, ha léteznek olyan Q4,Qy,--- € H halmazok gy, hogy
Q= Uioz1 Qk, és M(Qk) < o0, keN.
Azt mondjuk, hogy a u: H — [—o0, 0] halmazfliggvény

o elojeles mérték, ha eldall = u1 — po alakban, ahol g, po
mértékek, és legalabb az egyik véges.

Legyen Q nemires halmaz. Legyen minden ne N esetén A, C Q.

Ha Ay Cc Ay C ... és A:= | An, akkor aztirjuk, hogy A, 1 A.

n=1

Ha A1 DAy D ... és A:= () An akkoraztirjuk, hogy A, | A.

n=1



Mérték tulajdonsagai (példaul folytonossaga)

Legyen Q # 0 nemiires halmaz, és #H c 2% halmazalgebra.
Legyen P:H — [0,00] olyan végesen additiv halmazfuiggvény,
melyre P(Q2) =1. Ekkor
Q@ P(0) =0;
Q tetszbleges A€ H esetén 0 < P(A) < 1;
© P monoton, azaz tetszéleges A, B c H, AC B esetén
P(A) < P(B), tovdbba P(B\ A) = P(B) — P(A);
Q tetszbleges A c H esetén P(A) =1 — P(A);
@ a kovetkezd allitasok ekvivalensek:
(a) P o-additiv.
(b) P alulrol folytonos, azaz tetszéleges Aq,As,--- € H, Ap T A és
A€ esetén nli)m P(An) = P(A).
(c) P feliilrdl folytonos, azaz tetszbleges Aq,As,--- € H, A, L A és
A€ ?H esetén nle P(An) = P(A).
(d) P felllrol folytonos az lires halmazon”, azaz tetszéleges
A, As,---c€H és A, | D esetén nILm P(Ap) = 0.




Mértékelméleti elokészités

Mérték additivitasa, szubadditivitasa

Legyen (Q,.A) mérhetdségitérés P: A — [0,1] valészinlségi
mérték. Ekkor

@ P végesen additiv;

@ P o-szubadditiv, azaz tetszéleges A, As,--- € A esetén

p (E‘j An> <3 P(An).
n=1 n=1

Nyilvan o-algebrak tetszdleges, nemires halmazanak metszete o-algebra.

Halmazrendszer altal generalt o-algebra

Legyen Q # 0 és H c 2% egy halmazalgebra. Legyen I # () és minden v €T
esetén A, € H. Az {A, : vy € I'} halmazokat tartalmazé o-algebrak metszetét az
{A, : v € T} halmazrendszer altal generalt o-algebranak nevezzik. Jel6lése:
o(Ay iy €T).

A generalt o-algebra definiciéja megfogalmazhaté tetszdleges, nem feltétlendl egy
halmazalgebrdhoz tartoz6 A, C Q, v € I', halmazrendszer esetén is.



Mértékelméleti elokészités

Tulajdonképpen o(A, : v € ) az alegsziikebb c-algebra, mely
tartalmazza az {A,:y €'} halmazokat.

Carathéodory kiterjesztési tétele

Legyen Q # () nemiires halmaz, és H c 2 halmazalgebra.
Legyen u:#H — [0,00] o-véges meérték.

Ekkor létezik egy egyértelmlien meghatérozott v : o(H) — [0, o0]
o-véges mérték ugy, hogy tetszéleges A € H esetén v(A) = u(A).

Valészinliségi mez6

Valdészinliiségi mezo alatt olyan (Q,.4,P) harmast értlink, ahol
(Q,.A) mérhet6 tér, P: A — [0,1] valoszinliségi mérték.

Az Q elemeit elemi eseményeknek, az A elemeit pedig
eseményeknek nevezzik. Az Q a biztos esemény, az ) (res
halmaz pedig a lehetetlen esemény.



Mértékelméleti elokészités

Véletlen valtozé, eloszlasa

Legyen (Q,.A,P) val6szinliségi mezd, (X,X) mérhetd tér. Azt
mondjuk, hogy a ¢ : Q — X leképezés véletlen valtozé (valészinii-
ségi valtozo), ha mérhetd, azaz tetszéleges B € X' esetén

(B):={¢eB}:={weQ:¢&w)eB}ec A
A ¢:Q — X val6szinliségi valtozo6 eloszlasa a P, : X — R,
P¢(B):=P((cB)=P(¢'(B), Bex

halmazfliggvény, mely nyilvan valészinliségi mértek az (X, X)
mérhetd téren.




Mértékelméleti elokészités

Diszkrét, illetve egyszerl véletlen vektor

Azt mondjuk, hogy a ¢ : Q — X valoszinliségi valtoz6 diszkrét, ha
értékkészlete, a £(Q2) halmaz megszamlélhaté. Azt mondjuk, hogy a
¢ :Q — X valoszinlségi valtoz6 egyszeril, ha értékkészlete véges
halmaz.

Ha ¢:Q — X, n:Q — X val6szinliségi valtozék és P({ =n) =1,
akkor azt irjuk, hogy ¢ =n P-m.b. (egyenléek P—majdnem
minden(tt).

Ha X =R, illetve X =RY, akkor mindig az & := B(R), illetve

X = B(RY) valasztasokkal éliink. igy egy f:R — R fliggvény
mérhetésége esetlinkben azt jelenti, hogy f~'(B) € B(R) tetszbleges

B € B(R) esetén (a mértékelméletben ezt Borel-mérhetéségnek

hivjak). Ha ¢:Q — RY valdszinliségi valtozd, akkor a véletlen vektor
elnevezést is hasznaljuk.

Ha (E, o) metrikus tér, akkor azt mindig a Borel-halmazok B(E)
o—algebrajaval latjuk el (vagyis a nyilt halmazok altal generalt
o—alaebraval). 1



Mértékelméleti elokészités

Egyszerl véletlen vektor

Ha ¢:Q — RY egyszerii véletlen vektor és az értékkészlete
£(Q) = {x1,..., X}, ahol xq,...,xx € RY paronként kiildnbdz6ek,

akkor )
{= Z XiLa;,
j=1

ahol Aj:={weQ:{w)=x}cA j=1,... k paronként diszjunkt
k

esemeények és (J A; =Q, azaz Aj,..., A, teljes eseményrendszert
=1

alkotnak.




Mértékelméleti elokészités

Generdlt o—algebra

Legyen I' nemires halmaz, és minden v €' esetén (X, X,)
mérhetd tér, és &, : Q — X, valbszinliségi valtoz6. A {¢,: v €T}
valészinliségi valtozok altal generalt o—algebra:

oy :yer):= 0(551(5):76 r,BeX,)).

A {& v €T} valészinliségi valtozok altal generdlt o—algebra az a
legsziikebb o—algebra, melyre nézve az 6sszes {&, :v €T}
valészinliségi valtozd mérhetd.

Egyetlen véletlen valtozo altal generalt o—algebra
Egyetlen ¢:Q — X val6szinlségi valtozo altal generalt o—algebra:

o(€)=¢1(x):={¢(B): Be x}.

Ez a o—algebra éppen azokbdl az A eseményekbdl all, melyekrdl ¢ megfigyelésével (£(w)
ismeretében) eldonthetd, hogy bekovetkeztek—e vagy sem (w € A teljesll-e vagy sem).



Mértékelméleti elokészités

Felhivjuk a figyelmet, hogy ha o(&) = o(n), akkor &ltalaban véve nem
igaz, hogy P(¢( =n) =1. Példaul, ha n:=¢+ 1, akkor o(§) = o(n),
de P(=n)=P(=¢5+1)=0.

A generalt o-algebra definicidja megfogalmazhat6 tetszdleges, nem
feltétleniil mérhetd fliggvényekbdl allé fliggvényrendszer esetén is.

Példaul, egy tetszdleges g : Q — RY fliggvény altal generalt o-algebra
a(g) = 0(97'(B): Be B(RY)) = g~ '(B(RY)) = {g~"(B) : B€ B(R)},

és o(g) az alegszikebb o-algebra, melyre nézve g mérhetd.

Mérhetéség rész-o-algebrara nézve

Legyen (2,4, P) valoszinliségi mezd, (X,X) mérhetd tér, ¢ : Q — X
valészinliségi valtoz6 és F C A rész-o-algebra. Azt mondjuk, hogy &
F-mérhet6, ha ¢~'(B) ¢ F, VB e X, vagyis o(¢) C F.




Mértékelméleti elokészités

Szeparabilis metrikus tér

Egy metrikus teret szeparabilisnak neveziink, ha van megszamlalhaté
mindentt sirl részhalmaza. Egy metrikus tér egy A részhalmazat
akkor nevezzilk szeparabilisnak, ha az mint metrikus tér szeparabilis
az eredeti metrikdnak az A x A-ra valé megszoritasaval.

Kdzelités egyszerl véletlen valtozokkal

Legyen (E, o) szeparabilis metrikus tér. Tetszdleges ¢ : Q — E
valoszinliségi valtoz6 esetén léteznek olyan {£,}>° ; egyszerl
valészinliségi valtozok, hogy tetszbleges w € Q esetén

nIi_)m én(w) = €&(w). Ha (E,||.||) szeparabilis normalt tér, ugy &,
valaszthatd ugy, hogy |[|¢n]l < [|€]], V n e N.

Kdzelités egyszerl véletlen valtozokkal

Tetszbleges 7 : Q2 — R nemnegativ valoszinliségi valtozé esetén
létezik nemnegativ egyszer(i valésziniiségi véaltozokbol allé {n,}> ,
sorozat ugy, hogy tetszdleges w € Q esetén ny(w) + n(w), ha n — co. .




Mértékelméleti elokészités

Példaul az
n2"

Nn = Z(j — 1)2_nﬂ{(j’,1)2—n<n</‘2—n}, nec N,
j=1
n2"

=Y (=127 "L na-ncyepp-ny + Mgy, NEN,
j=1
sorozatok megfelelnek.

Véletlen valtoz6 mérhet6 fliggvénye

Legyen (X,X) mérhetd tér, £: Q — X valdszinliségi valtozé.

@ Ha (Y,Y) mérhetd tér, g: X — Y mérhetd fliggvény, akkor a
go&:Q — Y Osszetett figgvény o(&)—mérhetd valoszinliségi
valtozé, azaz o(go &) C o(§).

@ Ha 7:Q — RY 5(¢)-mérheté valosziniiségi valtozd, akkor létezik
olyan g: X — RY mérhetd fliggvény, hogy 7 =go¢.

v




Mértékelméleti elokészités

”Jé halmazok” modszere

Legyenek (€2, A) és (X, X) mérhetd terek, £ C X, és ¢ : Q — X egy
leképezés. Ekkor o(¢71(€)) = ¢ 1(0(£)). Tovabba, feltételezve, hogy
(&) = X, a ¢ leképezés akkor és csak akkor véletlen valtozo, ha
18 c A

Vektor értékli leképezés mérhetdsége

Legyen (Q,.A) egy mérhetd tér. Egy ¢ : Q — RY leképezés akkor és
csak akkor valésziniiségi vektorvaltozd, ha tetszleges x e RY
esetén {we Q:¢(w) < x}e A

Egy ¢€:Q — RY leképezés esetén a o(¢) o-algebra az a legsziikebb
rész-o-algebra, melyre nézve ¢ mérhetd.

Legyen (2, A) egy mérhetd tér, d € N, és &q,...,&q: Q = R
leképezések. Legyen ¢ : Q — RY, ¢(w) = (51 (W), -, &q(w)), w € Q.
Ekkor a ¢ leképezés akkor és csak akkor R9-beli értékii véletlen
valtozé, ha &, i=1,...,d, valés értéki véletlen valtozok.




Mértékelméleti elokészités

Véletlen vektor eloszlasfliggvénye

At QR £=(&,...
nye F::R? - [0,1],

,&q) valészinliségi valtozo eloszlasfiiggveé-

Fe(x) :=P(€ < X) =P(& < X1y, €4 < Xg), X =(X1,...,%3)" € RY.

Legyeng:RY - R, a,bjeR, aj<bj, j=1,...,d, és
) . Rd
AD )9 RIS R,

(B )9 = g1, X1, b X1, Xe)

— (X1 Xj 15 @iy Xj s - - - s Xd), x € RY.
Ekkor tetszbleges x € RY esetén
1 d d
(AL oy Al )= Y (~1)Zrg(er, ., Cg),

(e1,--,6q)€{0,1}¢
ahol ¢k :=ckax + (1 —ex)bx, k=1,...,d.
i (1) (d) " OQVE
lgy Ay by - A, p 19 konstans figgvény.



Mértékelméleti elokészités

Ha a,b e RY, akkor a< b, illetve a< b azt jelenti, hogy minden
j=1,...,d esetén a; < b;, illetve a; < b; teljesdl, és jeldlie
[a,b) = {x e RY:a< x < b}.

Tdbbdimenzids eloszlasfliggvény jellemzése

Az F:RY - R fliggvény akkor és csak akkor eloszlasfliiggvénye
valamely ¢ :Q — RY valdszinliségi valtozénak, ha

(1) F minden véltoz6jadban monoton névekvo,
(2) F minden véltozéjaban balrdl folytonos,
(3) lim F(x)=1, és

min{Xi,...,Xg }—00

XiE)TOOF(Xh---7Xi—17Xi7Xi+1a"'7Xd) =0
minden i€ {1,...,d} és Xxq,...,Xi_1,Xj+1,...,Xqg € R esetén,
(4) tetszbleges a,b € RY, a< b esetén N A9 F>o.

[a1,01) * " Tlad,ba)” 7




Mértékelméleti eldkészités
Ha d =1, akkor a (4) feltétel kdvetkezik az (1) feltételbdl.

Téglatestbe esés valdszinisége

N
N
N
N
|
N

Ha ¢:Q — RY valészinliségi valtozo, akkor tetszdleges a, b € RY,
a< b esetén

Pe([a, b)) = P(¢ e [a, b)) = A, ... AlD

[ai,br) © [advbd)Fg 20,

ahol F¢ a ¢ eloszlasflggvenyét jeldli. Tehat P, az F. eloszlas-
fliggvényhez tartoz6 Lebesgue-Stieltjes mérték.

Egydimenziés eloszlasfliggvények egyenlésége

Legyenek F:R —[0,1] és G:R — [0,1] egydimenziés eloszlas-
figgvények. Ha F és G minden kd6z6s x € R folytonossagi
pontjdban F(x) = G(x), akkor F = G. Altalanosabban, ha S c R
egy olyan sirl részhalmaza R-nek, hogy F(x) = G(x) minden

x € S esetén, akkor F = G.

20



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

o-algebrak, események, illetve véletlen vektorok fliggetlensége
Legyen (Q,.A,P) valészinlségi mezd, I # () nemires halmaz.
@ Legyen minden v €T esetén F, C A rész-o-algebra.
Azt mondjuk, hogy az {F, : v € '} rész-o-algebrak fliggetlenek,
haa ' kilénbdz6 elemeibdl allé minden {~4,...,v,} véges
részhalmaz esetén és minden A, € F,,,...,A,, € F,,
valasztassal teljesil, hogy

P(Ay, N...NAy,) =P(Ay) - P(Ay,).

@ Legyen minden v T esetén A, € A. Azt mondjuk, hogy az
{A, v €T} események fuggetlenek, ha az altaluk generalt
{{0, A,, Q\ A,, Q} : v € T} rész-o-algebrak fuggetlenek.

@ Legyen minden v €I esetén (X,, ), illetve (Y,,),) egy
mérhetd téres &, : Q — X,, illetve 1, : Q — Y, valészinlségi
valtozék. Azt mondjuk, hogy a {¢&, : v € I'} valészinlségi
véltozok fiiggetlenek, ha az altaluk generalt {o(¢&,) :v €T}
o—algebrak figgetlenek.

21



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

@ Azt mondjuk, hogy a {&, : v €'} valosziniliségi valtozok
fuggetlenek az {n, : v € '} valdszinliségi valtozokidl,
haa o({, :v€Tl) és o(n,:vyeTl) o-algebrak fliggetlenek.

@ Azt mondjuk, hogy a {&, : v €'} valosziniiségi valtozok
fuggetlenek az {A, : v €'} eseményekidl, haa {¢,:yeTl}
valosziniiségi valtozok fliggetlenek az {14, : v €T}
valoszinliségi valtozoktol.

A¢c:Q—R és n:Q— R valészinliségi valtozék akkor és csak
akkor fliggetlenek, ha F¢,(x,y) = Fe(x)F,(y), X,y € R, ahol F¢,,
Fe és F, a (&), & illetve n eloszlasfliggvenyét jeldli.

29



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Flggetlen véletlen vektorok fliggvényei fuggetlenek

Legyen (Q,A,P) valoszinliségi mez6. Haa ¢:Q — RX és

n: Q — R’ véletlen vektorok fliggetlenek, akkor tetszbleges
g:RK 5 R, h:RY — RP mérhetd fliggvények esetén a
go&:Q— R és hon:Q — RP véletlen vektorok is fliggetlenek.
Tovabba, ha &,: Q2 — R, ne N, fuggetlen véletlen valtozok és
gn: R — R, ne N, mérhetd fliggvények, akkora gno&,: Q2 — R,
n € N, véletlen valtozok is figgetlenek.

Flggetlen halmazalgebrak altal generalt o-algebrak fliggetlenek

Legyen (Q,.A,P) val6szinliségi mezd. Haaz Fy C A és Gy C A
rész-halmazalgebrak fliggetlenek abban az értelemben, hogy
tetszbleges Aec Fy és B e Gy esetén

P(AN B) =P(A)P(B),

akkor a generalt F :=o(Fp) és G :=o(Gy) rész—o—algebrak is
fuggetlenek.

21



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Jelblés rész—o—algebrak altal generalt o—algebrara
Legyen (Q,.A,P) valoészinlségi mezd, I # () nemires halmaz.
Legyen minden v €I esetén F, rész—o—algebréja A-nak.
Legyen Fj:={0,Q} (azaz atrividlis o—algebra).

Ha A cT, A#(, akkorlegyen
Fa=\F=0(F:veN=0c||JF
YEA YEN

Flggetlen o-algebrak altal generalt o-algebrak fliggetlenek

Legyen (Q,.A,P) valoszinliségi mezd, I # () nemires halmaz. Ha
{F, :~ €T} fuggetlen rész—o—algebrai .A-nak, és Fi, F, véges,
diszjunkt részhalmazai -nak, akkor Fr, és Ff, fliggetlenek.

Legyen (Q,.A,P) val6észinliségi mezd, I # () nemires halmaz. Ha
{Fy 1~ €T} flggetlen rész—o—algebrai .A-nak, és Fi, Fo diszjunkt
részhalmazai -nak, akkor Fr, és Ff, fliggetlenek.

24



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Farok—o—algebra

Legyen (Q,.A) mérhetdségitér, I # (0 nemdires halmaz. Legyen
minden v €' esetén F, rész—o—algebrgja A—nak. Azt mondijuk,
hogy az {F,:~y €l} o-algebrakhoz tartozé farok—o—-algebra:

T = ﬂ -FF\F-

{F:F CT, Fvéges}

1. Ha I véges, akkor 7 = {0,Q}, ésigy P(A) €{0,1}, AcT.
2. Egy {Fn}>2, rész—o—algebra sorozat esetén a farok—o—algebra:
T = ﬂa(]—"k:k>n),

n=1

ahol o(Fx:k>=n)]l T, ha n— .
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Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

3. Ha (Q,.A,P) val6szinlségi mezd, &, n< N, véletlen valtozok,
akkor a kdvetkezd események benne vannak a o(&,), n € N,
rész—o—algebrakhoz rendelt farok—o—algebraban:

{w eQ: nll_)r’r;o &n(w) Iete2|k},

{wGQ: Iimsup{n(w)gx}, x eR,
n—oo
{w €Q: lim &n(w) létezik és lim &n(w) < x} ,  xeR,

{wGQ: lim G+ - +&(w)

n—oo n

Iétezik} .

Eppen azok az események vannak benne a széban forgé
farok—o—algebraban, melyek bekdévetkezését nem befolyasolja véges
sok &, értékének megvéltoztatdsa. Valéban, minden N € N esetén

T = ﬂ U(£n7£n+17"‘) = ﬂ U(£Ha€n+1a"')'

n=1 n=N P



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Viszont az
{wGQ:fn(w)zo, VHGN}

esemény nincs benne a {o(&n)}7° o—algebrakhoz rendelt
farok—c—algebraban.

Farok—o—algebra megszamlalhatéan végtelen I esetén

Legyen ' egy megszamlalhatéan végtelen halmaz és minden v € I'
esetén F, rész—o—algebrgja A-nak. Legyenek tovabba F, C T,

n € N, olyan véges részhalmazai I-nak, hogy F, 1T, ha n— .
Ekkoraz {F,:v €T} o—algebrédkhoz tartoz6 farok—o—algebra:

T = ﬂ fl’\Fn'

n=1

Specidlisan, hal = N, akkor 7 = (\>2; o(Fk : k > n) (ahogyan azt
mar korabban lattuk).
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Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Legyen (Q,.A,P) valészinlségi mezd, I # (0 nemires halmaz.
Legyen minden + € I' esetén F, rész—o-algebraja A-nak, és jelblje
T a hozzajuk tartoz6 farok—o—algebrat.

Haaz {F,:vy e} rész—o—algebrék fliggetlenek, akkor tetszbleges
Aec T esetén P(A) =0 vagy P(A)=1.

Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Legyenek {£p}02 fliggetlen valésziniiségi valtozok és jelélje
T=Nrrqy0(ék k= n) a {o(¢n)}2, o—algebrakhoz rendelt
farok—o—algebrat.

Ekkor tetszbleges A< T esetén P(A) =0 vagy P(A) =1.
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Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Példa: Ha &q,&,... flggetlen véletlen valtozok és

5 Gt th

- , neN,

akkor
({S,,}"o1 konvergens) € {0,1},
a<

P
és léteznek —oo < a < b < o Ugy, hogy

p (|iminf§,, - a) —1, P (IimsupSn — b) —1.

n—o0 n—oo
Ezért,ha P <{§n}§;°:1 konvergens) =1, akkor létezik ¢ € R, hogy
P(Iim §,,:c) —1.

n—oo
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Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Megszamlalhat6 sok halmaz lim sup-ja és liminf-je
Ha Q # () nemires halmaz, és minden ne N esetén A, C Q, akkor
jelélje

limsup Ap:= () |J Ak ={w € Q:we A, végtelen sok ne N esetén},

n—=c0 n=1k=n

liminf Ay := ] () Ak = {w € Q:w € A, véges sok ne N kivételével}.

n—oo

n=1k=n

Legyenek {An}>, események az (Q,.A,P) valdszinliségi mezdben.
Ekkor a limsup,,_,., An €s liminf,_,. An események benne vannak a
{0, An, Q\ An, Q}, n €N, o—algebrékhoz tartoz6 farok-o-algebraban.

Ha A,, ne N, fliggetlenek is, akkor a Kolmogorov 0 vagy 1 térvény
alapjan P(limsup,_,., An) € {0,1}, azaz vagy 1 valészinliséggel
végtelen sok esemény bekdvetkezik ezek kozil, vagy pedig 1

valészinliséggel legfeljebb csak véges sok.
20



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Borel-Cantelli lemmak (1909, 1917)
Legyen (Q,.A,P) val6szinlségi mezd, Aj, Aq,--- € A események.

Q@ Ha ZP(An) < oo, akkor P (IimsupAn> =0

n—1 n—oo
(vagyis ezen események kbzul 1 valészinlséggel legfeljebb csak
véges sok kdvetkezik be).

Q Haaz {A,}2, események fiiggetienek és »  P(A) = oo,
n=1

akkor P (Iim sup An) =1 (vagyis ezen események kdzil 1

n—oo
valoszinliséggel végtelen sok kévetkezik be).

1



Flggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye

Tetszbleges w € Q esetén jeldlie N(w), hogy hany darab A, n €N,
esemeény esetén teljesil, hogy w € Ap.

Nyilvan, NV(w) € {0,1,2,...} U{occ}, N => 72 1a,, N (kiterjesztett
valés értékill) valészinliségi valtozo, és a varhatd érték késdbb targya-
landé tulajdonsagai miatt

E(NV) =E <§: 11An) = i P(Ap).
n=1 n=1

A Borel-Cantelli lemma 1. része azt allitja, hogy ha véges a
bekbvetkezé események szamanak varhaté értéke, akkor a
bekbvetkez6 események szama 1-valészinliséggel véges.

Tovabba, mivel limsup,_,., An = {N = =}, a Borel-Cantelli lemma 2.
része alapjan kapjuk, hogy fliggetlen események esetén, ha a
bekovetkezé események szamanak varhaté értéke végtelen, akkor N,
azaz a bekdvetkezd események szama 1-valdsziniséggel végtelen.
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Varhato érték

Egyszerl véletlen véltoz6 varhaté értéke

Legyen ¢:Q — R egyszer( véletlen valtozo, és £(Q) = {xq,..., X¢},
ahol xi,...,x, € R paronként kUIénbézé’;ek Ekkor az

&) = [ 6)P(@) —fo £=x)

mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzuk.

Nyilvan a varhaté érték végesen additiv és monoton az egyszerii
véletlen véaltozékon.

Legyen ¢ : Q — R nemnegativ véletlen valtozo.

Q@ Ha ¢ és {nn}>2, nemnegativ egyszer(i valészinliségi valtozok,
és tetszbleges w € Q esetén np(w) 1 &(w) = ¢(w), akkor
limnc0 E(1n) = E(C).

Q Ha {ny}>2, és {(n}2, nemnegativ egyszer(i val6sziniiségi
valtozok, és tetszdleges w € Q esetén np(w) 1 &(w),

Cn(w) T &(w), akkor limp_oo E(mn) = limp_eo E(Ch).
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Varhato érték

Nemnegativ véletlen valtozé varhaté értéke

Legyen ¢ : Q — R nemnegativ valészinlségi valtoz6. Legyen
{¢n}52; nemnegativ egyszeri valoszinliségi valtozokbol allé sorozat
ugy, hogy tetszbleges w € Q esetén ¢p(w) T &(w) ha n— .
Ekkor az

E(S) = | €)Pe) = fim E(én)

mennyiséget a ¢ varhatoé értékének nevezzik.

Egy nemnegativ ¢ véletlen valtozé varhato értéke E(&) € [0, oo]
egyértelmien van definidlva. Tovabba

E(¢) = sup{E(n) : n egyszerl véletlen valtozd, hogy 0 <n < ¢}.
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Varhato érték

Véletlen valtozé felbontasa pozitiv és negativ részre

Ha ¢:Q — R valészinliségi valtozd, akkor £ := max{¢,0} (¢ pozitiv
része) és ¢~ := —min{{,0} (£ negativ része) is nemnegativ
valoszinliségi valtozdk, és ¢ = ¢+ — ¢, €] =€ + ¢

Véletlen valtozé varhato értéke

Azt mondjuk, hogy a ¢ : Q — R véletlen valtozénak létezik varhaté
értéke (integralja), ha az E(¢1) és E(¢7) varhatd értékek kozdl
legalabb az egyik véges, és ekkor

/ £(w) Pdw) = (") — E(€).

Azt mondjuk, hogy &-nek véges a varhato értéke (integralhato), ha
az E(¢T) és E(¢7) varhato értékek végesek.

Haegy ¢:Q — R valoszinliségi valtozénak létezik a varhaté értéke,
akkor E(&) € [—o0, ).
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Varhato érték

Legyenek &, n, (&n)nen Véletlen valtozok az (R, .4, P) val. mezdn.

Varhato érték tulajdonsagai

@ ¢ akkor és csak akkor integralhatd, ha || integralhaté.

© Ha JE(&) és ceR, akkor JE(cg), és E(ct) = cE(¢).
© Ha I E()>—o00és £<n P-m.b., akkor 3 E(n) és E(¢) <E(n).
Q Ha 3 E(S), akkor [E(S) < E(€]).

@ Ha JE(&), akkor VA e A esetén JE(£1,4); ha ¢ integralhato,
akkor V A€ A esetén (14 is integralhaté.

©Q Ha JE(&), E(n) ésaz E(&) + E(n) kifejezés értelmes
(azaz nem oo — oo vagy —oo + oo alaku),
akkor JE(¢+1n) és E(E+n) = E(&) + E(n).
@ Ha ¢=0 P-m.b., akkor E(¢) =0.
O Ha JE(E) és ¢ =7 P-m.b, akkor F E(n), és E(£) = E(n).
Q Ha £¢>0 P-mb.és E(&) =0, akkor £ =0 P-m.b.
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Varhato érték

Varhaté érték tulajdonsagai

@ Monoton konvergencia-tétel: Ha tetszéleges nc N esetén

é&n>=n P-mb., E(n) > —o0, €s & 1€ P-m.b., akkor E(&n) 1 E(€)
ha n— .

@ Ha {&}2°, nemnegativak, akkor E <Z§n) :ZE({,,).
n=1

n=1
@ Fatou-lemma:

(a) Hatetszbleges ne N esetén &, >n P-m.b. és E(n) > —oo,
akkor E (liminf,_ 00 &n) < liminf,_ o0 E(&n).

(b) Ha tetszbleges ne N esetén ¢, <n P-m.b. és E(n) < oo, akkor
lim SUPp— oo E(é-n) < E (llm SUPp— oo gn)

(c) Hatetszbleges ne N esetén || <n P-m.b. és E(n) < co, akkor
E (Iim infg,,) < liminf E(&,) < limsup E(&,) < E <|imsupg,,>

n— o0 n—o0 N—s 00

n—oo

7



Varhat6 érték
Varhato érték tulajdonsagai

@ Dominalt (majorans) konvergencia—tétel: Ha tetszéleges n e N
eseten |{p] <n P-m.b., E(n) < oo, és &, — £ P-m.b., akkor
E(|¢]) < oo, E(&n) — E(E) és E(|€n—€]) = 0 ha n— oo.

@ Altalanositott dominalt (majorans) konvergencia—tétel:
(a) Hatetszbleges ne N esetén |, < np P-m.b., E(nn) < oo,
én — & P-mb., np —n P-m.b., és E(n,) — E(n), ha n — oo,
ahol E(n) < oo, akkor E(|¢]) < oo és E(&n) — E(€), ha n— oo.
(b) Ha tetszbleges ne N esetén |, <n P-m.b., E(n) < oo, és
&, sztochasztikusan konvergal £-hez, ha n — oo, akkor
E(I¢]) < oo, E(&n) — E(§) €s E(|&n —¢[) = 0, ha n— cc.
® Cauchy-Schwarz-egyenlotlenség: Ha E(¢?), E(n?) < oo, akkor
E(I¢n]) < VE(£2) E(m?).
® Jensen—egyenlétlenség:
(a) Ha E(|¢|) < oo, I C R olyan nyilt (nem feltétlendl korlatos)
intervallum, hogy P(¢ € /)=1, és g:/— R konvex, akkor

E(¢) €1 és g(E(&)) < E(g(£)). Tovabba, ha g:/— R szigortan konvex,
akkor g(E(€)) = E(g(&)) akkor és csak akkor teljesil, ha P(¢ = E(€)) = 1.




Varhato érték

Varhaté érték tulajdonsagai

@ (b) Legyen C c R egy nemiires, Borel-mérhetd, konvex halmaz,
g: C — R egy konvex fluggvény, ¢:Q — C egy olyan véletlen
valtozo, hogy E(|¢]) < oo és go&:Q — R is véletlen valtozé.
Ekkor E(&) € C, az E(g(&)) varhato érték létezik és
E(9(€)) € (—o0, +oc], tovabba g(E(€)) < E(g(£)).

@ Ljapunov-egyenldtlenség: Ha 0 < s < t, akkor
(E(ElS)"® < (E(lel) "

@ Holder-egyenlotienség: Legyenek p,q € (1,00) olyanok, hogy
p~'+qg ' =1. Ha E(J¢P) < 0o és E(|n]9) < oo, akkor
E(énl) < (E(€IP))"P (E(Inl ).

@ Minkowski-egyenlotlenség: Ha p € [1,00), E(|£|P) < 0o és
E(|nlP) < oo, akkor (E|¢+nlP)'/P < (E(I€]P))"/P + (E(InlP))/*.
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Varhato érték

Varhato érték tulajdonsagai

@ Markov—egyenlotlenség: Ha ¢ > 0 P-m.b., akkor
P(¢ > ¢) < B&) barmilyen ¢ >0 esetén.

@ Csebisev—egyenlétlenség: Ha E(£2) < oo, akkor
P(I€ — E(¢)] = ¢) < Y& minden ¢ >0 esetén.

@ Ha E(¢) létezik, akkor

oo 0 ) 0
E(g):/0 P(&ZX)dX—/_ P(£<x)dx:/0 (1 —Fg(x))dx—/_ Fe(x) dx

Ha £ > 0 P-m.b., akkor
= [o P(€ = x)dx = [y°(1 — Fe(x)) dx.
Specialisan, ha P(¢ € Z;) =1, akkor
E(¢) = 221 P(E > n).
@ Ha E(|¢]) < o0, E(n|) < 00 és &,n fliggetlenek, akkor
E(|¢n]) < oo és E(&n) = E(€) E(n). Ha ¢ és n nemnegativak és
fuggetlenek, akkor E(&n) = E(&) E(n).
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Varhato érték

Varhaté érték tulajdonsagai

@ Young-tétel: Legyenek (§n)nen, (n)nens (Cn)nens & 1 €s ¢
véletlen valtozok. Tegyik fel, hogy E(|¢n|) < oo, E(|nn]) < oo,
E(I¢n]) < 00, n € N, E(|¢]) < 00, E([¢]) < oo,

P(én <mn < Cn) =1, neN,
és
™ ¢ Pmb., ™2 P-mb, ¢ 2%¢ P-mb.
TegyUk fel tovabba, hogy
E(én) = E(§)  és  E(¢n) = E(Q).
Ekkor E(|n|) < oo és E(nn) — E(n).
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Varhato érték

Transzformacio-tétel

Ha ¢:Q — RY véletlen vektor és g : RY — R mérhetd fliggvény,
akkor

E(9(9) = [ o)) = [ g0Pel@n) = [ a(x)dFi(x)

Q R
abban az értelemben, hogy az integréalok ugyanakkor léteznek, és ha
léteznek, egyenloek.
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Varhato érték

Nemnegativ véletlen valtozé fliggvényének varhatd értéke
Legyen ¢ egy nemnegativ véletlen valtozé F; eloszlasfuggvénnyel,
legyen tovabba g: R, — R egy monoton és abszolut folytonos
flggvény (azaz barmely ¢ > 0 esetén létezik 6 > 0 ugy, hogy ha
keN, 0<ai<bi<a<b <...<ax< by és Z;‘:1(bj—aj)<6,
akkor Y"1 |g(b;) — 9(a))| < ¢). Ekkor

E(g(€)) = 9(0) + /0 T (x0)(1 - F(x))dx.

melyet Ugy értlnk, hogy ha a kifejezés valamelyik oldala véges, akkor
masik oldal is véges, és a két oldal egyenl6.
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Varhato érték

Nemnegativ véletlen valtozé momentuma és

momentumgeneralé fliggvénye
Legyen £ egy nemnegativ véletlen valtozo F. eloszlasfiggvénnyel.
(i) Tetszbleges o > 0 esetén

E(¢%) = a/ooo x*71(1 = Fe(x)) dx.

Tovébba, ha E({%) < co valamely « > 0 esetén (azaz, ha £-nek
az a > 0 rendl momentuma véges), akkor
. oa—1 T o—1 - _
XI|_>moox P> x) = XI|_>moox (1= Fe(x)) =0.
Specialisan, ha n e N, akkor ¢ n-edrendli momentuma
végességének egy szlikséges feltétele, hogy a P(¢ > x), x > 0,

farokvalészinliségek legalabb x"~' (polinomialis) rendben
csengjenek le a végtelenben.
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Varhato érték

(i) Tetszbleges r € R esetén
E(e€) = 1 +r/ (1 = Fe(x)) dx.
0

Tovabba, ha E(e’¢) < oo valamely r € R esetén (azaz, ha ¢
momentumgeneralo figgvénye létezik valamely r € R pontban),
akkor

: rx T X(q4 _ _

Xll_)ngoe P(§ > x) —XI|_>mOOe (1 — Fe(x)) =0.
Specidlisan, ha r > 0, akkor annak, hogy ¢ momentumgeneral6
flggveény létezzen az r pontban egy szikséges feltétele az, hogy
¢ farokvaldszinliségei legalabb e™ (exponencialis) rendben
csengjenek le a végtelenben.
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Varhato érték

Abszolut folytonossag

Legyen (X,X) mérhetd tér. Azt mondjuk, hogy a u: X — [—o0, 0]
halmazfliggvény abszolut folytonos a v : X — [—o0, 00] halmaz-
faggvényre nézve, ha minden B e X, v(B) =0 esetén u(B) =0.
Jelblése: p < v.

Sirtségtétel
Legyen (X,X) mérhetdségitér, v: X — [0,00] mérték, g: X — R,
nemnegativ mérhetd fliggvény. Ekkora u: X — [0, o0],
W)= [g)uex),  Be,
B

halmazfliggvény mérték, amely pontosan akkor véges, ha g integral-
haté. Tovabba, p < v, éstetszéleges h: X — R mérhetd fliggvény

esetén
[ (@) = [ hGgtx) v(ax)
X X

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha
léteznek, egyenldek.




Varhato érték

Radon—Nikodym tétel

Legyen (X,X) mérhetd térés v : X — [0,00] egy o—véges mérték.
A X — [—o0,00] elbjeles mérték akkor és csak akkor abszolut
folytonos a v mértékre nézve, ha létezik olyan g : X — [—o0, o]
mérhetd flggvény, hogy tetszdleges B € X esetén

u(8) = [ gt v(n).

A g fliggvény v—m.m. egyértelmien meg van hatérozva, azaz ha
egy h: X — [—oo,00] mérhetd figgvényre is teljesul

/ h(x) v(dx)

minden B € X esetén, akkor v({x € X : g(x) # h(x)}) = 0.

A Radon—Nikodym tételben létezd (v-m.m. egyértelmiien
meghatarozott) g flggvényta p mértéknek a v mértékre vonatkozé

Radon—Nikodym derivaltjdnak nevezzik, melynek jeldlése g—’,j.
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Varhato érték

Abszolut folytonos (eloszlasu) véletlen valtozé

Legyen (X,X) mérhetd tér, és v : X — [0,00] o—véges mérték. Azt
mondjuk, hogy a £ : Q — X véletlen valtoz6 abszolut folytonos
eloszlasi a v mértékre nézve, ha P, < v. Azt mondjuk, hogy a
£:Q — RY véletlen valtoz6 abszolut folytonos eloszlasu, ha
abszolut folytonos eloszlasu a d-dimenziés \y Lebesgue—mértékre
(pontosabban Ag-nek B(RY)-re val6 lesziikitésére) nézve, és ekkor az
fe = % Radon—-Nikodym derivaltjat ¢ suriaségfliggvényének
nevezzuk.

Abszolut folytonos véletlen valtoz6

Az ¢:Q — R véletlen valtozé akkor és csak akkor abszolut folytonos,
haaz F. eloszlasfliggvény abszolut folytonos, azaz Ve > 0 esetén
36>0 uUgy,hogyha keN, a; <by<a<by<...<ax< by és
Soiq(by—a) < 0, akkor 3K (Fe(by) — Fe(a))) < e
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Varhato érték

Sirlségfliggvény jellemzése

Egy f:RY — R fliggvény akkor és csak akkor sliriségfliggvénye
valamely d-dimenziés véletlen valtozénak, ha (Borel) mérhetd,
Lebesgue-majdnem mindenditt nemnegativ és [, f(x)dx = 1.

Slriségfliggvény és eloszlasfliiggvény kapcsolata

Haaz X:Q — R véletlen vektor abszolit folytonos, akkor
fx(X) =01... ade(X) Ag-Mm.m. x € RY.

Abszolut folytonos véletlen vektor figgvényének varhato értéke

Ha ¢:Q — R? abszolat folytonos véletlen vektor és g: R — R
mérhetd fliggvény, akkor

E(9(6) = [, 90f(x)ax

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha
léteznek, egyenldek. (Ez az allitas a Transzformacio-tétel és a Siirtiségtétel

kdvetkezménve )
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Varhato érték

Abszolut folytonos véletlen valtoz6 kélcséndsen egyértelmi

transzformacidja

Legyen £:Q — R abszolut folytonos veéletlen valtozo, f. srliség-
fuggvénnyel. Legyen D C R nyilt halmaz, melyre P(¢ € D) = 1.
Legyen tovabba g: D — R folytonosan differencialhaté figgvény,
mely kdlcséndsen egyértelml D-n, és derivaltja seholsem nulla.
(Analizisbdl ismert, hogy ekkor g(D) C R nyilt halmaz, és a

h: g(D) — D inverzfiggvény folytonosan differencialhatd, nemnulla
derivalttal.)

Ekkor a g(&) véletlen valtozé is abszolut folytonos, és
slrliségfliggvénye

f —1
f(h(Y)IH(y)] = (S0=2, ha y e g(D),
0, egyébként.

foe)(¥) = {
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Varhato érték

Flggetlen, abszolut folytonos eloszlasu véletlen valtozok

O0sszege, szorzata, hanyadosa
Legyenek ¢ és n flggetlen, abszolit folytonos eloszlasu véletlen
valtozok fq, illetve f, srlségfliggvénnyel. Ekkor

(i) a &+ n véletlen valtozé is abszolut folytonos eloszlasu, és

[e.9]

el 7)) = /Oo fe(x)f(z—x) dx = / fe(z—y)f,(y)dy, Ay-mum. z € R.

Ezt a formulat konvoluciés formulanak is hivjak.
(i) a &n véletlen valtozo is abszolut folytonos eloszlasu, és
o0 z\ dx &0 z dy
fz:/ f-(x)f, :/ f<>f —., A-m.m. z € R,
@)= | E0OR(L) o= k()0 A

(iii) a % véletlen valtozé is abszolut folytonos eloszlasu, és

(@)= 2z [ 100 (5) IXax = [ k@)h0lylay. Aemm. zeR
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Varhato érték

Egyuttesen abszolut folytonos eloszlasu véletlen valtozok

0sszege, szorzata, hanyadosa

Ha ¢ és n egylttesen abszolut folytonos eloszlasu véletlen valtozok
fe., egyulttes slrlségfliggveénnyel, akkor

(i) a £+ n véletlen valtozé is abszolut folytonos eloszlasu, és

[e.e]

el = / fen(X,Z — x)dx = / fem(z—=y,y)dy, Ay-mm. z e R.

(i) a &n véletlen valtozo is abszolut folytonos eloszlasu, és

o z\ dx o z dy
f z:/ fer [ X, — :/ f <,y) — Ai-m.m. Z € R,
577( ) - 5#7( X> IX| o &m y M

(iii) a % véletlen valtozé is abszolut folytonos eloszlasu, és

1 o X (0.9]
f%(z) =5 /oo e (x, E) |x|dx = /OO fen(zy,y)lyldy, Ay-mm. ze R




Varhato érték

Mérték koncentralédasa részhalmazba

Legyen (X,X) meérhetdségitér, p: X — [—o0, 00| elbjeles mérték.
Azt mondjuk, hogy a u eldjeles mérték egy B € X halmazba kon-
centralédik, ha p(X\ B) =0.

Diszkrét eloszlas tartéja

Legyen ¢:Q — RY egy diszkrét véletlen vektor (azaz £(Q)
megszamlalhaté halmaz). Azt mondjuk, hogy ¢ egy B € B(RY)
halmazba koncentralodik, ha P, a B halmazba koncentralodik,
ezzel ekvivalens modon P¢(B) = P(£ € B) = 1. Az ilyen tulajdonsagu
halmazok metszetét (azaz a legsziikebb ilyen halmazt) a P, mérték
tartojanak nevezzik. Jeldlése: supp(§).

Ekkor
supp(€) = {x eRY: Pe({x}) > o} - {x e R P(¢ = X) > o} ,

melynek elemeit a P, mérték atomjainak nevezzik.
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Varhato érték

Diszkrét véletlen vektor eloszlasa és eloszlasfliiggvénye

A ¢:Q — R diszkrét véletlen vektor eloszlasa:

Pe= > P(&=x)x,

xesupp(€)

ahol x € RY esetén d, az x pontba koncentral6dé Dirac-mértéket
jeloli, azaz 6x(A) =1, ha x € A, és 6x(A) =0, ha x ¢ A,
és eloszlasfuggvénye

Fe(x) = > P=y), xeRC

{y€supp(&) : y<x}
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Varhato érték

Diszkrét véletlen vektor fliggvényének varhaté értéke

Legyen ¢:Q — RY diszkrét véletlen vektor és g : RY — R mérhetd
fuggvény. A g(¢) véletlen valtozé akkor és csak akkor integralhatd, ha

E(g@)) = D 19(x)IP(E=x) < oo,

xesupp(€)

és ekkor
E(9©)= Y. 9g(x)PE=x).

xesupp(€)

(Ez az allitds a Transzformacio-tétel specialis esete.)
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Varhato érték

Szingularitas

Legyen (X,X) meérhetdségi tér. Azt mondjuk, hogy a p: X — [0, o]
és v: X — [0,00] mértékek szingularisak egymasra (nézve), ha
léteznek olyan diszjunkt A, B € X halmazok, hogy p az A
halmazba, v pediga B halmazba koncentralédik. Jeldlése: p L v.

Szingularis (eloszlasu) véletlen vektor

Azt mondjuk, hogy a ¢ : Q — RY véletlen vektor szingularis, ha
Pe L Ay, ahol Ay a d-dimenzios Lebesgue-mertéket jelli, ekvivalens
médon 3 B € B(RY) agy, hogy A\¢(B) =0 és P(¢ € B) = 1.

A diszkrét véletlen vektorok nyilvan szingularisak.

Szingularis véletlen valtozé

A £:Q — R véletlen valtozd akkor és csak akkor szingularis, ha
Fi(x)=0 Ay-m.m. x € R.
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Varhato érték

Lebesgue-féle felbontasi tétel

Legyen (X,X) egy mérhetd tér, u és v o-véges mértékek X-en.
Ekkor létezik olyan f: X — [0,00] mérhetd fuggvény és olyan vs
mérték X-en, hogy u L vs és

V(A):/Afdu—i—us(A), AcX.

Az f faggveny p-majdnem mindendtt egyértelmiien meghatarozott,
azazha g: X — [0,00] egy olyan mérhetd figgvény, melyre
v(A) = [,9du+vs(A), Ac X, akkor

u({x € X : f(x) # g(x)}) = 0.

A fenti felbontast v-nek a p-re vonatkoz6 Lebesgue-féle
felbontasanak nevezzik.
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Varhato érték

Eloszlasfiggvények felbontasi tétele

Tetszbleges F : R — [0,1] eloszlasfiggvény egyértelmiien
felbonthat6
F = p1Fa + p2Fat + p3Fis

alakban, ahol p1,p2,p3 >0, p1 +po+p3s =1, Fy egy diszkrét
véletlen véltozd, F,; egy abszolut folytonos véletlen valtozd, Fi
pedig egy szingularis v. v. eloszlasfliggvénye, hogy Fg folytonos is.

Legyen £ : Q — R véletlen valtozo.

@ Legyen a € Ry. A ¢ a-adik abszolut momentuma: E(|£|%).

@ Ha ke N, és ¢ k-adik abszolut momentuma véges, akkor
¢ k-adik momentuma: E(¢F) € R,
¢ k-adik centralis momentuma: E ((¢ — E(£))¥) € R.

@ Ha ¢ masodik (abszolit) momentuma véges, akkor ¢ masodik
centralis momentumat ¢ varianciajanak (szorasnégyzetének)
nevezzik. Jeldlése: Var(¢) := D2(€) := E [(£ — E(£))?].




Varhato érték

Véletlen vektor varhaté érték vektora

Legyen & = (&,...,&7) : Q — RY véletlen vektor. Ha
E(|61]) < o0,...,E(|€4]) < 00, akkor ¢ varhatoé érték vektora

E(§) = (E(&1),---,E(&))" € R

Jensen-egyenldtlenség tébbdimenziéban

Legyen ¢:Q — RY véletlen vektor, melyre E(||¢]]) < oc.

@ Ha K c RY nemiires, konvex, zart és P(¢ € K) = 1, akkor
E(¢) € K.

@ Ha g:R? = R konvex és E(|g(¢)|) < oo, akkor
9(E(§)) < E(9(8))-
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Varhato érték

Véletlen vektor kovarianciamatrixa (szérasmatrixa)

Legyen & = (&,...,&4) : Q — RY véletlen vektor. Ha E(||€]|?) < oo,

azaz E(£2) < oo, ..., E(£3) < oo, akkor ¢ kovarianciamatrixa
Cov(§) = E [(¢ — E(&))(€ — E(€))T] e R™,

melynek elemei E [(& — E(£))(& — E(&)))] =: Cov(&i, &)).

Kovarianciamatrix tulajdonsagai

Legyen & = (&,...,&4) - Q — RY véletlen vektor, E(]|£]|?) < oo.

@ Cov(¢) szimmetrikus: Cov(&)" = Cov(&).
@ Cov(¢) pozitiv szemidefinit, azaz Vx € Rd esetén

x " Cov(&)x = (Cov(¢ Z Z Cov(&;, &) xix =
i=1 j=1
@ Ha AcR™9 és bec R, akkor E(A¢ + b) = AE(¢) + b és
Cov(A¢ + b) = ACov(§)AT.

N
|
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Varhato érték

Komplex értékl véletlen valtozo6 varhat6 értéke

Azt mondjuk, hogy egy komplex értékli ¢ =Reé+ilm¢&:Q — C
véletlen valtozénak véges a varhato értéke (integralhato), ha az
E(Re¢) és E(Im¢) varhatd értékek végesek, és ekkor

E(¢) := E(Re&) +1E(Im¢).

Komplex értékl véletlen valtozo6 varhatd értéke

Legyen ¢ : Q — C komplex értékl véletlen valtozo.
@ ¢ varhat6 értéke akkor és csak akkor véges, ha E(|{]) < oc.
@ Ha E(|¢]) < oo, akkor [E(£)] < E([S]).
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Varhato érték

Komplex értékl véletlen valtozok fliggetlensége

Legyen I' # () egy (index)halmaz, és minden v € I esetén &, : Q — C
val6szinliségi valtoz6. Ekkora {&, : v e '} valoszinliségi valtozok
akkor és csak akkor fuggetlenek, haa {(Re¢,,Im¢&,) v e} valo-
szinliségi véaltozok fuggetlenek.

Komplex értékl véletlen valtozok fliggetlensége

Ha &1,...,&n: Q — C figgetlen valészinliségi valtozdk, hogy
E(|&]) < oo, i=1...,n, akkor E(|&1---&n|) < o0 és

E(&1---&n) = E(&1) - E(&n)-
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Karakterisztikus figgvény

Karakterisztikus fuggveny

Az X:Q—RY véletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye oy : R —C,
ox(t) = E(e9) = [ &9 Fi(ax) = E(cos({t, X)) + 1 EGsin({t, X)),
Rd

ahol t e R,

Ha X diszkrét véletlen vektor {xx, k € N} értékkészlettel és
{pPk, k € N} eloszlassal, akkor

oo

px(t) = p, teRr?,
k=1

illetve, ha X abszolut folytonos eloszlasu fy sirliségfliggvénnyel,
akkor

gox(t):/ X f(x)dx,  teRY.
Rd
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Karakterisztikus figgvény

Karakterisztikus figgvény tulajdonsagai

Q |ox| <1, és px(0)=1.
@ o x egyenletesen folytonos.

© Tetszbleges t € RY esetén px(—t) = px(t), azaz px Hermite

szimmetrikus.

© Bochner-tétel: A »: R — C fliggvény akkor és csak akkor
karakterisztikus figgvénye valamely véletlen vektornak, ha
©(0) =1, folytonos és pozitiv szemidefinit, azaz tetszéleges

neN és ty,....teRY eseténa (p(f —t))

esetén

n n
YD elti—t)zZ > 0.

j=1 ¢=1

E(CDXH
., ZneC

Jjl=1,...,n
matrix pozitiv szemidefinit, azaz tetszéleges z, ..
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Karakterisztikus figgvény

Karakterisztikus figgvény tulajdonsagai

Q Tetszbleges Ac R4 be R’ és tc R’ esetén
wax+b(t) = et o (ATH).

O Egyértelmiiségi tétel: Px = Py akkor és csak akkor, ha

X = Py-
@ X Q=R ..., X :Q— R% akkor és csak akkor fliggetlenek,
ha tetszbleges t ¢ R%, ..., t, € R% esetén
X1, X (B B Hsox (4)-

Q Ha Xi,..., X, : Q— RY flggetlenek, akkor tetszbleges t € RY
esetén

Pxy++(t) = H ox (1)
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Karakterisztikus figgvény

Karakterisztikus figgvény tulajdonsagai

Q Ha X =(Xq,...,Xq): Q — RY véletlen vektor és E(|| X||") < oo
valamely n e N esetén, akkor px n-szer folytonosan
differencialhato, és tetszbleges ry,...,.rg, n+---+rg<n
nemnegativ egészek esetén

A ... 0% px(t) =Nt E(X] - X X)) teRY,

... 0% ox(0
E(X1f1 ‘_.X&d): 9, s ¢x(0)

A+t ’
tovabba,
ittt gL
ex(t)= 3 U (X XE) + Rall), tERY,
r-4rg<n, 1 da
[P T<y/

ahol R,(t) =O(||t]|"), te RY, és Rn(t) =o(||t|") ha t— 0,
mégpedig |Ra(t)| < 3L° E(|[X["), és limeo T2 = 0.




Karakterisztikus figgvény

Karakterisztikus figgvény tulajdonsagai

@ Ha X:Q — R véletlen valtoz6 és wg(z")(O) létezik és véges

valamely ne N esetén, azaz 7 (0) € R, akkor E(X?") < oc.

@ Hatetszbleges ne N esetén E(|| X||") < oo, és

1

R = € (0, 0],
lim sup {/E(]|.X]|")/n! ( ]
n—o0

akkor tetszbleges t € RY, ||t < R esetén

o E R XD

— d

px()=> ... TR AR
rn=0 rg=0

@ Inverzios formula: Ha ¢x € L'(RY), azaz [gq |ox(t)]dt < oo,
akkor X eloszlasa abszolut folytonos, és a slrliségfliggvénye

1 .
fX(X) = W /Rde l<1‘7X>C,0X(t) dt, X € Rd

Ekkor fx korlatos és folytonos.
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Karakterisztikus figgvény

Karakterisztikus figgvény tulajdonsagai

@® Legyen d =1. Ekkor ¢x(t) € R, t € R, akkor és csak akkor, ha
X szimmetrikus, azaz X2 _x.

Pélya-tétel

Ha ¢ :R — [0,00) egy olyan fuggvény, hogy folytonos, paros,
©(0) =1, limoo () =0, €s pljp) konvex, akkor ¢
karakterisztikus fliggvénye valamely X : Q — R valdszinliségi
valtozonak.

A Poélya-tétel segitségével kbnnyl példat mutatni olyan karakteriszti-
kus flggvényekre, melyek megegyeznek egy véges intervallumon,
anélkil, hogy a hozzajuk egyértelmlien tartozé eloszlasfliggvények
azonosak lennének.

Standard normalis eloszlas karakterisztikus figgvénye

2

Ha X ~ N(0,1), akkor ox(f)=e"z, teR.
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Karakterisztikus figgvény

Véletlen vektorok eloszlasbeli konvergencigja

Legyenek X,: Q — RY, neN, és X:Q — R véletlen vektorok.
Azt mondjuk, hogy az (Xn)n>1 sorozat eloszlasban konvergal
X-hez, ha Fx (x) — Fx(x) az Fx minden x folytonossagi pontja-
ban. Jeldlése: X, —» X.

Folytonossagi tétel (Paul Lévy)
Legyenek X,: Q — RY, ne N véletlen vektorok.

@ Ha létezik olyan X :Q — RY véletlen vektor, hogy X, 2, X, ha
n — oo, akkor px, = ¢x, ha n— oo, minden korlatos intervallu-
mon egyenletesen.

@ Hatetszoleges t € RY esetén létezik limy oo ox, (1) =: ©(t), és
¢ folytonos a 0 € RY pontban, akkor létezik olyan X : Q — RY
véletlen vektor, hogy ¢x = ¢, és X, 2, X, ha n— .
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Karakterisztikus figgvény

Generatorfliggvény

Haaz X :Q — RY véletlen vektor koordinatai nemnegativ egész

értékeket vesznek fel, azaz X a Z¢ halmazba koncentralodik, vagyis

P(X €z9) =1, akkor X = (Xi,...,Xq) generatorfiiggvénye a
Gx(2) = Gx,...x,(Z1,- -, 24) == E(ZX) = E(z] - -- Z)

— ZZP(X.I :k1,...7Xd:kd)Z_f(1...Z§d
k=0  ky=0

d-valtozés komplex hatvanysor 6sszegfliggvénye (ahol létezik).

Ez a hatvanysor abszolut konvergens a

{(z1,...,29) €Ch: |z| <1,...,]|z4| < 1}
halmazon, és X karakterisztikus figgvénye a
ox(t) = ox(ty, ..., t5) = Gx(e't, ... e'),

t=(t,....ty) e RY
periodikus fuggvény.

70



Karakterisztikus figgvény

Generatorflggvény tulajdonsagai

Q@ Gx(1,...,1)=1.

@ Gy analitikusa {(zy,...,24) €CY: |zg| < 1,...,|zg| < 1}
halmazon.
© Tetszbleges ky,...,ky € Z, esetén
o5 ...k Gx(0,...,0)

P(Xq = Kiy..., Xy = kg) =

Kl ky!

© Egyértelmliségi tétel generatorfliggvényekre:
Px =Py < Vxe[-1,1]9 esetén Gx(x) = Gy(x).

@ Ha X és Y fliggetlenek, akkor Gx.y(z) = Gx(z)Gy(z) a
{(z1,...,29) €CY:|z| <1,...,|24] <1} halmazon.
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Karakterisztikus figgvény

Generatorfuggvény tulajdonsagai

© Tetszoleges ry,...,ry € Z, esetén
EXM - X)) <00 = O...0%Gx(1—,...,1=) < oo,
és
o .. 0 Gx(1—,...,1-)

= EQG (X — 1)+ (X — 11+ 1)+ XXy — 1)+ (Xg — 1+ 1),

v

Folytonossagi tétel generatorfliggvényekre

Legyenek X :Q —R? és X,:Q — R, neN, olyan véletlen
vektorok, hogy P(X € Z9) =1 és P(X,€Z9)=1, neN.
Ekkor a kdvetkezd allitasok ekvivalensek:

o Xnﬂ>X, ha n— .

@ P(X,=k) = P(X=k), ha n— oo minden k € Z¢ esetén.

@ Gy, (x) = Gx(x), ha n— oo minden x € [-1,1]9 esetén.

.




Karakterisztikus figgvény

|
N

Laplace-transzformalt

Haaz X = (Xi,...,Xy): Q — R? véletlen vektor koordinatai
nemnegativ értékeket vesznek fel, azaz X az RY halmazba
koncentralodik, vagyis P(X € RY) =1, akkor X
Laplace-transzformaltja vx : R? — R,

x(8) == x,, . x,(S1, ... Sq) == E(e™(&X))

e S1X1——SgX
/ / U2 dddFXh ,Xd(X17“'7 ),

Ha P(X €z¢) =1, akkor
Ux(S1,...,84) = Gx(e™S1,...,e7%),  (sy,...,84) €RY,
GX(X1,...,Xd):¢X(_IOgX1,...,—|Ong), (X17-‘-7Xd)6(071)d’

d
ahol s € RY.
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Karakterisztikus figgvény
Laplace-transzformalt tulajdonsagai

Q@ 0< ¥y <1, s ¥x(0) = 1.
@ yx analitikus a (0,00)? halmazon.

© Egyértelmliségi tétel Laplace-transzformaltakra:
Px = Py akkor és csak akkor, ha ¢x = ty.

O Ha X és Y fliggetlenek, akkor vx.,y = xty.
© Tetszbleges rq,...,ry € Z, esetén
E(XP - X9) <00 <= 8 ...00x(0+,...,0+) < oo,
és O ... 0Yx(0+,...,04) = (—1)1 -+ (X ... X"9),

Folytonosséagi tétel Laplace-transzformaltakra

Legyenek X :Q — RY és X,:Q — R9 neN olyan véletlen
vektorok, hogy P(X € RY) =1 és P(X, e RY)=1, neN.
Ekkor a kdvetkezd allitasok ekvivalensek:

) Xn3>X, ha n— oo,

@ x,(S) = ¥x(s), ha n— co minden s e RY esetén.
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Nevezetes eloszlasok

p paraméterl Bernoulli-eloszlas

Legyen p € [0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen valtozé
p paraméterii Bernoulli-eloszlasu, ha lehetséges értékei: 0 és 1, és

eloszlasa P(X=1)=p, PX=0)=1-p.

1 ha A bekdvetkezik,

0 ha A nem kdvetkezik be
véletlen valtoz6 Bernoulli-eloszlasu P(A) paraméterrel.

Ha A< A esemény, akkoraz 1, :=

Generatorfliggvény
Gx(z)=1—-p+pz=1+p(z—1), zeC.

Laplace-transzformalt
Yx(8)=1—-p+pe®=1-p(1-e"°), seR;.

Karakterisztikus figgveny
ox(t)=1—-p+pel=1+pt-1), teR.
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Nevezetes eloszlasok

(n,p) paraméteri binomialis eloszlas

Legyen ne N és p € [0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét
véletlen valtoz6 (n, p) paraméterii binomialis eloszlasu, ha
lehetséges értékei: 0, 1, ..., n, és eloszlasa

P(X = k) = (Z)pm —p)" k. ke{01,....n.

Ha egy A € A eseménnyel kapcsolatban n fliggetlen kisérletet

végzink és

X 1 ha A bekdvetkezik az i-edik alkalommal,
"7 10 egyébkeént,

akkoraz X = Xy +---+ X, véletlen valtoz6 (n,P(A)) paraméteri
binomialis eloszlasu, és Xi,..., X, fuggetlen, P(A) paraméterl
Bernoulli-eloszlasuak.
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Nevezetes eloszlasok

Legyen X (n,p) paraméterl binomidlis eloszlasu véletlen valtozo,
ahol neN és pe[0,1].

Generatorfuggvény

Gx(z2)=(1—-p+pz)"=1+p(z—1))", zeC.

Laplace-transzformalt

Karakterisztikus fuggveny

ox(=(1—-p+pe)"=1+pEt—1)", teR.
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Nevezetes eloszlasok

(n, M;N — M) paraméterl hipergeometrikus eloszlas

Legyenek n,N,M € N gy, hogy M < N. Azt mondjuk, hogy az X
diszkrét véletlen valtozé (n, M, N — M) paraméterii
hipergeometrikus eloszlasu, ha olyan egész k értékeket vehet fel,
melyekre teljestil 0 < k< n, k<M és n—k < N—M, és eloszlasa
(k) (=)
P(X=k)= ,\7*
()

Ha egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van, és
visszatevés nélkil huzunk ki n golyét, és X jeldli a kihtzott piros
golyék szamat, akkor az X véletlen valtozé (n,M,N — M)
paraméter( hipergeometrikus eloszlasu.
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Nevezetes eloszlasok

p paraméterli r-edrendll negativ binomialis eloszlas

Legyen re N és p e (0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét
véletlen valtoz6 p paraméterii r-edrendil negativ binomialis
eloszlasu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ..., és eloszlasa

P(X = k) = <k+r_1>p’(1—p)k, ke{01,.. .}

r—1
A p paraméteri elsérendll negativ binomialis eloszlast p paraméteri
geometriai eloszlasnak is hivjak.

Ha egy A e A eseménnyel kapcsolatban fliggetlen kisérleteket
végzlnk és az A r-edik bekdvetkezéséhez sziikséges kisérletek
szama r+ X, akkoraz X véletlen valtoz6 P(A) paraméter
r-edrendll negativ binomidlis eloszlasu.

Geometriai eloszlasok konvolucidja

Haaz Xj,..., X, véletlen valtozok fliggetlenek és p paraméterii
els6érendl negativ binomialis eloszlasuak, akkor az X; + --- + X;
véletlen valtozd p paraméter( r-edrendli negativ binomidlis eloszlasu.



Nevezetes eloszlasok

Legyen X p paraméterl r-edrendl negativ binomialis eloszlasu
véletlen valtozo, ahol re N és p € (0,1].

Generatorfuggvény
_(_Pp Y 1
GX(Z)_(1—(1—,D)Z> ) ZECa ‘Z’<1_p7
ahol p=1 esetén ﬁ, ‘= 00.

Karakterisztikus fuggvény

Geometriai eloszlas 6érokifju tulajdonsaga
Ha az X véletlen valtozd p paraméter(i geometriai eloszlasu, akkor

PX>k+0|X>k=P(X>0), kte{01,..}.
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Nevezetes eloszlasok

A paraméterli Poisson-eloszlas

Legyen X € R;. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen valtozé A
paraméteri Poisson eloszlasu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ..., és
eloszlasa
)\k
P(X:k):me*A, ke{0,1,...}.

Generatorfliggvény

Gx(z) =M1 zecC.

Karakterisztikus fuggveny

ox(t) =" teR.

Binomialis eloszlas kdzelitése Poisson eloszlassal

Ha X,, n e N, binomidlis eloszlasu véletlen valtozék (n, pn)

z P D
paraméterrel, és np, — A € (0,00) ha n— oo, akkor X, — X ha
n — oo, aholaz X véletlen valtoz6 A paraméter(i Poisson-eloszlasu.
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Nevezetes eloszlasok

Egyenletes eloszlas a {0,1,...,N — 1} halmazon

Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen valtoz6 egyenletes
eloszlasu az {0,1,..., N — 1} halmazon, ha

PX=k)=~, ke{0,1,...,N—1}.

Generatorfuggvény

121 ha zeC\ {1},

1i o N
Gx(z):N(1+z+---+z’V ‘):{4\’ z= ha 2 — 1

Karakterisztikus figgveny

1ef=1 ha et e C\ {1},

1 . . dle -1
= —(1 + it 4ot it(N—1) _ N eit—1 )
px(t) = (1 +e e ) : ha ot — 1,

ahol t e R. 8o



Nevezetes eloszlasok

Egyenletes eloszlas az (a, b) intervallumon

Legyen a,b € R ugy, hogy a< b. Azt mondjuk, hogy az X abszolut
folytonos véletlen valtoz6 egyenletes eloszlasu az (a, b)
intervallumon, ha sliriségfliggvénye

1
ix) = {50 X120
0, egyébként.

Karakterisztikus fuggveny

ibt iat
el 40
t = i(b—a)t’ ?
ex(l) {1, t—0.

Folytonos egyenletes eloszlas kbzelitése
Ha X,, ne N, egyenletes eloszlasu véletlen valtozok a

{0,1,...,n—1}, ne N, halmazokon, akkor % L. X ha n— 0,
aholaz X véletlen valtoz6 egyenletes eloszlasu a (0,1)

intervallumon.
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Nevezetes eloszlasok

A paramétert exponencidlis eloszlas
Legyen X > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolut folytonos véletlen val-
tozd \ paraméterii exponencialis eloszlasu, ha siriiségfliggvénye
de ™ x>0,
fx(x) = s
0, egyebként.
Exponencialis eloszlas érokifju tulajdonsaga

Ha az X véletlen valtoz6 A paraméterll exponencidlis eloszlasu,
akkor

PX>t+h X>t)=P(X>h), th>0.

Laplace-transzformalt




Nevezetes eloszlasok

(m, 0?) paraméter(i normélis eloszlas

Legyen me R és o > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolut
folytonos véletlen valtozé (m, o?) paraméterii normalis eloszlasu,
ha sUrlségfluggvénye

de Moivre CLT, binomialis eloszlas kozelitése normalis
eloszlassal

Ha X,, ne€ N, binomidlis eloszlasu véletlen valtozék (n, p)

_Xo—np g X ha n—
V/np(1-p) >

ahol az X véletlen valtozé (0,1) paraméterli normalis eloszlasu.

paraméterrel, ahol p € (0,1), akkor




Tobbdimenzios normalis eloszlas

Tobbdimenzidés normalis eloszlas

@ Azt mondjuk, hogy az Y : Q — RY véletlen vektor standard
normalis eloszlasu, ha Y =(Yy,..., Yy), ahol
Yi,..., Yg: Q — R flggetlen, standard normalis eloszlasu
véletlen valtozok.

@ Azt mondjuk, hogy az X : Q — RY véletlen vektor normalis
eloszlasu, ha X eloszlasa megegyezik AY + m eloszlasaval,
ahol Y :Q — R? standard normélis eloszlast, A € R9*9 és
m € RY.
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Tobbdimenzios normalis eloszlas

Karakterisztikus figgveény, striségfiggveny

@ Egy X :Q — RY véletlen vektor akkor és csak akkor normalis
eloszlasu, ha karakterisztikus fuggvénye

ox(t) = exp {i(m, t) — %(Dt, t)} , t e RY

alakd, ahol m € RY, és D ¢ R9*9 szimmetrikus, pozitiv
szemidefinit matrix, azaz DT = D, valamint tetsz6leges t € RrRA
esetén (Dt t) > 0. Tovdbba m = E(X), D = Cov(X).

@ Ha D invertalhatd, akkor X abszolut folytonos, és

strlségfliggvénye

1 1
fx(X) = ————=¢ —D‘1x—m,x—m}, x € RY.
M) = e ©°{ 20 mx-m

Azt mondjuk, hogy az X : Q — R? véletlen vektor normalis
eloszlasu (m, D) paraméterekkel, ha X karakterisztikus fliggvénye

a fenti tételben adott alakd. Jeldlése: X 2 N(m, D).
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Tobbdimenzios normalis eloszlas

Tébbdimenziés normalis eloszlas linearis transzformaltja

D q qz zm ;s e Z
Ha X = N(m,D) d-dimenziés normalis eloszlasu véletlen vektor, és

acR!, BeR™d, akkor a+ BX 2 N(a+ Bm,BDBT) (-dimenzis
normalis eloszlasu véletlen vektor.

Tobbdimenzidés normalis eloszlas karakterizalasa

Egy X :Q — R véletlen vektor akkor és csak akkor normalis
eloszlasy, ha minden ¢ € R? vektor esetén a ¢’ X véletlen valtozo
normalis eloszlasu.
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Tobbdimenzios normalis eloszlas

Tdbbdimenziés normalis eloszlas koordinatainak fliggetlensége

Legyen (Xi,..., Xk, Y1,...,Ys) Kk + ¢-dimenziés normalis eloszlasu
véletlen vektor, és tegyik fel, hogy barmely i€ {1,..., k} és
je{l,...,¢} esetén Cov(X;, Y;) =0. Ekkora (Xj,...,Xk) és
(Yi,..., Ye) véletlen vektorok fliggetlenek.

Linearis kombinaciok figgetlensége

Legyenek Xi,..., Xy fOggetlen, standard normalis eloszlasu véletlen
valtozdk. Az a1 Xy + -+ agXyg €s by Xy + -+ bgXy linearis
kombinaciok akkor és csak akkor flggetlenek, ha az (ay,...,aq) €s
(by,...,by) vektorok merblegesek egymasra.
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Legyenek X :Q —RY és X,:Q — RY neN, véletlen vektorok.
Azt mondjuk, hogy az Xi, Xa,... sorozat X-hez konvergal

o majdnem biztosan (jeldlése X, ™% X vagy X, — X P-m.b.),
= P(Iim xn:x):1;

n—oo
@ sztochasztikusan (jeldlése X, N X), habarmely ¢ > 0 esetén

nIi_}m P(||Xn — X|| =€) =0;
o eloszlasban (jeldlése X, 2+ X), ha
Jim F, (x) = Fx(x)

minden olyan x € R? pontban, ahol Fy folytonos;

° r-edik momentumban, ahol r > 0 (jelolése X, — (il

Xo-25X), ha
E(IXI") < o0, E(I1Xal) < o0, ne N, és fim (X~ XI") =

X vagy
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Konvergenciafajtak kapcsolata

Legyenek X :Q —RY és X,:Q — RY neN, véletlen vektorok.

@ Ha X, mb X, vagy valamely r > 0 esetén X, & X, akkor
Xn - X.

@ Ha X, m X valamely r > 0 esetén, akkor tetszdleges

se (0,r) esetén X, i

Sztochasztikus konvergencia hatarértékének egyértelmisége

Ha X: Q- R Y Q>R X,:Q—-R? és Y,:Q— R neN,
véletlen vektorok gy, hogy Xn, —= X, Yn —= Y, és X, = Y, P-m.b.
minden n € N esetén, akkor X = Y P-m.b. Specialisan,

ha X, ™% x, v, ™% y &5 X, =Y, P-mb. minden neN esetén,
akkor X =Y P-m.b.
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Sztochasztikus konvergencia egy ekvivalens atfogalmazasa

Legyenek X,:Q — RY neN, véletlen vektorok. Az X,, neN,
sorozat akkor és csak akkor konvergal sztochasztikusan valamilyen
X :Q — RY véletlen vektorhoz, ha tetszbleges ¢ > 0 esetén

lim sup  P(||Xm — Xnl| >¢) =0.

=00 fmeN: m>n}

Sztochasztikusan 0-hoz tartdé monoton csdkkend sorozat

Legyenek X,:Q — R, ne N, véletlen valtozék. Ha X, LN 0, amint
n— oo, és P(0 < Xp41 < Xy) =1 minden ne N esetén, akkor

b, .
X, 2350, amint n — .
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia

Legyenek X :Q — RY és X,:Q — R, neN, véletlen vektorok.
@ Az alabbi allitasok ekvivalensek:
(@) X, ™% X, amint n — oo,

(b) sup [|Xk — X|| == 0, amint n — oo, azaz
{keN: k>n}

Ve>0 esetén lim P( sup ||Xk—X||>s>:0,

=9 {keN: k>n}

© sup Xk — X|| 2% 0, amint n — .
{keN: k>n}
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Véletlen vektorok konvergenciaja

@ Az alabbi allitasok ekvivalensek:
(@) (Xn)nen majdnem biztosan konvergal valamely d-dimenziés
véletlen vektorhoz,

(b)  sup [ Xk — Xol| = 0, amint n— oo, azaz
{keN: k>n}

Ve>0 esetén lim P( sup || Xk — Xl > 5) =0,
=e2 {keN: k>n}

©  sup Xk — Xull 2% 0, amint n — .
{keN: k=n}

®Ve>0 esetén Y P(IXk—X[|>e) <oco = X, %X
k=1

P 0 ons r -
@ X, — X, amint n— oo <= pozitiv egészek barmely
ny < np < ... sorozatanak vanolyan ny, < ng, < ... részsoro-
.b, . . ™~ P
zata, hogy X, % X, amint i — oo. Specialisan, ha X, — X,
. ! 7 . Ve
amint n — oo, akkor létezik olyan ny < n, < --- részsorozat,
.b. . . , . ; .z
hogy X, —= X, amint ¢ — oo (Riesz-féle kivalasztasi tétel).




Véletlen vektorok konvergenciaja

Véletlen vektorok folytonos fliggvényének konvergencijja

Legyenek X :Q —-RY Y: Q- R X,:Q—RYI és Y,:Q—RY,
ne N, véletlen vektorok és g: R x R — R’ folytonos fliggvény.

o Ha X, ™% X és Y, ™% v, akkor g(Xn, Yn) ™% g(X, Y).
@ Ha X, — X és Y, Y, akkor g(Xn, Yn) — g(X, Y).
Konvergencia és miveletek kapcsolata
Legyenek X :Q >R Y: Q=R X,:Q—RY és Y,: Q— RY,
n e N, véletlen vektorok.
o Ha X, ™% X &5 Y, ™% v, akkor X,+ Y, ™% X+ Y és
X, Ya) 25 (X, Y).
@ Ha X, s X és Y, -5 vV, akkor X, + Y, — X+ Y és
Xn, Yn) — (X, Y).

@ Ha X, il e és Y, Tl y valamely r > 0 esetén, akkor
Xo+ Yo Ll x 1y,




Véletlen vektorok konvergenciaja

Véletlen vektorok egyenletes integralhatésaga

Legyen (Q,.A,P) val6szinliségi mezd, I # () nemires halmaz, és
minden v €T esetén X, : Q — RY véletlen vektor. Azt mondjuk,
hogy az {X, :v e} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok,

ha
X2 gx,>k3) = O

lim supE
K—oo ,yer

Ha I # ( nemires véges halmaz, akkor az {X, :y €T} véletlen
vektorok egyenletes integralhatésaga azzal ekvivalens, hogy
sup,er E([1 X, ) < oo.

Specidlisan, ha X,, n e N, azonos eloszlasu integralhat6 véletlen
vektorok sorozata, akkor {X,: n € N} egyenletesen integralhaté.

Végtelen szamossagu ' halmaz esetén a kdvetkez tétel szolgaltat
szikséges és elégséges feltételt.
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Egyenletes integralhatésag

Legyen (9, .A,P) val6sziniségi mezd, I # () nemires halmaz, és
minden v €T esetén X, :Q — RY véletlen vektor. Az {X,:y €T}
véletlen vektorok akkor és csak akkor egyenletesen integralhatok, ha

sup E([| X, [[) < o0
yel

és
li E(||X,]|14) =0
P, SUP (I1X,[114) = 0,
amit agy értlink, hogy Ve > 0 létezik olyan 6 > 0, hogy
E(]|X,][1a) < e minden v €l és minden olyan A< A esemény
esetéen, melyre P(A) < 6.
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Egyenletes integralhatésag

Legyen (9, .A,P) val6szinliségi mezd, I # () nemires halmaz, és
minden v €T esetén X,:Q — RY, Y, :Q — R? véletlen vektorok.
@ Halétezik olyan r > 1, hogy sup.cr E(||X,[|") < oo, akkoraz

{X, : v €T} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok.

@ Haaz {X,:vecTl} és {Y,:v €T} veletlen vektorok
egyenletesen integralhatdk, akkor az {X, + Y, : v €'} véletlen
vektorok is egyenletesen integralhatok.

@ Haaz {Y,:v eI} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok
ésminden v el esetén | X,| <|Y,| P-m.b., akkor az
{X, : v e} véletlen vektorok is egyenletesen integralhatok.

Momentum konvergenciatétel (Vitali)
Legyenek X, Xi, Xo,... d-dimenzids véletlen vektorok, és r > 0.
Az X, m X konvergencia azzal ekvivalens, hogy X, P X ésaz

{||Xnll" : n € N} véletlen valtozék egyenletesen integralhatok.
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Valészinliségi mértékek gyenge konvergenciaja

Legyenek un, n€N, és u valdszinliségi mértékek az (RY, B(RY))

mérhetdségi téren.

Azt mondjuk, hogy a un, n €N, sorozat gyengén konvergal 1-h6z

(jeldlése: 1in = 1), ha lim jin(A) = ji(A) minden olyan A e B(RY)
(e.e]

eseten, melyre p(0A) =0, ahol A=A~ \ A° az A halmaz hatarat

jeldli.
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Portmanteau tétel

Legyenek un, neN, és u valoszinliségi mértékek az (RY, B(RY))
mérhet6ségi téren. A kdvetkezo allitasok ekvivalensek:

im / 9(y) pn(dy) = / 9(y) u(dy) minden g:RY - R
korlatos folytonos fliggvény esetén.

Jim / g(y) un(dy) = / 9(y) u(dy) minden g:RY R
Rd
korlatos egyenletesen folytonos fliggvény esetén.

@ limsup uun(F) < u(F) minden F € B(RY) zéart halmaz esetén.
n—oo

Q liminf un(G) > 4(G) minden G e B(RY) nyitott halmaz esetén.

Q nIi_)m n(A) = u(A) minden AcB(RY) esetén, melyre u(0A) = 0.

A “portmanteau” szé eredetileg nagy utazé taskat jelentett. A nyelvészetben ma sz6dsszerantast
jelent: két kuldnb6zb jelentésli eredeti sz6 6sszevonasaval teljesen Uj jelentésii sz6 jon 1étre
(példaul: csd + orr -> csér vagy Hungarian + English -> Hunglish).



Véletlen vektorok konvergenciaja

Eloszlasbeli és gyenge konvergencia kapcsolata

Legyenek X,:Q — R neN, és X:Q — RY véletlen vektorok.
A kovetkez0 allitasok ekvivalensek:

Q0 X, > X.

Q Py, = Px.

Q nleoo E(g(Xn)) = E(9(X)) minden g:R? — R korlatos, folytonos
flggvény esetén.

Q lim E(g(Xn)) = E(g(X)) minden g: RY — R korlatos,
egyenletesen folytonos flggvény esetén.

@ limsupP(X, € F) < P(X € F) minden F ¢ B(RY) zart halmazra.

n—o0

Q liminf P(X,€G) > P(X€G) minden G € B(RY) nyitott halmazra.

@ lim P(X, € A)=P(X € A) minden olyan A< B(R?)
Borel-halmaz esetén, melyre P(X € 0A) = 0.




Véletlen vektorok konvergenciaja

Egy h:R? — R mérhetd fiiggvény esetén jeldlie D, a h szakadasi
(nem folytonossagi) pontjaibdl allé halmazt, azaz

Dy = {x e RY :létezik olyan (Xn)nen RY-beli sorozat, hogy xp — X,

de h(xp) - h(x)}.

Mértékelméletbdl ismert, hogy Dj, € B(RY).

Leképezési tétel

Legyenek X :Q — R, X,:Q —RY neN, véletlen vektorok, és
h:RY — R mérhetb fliggvény.
Ha X, 2 X és P(X € Dy) =0, akkor h(Xn) —= h(X).

Ha X, 2 X és h folytonos, akkor Dy =0, és h(X,) - h(X),
mely esetben a leképezési tételt folytonos leképezések tételének is
szokas hivni.
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Cramér—Szluckij lemma

Legyenek X:Q =R X,:Q—RY neN, és Y,:Q—RI neN,
véletlen vektorok.
Ha X, 25 X és X,— Y, >0, akkor Y, -2 X.

Egyuttes eloszlasbeli konvergencia

Legyenek X:Q = RY, X,:Q =R Y,:Q—RY neN, véletlen
vektorok, és c e R9. Ha X, -2+ X és Y, — ¢, akkor
(Xn, Yn) = (X, ©).
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Véletlen vektorok konvergencigja
Legyenek X :Q - R, X, Q—RY Y,:Q—R és Z,:Q— RY,
n € N, véletlen vektorok, és ae RY, b e R.
@ Ha X, s X, akkor X, 2+ X.
@ (Cramér-Slutsky) Ha X, Do x , Yn P bés Zn N a, akkor
Yo Xn+ Zn 25 bX + a. Specidlisan, ha X, = X, és a, a, € RY,
neN, b,bpeR,neN, hogy a, — a és b, — b, akkor
bnXn + an 25 bX + a.

o X, P, a akkor és csak akkor, ha X, 2. a

Leképezesi tétel (sztochasztikus konvergenciara)

Legyenek X,:Q — R ne N, véletlen vektorok, h:RY — Rf
mérhetd fliggvény, és x € R9. Ha X, — x és x ¢ Dj, akkor
h(Xn) — h(x).




Véletlen vektorok konvergenciaja

Folytonos leképezési tétel (sztochasztikus konvergenciara)

Legyenek X,:Q —RY neN, és X:Q — RY véletlen vektorok, és
h:RY - R’ folytonos fiiggvény. Ha X, — X, akkor h(X,) — h(X)

v

Leképezeési tétel (varhato értékre)
Legyenek X,:Q — R, ne N, véletlen vektorokés h: R — R

korlatos és mérhetd fliggvény, melyre P(X € Dy) =0. Ha X, NS
akkor E(h(X,)) — E(h(X)).
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Véletlen vektorok konvergenciaja

Legyenek X :Q — R és X,:Q — R, ne N, valészinliségi valtozék.
Ha X, 2 X, akkor E(|X|) < liminfn_seo E(|Xn]).

Eloszlasbeli konvergencia és az egyenletes integralhatésag, |

Legyenek X :Q - R és X,:Q — R, ne N, valoszinliségi valtozok.

Ha X, P, X és {Xn : n € N} egyenletesen integralhato, akkor
E(|X|) < oo és E(Xn) — E(X).

Eloszlasbeli konvergencia és az egyenletes integralhatésag,

Legyenek X :Q — R és X,:Q — R, neN, valbszinliségi valtozok.

Ha X, >0, neN, X>0, E(X)) <oo, neN, E(X) < oo, Xn3>X
és E(X,) — E(X), akkor {X,: ne N} egyenletesen integralhato.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték
Legyen (Q,.A,P) egy valészinliségi mezd.
Feltételes relativ gyakorisag

Ha n fliggetlen kisérletet végziink, akkor egy A € A esemény
feltételes relativ gyakorisaga azon feltétel mellett, hogya B < A
esemény bekovetkezett

__ kn(ANB) rm(ANnB)
m(A|B) = k(B) _ m(B)

ahol k,(An B), ill. kn(B) az An B, ill. B esemény gyakorisagat,
(AN B), ill. ry(B) pedig a relativ gyakorisagukat jel6li.

Feltételes valdszinliség

Legyen B € A egy esemeény, melyre P(B) > 0. Az A< A esemény
feltételes valésziniisége a B € A feltétel mellett (azaz, ha tudjuk,
hogy a B esemény bekdvetkezett)

P(AN B)

P(A|B) = —5 75

07



Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes valdszinliség

Legyen (92, A,P) egy valészinliségi mez0, és B € A, hogy P(B) > 0.
Ekkora Qg: A —[0,1], Qg(A) :=P(A|B), A< A, halmazfiggvény
valészinliségi mérték az (2,.4) mérhetd téren, azaz (2,4, Qp)
valoszinliségi mezé.

Feltételes valdszinliség

Legyen (2, .A,P) egy valoszinliségi mezb, és B € A, hogy P(B) > 0.
Legyen tovébba Ag:={ANB:Ac A}. Ekkor Ap oc-algebra és a
Qs : Ag — [0,1], Qg(A) :=P(A|B), A€ Ap, halmazfliggvény
valészinliségi mérték a (B, .Ag) mérhet6 téren, azaz (B, Ag, Qp)
valészinliségi mezo.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Diszkrét véletlen valtozo feltételes eloszlasa, feltételes varhatd
értéke, feltételes variancijja

Legyen B egy pozitiv valoszinliségl esemény. Ha X diszkrét
véletlen valtozé P(X = xx), k =1,2,..., eloszlassal, akkor X-nek a
B-re vonatkoz6 feltételes eloszlasa

P(X:Xk|B):QB(X:Xk), k:1,2,...,
feltételes varhato értéke
E(X|B) : Zxk P(X =x¢|B)=> Xk Qa(X = Xk),
k

amennyiben ez a sor abszolut konvergens, azaz
Z |xk| - P(X = xx | B) < oo, feltételes varianciaja pedig

Var(X|B) := E [(X — E(X|B))?IB] — E(X?|B) — [E(X|B)]?
2
:ZxE-P( = Xk | B) — (ZXK —Xk‘B))a
k

amennyiben a >, x2 - P(X = x| B) sor konvergens.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

@ Ha X diszkrét véletlen valtozo, akkor a P(X = x| B), k € N,
szamok eloszlast aIkotnak hiszen nemnegativak, és désszegik 1:

> P(X=x|B) = Zp{x_xk}ms)

k

__tp X = B)| = p X = B

~ ) LkJ({ —HNB ) = pg) @{ =)
1

——P(B)P(QQB)—1

@ Specialisan, ha B egy olyan esemény, melyre P(B) = 1
(pl.: B=Q esetén), akkor X-nek a B-re vonatkozo feltételes
eloszlasa, varhatd értéke, ill. varianciaja megegyezik
X eloszlasaval, varhato értékével, ill. varianciajaval.

@ Ha E(|X|) < oo, akkor tetszbleges pozitiv valészinliségli B
esemeény esetén E(|X||B) < cc.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Mi a két szabalyos dobokockaval dobott szamok eltérésének feltételes
eloszlasa azon feltétel mellett, hogy a dobott szamok 6sszege ( ?

Jeldlje a dobott szamokat X és Y. Nyilvan ¢ € {2,3,...,12} és

£l ha2<0<7
PIX+Y=1¢= 1%6_é ’
1Bl ha 7<e< 12
Tovabba |X — Y| lehetséges értékei 0,1,2,3,4,5, és (€ {2,...,6}
esetén a szbbanforgd feltételes eloszlas valészinliségei:

PIX-Y|=0|X+Y=2)=1, P(X-Y|=1|X+Y=38)=1,

P(]X—Y]:O]X+Y:4):;, P(\x—yy:2|x+yz4):§,
PUX Y| =1]X+Y=5)= 1 P(X-Y|=8[X+Y=5)=_

1 2
PIX~Y|=0|X+Y=6)=z,  P(X-Y|=2|X+Y=6)=c,

2
PIX - Y| =4|X+Y=6)=_.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

A fenti feltételes valészinliségek ¢ = 6 esetén az alabbi médon hata-
rozhatéak meg. Mivel

(X+Y=6}={X=1,Y=5}u{X=2Y=4}
U{X=3,Y=3lu{X=4Y=2}U{X=5Y=1}
az {X + Y = 6} esemény bekdvetkezése esetén | X — Y| lehetséges
értékei 0,2, 4, és
{IX=Y¥|=0}={X=3,Y=3},
{IX=-Y=2}={X=2,Y=4}U{X=4Y =2},
{IX=Y|=4}={X=1,Y=5,u{X=5Y=1}L
Ezért

P(X—Y|=0,X+Y=6)
P(X+Y=6) -

PX—Y|=2X+Y=6)
P(X+ Y =6) -
PIX—Y|=4X+Y=6)
P(X+ Y =6) -

P(X—Y|=0|X+Y=6)=

P(X-Y|=2|X+Y=6)=

alnn gl o=

BBl Glofgin Slofgl~

PIX—-Y|=4|X+Y=6)=
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Abszolut folytonos véletlen valtozo feltételes eloszlasa, feltételes
varhato értéke
Egy tetszbleges valos értéki X véletlen valtozénak a B pozitiv

valészinliségli eseményre vonatkoz6 feltételes eloszlasfiiggvénye
FX|B R — [0, 1],

Fxa(x) =P(X < x|B)=Qg(X <x), x€R.

Ha létezik egy olyan Borel-mérhet0 fx|5 : R — R flggvény, melyre
X

FXB(X):/_ fxs(u) du

teljesil tetszbleges x € R esetén, akkor az fy g flggvényt X-nek a
B-re vonatkoz6 feltételes siiriségfiggvényének nevezzik.

Az Fx; feltételes eloszlasfliggvény nemmas, mint X-nek a Qg valdszinliségi mérték
melletti eloszlasfiggvenye. Az fyp feltételes stirliségfliggvény amennyiben létezik
Borel-mérhet6, Lebesgue-majdnem mindendiitt nemnegativ és [~ fx;p(u)du =1, és

igy (szokasos) siirliségfliggvény. o



Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Abszolut folytonos véletlen valtozo feltételes varhatd érteke és
varianciaja

Ha létezik az fy g feltételes slirliségfuggveény, akkor X-nek a B-re
vonatkozo feltételes varhato értéke

o0

E(X’B) = / X - leB(X) dx

—o
amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens, azaz
JZ50 Ix] - fxa(x) dx < oo; feltételes varianciaja pedig

Var(X|B) := E [(X — E(X|B))?|B] = E(X?|B) — [E(X|B)}2

— /_c: X2 - fyyp(x) dx — </_ZX‘fX|B(X) dX>2,

amennyiben [* x2 . fyg(x) dx < <.

Ha létezik az fxp feltételes siirisegfliggvény és E(|X|) < oo, akkor
tetszbleges pozitiv valdészinliségli B esemény esetén E(|X||B) < oc.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Példa: Legyen X standard normalis eloszlasu, és B := {X > 0}.
Ekkor P(B) =1/2, és

F (X)_M_ 0 ha x <0,
XBX = Th(X>0)  |2P(0<X<x) ha x>0.

Ha x > 0, akkor tehat
X
Fx5(x) = 2(®(x) — ¢(0)) = \/E/ e U2 4u.
T Jo

igy X-nek a B-re vonatkoz6 feltételes stir(iségfliggvénye:

2e-x2/2 pg x>0,
fx1B(x) = {\/;

0 ha x <0.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Ezért X-nek a B-re vonatkoz6 feltételes varhat6 értéke:

E(X|B):/ X - fxg(x dx_/ \[—X/de
- %[ XZ/ﬂo _\/;'

Tovéabbd, ha Y :=|X|, akkor

0 ha Xgo!
Fy(x) =P(IX| < x) = {P(—X<X<X) ha x >0

0 ha x <0,
= { X = Fxig(x), x€R,

2P(0< X <x) ha x>0,

azaz X-nek a B-re vett feltételes eloszldsa megegyezik |X]|
eloszlaséaval.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Abszolut folytonos véletlen valtozéra vonatkozé feltételes

sUrlségfuggveny, feltételes varhato érték

Legyen (X, Y) abszolut folytonos véletlen vekior fx y sirliség-
flggvénnyel. Ekkor X feltételes siirliségfiiggvényeaz Y =y
feltételre nézve (ahol y € R):

fX,Y(va)
By (x1y) i= { Ry eES g
h(x) ha fy(y) =0,

ahol fy az Y slrliségfiiggvénye, és h tetszbleges sirliségfliggvény.

X feltételes eloszlasfliggvénye az Y = y feltételre nézve:
X

PIX<x|Y=y) ::/ fxy(uly)du, x € R.

— 00

X feltételes varhato értéke az Y = y feltételre nézve:

o

E(X|Y = y) = / x - fyy (X]y) dx,

—00

feltéve, hogy a jobb oldalon &all6 integral abszollt konvergens.




6. Feltételes varhat6 érték

Megjegyzés. Legyen (X, Y) abszolut folytonos véletlen vektor fx y
sUrlségfiggvénnyel. Legyen y € R és tekintsik X feltételes slirliség-
figgvényétaz Y =y feltételre nézve: R > x — fyy(x|y).

Ekkor a val6s szamok R halmazét felruhdzva a Borel-halmazok B(R)
c-algebrajaval, a

B(R) B+—>/fo|y(u|y)du

halmazflggvény valészinliségi mérték (R, B(R))-en.

Tovabba, tetszbleges x € R esetén, ezen valdszinliségi mérték szerint
a (—oo, x) halmaz (esemény) valészinlisége éppen P(X < x| Y = y),
az (x,o00) halmaz (esemény) val6szinlisége pedig

/ fy(Uly)du=1—P(X < x| Y = y).
X
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Abszolut folytonos véletlen valtozora vonatkozé feltételes
variancia, regresszios gorbe

X feltételes varianciajaaz Y = y feltételre nézve:
Var(X|Y = y) == E[(X — E(X|Y = y))?|Y = y]

= E(X?|Y =y) - [E(X|Y = y)]?
oo [o%) 2
-/ Xz'fXY(XU’)dX—( / x-fX|y(xry)dx>,

feltéve, hogy [ X2 - fxy(x]y)dx < cc.
X regresszios gorbéje az Y feltételre nézve:
az R> yw— E(X|Y = y) fuggveny.

Ez minimalizalja az E [(X — f(Y))?] mennyiséget, azaz ha E(X?) < oo
és f:R — R olyan Borel-mérhetd fiiggvény, hogy E [f(Y)?] < oo,

akkor E[(X — E(X|Y))?] <E[(X - f(Y))3].
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Teljes varhato érték tétel teljes eseményrendszerre vonatkozéan

diszkrét esetben

Haa B, B», ... pozitiv valészinliségll események teljes
eseményrendszert alkotnak, X egy diszkrét véletlen valtozé és
E(|X]) < oo, akkor

=Y E(X|Bk) - P(By)
k

Bizonyitas. Legyen X diszkrét véletlen valtozd xi, xo, . ..
lehetséges értékekkel. Ekkor

2_E(X|Bo-P(B) =3 ZX/P(X = % | By) - P(By)

—ZZ&P({X—X,}mBk) > x> PHX = x} N By)
J k

—ZX/ X = x) = E(X),

ahol az E(\X|) < oo feltételt a szummak felcserélésénél hasznaltuk.
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6. Feltételes varhat6 érték

Diszkrét véletlen valtozé teljes eseményrendszerre vonatkozé

feltételes varhat6 értéke

Legyen X egy diszkrét véletlen valtozd, hogy E(|X]|) < oo, és legyen
G egy B, Bo,..., pozitiv valoszinliségli eseményekbdl allé teljes
eseményrendszer. Ekkor X-nek a G-re vonatkozoé feltételes
varhato értékén az

E(X|G) :=> E(X|Bx)1g,
Kk

diszkrét véletlen valtozét értjik.

Az E(X|G) véletlen valtoz6 a B, eseményen az E(X|By) értéket
veszi fel.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Példa:

Szabalyos dobdkockaval addig dobunk, mig az elsé 6-os megjelenik.
Legyen X := az ehhez sziikséges dobasok szama.
Ekkor X geometriai eloszlasu %—paraméterrel, igy E(X)=6.

Az aldbbiakban a teljes varhato érték tétele alapjan is meghatarozzuk
E(X)-t.

Ekkor By := {az els6 dobas k}, k=1,...,6, pozitiv (1/6)
valészinliségli eseményekbdl allé telies eseményrendszer.

Mivel E(|X|) < oo, ateljes varhatd érték tétele alapjan

Z E(X | Bx) - P(Bg)
Megmutatjuk, hogy

14+ E(X) ha 1<k<5,

E(X|B) =
(X1 Bx) {1 ha k = 6.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték
Nyilvan, P(X =1|Bg) =1 ésigy E(X|Bs)=1-1=1.
Ha 1 < k <5, akkor

EX|B) =E(1+X—1|B)=1+EX—1|Be) =1+ E(X),

ahol az utolsoé 1épés abbdl kdvetkezik, hogy X — 1-nek a By-ra
(k =1,2,3,4,5) vonatkoz¢ feltételes eloszlasa megegyezik X
eloszlaséaval, ugyanis X — 1 értékkészlete Z. = {0,1,2,...},
P(X—1=0|Bx)=0 és

PX—1=n|By =X =1=nBJ _PX=n+15J

P(Bx) P(Bx)
_ P({azelsd dobas k} N {a2.,...,n. dobas nem 6-0s} M {az (n+ 1). dobas 6-0s})
P(Bx)
1.5\ 1 n—1
_s (6 s 1 B\ o
= T 5 <6> =P(X=n), neN
Ezért 1
E(X) = 6(1 +5(1 + E(X))),

amibdl E(X) = 6. 109



Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Az E(X|Bg), 1 < k <5, feltételes varhatd értékeket (is) szamolhatjuk
direktben (definici6 alapjan).

Ha 1 < k<5, akkor P(X =1|B) =0 és

P(X = n|Bx)
_ P({azelsd dobas k} N {a2.,...,(n—1). dobas nem 6-0s} N {az n. dobas 6-0s})
P(Bk)
1 (5\N—2 1
5 (®) "8
1
6
n—-2
_d n=2,3,
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

gy k=1,...,5 esetén

o

E(X|By) 52 12 /5\"' 1
| BK) = 2”6,71—52” 5] 527
n=2 =

/ 1/ x2\
x=5/6 5 (1 —x>

X= 5/6

12x — x?2
5(1—x)

Ezért E(X) = 5(1 +5.7)=6.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Tovabba, X-neka G :={By,...,Bg} pozitiv valdészinliségl
eseményekbdl all6 telies eseményrendszerre vonatkozé feltételes
varhat6 értéke az

E(X|G)=7(lg, +--+1pg)+1-1g, =7 1g\p, + 115
diszkrét véletlen valtoz6. Azaz

7 ha w%Be,
1 ha we Bg.

E(X | 9)(w) = {
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Teljes valoszinliség- és teljes varhatd érték egylttesen abszolut
folytonos esetben

Legyen (Q, A, P) valoszintiségi mez6, és (X, Y) : Q — R? egy abszol(t
folytonos veéletlen vektor fx y slrlsegfliggvénnyel.
Jeldlje fy az Y slrliségfliggvényét.

@ Ekkor tetszéleges x € R esetén teljesl, hogy

o0

P(X < x) :/ P(X <x|Y=yfy(y)dy.

—00

@ Ha E(|X]) < oo, akkor

EX) = [ EXIY =)y

—00
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Példa: Valasszunk egyenletes eloszlas szerint egy pontot a (0, 1)
intervallumon, jeldlje ezt Y. Tekintslk a (0, Y) véletlen intervallumot
és legyen X egyenletes eloszlasu ezen az intervallumon. Hatarozzuk
meg X varhato értékét!

A feltételek alapjan Y egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon, és
tetszbleges y € (0,1) esetén X-nekaz Y = y feltételre vonatkozd
feltételes slirliségfiiggvénye:

1 haxe(0,y),

fxv(xly) = {y x €R.

0 hax¢(0,y),
A teljes varhaté érték tétele alapjan

e = [T EXIY = nnmay = [ EX|Y =y,

ahol
[*S) y 1 y
E(X|Y:y):/ x~fx‘y(x\y)dx:/ X-—dx==.
oy 2

Ezért

1
y 1
E(X) = =dy = —.
(X) /02}/ 2
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Varhaté érték egy tovabbi tulajdonsaga

Legyen (2, .A,P) val6szinliségi mezd és F C A egy rész o-algebra.

@ Ha ¢:Q — R olyan F-mérhetd valdészinliségi valtozé, melyre
E(|¢]) < oo és minden A e F esetén E(Cls) >0, akkor ¢ >0
P—m.m.

Q@ Ha ¢:Q— R és n:Q— R olyan F-mérhetb valészinliségi
valtozok, melyekre E(|¢]) < oo, E(|n]) < oo, és minden Ae F
esetén E(¢14) < E(nla), akkor € <n P—m.m.

O Ha ¢:Q—> R és n:Q— R olyan F-mérhetb valoszinliségi
valtozok, melyekre E(|¢]) < oo, E(|n]) < oo, és minden Ae F
esetén E(¢14) = E(nla), akkor € =n P—m.m.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

o-algebrara vonatkoz¢ feltételes varhato érték

Legyen (Q,.A,P) val6szinlségi mezd, F C A rész-c-algebra, és
X : Q — R olyan véletlen valtozo, melyre E(|X]) < occ.
Azt mondjuk, hogy egy Xr: Q — R véletlen véltoz6 az X feltételes
varhato értéke az F feltételre nézve, ha

Q@ Xy F-mérhetd (azaz o(Xr) C F) és E(|Xx|) < o,

@ minden Ac F esetén E(Xrla) = E(X14).

o-algebrara vonatkoz¢ feltételes varhato érték

Legyen (,.A,P) val6észinlségi mez6, F C A rész-o-algebra, és
X : Q — R olyan véletlen valtoz6, melyre E(|X]) < occ.

Ekkor létezik Xr: Q — R feltételes varhaté érték, mely

P-m.b. egyértelmiien meghatarozott.

Jeldlés: E(X|F) jeldliennek az Xr véletlen véltozénak a P
szerinti ekvivalencia-osztalyat és annak tetszbleges reprezentansat is
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes varhaté értek tulajdonsagai

Legyen (Q,.A,P) val6szinlségi mezd, F C A rész-c-algebra.

@ HaE(|X]) < o0, E(]Y]) < 0 és X < Y, akkor E(X | F) < E(Y | F).

@ Ha E(|X]) < oo, akkor |E(X|F)| < E(|X]|F).

© Ha E(|X]) < oo, akkor E(X|A) = X.

O Ha X F-mérhetd és E(|X|) < oo, akkor E(X|F) = X.

© Ha E(|X]) < oo, akkor E[E(X|F)] = E(X).

Q Ha E(|X]) < oo és X fuggetlen F-t6l, akkor E(X |F) = E(X).

@ Toronyszabaly: ha E(|X|) <« és G C F rész-c-algebra, akkor
E[E(X|F)|G] = E[E(X|9) | F] = E(X[9).

Q Ha E(|X]) < oo és E(]Y]|) < oo, akkor tetszbleges a,b € R
esetén E(aX + bY |F) =aE(X|F)+ bE(Y|F).

Q Ha E(|X]) < o0, E(JXY]|) << és Y F-mérhetd, akkor
E(XY|F)=YE(X]|F).




Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes varhato érték tulajdonsagai

@ Ha Xi, Xo, ... P-integralhatok, X, + X P-m.b. és X is
P-integralhatd, tovabba létezik olyan Y valdszinlségi valtozo,
hogy Vne N esetén X, > Y P-m.b.és E(|Y]) < oo, akkor
E(Xn|F) T E(X|F) P-m.b.

@ Ha Xi, Xo, ... P-integralhaték, Vn < Nesetén X, > Y P-m.b,,
ahol Y egy olyan val6szinliségi valtozé, melyre E(]Y]) < oo, és

E ( im inf X ) < oo, akkor E (linnli;f Xn| ]-") < lim inf E(Xy | F).

@ Ha X, ™% X, és létezik olyan Y P-integralhat6 véletlen valtozo,
hogy minden ne N esetén |X,| <Y P-m.b., akkor
E(Xn | F) 2% E(X| F), és E(|1X,— X||F) 25 0.

® Ha Xi, Xo, ... P-integralhatok, Vn € N esetén X, >0 P-m.b,, és

S X, is P-integralhato, akkor E < 3 x,,yf> — 3 E(Xp| F).

n=1 n=1 n=1
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes Jensen-egyenlbtlenség tébbdimenziéban
Legyen (9, .A,P) val6szinlségi mezd, F C A rész-c-algebra, és
X=(Xq,...,Xy) : Q — RY véletlen vektor, melyre E(||X||) < oo.
@ Ha K c RY nemiires, konvex, zart és X € K P-m.b., akkor
E(X|F):=(E(Xy|F),....,E(Xq|F)) € K P-m.b.
@ Ha g:R? - R konvex és E(|g(X)|) < oo, akkor
9(E(X|F)) < E(9(X) | F).

Feltételes valészinliség o-algebrara nézve

Legyen (Q,.A,P) val6észinliségi mezd és F C A rész-o-algebra. Egy
A € A eseménynek a feltételes valoszinlisége az F feltételre
nézve P(A|F):=E(La|F).

Feltételes varhato érték véletlen vektorra nézve

Legyen (Q,.A,P) valoszinliségi mezd, X : Q — R olyan véletlen
valtozo, melyre E(|X|) < oo, és Y : Q — RY véletlen vektor. Ekkor az
X feltételes varhato értéke az Y-ra nézve E(X|Y) :=E(X|a(Y)).
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes varhato érték véletlen vektorra nézve

Létezik olyan f:RY — R mérheté fliggvény, hogy E(X|Y) = f(Y).
Ez aza Py-m.b. egyértelmiien meghatarozott f: R? — R mérhetd
fliggvény, melyre tetszéleges B < B(RY) esetén teljesiil, hogy

/Bf(}’) Py(dy) = E(X1y-1(g)),

ahol Py az Y eloszlasat jeldli, azaz minden B € B(RY) esetén
Py(B) :=P(Y € B).

Jeldlés: f(y) =E(X|Y =y), y € RY.

Itt f nemmas, minta Q(B) := E(X1y-1(g)), B € B(R?), véges,
eléjeles (azaz nem feltétleniil nemnegativ) mértéknek a Py-ra
vonatkozé Radon-Nikodym derivaltja az (RY, B(RY)) mérhetd téren.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Monoton osztély

Azt mondjuk, hogy egy Q egy nemires halmaz részhalmazainak C
rendszere monoton osztaly, ha A, €C,neN, és A, 1T A, amint
n— oo esetén A€ C fennall

Monoton osztély tétel

Legyen Q # (), H az Q részhalmazainak egy halmazalgebraja, C
egy monoton osztélya, hogy H C C. Ekkor o(#) C C.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Véletlen vektorra vonatkozo feltételes varhaté érték
tulajdonsagai

Legyen (Q,F,P) val6szinliségi mezd, X : Q — R olyan véletlen

valtozd, melyre E(|X|) < oo, és Y : Q — RY véletlen vektor.

@ Ha g:RY = R olyan mérhetb fliggvény, hogy E(|Xg(Y)|) < o,
akkor E(Xg(Y)|Y = y) = g(y)E(X| Y = y).

@ Ha X és Y fiiggetlenek, és g: R x RY — R olyan mérhetd
faggvény, hogy E(|g(X, Y)|) < oo, akkor
E(9(X, Y)Y =y) =E(9(X,y)| Y =y) =E(g(X,y)) és
E(9(X, V)| Y) =E@(X, )|,y

© Ha g:R xRY = R olyan mérhetb fiiggvény, hogy
E(|9(X, Y)|) < oo, akkor E(g(X,Y)|Y)=E(g(X,y)|Y)|

y=Y"
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes valdszinliség véletlen vektorra nézve

Legyen (Q, A, P) valészinliségi mezd, és Y : Q — RY véletlen
vektor. Egy A € A eseménynek a feltételes valosziniisége az Y-ra
nézve

P(A|Y) :=P(A|a(Y)) := E(1a|o(Y)).

A korabbiak alapjan létezik olyan Py-m.b. egyértelmiien
meghatérozott f: R — R mérhetd fliggvény, hogy P(A|Y) = f(Y).
Ezen f fUggvény Py-szerinti ekvivalencia osztalyat és ennek egy
tetszbleges reprezentdsatis P(A|Y =y) =E(14| Y = y) jeloli.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes strlségfiggvény tulajdonsagai

Legyen (Q,A,P) valészinliségi mezd, és (X, Y): Q — R? abszol(t
folytonos véletlen vektor. Jeldlie (X, Y) sirlségflggvényét fy y.
Definidljuk az fyy : R? — [0,00) fliggvényt a kdvetkez6 modon:

Fiv(x1y) :{ Ry i) #0,
h(x) ha fy(y) = 0,

ahol fy az Y slriségfiggvénye, és h: R — [0,00) tetszbleges
sUrlségfuggvény. Ekkor érvényesek a kdvetkezo allitasok:

@ Barmely y € R eseténaz R > x — fyy(x|y) fliggvény
sUrlségfuggveény.

@ Barmely Ac B(R) esetén P(X € AlY =y) = [, fxv(x]y)dx.

© Ha g:R — R olyan mérhet6 fliggvény, melyre E(|g(X)|) < oo,
akkor E(g(X)|Y =y) = J=, 9(x)fxy(x]y)dx.
A 2. és 3.-beli dllitds Py-m.m. y € R esetén igaz.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Feltételes strlségfiggvény
Legyen (Q,.A,P) valészinliségi mezd, és (X, Y): Q — R? abszol(t

folytonos valészinlisegi valtozo. A fentiekben definialt fyy figgvenyt
az X-nek Y-ra vonatkozé feltételes siiriiségfiiggvényének nevezzik.
Teljes valoszinliség tételének és teljes varhato értek tételének
altalanos alakja
Legyen (Q,.A,P) val6szinliségi mezd, és Y : Q — R egy véletlen
valtozé.

@ Ekkor tetszbleges A € A eseményre teljesl

P(4) = [ PALY =) Py(ey).

—00

@ Ha X :Q — R olyan véletlen valtozd, melyre E(|X|) < oo, akkor

EX) = [ EXIY =y)Py(@y).

—00
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Bayes tételének folytonos alakja

Legyen (9, A,P) valoszinliségi mezb, és (X, Y): Q — R? abszoldt
folytonos véletlen vektor. Ekkor tetszbleges A € B(R) Borel-halmaz
esetén teljesil, hogy

/AfY|x(}”X)fX(X) dx

/oo fyix (y[Xx)fx (x) dx

PIXeA|lY=y)= Py-m.m. y € R esetén.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Négyzetes k6zépben vett legjobb F-mérhetd becslés

Legyen (9, A,P) val6észinliségi mezd, F C A rész-o-algebra, és
X : Q2 — R négyzetesen P-integralhat6 valészinliségi valtozé. Azt
mondjuk, hogy egy Y : Q — R valbészinliségi valtozé az X
négyzetes kézépben vett legjobb F-mérheto becslése, ha

@ Y F-mérhetd, négyzetesen P-integralhato,

Q tetszbleges Z: Q — R F-mérhetd négyzetesen P-integralhaté
valoszinliségi valtozo esetén E((X — Y)?) < E((X — 2)?).

Tulajdonképpen az X € L2(Q, A, P) vektorhoz keresiink olyan

Y € L2(Q, F,P) vektort, melyre barmely Z € L?(Q, F,P) esetén
teljestl || X — Y]z < [|X — Z||;2; ez nyilvan X mer0leges vetllete az
L2(Q, F,P) zart, linearis altérre.

Négyzetes k6zépben vett legjobb F-mérhetd becslés

Létezik X-nek négyzetes kdzépben vett legjobb F-mérhetd becslése,
mégpedig E(X|F) (mely négyzetesen integralhato).
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Négyzetes kdzépben vett legjobb linearis becslés

Legyen (Q,.A,P) valoszinlségi mezd,és X, Yy,...,Y,: Q=R
négyzetesen P—integralhat6 véletlen valtozék. Azt mondjuk, hogy egy
Y . Q — R véletlen valtozé az X négyzetes k6zépben vett legjobb
linearis becslése az Y;,..., Y, alapjan, ha

@ Y bennevanaz L?(Q,A,P) Hilbert-térnek abban a
L2(Yy,...,Yy) zért, lineéaris alterében, melyetaz Yy,..., Y,
linearis kombinacioi alkotnak,

Q tetszbleges Z € L2(Y4,..., Yn) esetén E((X — Y)?) < E((X — 2)?).

Tulajdonképpen az X € L?(Q, A, P) vektorhoz keresiink olyan

Y € L2(Yy,...,Y,) vektort, melyre barmely Z € L2(Yy,...,Y,) ese-
tén teljesul || X — Y2 < [|X — Z||;2; ez nyilvdan X merbleges vetllete
az L%(Yy,...,Yn) zart, lineéaris altérre. Mivel L2(Y;,...,Yy) része
L2(Q,0(Yy,..., Yn),P)-nek,az Yi,..., Y, alapjan vett legjobb lineéris
becslés altalaban ,rosszabb”, mint a legjobb o(Y,..., Y,)-mérhetd
becslés, mely f(Yy,..., Yy) alaka valamely Py, y,-m.m. egyértelmi-
en meghatarozott f: R” — R mérhetd fliggvénnyel.
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Négyzetes k6zépben vett legjobb linearis becslés

Legyen (X,Yi,...,Yn) egy n+ 1—dimenziés normalis eloszlasu
valészinlségi valtozo, és tegyuk fel, hogy

E(X) =E(Y1) =...=E(Yn) = 0. Ekkor X négyzetes k6zépben vett
legjobb linearis becslése az Yi,..., Y, alapjan megegyezik a legjobb
o(Y1,..., Yn)—mérhetb becsléssel, igy szintén E(X| Yi,... Yn).
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Feltételes valdszinliség, feltételes varhatd érték

Példa: Legyen (X, Y) normalis eloszlasu véletlen vektor, hogy
D2(Y) > 0. Ekkor

E(X| Y = 1) = EX) + ey 1y~ E(Y))

azaz a regresszios gérbe egy egyenes.

Tovabba, ha (X, Y) kovariancia matrixa invertalhato, azaz
D2(X)D?(Y) — (Cov(X, Y))? > 0, akkor X feltételes eloszlasa az
Y = y feltételre vonatkozbéan normalis eloszlas, mégpedig

ov 2
N <E(X| Y = y), D¥(X) — W) _

Tehat

ov 2
D2(X|Y = y) = D3(X) - (CD(Z)((;))/)),

ami nem fligg y-tél.
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Nagy szamok gyenge térvényei

Legyenek Xji, Xo,... véletlen valtozok, és jeldlje

_ Xi 4+ X
Spi=Xi+ -+ X, Xn;:u.

Szamtani kbézép L,-konvergenciaja

Ha E(X2) < co minden nc N esetén és E(XxX;) =0 ha k # ¢,
akkor minden € >0 és nc N esetén

P(1Xn| > ) < 5 E(Xp) < neZ 2P E(X?).

Specialisan, ha sup E(X?) < oo, akkor X, Iz o, s igy Xn — 0.
1
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Nagy szamok gyenge térvényei

Csebisev tétele

Ha Xji, Xo,... paronként korreldlatlanok, melyekre sup Var(X;) < co
£>1

és E(X,) = m minden nc N esetén, ahol mc R, akkor X, I,
ésigy Xn —s m.

Markov tétele

Ha Xi, Xs,... paronként korrelalatlanok, melyekre sup Var(X;) < co
£>1

és 3 ,,Ii,m E(Xp) = meR, akkor X, IHis m, ésigy X em.

Hincsin tétele (1929)

Ha Xj, Xo,... paronként fuggetlen, azonos eloszlasu véletlen
véltozok és E(|X;|) < oo, akkor X, — E(X;).
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Nagy szamok gyenge térvényei

Szamtani kbézép L;-konvergenciaja

Ha Xi, Xo,... egyenletesen integrélhatd, (teljesen) figgetlen véletlen
valtozok, akkor

Xo—EXp) Mo, esigy  X,—E(X,) 5 o0.

Specialisan, ha Xj, Xo,... flggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok és E(1X;]) < oo, akkor X, WL E(Xy), ésigy Xn o E(X).

v
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Nagy szamok erds térvényei

Szamtani kbézép L4- és P-m.m-i konvergencidja

Ha Xi, Xo,... fuggetlen véletlen valtozok és E(X,) =0 minden
n € N esetén, akkor minden ¢ >0 és n<c N esetén
4
- E(X
P(|Xn| =€) < (Xn) <2 sup E(X}).

et neet o>

Specialisan, ha sup E(X%) < oo, akkor X, 140 és X, ™% 0.
£>1

Egy erds térvény masodik momentum feltétel mellett

Ha X, Xo,... paronként fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok és E(X2) < oo, akkor X, ™5 E(X;).
Kolmogorov-egyenldtlenség

Ha Xi,...,X, flggetlen véletlen valtozok és E(XZ) < co minden
k € {1,...,n} esetén, akkor tetszbleges ¢ > 0 esetén

P ( max | Sk — E(Sk)| = g> < VarlSh)

1<k<n g2




Nagy szamok erds térvényei

Kolmogorov egy sor tétele

Ha Xi, Xz,... fuggetlen véletlen valtozok és i Var(Xp) < oo, akkor
n=1
P (Z(Xn — E(Xp)) konvergens) =1.
n=1

Kolmogorov két sor tétele

Ha Xi, Xz, ... fuggetlen véletlen valtozdk, hogy > E(X,) konvergens

n=1

és f Var(X,) < oo, akkor

n=1
P (Z Xn konvergens) =1.

n=1

.
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Nagy szamok erds térvényei

Kolmogorov harom sor tétele
Ha X1 ] Xg, 000
hogy

(1) f} E(X{?)) konvergens,

=1

flggetlen véletlen valtozdk, hogy létezik olyan ¢ > 0,

(2) i Var(X,(,C)) < 00,

n=1

(3) X P(IXn| =€) < oo,
n=1

ahol

Xn, ha Xy <c
X(c) — X1 _ n n )
n n {‘Xn|<C} {07 ha |Xn| 2 c,
akkor

P (Z Xn konvergens> =1.

n=1
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Kronecker-lemma

Legyen by, bo,... pozitiv szamokbdl allé sorozat, melyre b, 1 oo, és
jelélie ne N esetén B, := b, — b,_1, ahol by :=0.
@ Ha s4,s5,... valdés szamsorozat és s, — s € R, akkor

o

bln > 71 Bese — s. Specidlisan, egy konvergens sorozat esetén a
szamtani k6zepekbdl all6 sorozat ugyanoda konvergal.

Ha x1,xo,... valés szamsorozat és >, , g—; konvergens, akkor
2> 0—1 Xe — 0.
(Diszkrét L'Hospital szabaly) Tegyiik fel, hogy 5, >0, ne N,

és legyen (xn)nen €gy olyan valds sorozat, hogy % —ceR.
Ekkor ;o s
=1X¢
— ) xx===— >
bn ;_; 22:1 Bé
Azért hivjak diszkrét LHospital szabalynak, mert az % —+ceR

feltétel irhatd
A 7 X
7(Z€_1 Z) —CceR

A (Xi=1 )

alakban is, ahol Ax,:= X, — Xp_1, N€N, az xp :=0 jeldléssel. |9




Nagy szamok erds térvényei

Kolmogorov tétele (1929)

Legyenek Xi, Xo,... flggetlen véletlen valtozok. Legyen by, bo, . ..
Var(Xn)
b2

n

pozitiv szamokbol &ll6 sorozat, hogy b, 1 . Ha >’
n=1

< 00,

akkor .
1 mb,
o S (X~ E(X)) ™5 o.
=1

m.b

Specidlisan, ha Y. Y20 < oo, akkor X, — E(X5) ™% 0.
n=1

A\

Kolmogorov tétele (1933)
Legyenek Xi, Xo,... flggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok.
@ Ha E(|Xi]) < oo, akkor X, =% E(X;).
@ Ha P ((Xn)n=1 konvergens) > 0, akkor E(|Xi|) < oco.
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Nagy szamok erds térvényei

Etemadi (1981)

Legyenek Xi, Xo,... paronként flggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok, hogy E(|X;|) < co. Ekkor X, 2% E(X;).

Chandra és Goswami (1992)
Legyenek Xi, X»,... paronként flggetlen véletlen valtozék, hogy

(e}
/ sup P(| Xp| > ) dt < oc.
0 neN

Ekkor S2=E(Sn) mb ¢
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Centralis hatareloszlas-tételek

Elfajult véletlen valtoz6

Legyen (2, .A,P) val6szinlségi mezd. Azt mondjuk, hogy az
X : Q — RY véletlen vektor elfajult (degeneralt), ha létezik olyan
xo € RY, hogy P(X =xg) =1.

Minden ne N eseten legyenek X,1,...,Xnk, fuggetlen (valos
értéki) véletlen valtozék, melyek nem mind elfajultak, hogy
E(XF,) <00, j=1,...,kn. Jelblie neN és j=1,... k, esetén

() Onj = \/Var(XnJ),

@ Spi=Xp1 4+ Xk

o Dy = JVar(Sn) = /S, 02, > 0,

0 S, :=(Sh— E(Sn))/Dn. Nyilvan E(S,) =0 és Var(Sy) = 1.
® =4 maX1<j<k,, Onjs

© Ln(e) = g2 > E [( — B(Xn)?L{1x,~E(Xn) 2200} | » € > 0.
Legyen Y ~ N(0,1).
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Centralis hatareloszlas-tételek

Lindeberg-tétel

Minden n e N esetén legyenek X, 1,..., Xk, flggetlen véletlen
valtozok, melyek nem mind elfajultak, és E(X2 ) <oo, j=1,..., kn.
Legyen g:R — R haromszor folytonosan differencialhato fuggveny

@ Tetszbleges n€ N és >0 esetén

€

S r
Elg(Sa)] —ElgM)| < (5 + 3 ) 19" oo + La(E) 19" o
ahol h: R — R esetén | h||s := sup|h(x)].
XER

Q Ha ||g"]|c < o0, [|g"]lec < o0, és teljeslil az Ugynevezett
Lindeberg-feltétel: tetszbleges = > 0 esetén nle Lo(e)=0

akkor lim E[g(Sn)] = E[g(Y)]-




Centralis hatareloszlas-tételek

Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele szériasorozatokra

Minden n e N esetén legyenek X, 1,..., Xk, flUggetlen véletlen

valtozok, melyek nem mind elfajultak, és E(X2 ) <oo, j=1,... Kn.

Ha tetszbleges ¢ > 0 esetén nll_}m Ln(e) =0, es g: R—MC onan
folytonos fliggvény, melyre

19(¥)]

u
XE]EM + x2

< 00,

akkor R
lim E[g(S,)] = E[g(Y)].
Specialisan, §n D, N(0,1).
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Centralis hatareloszlas-tételek

Lindeberg centrdlis hatareloszlas-tétele szériasorozatokra

Minden nec N esetén legyenek X, 1,...,X,k, flggetlen véletlen
valtozék, melyek nem mind elfajultak, és E(X2 ) <oo, f=1,...,Kn.
Ha tetszbleges ¢ > 0 esetén ||m Ln(e) =0, es On:R— (C neN,

olyan folytonos fliggvények, hogy

sup sup 914
neN xeR 1+

€s gn kompakt halmazokon egyenletesen konvergal valamely

g : R — C folytonos flggvényhez, amint n — oo (azaz barmilyen

K Cc R kompakt halmaz esetén gn|x egyenletesen konvergal

glk-hoz, amint n — oo, azaz barmilyen K ¢ R kompakt halmaz

esetén limp_,o supyck |9gn(X) — g(x)| = 0), akkor

5 < 00,

lim_E[gn(Sn)] = E[g(Y)]-

Specidlisan, S, -2 N/(0,1).
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Centralis hatareloszlas-tételek

Ljapunov centralis hatareloszlas-tétele szériasorozatokra

Minden ne N esetén legyenek X, 1,...,Xnk, flggetlen véletlen
valtozok, melyek nem mind elfajultak. Ha valamely § > 0 esetén
E(|Xnj[2"%) < oo, n€N, j=1,...,kn, és

K
1 z _
AR Z E“Xn,j - E(Xn,j)|2+6} — 0, amint n — oo,
=

akkor S, = S5 Py Ar(0,1). (It D, = \/Var(S,), neN.)

Lévy centralis hatareloszlas-tétele: figgetien, azonos eloszlasu eset

Legyenek Xi, Xa, ... fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozék,
ésjeldlie Sp:=Xi +---+ Xp.

Ha E(X2) < 0o és Var(X;) >0, akkor S2=E(5) 2y zr(0 1),

Tovabba,

Snh— E(Sn) ) .
sup [P | —————= < x| — ®(x)| — 0, amint n — oco.
xe[@ < vV Var Sn ( ) s



Centralis hatareloszlas-tételek

Minden n e N esetén legyenek X, 1,..., Xk, flggetlen véletlen
véltozok, melyek nem mind elfajultak, és E(X3) < oo, j=1,...,kn.
Ha teljesll a Lindeberg-feltétel, azaz barmely ¢ > 0 esetén

Ln(e) — 0, akkor teljestl az un. egyenletesen aszimptotikusan
elhanyagolhatosagi feltétel, azaz barmely < > 0 esetén

Xni — E(Xn
max P(n;(n/) 26)—)0.
1<j<kn

Var(Sp)
Az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatosagi feltételt
infinitezimalitasi feltételnek is szokas hivni.

Feller tétele (1935)

Minden n e N esetén legyenek X, 1,..., Xk, flggetlen véletlen
valtozok, melyek nem mind elfajultak, E(X2 ) <00, j: 1,...,kn, €s
jeldlie Sp=Xp1+ -+ Xnk,- Ha Sp= S%g; N(0,1) é

teljestl az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatésagi feltetel,
akkor teljesdl a Lindeberg-feltétel.
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Centralis hatareloszlas-tételek

Kévetkezmény
Minden ne N esetén legyenek X, 1,..., X, flggetlen véletlen
valtozok, melyek nem mind elfajultak, E(Xﬁ,j) <oo, j=1,...,ky, és

jelblje Sn = Xn71 + ce + Xn’kn.
() Ha r, = Dln maxi<jck, onj — 0, amint n — oo, akkor teljestl az
egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatésagi feltétel.
(i) Ha fennall az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhat6séagi

feltétel, akkor S, —2» N(0,1), amint n — oo akkor és csak akkor
all fenn, ha teljesul a Lindeberg-feltétel.

v
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Centralis hatareloszlas-tételek

Lindeberg tébbdimenzids centralis hatareloszlas-tétele

szériasorozatra

Minden n < N esetén legyenek X, 1,...,X,, flggetlen
d-dimenzids véletlen vektorok, és E(||Xn;[?) < oo, j=1,..., k.
Ha

K
Q@ > Var(X,) — %, ha n— oo, ahol ¥ € R invertalhato,
=1

@ minden € > 0 esetén
Kn

2
Z E [HXn,j — E(Xn))ll ﬂ{”xn,jfg(xn,j)”;g} — 0,
j=1
akkor S, — E(S,) = N(0,%), ahol A(0,%) a 0 e RY varhato érték
vektorl és ¥ € R9%9 kovariancia matrixi d-dimenzids normaélis
eloszlast jeldli.
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Centralis hatareloszlas-tételek

Tobbdimenzids centralis hatareloszlas-tétel: FAE eset
Legyenek X,, ne N, fluggetlen, azonos eloszlasu d-dimenzids
véletlen valtozok, és jeldlie S, =Xi+---+ Xn, n€N, a
részletdsszegeket. Ha E(||Xi|?) < oo és Var(X;) € R9xd
invertalhat6, akkor

1

ﬁ(sn — E(Sp)) = N(0,Var(X;)),  ha n— oo,

ahol A(0,Var(X;)) a 0 € RY varhaté érték vektorl és Var(X;)
kovariancia matrixd d-dimenziés normalis eloszlast jeldli.
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Centralis hatareloszlas-tételek

Poisson konvergenciatétel

Minden n e N esetén legyenek X, 1,...,Xnk, flggetlen véletlen
valtozok, melyekre P(X,; =1) = pnj = 1 —P(Xnj=0), j=1,...,Kkn,

és jelélie Sp:=Xp1+ -+ Xyk,- Ha an,,- — AER, és
=

0, akkor S, =5 P A
121/:1)/((’7[),,] — n oisson(A).

Segédlemma szorzatok kilénbségének becslésére
Ha meN és ay,...,am,by,...,bn € [-1,1], akkor

m

m m
ITa-1Ib]<>_la-bi
=1 j= j=1
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Sztochasztikus folyamatok

Sztochasztikus folyamat

Legyen (Q,.A,P) val6szinliségi mezd, T tetszbleges nemires
halmaz, és minden t € T esetén & : Q — R valészinliségi valtozé.
Ekkor ezek {{;:te T} seregét sztochasztikus folyamatnak
nevezzik. Azt mondjuk, hogy T a folyamat paraméterhalmaza (vagy
indexhalmaza), R pedig a fazistere (vagy allapottere).

Azt mondjuk, hogy a {&; :te€ T} sztochasztikus folyamata te T
paraméterben az x € R allapotban van, ha a realizélt w € Q
kimenetel mellett ¢;(w) = x. A folyamat értékének jeldlésére
hasznalni fogjuk a £(t)(w), illetve {(t,w), te T,w € Q jeldléseket is
(ugyanis a folyamatot lehet tekinteni természetes médon egyetlen

&: T xQ— R leképezésnekis: &(t,w) = &(w) ).

Trajektéria (realizacid, mintafliggvény)
Roégzitett w € Q eseténa T >t — &(w) € R fuggvenyt a folyamat

. rus
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Sztochasztikus folyamatok

Diszkrét- és folytonos idejl folyamatok

Legyen T C R, és {&:te T} egy valos értékl sztochasztikus
folyamat. Azt mondjuk, hogy a folyamat diszkrét idejl, ha T
megszamlalhaté halmaz. Ekkor altalaban T = 7Z., tehat a folyamat
véletlen véltozdéknak egy sorozata. A folyamat folytonos ideji, ha T a
nemnegativ félegyenes egy véges vagy végtelen részintervalluma.
Ekkor példaul T=R, vagy T =[0,1].

Véges dimenzids eloszlasok

Legyen T C R. Egy {& :te T} sztochasztikus folyamat
végesdimenzids eloszlasai alatt a

{(§t17"‘7£tk):k€N7 t1,...,tk€ T}

valészinlségi vektorvaltozék eloszlasait értjuk.




Sztochasztikus folyamatok

Modifikacio, megkuildnbdztethetetlenség

Legyen T egy nemires halmaz. Azt mondjuk, hogy a {&:te€ T} és
{nt : t € T} sztochasztikus folyamatok

@ tagabb értelemben ekvivalensek, ha megegyeznek a véges
dimenziés eloszlasaik.

© ekvivalensek, ha ugyanazon valésziniségi mezén értelmezettek
és P(& =m:) =1 teljesll tetszbleges t € T esetén. Az
ekvivalens folyamatokat egymas modifikacidinak is nevezzik.

© megkililonboztethetetlenek, ha ugyanazon valészinliségi mezén
értelmezettek és P(§=n, Ve T) =1.
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Sztochasztikus folyamatok

Q@ Haa {,&:te T} és {n:te T} sztochasztikus folyamatok
ekvivalensek (azaz egymas modifikacioi), akkor tagabb értelem-
ben is ekvivalensek (azaz megegyeznek a véges dimenzios
eloszlasaik).

Q Haa {&:te T} és {n:te T} sztochasztikus folyamatok
megkulénbdztethetetlenek, akkor ekvivalensek is (azaz egymas
modifikacioi).

Flggetlen, stacionarius névekményiiség

Azt mondjuk, hogy a {&; :t > 0} sztochasztikus folyamat fiiggetlen
névekményii, ha P(¢ =0) =1, éstetszOleges k € N és

tetszbleges 0 < 1 < b < ... < f, idOpontok esetén a &, &, — &4,
. & — &, nBvekmenyek (teljesen) fuggetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {¢;: t > 0} sztochasztikus folyamat fliggetlen,
stacionarius névekményi, ha fliggetlen névekmény, és a
névekmények eloszlasa idoeltolassal szemben invarians, azaz tetsz6-
leges t, h >0 iddpontok esetén &, — & eloszlasa nem fligg t-tél
(kovetkezésképpen meaeavezik £, eloszlasaval). 1k




Sztochasztikus folyamatok

Eloszlasfiggvenyek konvolucidja

Legyenek X és Y flggetlen (valds értékll) valészinliségi valtozok F
és G eloszlasfliggvényekkel. Jelblie X + Y eloszlasfiggvényét H,

YT Ve

nevezunk, és F x G modon jeldlink. Ekkor

H(z) = /_OO F(z—-y)dG(y), zeR.

Flggetlen ndvekményi folyamatok véges dimenzids

eloszlasainak megadasa

Egy {& :t> 0} fuggetlen névekményl sztochasztikus folyamat
véges dimenzids eloszlasait egyértelmlien meghatarozzak a & — &,
0 < s < t, névekmények eloszlasai.
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Sztochasztikus folyamatok

Flggetlen, stacionarius névekmény folyamatok véges

dimenzids eloszlasainak megadasa

Egy {& :t> 0} fuggetlen, stacionarius névekmeényl sztochasztikus
folyamat véges dimenzids eloszlasait egyértelmlen meghatarozzak a
&, t >0, véletlen valtozok eloszlasai (azaz az egydimenzids
eloszlasok).

Tovébbé, az {F, : t > 0} eloszlasfliggvényekbdl &ll6 csaladra
teljesll, hogy F¢, , = Fe, * Fe, tetszOleges s,t > 0 esetén (ahol *
eloszlasfliggvények konvoluciéjat jeldli).

Eloszlasfliggvények egyparaméteres konvollcios félcsoportja

Azt mondjuk, hogy (egydimenziés) eloszlasfliggvényeknek egy
{F: : t > 0} csaladja egyparaméteres konvolucids félcsoportot
alkot, ha Fsit = Fs* F; tetszOleges s,t > 0 esetén, és Fy = 1(g o)
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Sztochasztikus folyamatok

Varhaté érték- és kovariancia fuggvény

Legyen T £ 0 és {& :te T} valos értékli sztochasztikus folyamat,
hogy E(|&t]) < oo, te€ T. Ekkoraz m: T — R, m(t) :=E(&), te T,
flggvényt a folyamat varhaté érték fliggvényének hivjuk. Tovabba, ha
E(2) < oo, teT, akkora K: T x T — R,

K(s,t) := Cov(&s, &), (s,t)e Tx T,

flggvényt a folyamat kovariancia fliggvényének hivjuk.

Legyen T £ () és {&:te T} egy olyan valés értékl sztochasztikus
folyamat, hogy E(£2) < oo, t € T. Ekkor

Q@ K(s,t)=K(t,s),s,te T (azaz K szimmetrikus),

QVkeN, VH,... .t €T, Y),..., x € C esetén

k
ij=1
Specidlisan, tetszbleges k€ N és t;,...,t € T eseténa
(K(t,1))j,1=1,...k matrix pozitiv szemidefinit.

70



Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétele

Legyen ¢ :={& :te T} egy valds értéki sztochasztikus folyamat,
ahol T egy nemires indexhalmaz.

Legyen RT := {x|x: T — R}.

A ¢ sztochasztikus folyamat ugy is felfoghat6, mint egy olyan
fliggvény, mely az Q eseménytéren van értelmezve, és az R’
térben veszi fel értékeit, nevezetesen

£:Q=RT, Q3w Ew),

ahol {(w): T =R, T3t &(w)(t) = &(w).

Kényelmes lenne, ha ¢ az RT tér véletlen eleme lenne, tehat ha a
€:Q— RT flggvény mérhetd lenne valamilyen alkalmasan definialt
mérhetbségi strukturara vonatkozoan.

Megadunk az R” téren egy o(C) modon jelélt o-algebréat, az un.
cilinderhalmazok (hengerhalmazok) altal generalt o-algebrat.

Ehhez el6szor bevezetjik az un. (végesdimenzids) projekciokat.
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Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétele

Projekciok (vetitések)
Legyen T egy nemdres indexhalmaz, ne Nés S={sy,...,sp} C T.
A ps:RT - RS,

(ps())(s1) :=x(s;), i=1,...,n,  xeRT,
leképezést az RS-re val6 projekcionak vagy vetitésnek nevezziik.

(A fentiekben definiélt ps(x) fuggvényt réviden (xs,,...,Xs,) médon
is irhatjuk, ahol x5, az x fliggvénynek az s; pontban felvett x(s;)
helyettesitési értékét jeldli roviditett moédon, ahol i=1,...,n.)

Mérhet6 terek szorzata
Legyenek (Xi, A1) és (Xo, A2) mérhetd terek. A

T = {A1 x Ao 1 Aq G.A1,A2€.A2}

halmaz elemeit mérhet6 téglaknak hivjuk, az (X; x Xo,0(7)) mérhetd
teret pedig az (Xi,.41) és (Xz,.A2) mérhetd terek szorzatanak
nevezzUk. A o(T) o-algebrat Ay x A, (vagy Ay ® .Ap) mbddon

c7nkAe ielalni 175




Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétele

Mérheto terek szorzata, cilinderhalmazok

Az el6z6 definicio értelemszeriien kiterjeszthetd véges sok (X;, A;),
i=1,...,n, mérhetd tér szorzatara is.

Ha (X.,Ad)acT VEgtelen sok mérhetd tér, ahol T egy tetszdleges
(nem feltétlendl véges) indexhalmaz, akkor szorzatukon azt az
(X,0(C)) mérheto teret értjlik, melyre X =[] .7 Xo. €s o(C) azdn.
cilinderhalmazok (hengerhalmazok) altal generalt o-algebra.

A cilinderhalmazok olyan C c X halmazok, melyekhez |étezik olyan
neN, aq,...,ane T, aj#aj, ha i#j, i,je{1,...,n}, és

B € [Tk=1 Aoy = Aa; X -+ X Aq,, hogy

C={xeX:(Xa,---,Xa,) € B}.

Az «4,...,a, indexeket a C tartépontjainak (koordinatainak),
a B halmazt pedig a C egy tartéhalmazanak (alapjanak) mondjuk.
A cilinderhalmazok 6sszessegét C-vel jeldljuk.
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Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétele

Példa cilinderhalmazra

Legyen T:={1,2,3} és X;:=R, i=1,2,3. Ekkor tetszbleges
r>0 esetén {(x17x2,x3) eR3: X2+ x5 < r2} cilinderhalmaz,
ugyanis

{(x1,x2,x3) eR3: X2 4+ x5 < r2} = {(x1,x2,x3) eR3: (x1,x) € B},

ahol B az (xi,x2) sik origd k6zéppontl r-sugaru korlapja (a hatart is
beleértve).

Ez a cilinderhalmaz nemmas, mint az x3-tengelyre forgasszimmetri-
kus, r-sugaru henger.

Ez a cilinderhalmaz megadhaté az alabbi alakban is

{(x1,x2,x3) eR3: X24x5 < rz}:{(x1,x2,x3) eR3: (xq, X0, X3) € BxR}

igy lathatjuk, hogy a cilinderhalmazok megadasa nem egyértelm.
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Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétele

A cilinderhalmazok C-vel jelélt 6sszessége halmazalgebra. J

Szorzatmérhetbség

Egy B C X halmaz pontosan akkor mérhet8, azaz B € o(C)
pontosan akkor teljesul, ha létezik olyan (ak)z>, indexsorozat és
B e [1i2¢ Aa,, hogy p( (B) = B, ahol

Ploy)i2, aer Xa = Hk_1 Xak! p(ak);?;( ) == (Xay)iZ1s X € [Laer Xa
(vagyis a B halmaz ,csak megszamlalhaté sok koordinatatél fiigg”).

Az el6z0 dllitas az X, :=R, a € T, esetben szemléletesen azt
jelenti, hogy egy B ¢ RT halmaz pontosan akkor o(C)-mérhet, ha a
B-hez tartoz6 figgvények oly moédon vannak definialva, hogy
megszamlalhatd sok pontban k6z6s médon eldirjuk az értékiket,

a tébbi helyen pedig az értékek tetszblegesek lehetnek.

Ezek utdn mar van értelme azt kérdezni, hogy egy ¢: Q — RT
flggvény mérheto-e.
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Sztochasztikus folyamat mérhetdsége

Legyen ¢ :={& :te T} egy valds értékl sztochasztikus folyamat,
ahol T egy nemires indexhalmaz. Ekkor ¢ :Q — RT mérhetd az
(Q,A) és (RT,0(C)) mérhetbségi terekre vonatkozdan.

Sztochasztikus folyamat eloszlasa

Egy £:={& :te T} (valos értékl) sztochasztikus folyamat (ahol T
egy nemiires indexhalmaz) eloszlasan az (R”,o(C)) téren definialt
alabbi valoszinliségi mértéket értjik:

Pe(M):=P(( e M)=P(& (M), Meo(C)
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Sztochasztikus folyamat eloszlasa és végesdimenzids eloszlasai
kézotti kapcesolat

Legyen ¢ :={& :te T} egy (valds éertéki) sztochasztikus folyamat,
ahol T egy nemires indexhalmaz.

(i) Ekkor ¢ eloszlasa egyértelmlen meghatarozza ¢ végesdimen-
ziés eloszlasait.

(i) Ha n:={nt:t€ T} egy olyan (valos értekil) sztochasztikus
folyamat, melynek végesdimenzids eloszlasai megegyeznek
¢ végesdimenzids eloszlasaival, akkor ¢ és 7 eloszlasa
megegyezik, azaz P = P,,.
Tehat egy sztochasztikus folyamat végesdimenzids eloszlasai
egyértelmilen meghatarozzak a folyamat eloszlasat az (R, (C))
téren.

A kdvetkezokben azt a korabbiakban felvetett kérdést vizsgaljuk meg,
hogy mi egy olyan minimdlis feltétel, melyet egy valészinliségeloszlas
csaladnak teljesitenie kell ahhoz, hogy a csalad elemei egy
sztochasztikus folvamat végesdimenzids eloszlasai legyenek.
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Valészinlségi mértékek konzisztens csaladja
Legyen T # () indexhalmaz. Legyen

T — {(t1,...,tn)eT”: neEN, ti£t, ha ij, i,je{1,...,n}},

és minden (t,...,f;) € T* esetén legyen adott egy P, . 1 valoszi-
nlségi mérték az (R”, B(R™)) mérhetd téren.

A {Pt .t :(t,...,t) € T*, n e N} csaladot konzisztensnek hivjuk,
ha kielégiti az alabbi két feltételt:

(a) permutacio invariancia: ha 7 az (1,2,...,n) egy permutacioja,
akkor tetszbleges A; € B(R),i=1,...,n, Borel-mérhetd
halmazok eseténa Py, .1, €s Pt .t valoszinliségi
mértékekre fennall, hogy

Pry,eta(A1 X Ap XX An) = Pr gyt (A1) X An) X+ X Ar(n));
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(b) kompatibilitasi feltétel: minden ne N, (t,...,t, th1) € T* és
tetszbleges A € B(R") esetén

Pi....tn(A) = Py, to,trs1 (A X R).

Az (a) feltétel szemléletesen azt jelenti, hogy egy téglatest mértéke
nem fligg a koordinatak sorrendjétél.

A (b) feltétel a ,hasabok térfogata egyenld az alapteriilet szorozva a
magassaggal” elv altalanositasa. Azért szokas kompatibilitasi feltétel-
nek hivni, mert killénb&z6 dimenziés Euklideszi tereken adott valoszi-
nlségi mértékek kdzotti kapcsolatrol szol.

Példa valészinliségi mértékek konzisztens csaladjara

Legyen T £, f: R — [0,00) egy slrlségfliggvény, legyen tovabba
tetszbleges (t,...,t)) € T*, ne N, és Ac B(R") esetén

Pt t.(A /fX1) f(xn) dxydxz . . . dxp.
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Legyen T # 0 egy indexhalmaz. Legyen tovabba P egy valészini-
ségimérték az (RT,0(C)) szorzattéren, ahol o(C) a cilinderhalma-
zok altal generdlt o-algebrét jeldli. Minden (&,...,t)) € T*, n€N,
esetén legyen

Py ..n(A) =P ({x eRT: (x,...,x,) € A}) . Ac B(R").

Ekkora {Py . 1 : (t1,...,tn) € T*, ne N} val6szinliségi mértékekbdl
allé csalad konzisztens.

Kolmogorov konzisztenciatétele

Legyen T # () egy indexhalmaz, és minden (t,...,th)) € T*, ne N
esetén Py 4, egy valoszinlségi mérték az (R”, B(R")) mérhetd
téren. Tegylk fel, hogy a {P;,,..1,: (t1,...,t) € T*, n € N} csaléd
konzisztens. Ekkor egyértelmiien létezik olyan P valészinliségi
mérték az (R',o(C)) mérhetd téren (ahol o(C) a cilinderhalmazok
altal generalt o-algebra), amelyre minden (t,...,t;) € T*, ne N
esetén Py 1 (A)=P ({x €eRT : (X;,...,x,) € A}), V A€ B(R").

A
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Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétele

A Kolmogorov konzisztenciatétel bizonyitasdban fontos szerephez jut
az alabbi mértékelméleti eredmeény.

Mérték belllrdl regularitasa

Legyen X #0, A az X részhalmazaibdl allé halmazrendszer,

w: A—[0,00] halmazfliggvény. Azt mondjuk, hogy p egy K C A
halmazrendszerre nézve beliilrol regularis, ha minden A € A esetén
wu(A) =sup{u(K): K C A K € K}.

o-kompakt csalad
Egy X # () részhalmazaibdl allé K csaladot o-kompaktnak hivjuk,
ha valahanyszor egy K, € K, ne€ N, sorozatra ()2 Kn =0,
mindannyiszor tallhaté olyan N € N, hogy NN_, K, = 0.

Legyen X #0, A az X részhalmazaibdl all6 halmazalgebra,

p A —[0,00) véges értékeket felvevd, végesen additiv halmaz-
flggvény és K C A egy o-kompakt csalad. Ha p belllrdl reguléris a
K C A rendszerre nézve, Ugy p o-additivaz A halmazalgebran.

1
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Kolmogorov egzisztenciatétele

Legyen T C [0,00) egy nemires halmaz. Tetszdleges k € N,
ti,....t€ T, bl <--- <t eseténlegyen Fy ., 1 :RF —[0,1] egy
k-dimenzids eloszlasfliggvény. Tegylk fel, hogy az

{Ft ot keEN b, . lkeT, h<b<- - <k}

csalad kompatibilis, azaz tetszéleges k € N, t,...,tk € T,
ce{l,....k}, és 1 <ij<h<...<lp <k egészek esetén
I,im. ) Ft1,..4,tk(x1 5000T Xk) = Ft/ et (X,'1 5000 7Xiz)7 A Xipy oo o5 Xy € R.
&Hmng{l1v~~~7lf} L ‘

Ekkor létezik olyan (£, .4, P) val6sziniségi mez06 és rajta olyan
{& : t € T} valbs értékl sztochasztikus folyamat, melyre tetszbleges

keN, t1,....lceT, t <--- <t esetén &,,...,&, eloszlasfiggvé-
nye Ft1,...,tk'
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Adott egyparaméteres konvolucids félcsoporthoz tartozé
flggetlen, stacionarius névekményl sztochasztikus folyamat
létezése

Legyen {F;:t> 0} eloszlasfiggvényeknek egy egyparameéteres
konvoldcids félcsoportja. Ekkor létezik olyan (,.4,P) valészinliségi
mez0 és rajta olyan {&;: t > 0} fuggetlen, stacionarius névekményi
sztochasztikus folyamat, hogy F¢, = F; tetszbleges t > 0 esetén.

Ekkor a korabbiak alapjan {&;:t > 0} végesdimenzios eloszlasait
egyértelmlen meghatarozza az {F;: t > 0} csalad.
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