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1. Mértékelméleti el®készítés, valószín¶ségi mez®, véletlen

(valószín¶ségi) változók

Jelölje Z, N, Z+, Q, R, R+ és C az egész-, pozitív egész-, nemnegatív egész-, racionális,

valós, nemnegatív valós-, illetve komplex számok halmazát. Ha Ω egy nemüres halmaz és A

egy részhalmaza Ω-nak, akkor ezt A⊂Ω módon fogjuk jelölni (ahol ⊂ nem feltétlenül szigorú

tartalmazást jelöl, azaz A⊂ Ω esetén A= Ω is lehetséges).

1.1. De�níció. Legyen Ω egy nemüres halmaz. Az Ω bizonyos részhalmazaiból álló H
halmazrendszert halmazalgebrának nevezzük, ha

(i) Ω ∈H,

(ii) zárt az unióképzésre, azaz tetsz®leges A,B ∈H esetén A∪B ∈H,

(iii) zárt a komplementerképzésre, azaz tetsz®leges A ∈H esetén A := Ω\A ∈H.

Az A halmazalgebrát σ�algebrának nevezzük, ha (ii) következ® er®sebb változata teljesül :

(ii') zárt a megszámlálható unióképzésre, azaz tetsz®leges {An}∞n=1 ⊂A esetén
∞⋃
n=1

An ∈ A.

Ekkor az (Ω,A) párt mérhet®ségi térnek (mérhet® térnek) nevezzük.

Megjegyezzük, hogy az 1.1. De�nícióban az (i) feltétel helyettesíthet® azzal, hogy H ̸= ∅,
hiszen ekkor létezik A ∈ H, és a (iii) tulajdonság miatt A ∈ H is teljesül, melyb®l a (ii)

tulajdonság miatt Ω = A∪A ∈ H is fennáll. Megjegyezzük továbbá, hogy az 1.1. De�níció

jelölései mellett, ha H az Ω nemüres halmaz bizonyos részhalmazaiból álló halmazalgebra,

akkor teljes indukcióval belátható, hogy tetsz®leges n∈N és tetsz®leges Ak ∈H, k=1, . . . , n,

halmazok esetén
⋃n

k=1Ak ∈H.

1.2. De�níció. Legyen Ω nemüres halmaz és H az Ω bizonyos részhalmazaiból álló hal-

mazalgebra. Azt mondjuk, hogy a µ :H→ [0,∞] halmazfüggvény

� végesen additív, ha tetsz®leges A,B∈H diszjunkt halmazok esetén µ(A∪B)=µ(A)+

+µ(B).

� mérték, ha µ(∅) = 0 és σ�additív, azaz tetsz®leges olyan {An}∞n=1 ⊂ H páronként

diszjunkt halmazok esetén, melyekre
∞⋃
n=1

An ∈H, teljesül, hogy

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).
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Azt mondjuk, hogy a µ :H→ [0,∞] mérték

� véges, ha µ(Ω)<∞.

� valószín¶ségi mérték, ha µ(Ω) = 1.

� σ�véges, ha léteznek olyan {Ωk}∞k=1⊂H halmazok, hogy Ω=
⋃∞

k=1Ωk, és µ(Ωk)<∞,

k ∈ N.

Azt mondjuk, hogy a µ :H→ [−∞,∞] halmazfüggvény el®jeles mérték, ha el®áll µ=µ1−µ2

alakban, ahol µ1, µ2 mértékek, és legalább az egyik véges.

1.3. Megjegyzés. Az 1.2. De�níció jelölései mellett, ha µ:H→[0,∞] végesen additív halmaz-

függvény, akkor teljes indukcióval belátható, hogy tetsz®leges n∈N és tetsz®leges {Ak}nk=1⊂H
páronként diszjunkt halmazok esetén µ(

⋃n
k=1Ak) =

∑n
k=1 µ(Ak). □

1.4. De�níció. Legyen Ω nemüres halmaz. Legyen minden n ∈ N esetén An ⊂ Ω.

Ha A1 ⊂ A2 ⊂ . . . és A :=
∞⋃
n=1

An, akkor azt írjuk, hogy An ↑ A, ha n→∞.

Ha A1 ⊃ A2 ⊃ . . . és A :=
∞⋂
n=1

An, akkor azt írjuk, hogy An ↓ A, ha n→∞.

1.5. Állítás. Legyen Ω nemüres halmaz és H az Ω bizonyos részhalmazaiból álló hal-

mazalgebra. Legyen P :H → [0,∞] olyan végesen additív halmazfüggvény, melyre P(Ω) = 1.

Ekkor

(i) P(∅) = 0 ;

(ii) tetsz®leges A ∈H esetén 0⩽ P(A)⩽ 1 ;

(iii) tetsz®leges A ∈H esetén P(A) = 1−P(A) ;

(iv) P monoton, azaz tetsz®leges A,B ∈H, A⊂B esetén P(A)⩽ P(B), továbbá P(B \
\A) = P(B)−P(A) ;

(v) a következ® állítások ekvivalensek:

(a) P σ�additív.

(b) P alulról folytonos, azaz tetsz®leges {An}∞n=1 ⊂ H, An ↑ A és A ∈ H esetén

lim
n→∞

P(An) = P(A).

(c) P felülr®l folytonos, azaz tetsz®leges {An}∞n=1 ⊂H, An ↓ A és A ∈ H esetén

lim
n→∞

P(An) = P(A).
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(d) P �felülr®l folytonos az üres halmazon�, azaz tetsz®leges {An}∞n=1 ⊂ H és

An ↓ ∅ esetén lim
n→∞

P(An) = 0.

1.6. Állítás. Legyen (Ω,A) mérhet® tér és P :A→ [0,1] valószín¶ségi mérték. Ekkor

(i) P végesen additív;

(ii) P σ�szubadditív, azaz tetsz®leges {An}∞n=1 ⊂A esetén P

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽

∞∑
n=1

P(An).

Bizonyítás. (ii). Mivel P végesen additív és monoton, tetsz®leges A,B ∈ A esetén

P(A∪B) = P(A∪(B∩A)) = P(A)+P(B∩A)⩽ P(A)+P(B),

és teljes indukcióval adódik, hogy

P(A1∪· · ·∪An)⩽ P(A1)+ · · ·+P(An), n ∈ N.

Továbbá, minden k ∈ N esetén

P

(
∞⋃
n=1

An

)
⩽ P(A1)+ · · ·+P(Ak)+P

(
∞⋃

n=k+1

An

)
.

A Bk :=
⋃∞

n=k An, k ∈ N, jelöléssel Bk ↓ ∅, ha k → ∞, és felhasználva, hogy P felülr®l

folytonos az üres halmazon (1.5. Állítás (v) része), kapjuk, hogy limk→∞ P(Bk) = P(∅) = 0,

amib®l következik az állítás. □

Nyilván σ�algebrák tetsz®leges, nem nulla számosságú halmazának metszete σ�algebra.

1.7. De�níció. Legyen Ω nemüres halmaz és H az Ω bizonyos részhalmazaiból álló hal-

mazalgebra. Legyen Γ nemüres halmaz és minden γ ∈ Γ esetén Aγ ∈ H. Az Aγ, γ ∈ Γ,

halmazokat tartalmazó σ�algebrák metszetét az {Aγ : γ ∈ Γ} halmazok által generált

σ�algebrának nevezzük. Jelölése: σ(Aγ : γ ∈ Γ).

Felhívjuk a �gyelmet, hogy az 1.7. De�nícióbeli σ(Aγ : γ ∈ Γ) generált σ-algebra jólde-

�niált ugyanis σ-algebrák tetsz®leges, nem nulla számosságú metszete is σ-algebra és az Ω

hatványhalmaza (azaz Ω összes részhalmazából álló halmaz) egy olyan σ-algebra, mely tar-

talmazza az {Aγ : γ ∈ Γ} halmazrendszert. Tulajdonképpen σ(Aγ : γ ∈ Γ) az a legsz¶kebb

σ�algebra, mely tartalmazza az Aγ, γ ∈ Γ, halmazokat. Megjegyezzük továbbá, hogy az 1.7.

De�nícióbeli generált σ-algebra de�níciója megfogalmazható tetsz®leges, nem feltétlenül egy

halmazalgebrához tartozó Aγ ⊂ Ω, γ ∈ Γ, halmazrendszer esetén is.

1.8. Tétel. (Carathéodory kiterjesztési tétele) Legyen Ω nemüres halmaz és H az Ω

bizonyos részhalmazaiból álló halmazalgebra. Legyen µ : H → [0,∞] σ�véges mérték. Ekkor

létezik egy egyértelm¶en meghatározott ν : σ(H)→ [0,∞] σ�véges mérték úgy, hogy tetsz®leges

A ∈H esetén ν(A) = µ(A).
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1.9. De�níció. Valószín¶ségi mez® alatt olyan (Ω,A,P) hármast értünk, ahol (Ω,A)

mérhet® tér és P :A→ [0,1] valószín¶ségi mérték.

Az Ω elemeit elemi eseményeknek, az A elemeit pedig eseményeknek nevezzük. Az

Ω a biztos esemény, az ∅ üres halmaz pedig a lehetetlen esemény.

1.10. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, (X,X ) mérhet® tér. Azt mondjuk,

hogy a ξ : Ω → X leképezés véletlen változó (valószín¶ségi változó), ha mérhet®, azaz

tetsz®leges B ∈ X esetén

ξ−1(B) := {ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈B} := {ξ ∈B} ∈ A.

A ξ : Ω→X valószín¶ségi változó eloszlása a Pξ : X → R,

Pξ(B) := P(ξ ∈B) = P(ξ−1(B)), B ∈ X

halmazfüggvény, mely nyilván valószín¶ségi mérték az (X,X ) mérhet® téren.

Azt mondjuk, hogy a ξ : Ω→ X valószín¶ségi változó diszkrét, ha értékkészlete, a ξ(Ω)

halmaz megszámlálható. Azt mondjuk, hogy a ξ : Ω→ X valószín¶ségi változó egyszer¶, ha

értékkészlete véges halmaz.

Ha ξ : Ω→X, η : Ω→X valószín¶ségi változók és P(ξ = η) = 1, akkor azt írjuk, hogy

ξ = η P-m.b. (egyenl®ek P�majdnem mindenütt).

1.11. Megjegyzés. (i). Ha X = R, illetve X = Rd, akkor mindig az X := B(R), illetve

X := B(Rd) választásokkal élünk. Így egy f : R → R függvény mérhet®sége esetünkben azt

jelenti, hogy f−1(B) ∈ B(R) tetsz®leges B ∈ B(R) esetén (felhívjuk a �gyelmet, hogy ezt a

mértékelméletben Borel mérhet®ségnek nevezik, f mérhet®ségén pedig alapértelmezés szerint

Lebesgue-mérhet®séget értenek). Annak, hogy egy f : R → R függvény mérhet®ségén Borel

mérhet®séget értünk több olyan következménye is van, melyek Lebesgue mérhet®ség feltételezése

esetén nem feltétlenül teljesülnének. Például, egy f :R→R bijektív, Borel mérhet® függvény

inverze is Borel mérhet®. Valóban, ha f :R→R egy bijektív függvény, akkor g módon jelölt

inverze akkor és csak akkor Borel mérhet®, ha tetsz®leges B ∈ B(R) esetén

g−1(B) = {x ∈ R : g(x) ∈B}= {x ∈ R : (f ◦g)(x) ∈ f(B)}= {x ∈ R : x ∈ f(B)}= f(B) ∈ B(R)

teljesül, azaz tetsz®leges Borel halmaz f általi képe is Borel halmaz. Ismert, hogy ez a tulajdon-

ság tetsz®leges injektív, Borel mérhet® f : R→ R függvény esetén (így esetünkben is) teljesül.

Megjegyezzük, hogy egy olyan f :R→R Borel mérhet® függvényt, melyre tetsz®leges B ∈B(R)
esetén f(B) ∈ B(R) teljesül bi-mérhet®nek nevezzük.

Ha ξ : Ω → Rd valószín¶ségi változó, akkor a véletlen vektor elnevezést is használjuk.

Ha nem nevezzük meg egy valószín¶ségi változó értékkészletét, akkor úgy értjük, hogy R az

értékkészlet.
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(ii). Ha például ξ :Ω→Rd egyszer¶ valószín¶ségi változó és az értékkészlete ξ(Ω)={x1, . . . , xk},
ahol x1, . . . , xk ∈ Rd páronként különböz®ek, akkor

ξ =
k∑

j=1

xj1Aj
,

ahol Aj :={ω∈Ω: ξ(ω)=xj}∈A, j=1, . . . , k, páronként diszjunkt események és
k⋃

j=1

Aj =Ω,

azaz A1, . . . , Ak teljes eseményrendszert alkotnak.

(iii). Ha (E, ϱ) metrikus tér, akkor azt mindig a Borel-halmazok B(E) σ�algebrájával látjuk

el (vagyis a nyílt halmazok által generált σ�algebrával). □

1.12. De�níció. Legyen Γ nemüres halmaz, és minden γ∈Γ esetén (Xγ,Xγ) mérhet® tér,

és ξγ : Ω→ Xγ valószín¶ségi változó. A {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók által generált

σ�algebra:

σ(ξγ : γ ∈ Γ) := σ(ξ−1
γ (B) : γ ∈ Γ, B ∈ Xγ),

azaz a {ξ−1
γ (B) : γ ∈ Γ, B ∈ Xγ} halmazok által generált σ-algebra (lásd, 1.7. De�níció).

1.13. Megjegyzés. (i). A {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók által generált σ�algebra az a

legsz¶kebb σ�algebra, melyre nézve az összes {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változó mérhet®.

(ii). Legyen (X,X ) egy mérhet® tér. Egyetlen ξ : Ω→X valószín¶ségi változó által generált

σ�algebra nyilván

σ(ξ) = ξ−1(X ) := {ξ−1(B) :B ∈ X},

hiszen egyrészt {ξ−1(B) :B ∈X}⊂σ(ξ), másrészt {ξ−1(B) :B ∈X} egy σ�algebra, és így, a

generált σ-algebra de�níciója miatt, σ(ξ)⊂{ξ−1(B):B∈X}. A {ξ−1(B):B∈X} halmazrendszer

valóban σ-algebra, mivel az ®skép képzés felcserélhet® a halmazelméleti különbség képzéssel és

unióképzéssel :

� Ω = ξ−1(X) ∈ {ξ−1(B) :B ∈ X},

� Legyen B ∈ X . Ekkor

Ω\ξ−1(B) = ξ−1(X)\ξ−1(B) = ξ−1(X \B),

és X \B ∈ X , hiszen X σ-algebra. Így Ω\ξ−1(B) ∈ {ξ−1(B) :B ∈ X}.

� Legyenek Bn ∈ X , n ∈ N, adottak. Ekkor

∞⋃
n=1

ξ−1(Bn) = ξ−1

(
∞⋃
n=1

Bn

)

és
⋃∞

n=1Bn ∈ X , hiszen X σ-algebra. Így
⋃∞

n=1 ξ
−1(Bn) ∈ {ξ−1(B) :B ∈ X}.
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A fentiek alapján az X σ-algebrának a ξ általi ®sképe σ-algebra.

A σ(ξ) σ�algebra éppen azokból az A eseményekb®l áll, melyekr®l ξ meg�gyelésével (ξ(ω)

ismeretében) eldönthet®, hogy bekövetkeztek�e vagy sem (ω ∈ A teljesül-e vagy sem).

(iii). Felhívjuk a �gyelmet, hogy ha σ(ξ) = σ(η), akkor általában véve nem igaz, hogy P(ξ =
= η) = 1. Például, ha η := ξ+1, akkor σ(ξ) = σ(η), hiszen

σ(η) =
{
{ω ∈ Ω : η(ω) ∈B} :B ∈ B(R)

}
=
{
{ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈B−1} :B ∈ B(R)

}
=
{
{ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ C} : C ∈ B(R)

}
= σ(ξ),

ahol felhasználtuk, hogy egy B ⊂ R halmaz akkor és csak akkor Borel mérhet®, ha a B−1

halmaz Borel mérhet®. Ugyanakkor P(ξ = η) = P(ξ = ξ+1) = 0.

(iv). Az 1.12. De�nícióbeli generált σ-algebra de�níciója megfogalmazható tetsz®leges, nem

feltétlenül mérhet® függvényekb®l álló függvényrendszer esetén is. Például, egy tetsz®leges g :

Ω → Rd függvény által generált σ-algebra σ(g) := σ(g−1(B) : B ∈ B(Rd)) = g−1(B(Rd)) =

= {g−1(B) :B ∈ B(Rd)}, és σ(g) az a legsz¶kebb σ-algebra, melyre nézve g mérhet®. □

1.14. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, (X,X ) mérhet® tér, ξ : Ω → X

valószín¶ségi változó, és F⊂A rész-σ-algebra. Azt mondjuk, hogy ξ F-mérhet®, ha ξ−1(B)∈
∈ F , ∀ B ∈ X , vagyis σ(ξ)⊂F .

1.15. De�níció. Egy metrikus teret szeparábilisnak nevezünk, ha van megszámlálható minde-

nütt s¶r¶ részhalmaza. Egy metrikus tér egy A részhalmazát akkor nevezzük szeparábilisnak,

ha az mint metrikus tér szeparábilis az eredeti metrikának az A×A-ra való megszorításával.

1.16. Lemma. Legyen (E, ϱ) szeparábilis metrikus tér. Tetsz®leges ξ : Ω→E valószín¶ségi

változó esetén léteznek olyan {ξn}∞n=1 egyszer¶ valószín¶ségi változók, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω

esetén lim
n→∞

ξn(ω)=ξ(ω). Ha (E, ∥ . ∥) szeparábilis normált tér, úgy ξn választható úgy, hogy

∥ξn∥⩽ ∥ξ∥, ∀ n ∈ N.

1.17. Lemma. Tetsz®leges η : Ω → R nemnegatív valószín¶ségi változó esetén létezik nem-

negatív egyszer¶ valószín¶ségi változókból álló {ηn}∞n=1 sorozat úgy, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω

esetén ηn(ω) ↑ η(ω), ha n→∞. Például az

ηn =
n2n∑
j=1

(j−1)2−n
1{(j−1)2−n⩽η<j2−n}, n ∈ N,

vagy

ηn =
n2n∑
j=1

(j−1)2−n
1{(j−1)2−n⩽η<j2−n}+n1{η⩾n}, n ∈ N,

sorozatok megfelelnek.

1.18. Állítás. Legyen (X,X ) mérhet® tér, ξ : Ω→X valószín¶ségi változó.

8
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(i) Ha (Y,Y) mérhet® tér, g :X → Y mérhet® függvény, akkor a g◦ξ : Ω→ Y összetett

függvény σ(ξ)�mérhet® valószín¶ségi változó, azaz σ(g◦ξ)⊂ σ(ξ).

(ii) Ha η :Ω→Rd σ(ξ)�mérhet® valószín¶ségi változó, akkor létezik olyan g :X→Rd mérhet®

függvény, hogy η = g◦ξ.

Bizonyítás. (i). Abból következik, hogy tetsz®leges D∈Y esetén (g◦ξ)−1(D)=ξ−1(g−1(D))∈
∈ A, hiszen g−1(D) ∈ X és ξ valószín¶ségi változó. Az 1.13. Megjegyzés (ii) része alapján

ugyanez a gondolatmenet azt is mutatja, hogy (g◦ξ)−1(D)∈ σ(ξ) is teljesül tetsz®leges D ∈Y
esetén.

(ii). Ha η :Ω→Rd egyszer¶ valószín¶ségi változó, akkor léteznek olyan páronként különböz®

y1, y2, . . . , yℓ ∈ Rd pontok, hogy η(Ω) = {y1, y2, . . . , yℓ}. Ekkor Aj := {ω ∈ Ω : η(ω) = yj} =

= η−1({yj}), j = 1,2, . . . , ℓ, páronként diszjunktak,
ℓ⋃

j=1

Aj = Ω és

η =
ℓ∑

j=1

yj1Aj
.

Mivel Rd\{yj} nyílt, kapjuk, hogy {yj} ∈B(Rd), j =1,2, . . . , ℓ, és így η σ(ξ)�mérhet®sége

miatt

Aj = η−1({yj}) ∈ σ(ξ) = {ξ−1(B) :B ∈ X}.

Így léteznek olyan Bj ∈X , j=1,2, . . . , ℓ halmazok, hogy Aj = ξ−1(Bj). Itt B1, . . . , Bℓ nem

feltétlenül diszjunktak, az viszont teljesül, hogy ξ−1(Bi∩Bj) = ξ−1(Bi)∩ξ−1(Bj) =Ai∩Aj = ∅
minden i ̸= j, i, j = 1,2, . . . , ℓ esetén, azaz ekkor Bi∩Bj nem része ξ értékkészletének. Az

alábbiakban a B1, . . . , Bℓ halmazrendszert páronként diszjunkttá tesszük. Legyen B̃j :=Bj \
\
(⋃j−1

i=1 Bi

)
∈ X , j = 1, . . . , ℓ, ahol

⋃0
i=1Bi := ∅. Ekkor, felhasználva, hogy Aj-k páronként

diszjunktak,

ξ−1(B̃j) = ξ−1(Bj)\

(
j−1⋃
i=1

ξ−1(Bi)

)
= Aj \

(
j−1⋃
i=1

Ai

)
= Aj,

és így

ξ−1

(
ℓ⋃

j=1

B̃j

)
=

ℓ⋃
j=1

ξ−1(B̃j) =
ℓ⋃

j=1

Aj =
ℓ⋃

j=1

η−1({yj}) = η−1

(
ℓ⋃

j=1

{yj}

)
= η−1(η(Ω)) = Ω.

Tekintsük egy olyan g :X→Rd függvényt, melyre g(x)=yj, ha x∈B̃j valamely j=1,2, . . . , ℓ

esetén, és g(x) = y0 egyébként, ahol y0 ∈ Rd tetsz®legesen rögzített pont, azaz

g =
ℓ∑

j=1

yj1B̃j
+y01X\

⋃ℓ
j=1 B̃j

.

Megjegyezzük, hogy az el®z®ekben de�niált g függvény még adott B̃j, j = 1,2, . . . , ℓ, esetén

sem egyértelm¶, ugyanis, ha
⋃ℓ

j=1 B̃j ̸= X, akkor tekintettel arra, hogy y0-at kontinuum sok

9
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módon választhatjuk meg, g-t is kontinuum sok módon választhatjuk meg. Ekkor nyilván g

mérhet®, és η = g ◦ ξ, ugyanis ha ω ∈ Aj, akkor egyrészt Aj de�níciója miatt η(ω) = yj,

másrészt ω∈Aj=ξ
−1(B̃j) miatt ξ(ω)∈B̃j, így, felhasználva, hogy B̃j, j=1, . . . , ℓ, páronként

diszjunktak, (g◦ξ)(ω) = g(ξ(ω)) = yj.

Tetsz®leges η : Ω → Rd esetén az 1.16. Lemma alapján létezik egyszer¶ valószín¶ségi

vektorváltozókból álló {ηn}∞n=1 sorozat úgy, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén limn→∞ ηn(ω) =

= η(ω). Legyen gn :X → Rd olyan mérhet® függvény, hogy ηn = gn ◦ξ (az el®z®ek alapján

ilyen gn létezik, hiszen ηn egyszer¶ valószín¶ségi változó). Ekkor

H := {x ∈X : lim
n→∞

gn(x) létezik} ∈ X ,

ugyanis, mivel Rd teljes,

H = {x ∈X : (gn(x))n∈N Cauchy sorozat}

=
⋂
p∈N

⋃
r∈N

⋂
m>r, n>r

{
x ∈X : ∥gm(x)−gn(x)∥<

1

p

}
=
⋂
p∈N

⋃
r∈N

⋂
m>r, n>r

(gm−gn)−1
({
z ∈ Rd : ∥z∥< 1

p

})
∈ X ,

hiszen gm− gn mérhet® és a X σ-algebra zárt a megszámlálható unió és metszetképzésre

nézve. Továbbá, tetsz®leges ω ∈ Ω esetén ξ(ω) ∈H, ugyanis gn(ξ(ω)) = ηn(ω)→ η(ω), ha

n→∞. Legyen

g(x) :=

 lim
n→∞

gn(x) ha x ∈H,

y′0 ha x ̸∈H,

ahol y′0∈Rd tetsz®legesen rögzített pont. Ekkor felhasználva, hogy H∈X és azt, hogy mérhet®

függvények pontonkénti határértéke mérhet®, kapjuk, hogy g mérhet®. Továbbá, η = g ◦ ξ,
hiszen tetsz®leges ω ∈ Ω esetén ξ(ω) ∈H és így

g(ξ(ω)) = lim
n→∞

gn(ξ(ω)) = lim
n→∞

ηn(ω) = η(ω).

Végezetül megjegyezzük, hogy az η=g◦ξ el®állítás alapján g a ξ értékkészletén egyértelm¶en

meghatározott. □

A következ® állítást a � jó halmazok� módszerének is szokás nevezni.

1.19. Állítás. Legyenek (Ω,A) és (X,X ) mérhet® terek, E ⊂ X , és ξ : Ω → X egy leképezés.

Ekkor σ(ξ−1(E)) = ξ−1(σ(E)). Továbbá, feltételezve, hogy σ(E) =X , a ξ leképezés akkor és csak

akkor véletlen változó, ha ξ−1(E)⊂A.

Bizonyítás. Az 1.13. Megjegyzés (ii) része alapján (σ-algebra ξ általi ®sképe is σ-algebra),

kapjuk, hogy

ξ−1(E)⊂ ξ−1(σ(E)) = σ
(
ξ−1(σ(E))

)
,

10
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és így, a generált σ-algebra de�níciója alapján, adódik, hogy σ(ξ−1(E))⊂ ξ−1(σ(E)).
A fordított irányú tartalmazás belátásához, vezessük be az alábbi jelölést:

E0 :=
{
A ∈ σ(E) : ξ−1(A) ∈ σ(ξ−1(E))

}
.

Ekkor E0 ⊂ σ(E). Megmutatjuk, hogy E0 egy σ-algebra:

� Ω ∈ E0, mert Ω ∈ σ(E) és ξ−1(Ω) =X ∈ σ(ξ−1(E)), hiszen σ(E) és σ(ξ−1(E)) is σ-algebra,

� legyen A ∈ E0. Ekkor Ω\A ∈ σ(E) és

ξ−1(Ω\A) = ξ−1(Ω)\ξ−1(A) =X \ξ−1(A) ∈ σ(ξ−1(E)),

mert ξ−1(A) ∈ σ(ξ−1(E)) és σ(ξ−1(E)) egy σ-algebra,

� legyenek An ∈ E0, n ∈ N. Ekkor
⋃∞

n=1An ∈ σ(E) és

ξ−1

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋃
n=1

ξ−1(An) ∈ σ(ξ−1(E)),

mert ξ−1(An) ∈ σ(ξ−1(E)), n ∈ N, és σ(ξ−1(E)) egy σ-algebra.

Mivel E0 egy olyan σ-algebra, hogy E0 ⊂ σ(E), a generált σ-algebra de�níciója alapján adódik,

hogy E0=σ(E). Ezért E0 de�níciója miatt, tetsz®leges A∈σ(E) esetén ξ−1(A)∈σ(ξ−1(E)), azaz
ξ−1(σ(E))⊂ σ(ξ−1(E)).

Tegyük fel a továbbiakban, hogy σ(E) = X . Ekkor a már bizonyítottak alapján

σ(ξ−1(E)) = ξ−1(σ(E)) = ξ−1(X ). (1.1)

Ha ξ véletlen változó, akkor ξ−1(X )⊂A, és így (1.1) alapján σ(ξ−1(E))⊂A, melyb®l speciálisan

következik, hogy ξ−1(E)⊂A.

Ha ξ−1(E)⊂A, akkor (1.1), a generált σ-algebra de�níciója ésA σ-algebra volta alapján, kapjuk,

hogy

ξ−1(X ) = σ(ξ−1(E))⊂A,

melyb®l következik, hogy ξ véletlen változó. □

1.20. Állítás. Legyen (Ω,A) egy mérhet® tér és ξ : Ω→ R egy leképezés. Ekkor a ξ leképezés

akkor és csak akkor R-beli érték¶ véletlen változó, ha {ω ∈ Ω : ξ(ω) < x} ∈ A tetsz®leges x ∈ R
esetén.

Bizonyítás. Tegyük fel el®ször, hogy ξ véletlen változó. Ekkor tetsz®leges x ∈ R esetén (−
−∞, x) ∈ B(R) és így ξ−1((−∞, x)) ∈ A, azaz {ω ∈ Ω : ξ(ω)< x} ∈ A.

Tegyük most fel, hogy {ω∈Ω:ξ(ω)<x}∈A tetsz®leges x∈R esetén. Mivel σ({(−∞, x) :x∈
∈ R}) = B(R) és

ξ−1((−∞, x)) = {ω ∈ Ω : ξ(ω)< x} ∈ A, x ∈ R,

az E := {(−∞, x) : x ∈ R} jelöléssel σ(E) = B(R) és ξ−1(E)⊂A. Így a � jó halmazok� módszere

alapján (1.19. Állítás) kapjuk, hogy ξ véletlen változó. □

11
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1.21. Állítás. Legyen (Ω,A) egy mérhet® tér. Egy ξ : Ω→ Rd leképezés akkor és csak akkor

valószín¶ségi vektorváltozó, ha tetsz®leges x ∈ Rd esetén {ω ∈ Ω : ξ(ω)< x} ∈ A.

Egy ξ : Ω → Rd leképezés akkor és csak akkor valószín¶ségi vektorváltozó, ha tetsz®leges

x ∈ Rd esetén {ω ∈ Ω : ξ(ω)⩽ x} ∈ A.

Egy ξ : Ω→ Rd leképezés esetén a σ(ξ) σ-algebra az a legsz¶kebb rész-σ-algebra, melyre

nézve ξ mérhet®.

Bizonyítás. Tetsz®leges x= (x1, . . . , xd) ∈ Rd esetén a ξ = (ξ1, . . . , ξd) jelöléssel

{ω ∈ Ω : ξ(ω)< x}= {ω ∈ Ω : ξ1(ω)< x1, . . . , ξd(ω)< xd}= ξ−1
(
×d

j=1(−∞, xj)
)
,

{ω ∈ Ω : ξ(ω)⩽ x}= {ω ∈ Ω : ξ1(ω)⩽ x1, . . . , ξd(ω)⩽ xd}= ξ−1
(
×d

j=1(−∞, xj]
)
,

és a {×d
j=1(−∞, xj) : x ∈ Rd} alakú téglák, illetve a {×d

j=1(−∞, xj] : x ∈ Rd} alakú téglák is

a B(Rd) σ�algebrának egy generátorrendszerét alkotják. Így az állítás els® két része az 1.19.

Állításból következik. Az állítás harmadik része a generált σ-algebra de�níciójának és az 1.13.

Megjegyzés (ii) részének a következménye. □

1.22. Állítás. Legyen (Ω,A) egy mérhet® tér, d ∈N, és ξ1, . . . , ξd : Ω→R leképezések. Legyen

ξ : Ω→ Rd, ξ(ω) := (ξ1(ω), . . . , ξd(ω)), ω ∈ Ω. Ekkor a ξ leképezés akkor és csak akkor Rd-beli

érték¶ véletlen változó, ha ξi, i= 1, . . . , d, valós érték¶ véletlen változók.

Bizonyítás. Tetsz®leges x= (x1, . . . , xd) ∈ Rd esetén

ξ−1
(
×d

i=1(−∞, xi)
)
=

d⋂
i=1

ξ−1
i ((−∞, xi)).

Tegyük fel, hogy ξ1, . . . , ξd véletlen változók. Ekkor ξ−1
i ((−∞, xi)) ∈ A, i = 1, . . . , d, és így⋂d

i=1 ξ
−1
i ((−∞, xi)) ∈ A, amib®l következik, hogy ξ−1

(
×d

i=1(−∞, xi)
)
∈ A. Mivel a{

× d
i=1(−∞, xi) : x1, . . . , xd ∈ R

}
halmazrendszer generálja a B(Rd) σ-algebrát, az 1.19. Állítás alapján kapjuk, hogy ξ véletlen

változó.

Tegyük fel, hogy ξ véletlen változó. Tetsz®leges i∈{1, . . . , d} esetén legyen pi :Rd→R, pi(x)=xi,
x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Ekkor pi, i = 1, . . . , d, folytonosak és így (Borel-)mérhet®ek is. Ezért a

ξi=pi◦ξ összetett leképezés is (Borel-)mérhet® (az 1.18. Állítás (i) része alapján), azaz véletlen

változó. □

1.23. De�níció. Ha a, b∈Rd, akkor a⩽b, illetve a<b azt jelenti, hogy minden j=1, . . . , d

esetén aj ⩽ bj, illetve aj < bj teljesül, és jelölje [a, b) := {x ∈ Rd : a⩽ x < b}.

1.24. De�níció. A ξ : Ω → Rd, ξ = (ξ1, . . . , ξd) valószín¶ségi változó eloszlásfüggvénye

Fξ : Rd → [0,1],

Fξ(x) := P(ξ < x) = P(ξ1 < x1, . . . , ξd < xd), x= (x1, . . . , xd)
⊤ ∈ Rd.

12



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

Megjegyezzük, hogy az 1.24. De�nícióban értelmes {ξ1 < x1, . . . , ξd < xd} valószín¶ségér®l

beszélni, mert {ξ1 < x1, . . . , ξd < xd} ∈ A, hiszen

{ξ1 < x1, . . . , ξd < xd}= (ξ1, . . . , ξd)
−1
(
(−∞, x1)×· · ·×(−∞, xd)

)
,

ahol (−∞, x1)×· · ·×(−∞, xd) ∈ B(Rd) és (ξ1, . . . , ξd) véletlen vektor.

Legyen g : Rd → R, aj, bj ∈ R, aj < bj, j ∈ {1, . . . , d}, és ∆
(j)
[aj ,bj)

g : Rd → R,

(∆
(j)
[aj ,bj)

g)(x) := g(x1, . . . , xj−1, bj, xj+1, . . . , xd)−g(x1, . . . , xj−1, aj, xj+1, . . . , xd), x ∈ Rd.

Ekkor tetsz®leges x ∈ Rd esetén

(∆
(1)
[a1,b1)

. . .∆
(d)
[ad,bd)

g)(x) =
∑

(ε1,...,εd)∈{0,1}d
(−1)

∑d
k=1 εkg(c1, . . . , cd), (1.2)

ahol ck := εkak+(1−εk)bk, k=1, . . . , d, és mivel az összegzés a 0 és 1 számokból álló összes

lehetséges (ε1, . . . , εd) sorozatra kiterjed a fenti összegnek 2d számú tagja van. Így kapjuk,

hogy ∆
(1)
[a1,b1)

. . .∆
(d)
[ad,bd)

g konstans függvény.

1.25. Állítás. Az F :Rd→R függvény akkor és csak akkor eloszlásfüggvénye valamely ξ:Ω→Rd

valószín¶ségi változónak, ha

(1) F minden változójában monoton növekv®,

(2) F minden változójában balról folytonos,

(3) lim
min{x1,...,xd}→∞

F (x) = 1, és

lim
xi→−∞

F (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xd) = 0

minden i ∈ {1, . . . , d} és x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xd ∈ R esetén,

(4) tetsz®leges a, b ∈ Rd, a < b esetén ∆
(1)
[a1,b1)

. . .∆
(d)
[ad,bd)

F ⩾ 0.

1.26. Megjegyzés. (i). Ha d = 1, akkor az 1.25. Állításbeli (4) feltétel következik az (1)

feltételb®l, ugyanis ∆
(1)
[a1,b1)

F = F (b1)−F (a1). Ha d ⩾ 2, akkor általában nem igaz, hogy az

1.25. Állítás (4) feltétele következne az (1), (2) és (3) feltételekb®l. Valóban, legyen d := 2, és

F : R2 → R,

F (x, y) :=

0 ha x⩽ 0 vagy x+y ⩽ 1 vagy y ⩽ 0,

1 egyébként.

Ekkor az 1.25. Állításbeli (1), (2) és (3) feltételek teljesülnek, azonban ha például a=(a1, a2):=

= (1
3
, 1
3
) és b= (b1, b2) := (1,1), akkor

∆
(1)
[a1,b1)

∆
(2)
[a2,b2)

F = F (b1, b2)−F (a1, b2)−F (b1, a2)+F (a1, a2) = 1−1−1+0 =−1< 0,
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így az 1.25. Állítás (4) feltétele nem teljesül.

(ii). Megmutatjuk, hogy az 1.25. Állításbeli (3) feltételben a

lim
xi→−∞

F (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xd) = 0

minden i ∈ {1, . . . , d} és x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xd ∈ R esetén feltétel kicserélhet® arra, hogy

lim
min{x1,...,xd}→−∞

F (x) = 0.

Az ezen cserével felírt (3) feltételt jelölje (3').

Belátjuk el®ször, hogy ha F eloszlásfüggvény, akkor (1), (2), (3') és (4) teljesülnek. Ha

F eloszlásfüggvény, akkor az 1.25. Állítás alapján (1), (2), (3) és (4) teljesülnek. Meg kell még

mutatnunk, hogy (3') is teljesül. Ha limn→∞ min{x(n)1 , . . . , x
(n)
d } = −∞, akkor az (x(n))n∈N

sorozat felbontható legfeljebb d darab páronként diszjunkt részsorozatra (azaz a részsoro-

zatokhoz tartozó szigorúan monoton növekv® leképezések értékkészletei a természetes számok

halmazának egy osztályozását alkotják) oly módon, hogy az els® részsorozat tagjainak els® koor-

dinátái −∞-hez konvergálnak, a második részsorozat tagjainak második koordinátái −∞-hez

konvergálnak, stb. Az alábbiakban az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy d darab ilyen

részsorozat létezik, és jelölje ezeket (x(n
(1)
k ))k∈N, . . . , (x

(n
(d)
k ))k∈N. Ekkor limk→∞ x

(n
(i)
k )

i = −∞,

i= 1, . . . , d. Így, ha limn→∞min{x(n)1 , . . . , x
(n)
d }=−∞, akkor

F (x
(n

(i)
k )

1 , . . . , x
(n

(i)
k )

d ) = P(ξ1 < x
(n

(i)
k )

1 , . . . , ξd < x
(n

(i)
k )

d )⩽ P(ξi < x
(n

(i)
k )

i )→ 0, ha k→∞,

ahol (ξ1, . . . , ξd) egy F eloszlásfüggvény¶ véletlen vektor. Felhasználva, hogy ha egy so-

rozatnak van egy páronként diszjunkt részsorozatokból álló felbontása, amely felbontásban

szerepl® részsorozatok konvergensek és mindegyik ugyanahhoz az értékhez tart, akkor az ere-

deti sorozat konvergens és ugyanahhoz az értékhez tart, kapjuk, hogy F (x(n)) → 0, ha

limn→∞ min{x(n)1 , . . . , x
(n)
d }=−∞, azaz adódik (3'). (Megjegyezzük, hogy ha min(xn, yn)→−∞

teljesül, akkor még nem következik, hogy xn→−∞ vagy yn→−∞. Például, ha (x2n, y2n):=(−
−2n, 2n), n∈N, és (x2n+1, y2n+1) :=(2n+1,−(2n+1)), n∈N, akkor min(xn, yn)=−n→−∞,

azonban nem teljesül, hogy xn → −∞ és az sem, hogy yn → −∞. Ez az oka a fentiekben

látott páronként diszjunkt részsorozatokra való felbontásnak.)

Belátjuk most, hogy ha (1), (2), (3') és (4) teljesülnek, akkor F eloszlásfüggvény. Az

1.25. Állítás alapján elég belátni, hogy ha (3') teljesül, akkor (3) is teljesül. Ha (3') teljesül,

akkor ∀ ε > 0 esetén létezik olyan Mε ∈ R, hogy minden olyan x ∈ Rd esetén, melyre

min(x1, . . . , xd)<Mε, fennáll, hogy |F (x)|<ε. Ha i∈{1, . . . , d} és x
(n)
i →−∞, ha n→∞,

ahol x(n)=(x
(n)
1 , . . . , x

(n)
d )⊤, n∈N, Rd-beli érték¶ sorozat, akkor bármilyen ε>0 esetén azon

x(n)-ekre, melyekre x
(n)
i <Mε, fennáll, hogy |F (x(n))|<ε (ugyanis x

(n)
i <Mε-ból következik,

hogy min{x(n)1 , . . . , x
(n)
d }<Mε), így fennáll (3). □
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1.27. Állítás. Ha ξ : Ω→Rd valószín¶ségi változó, akkor tetsz®leges a, b∈Rd, a< b esetén

Pξ([a, b)) = P(ξ ∈ [a, b)) = ∆
(1)
[a1,b1)

. . .∆
(d)
[ad,bd)

Fξ ⩾ 0,

ahol Fξ a ξ eloszlásfüggvényét jelöli. Tehát Pξ az Fξ eloszlásfüggvényhez tartozó Lebesgue-

Stieltjes mérték.

Bizonyítás. Csak d = 2 esetén. Az a = (a1, a2) és b = (b1, b2) jelöléssel, ha a < b, akkor

(1.2) alapján

∆
(1)
[a1,b1)

∆
(2)
[a2,b2)

Fξ = Fξ(b1, b2)−Fξ(b1, a2)−Fξ(a1, b2)+Fξ(a1, a2)

= P(ξ1 < b1, ξ2 < b2)−P(ξ1 < b1, ξ2 < a2)−P(ξ1 < a1, ξ2 < b2)+P(ξ1 < a1, ξ2 < a2)

= P(ξ1 < b1, a2 ⩽ ξ2 < b2)−P(ξ1 < a1, a2 ⩽ ξ2 < b2) = P(a1 ⩽ ξ1 < b1, a2 ⩽ ξ2 < b2)

= P(ξ ∈ [a, b)).

Az állítás második része a mértékelméletb®l tanultakból következik. □

1.28. Állítás. Legyenek ξ, η:Ω→Rd valószín¶ségi változók. Ekkor Pξ=Pη akkor és csak akkor,

ha Fξ = Fη. Azaz az eloszlás és az eloszlásfüggvény kölcsönösen egyértelm¶en meghatározza

egymást.

Vegyük észre, hogy az 1.27. Állítás alapján, ha ξ, η : Ω → Rd valószín¶ségi változók és

Fξ = Fη, akkor tetsz®leges a, b ∈ Rd, a < b esetén

Pξ([a, b)) = ∆
(1)
[a1,b1)

. . .∆
(d)
[ad,bd)

Fξ =∆
(1)
[a1,b1)

. . .∆
(d)
[ad,bd)

Fη = Pη([a, b)),

azaz a Pξ és Pη valószín¶ségi mértékek megegyeznek az [a, b), a, b∈Rd, a < b alakú téglákon.

Az 1.28. Állítás alapján a tekintett esetben Pξ és Pη megegyezik a B(Rd) σ-algebrán is.

1.29. Állítás. Legyenek F : R → [0,1] és G : R → [0,1] egydimenziós eloszlásfüggvények.

Ha F és G minden közös x ∈ R folytonossági pontjában F (x) = G(x), akkor F = G.

Általánosabban, ha S ⊂ R egy olyan s¶r¶ részhalmaza R-nek, hogy F (x) = G(x) minden

x ∈ S esetén, akkor F =G.

Bizonyítás. Mivel egy egydimenziós eloszlásfüggvény monoton növekv®, egy egydimenziós el-

oszlásfüggvénynek csak megszámlálható sok nem folytonossági pontja lehetséges. Mivel két

megszámlálható halmaz uniója is megszámlálható, F és G közös folytonossági pontjaiból

álló, C-vel jelölt, halmaz s¶r¶ részhalmaza R-nek. Mivel F és G balról folytonosak is, kapjuk

az állítást. Valóban, legyen y ∈R tetsz®leges. Ekkor létezik olyan (yn)n∈N sorozat, hogy yn ∈C,
n∈N, és yn ↑ y, ha n→∞. A feltétel miatt F (yn) =G(yn), n∈N, és így, felhasználva, hogy F
és G balról folytonosak, kapjuk, hogy

F (y) = lim
n→∞

F (yn) = lim
n→∞

G(yn) =G(y).

□
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2. Függetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 törvénye

Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, Γ ̸= ∅ egy (index)halmaz.

2.1. De�níció. Legyen minden γ ∈ Γ esetén Fγ rész�σ�algebrája A�nak. Azt mondjuk,

hogy az {Fγ : γ ∈ Γ} σ�algebrák függetlenek, ha a Γ páronként különböz® elemeib®l álló

minden {γ1, . . . , γn} véges részhalmaz esetén és minden Aγ1 ∈Fγ1 , . . . , Aγn ∈Fγn választással

teljesül, hogy

P(Aγ1 ∩ . . .∩Aγn) = P(Aγ1) · · ·P(Aγn).

Legyen minden γ ∈ Γ esetén Aγ ∈ A. Azt mondjuk, hogy az {Aγ : γ ∈ Γ} események

függetlenek, ha az általuk generált
{
{∅, Aγ, Ω\Aγ, Ω} : γ ∈ Γ

}
σ�algebrák függetlenek.

Legyen minden γ ∈ Γ esetén (Xγ,Xγ), illetve (Yγ,Yγ) egy mérhet® tér és ξγ : Ω→Xγ,

illetve ηγ : Ω → Yγ valószín¶ségi változók. Azt mondjuk, hogy a {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi

változók függetlenek, ha az általuk generált
{
σ(ξγ) : γ ∈ Γ

}
σ�algebrák függetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók függetlenek az {ηγ : γ ∈ Γ} való-

szín¶ségi változóktól, ha a σ(ξγ : γ ∈ Γ) és σ(ηγ : γ ∈ Γ) σ�algebrák függetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók függetlenek az {Aγ : γ ∈ Γ}
eseményekt®l, ha a {ξγ :γ∈Γ} valószín¶ségi változók függetlenek az {1Aγ :γ∈Γ} valószín¶ségi

változóktól.

2.2. Megjegyzés. A ξ : Ω → R és η : Ω → R valószín¶ségi változók akkor és csak akkor

függetlenek, ha Fξ,η(x, y)=Fξ(x)Fη(y), x, y ∈R, ahol Fξ,η, Fξ és Fη a (ξ, η), ξ, illetve η

eloszlásfüggvényét jelöli. Ennek az állításnak az odafele iránya egyszer¶en igazolható, ugyanis,

ha ξ és η függetlenek, akkor mivel tetsz®leges x, y∈R esetén {ξ<x}∈σ(ξ) és {η<y}∈σ(η),
kapjuk, hogy

Fξ,η(x, y) = P(ξ < x, η < y) = P(ξ < x)P(η < y) = Fξ(x)Fη(y).

A megfordítás bizonyítása azon múlik, hogy tetsz®leges a=(a1, a2)∈R2, b=(b1, b2)∈R2, a<b,

esetén, az 1.27. Állítás alapján

P((ξ, η) ∈ [a, b)) = P((ξ, η) ∈ [a1, b1)× [a2, b2))

= Fξ,η(b1, b2)−Fξ,η(b1, a2)−Fξ,η(a1, b2)+Fξ,η(a1, a2)

= Fξ(b1)Fη(b2)−Fξ(b1)Fη(a2)−Fξ(a1)Fη(b2)+Fξ(a1)Fη(a2)

= P(ξ < b1)P(η < b2)−P(ξ < b1)P(η < a2)−P(ξ < a1)P(η < b2)+P(ξ < a1)P(η < a2)

= P(ξ < b1)P(a2 ⩽ η < b2)−P(ξ < a1)P(a2 ⩽ η < b2) = P(a1 ⩽ ξ < b1)P(a2 ⩽ η < b2)

= P(ξ ∈ [a1, b1))P(η ∈ [a2, b2)).

Így tetsz®leges a= (a1, a2) ∈ R2, b= (b1, b2) ∈ R2, a < b, esetén

P(ξ ∈ [a1, b1), η ∈ [a2, b2)) = P(ξ ∈ [a1, b1))P(η ∈ [a2, b2)),
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azaz a {ξ ∈ [a1, b1)} ∈ σ(ξ) és {η ∈ [a2, b2)} ∈ σ(η) események függetlenek. A bizonyítás

befejezhet®sége a Carathéodory kiterjesztési tételen (1.8. Tétel) és azon múlik, hogy az 1.13.

Megjegyzés (ii) része és az 1.19. Állítás alapján a {ξ ∈ [a1, b1)}= ξ−1([a1, b1)), a1 < b1, a1, b1 ∈
∈ R, alakú eseményeket tartalmazó legsz¶kebb σ-algebra σ(ξ). Hasonlóan, az {η ∈ [a2, b2)} =

= η−1([a2, b2)), a2 < b2, a2, b2 ∈ R, alakú eseményeket tartalmazó legsz¶kebb σ-algebra σ(η).

□

2.3. Lemma. Ha a ξ : Ω→Rk és η : Ω→Rℓ véletlen vektorok függetlenek, akkor tetsz®leges

g : Rk → Rr, h : Rℓ → Rp mérhet® függvények esetén a g ◦ ξ : Ω → Rr és h ◦ η : Ω → Rp

véletlen vektorok is függetlenek. Továbbá, ha ξn : Ω→ Rk, n ∈ N, független véletlen vektorok

és gn :Rk →Rr, n∈N, mérhet® függvények, akkor a gn◦ξn : Ω→Rr, n∈N, véletlen vektorok

is függetlenek.

Bizonyítás. Az 1.18. Állítás alapján σ(g ◦ ξ) ⊂ σ(ξ) és σ(h◦η) ⊂ σ(η), így σ(ξ) és σ(η)

függetlensége maga után vonja σ(g ◦ ξ) és σ(h◦η) függetlenségét. A lemma második része

hasonlóan bizonyítható. □

2.4. Lemma. Ha az F0⊂A és G0⊂A rész-halmazalgebrák függetlenek abban az értelemben,

hogy tetsz®leges A ∈ F0 és B ∈ G0 esetén

P(A∩B) = P(A)P(B),

akkor a generált F := σ(F0) és G := σ(G0) rész�σ�algebrák is függetlenek.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy B ∈ G0 eseményt. Tekintsük az (Ω,F) mérhet®ségi téren a

µ(A) := P(A∩B), A ∈ F és a ν(A) := P(A)P(B), A ∈ F nemnegatív halmazfüggvényeket.

Ezek a P σ-additivitása miatt σ-additívak lesznek F0-n. Valóban, ha An ∈ F0, n ∈ N,
páronként diszjunktak, hogy

⋃∞
n=1An ∈F0, akkor An∩B ∈A, n∈N, páronként diszjunktak,

és így

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= P

((
∞⋃
n=1

An

)
∩B

)
= P

(
∞⋃
n=1

(An∩B)

)
=

∞∑
n=1

P(An∩B) =
∞∑
n=1

µ(An).

A ν halmazfüggvény szóban forgó σ-additivitása hasonlóan igazolható. Továbbá µ és ν

megegyezik az F0 halmazalgebrán, mely generálja F -et, és µ és ν σ-véges halmazfüggvények

(végesek is, hiszen µ(A) ⩽ P(B) és ν(A) ⩽ P(B), A ∈ F), ezért a mértékek Carathéodory-féle

kiterjesztési tétele (1.8. Tétel) alapján µ és ν megegyezik F -en: P(A∩B) = P(A)P(B),

A ∈ F .

Megjegyezzük, hogy az, hogy µ és ν σ-additívak F -en a µ és ν de�níciójából közvetlenül

is következik. Valóban, ha An ∈F , n∈N, páronként diszjunktak, akkor An∩B ∈A, n∈N,
páronként diszjunktak, és így

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= P

((
∞⋃
n=1

An

)
∩B

)
= P

(
∞⋃
n=1

(An∩B)

)
=

∞∑
n=1

P(An∩B) =
∞∑
n=1

µ(An).
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Az 1.8. Tétel alkalmazhatóságához viszont csak arra van szükség, hogy µ és ν σ-additívak F0-n.

Felhívjuk továbbá a �gyelmet, hogy µ és ν általában nem valószín¶ségi mértékek, hiszen

µ(Ω) = ν(Ω) = P(B) nem biztos, hogy 1-gyel egyenl®.

Rögzítsünk most egy A ∈ F eseményt. Ekkor az el®z®ekhez hasonló gondolatmenettel

kapjuk, hogy P(A∩B) = P(A)P(B) minden A ∈ F és B ∈ G esetén. □

2.5. De�níció. Legyen minden γ ∈ Γ esetén Fγ rész�σ�algebrája A�nak. Legyen F∅ :=

= {∅,Ω} (azaz a triviális σ�algebra). Ha Λ⊂ Γ, Λ ̸= ∅, akkor legyen

FΛ :=
∨
γ∈Λ

Fγ := σ (Fγ : γ ∈ Λ) := σ

(⋃
γ∈Λ

Fγ

)
= σ
(
{A : A ∈ Fγ valamely γ ∈ Λ esetén}

)
.

Ha Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ Γ, akkor FΛ1 ⊂FΛ2 . Ha γ0 ∈ Γ és Λ := {γ0}, akkor

FΛ = F{γ0} = σ

 ⋃
γ∈{γ0}

Fγ

= σ(Fγ0) = Fγ0 .

Továbbá, hogy ha ξγ, γ ∈ Γ, véletlen változók és Fγ := σ(ξγ), γ ∈ Γ, akkor

FΓ = σ

(⋃
γ∈Γ

σ(ξγ)

)
= σ

(⋃
γ∈Γ

{ξ−1
γ (B) :B ∈ B(R)}

)
= σ

(
{ξ−1

γ (B) :B ∈ B(R), γ ∈ Γ}
)

= σ(ξγ : γ ∈ Γ),

(2.1)

ahol az utolsó egyenl®séget az 1.12. De�níció értelmében értjük.

2.6. Lemma. Ha {Fγ : γ ∈ Γ} független rész�σ�algebrái A�nak, és F1, F2 véges, diszjunkt

részhalmazai Γ�nak, akkor FF1 és FF2 függetlenek.

Bizonyítás. Megmutatjuk el®ször, hogy ha F ⊂ Γ véges, akkor az FF = σ
(⋃

i∈F Fi

)
σ�

algebrát generálja az a halmazalgebra, mely a
⋂

i∈F Ai metszetek véges, páronként diszjunkt

unióiból áll, ahol Ai ∈ Fi, ha i ∈ F . Jelölje H a szóban forgó halmazrendszert. Be kell

látnunk, hogy

(i) H⊂FF ,

(ii) H halmazalgebra,

(iii) H generálja FF -et (azaz, hogy a H-t tartalmazó legsz¶kebb σ-algebra FF ).

(i) indoklása: tetsz®leges i ∈ F és Ai ∈ Fi esetén teljesül, hogy

Ai ∈ Fi ⊂
⋃
j∈F

Fj ⊂ σ

(⋃
j∈F

Fj

)
= FF ,
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és így
⋂

i∈F Ai ∈ FF (hiszen FF σ-algebra), illetve az ilyen metszetek (véges, páronként

diszjunkt) uniói is elemei FF -nek. Tehát H⊂FF .

(ii) indoklása: el®ször azt látjuk be, hogy a H halmazrendszer megegyezik a szóban forgó

metszetek nem feltétlenül páronként diszjunkt, véges unióiból álló halmazrendszerrel, melyet

jelöljön K, majd belátjuk, hogy K halmazalgebra (bizonyítva ezzel, hogy H halmazalgebra).

(ii)/(a): H = K bizonyítása. Nyilván H ⊂ K. A K ⊂ H tartalmazást csak abban a

speciális esetben látjuk be, amikor F elemszáma 2, az általános eset hasonló gondolatok

felhasználásával ellen®rizhet®. Legyen F := {1,2}, A1, B1 ∈ F1 és A2, B2 ∈ F2. Ekkor

(A1∩A2)∪(B1∩B2)

=
[
(A1 \B1)∩(A2 \B2)

]
∪
[
(A1 \B1)∩(A2∩B2)

]
∪
[
(A1∩B1)∩(A2 \B2)

]
∪
[
(A1∩B1)∩(A2∩B2)

]
∪
[
(B1 \A1)∩(B2 \A2)

]
∪
[
(B1 \A1)∩(B2∩A2)

]
∪
[
(B1∩A1)∩(B2 \A2)

]
,

ahol az unióban szerepl® metszetek egyrészt megfelel® alakúak (hiszen F1 és F2 halmazalgeb-

rák, és egy halmazalgebra zárt a metszetképzésre és a különbségképzésre), másrészt páronként

diszjunktak.

(ii)/(b): K halmazalgebra, hiszen

� Ω ∈ Fi, i ∈ F , és így Ω =
⋂

i∈F Ai ∈ K, ahol Ai := Ω, i ∈ F ,

� zárt a komplementer képzésre, ugyanis, ha n∈N, A(j)
i ∈Fi, i∈F , j∈{1, . . . , n}, akkor

Ω\
n⋃

j=1

⋂
i∈F

A
(j)
i =

n⋂
j=1

(
Ω\
⋂
i∈F

A
(j)
i

)
=

n⋂
j=1

⋃
i∈F

(Ω\A(j)
i ),

ahol Ω\A(j)
i ∈ Fi, i ∈ F , j ∈ {1, . . . , n}, és felhasználva, hogy

(A∪B)∩(C∪D) = (A∩C)∪(A∩D)∪(B∩C)∪(B∩D),

kapjuk, hogy Ω\
⋃n

j=1

⋂
i∈F A

(j)
i felírható

⋂
i∈F Bi alakú metszetek véges uniójaként,

ahol Bi ∈ Fi, i ∈ F .

� zárt az unió képzésre, ugyanis a szóban forgó metszetek nem feltétlenül páronként disz-

junkt véges unióinak véges uniója is megfelel® alakú metszetek nem feltétlenül páronként

diszjunkt metszetek véges uniója. Ennél a lépésnél használtuk azt, hogy H =K.

(iii) indoklása: tetsz®leges Ai ∈Fi, i∈F , esetén Ai =
⋂

j∈F Bj, ahol Bj :=Ai, j = i, és

Bj := Ω, ha j ̸= i, j ∈ F , és így Ai ∈ H, i ∈ F , amib®l adódik, hogy
⋃

i∈F Fi ⊂H. Mivel

H ⊂ σ(H), a generált σ-algebra de�níciója alapján kapjuk, hogy FF = σ
(⋃

i∈F Fi

)
⊂ σ(H).

Mivel az (i) rész alapján H⊂FF , és FF σ-algebra, kapjuk, hogy σ(H)⊂FF . Így σ(H)=FF .
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Legyenek most F1, F2⊂Γ véges, diszjunkt részhalmazok. Jelölje H1, illetve H2 a
⋂

i∈F1
Ai,

Ai ∈Fi, i∈ F1, alakú metszetek, illetve a
⋂

j∈F2
Bj, Bj ∈Fj, j ∈ F2, alakú metszetek véges

páronként diszjunkt unióiból álló halmazalgebrát. A feltételek alapján tetsz®leges
⋂

i∈F1
Ai

alakú metszetre (ahol Ai ∈ Fi, ha i ∈ F1) és tetsz®leges
⋂

j∈F2
Bj alakú metszetre (ahol

Bj ∈ Fj, ha j ∈ F2) teljesül, hogy

P

((⋂
i∈F1

Ai

)⋂(⋂
j∈F2

Bj

))

=

(∏
i∈F1

P(Ai)

)
·

(∏
j∈F2

P(Bj)

)
= P

(⋂
i∈F1

Ai

)
P

(⋂
j∈F2

Bj

)
.

(2.2)

Megjegyezzük, hogy a (2.2)-beli els® egyenl®ség származtatásánál használtuk, hogy F1∩F2=∅,
ugyanis ekkor az F1-beli és F2-beli indexekb®l felépített véges hosszússágú Γ-beli sorozat

páronként különböz® elemekb®l áll.

A valószín¶ség additivitása és (2.2) alapján P(A∩B) = P(A)P(B) tetsz®leges A ∈ H1

és B ∈ H2 esetén. Valóban, A, illetve B felírható véges sok, szóban forgó alakú metszet

páronként diszjunkt uniójaként. Ha például A = M1 ∪M2, ahol M1 és M2 megfelel® alakú

diszjunkt metszetek, akkor (2.2) alapján kapjuk, hogy

P

(
A∩

(⋂
j∈F2

Bj

))
= P

(
M1∩

(⋂
j∈F2

Bj

))
+P

(
M2∩

(⋂
j∈F2

Bj

))

= P(M1)P

(⋂
j∈F2

Bj

)
+P(M2)P

(⋂
j∈F2

Bj

)

= (P(M1)+P(M2))P

(⋂
j∈F2

Bj

)

= P(M1∪M2)P

(⋂
j∈F2

Bj

)
= P(A)P

(⋂
j∈F2

Bj

)
.

Mivel Hi, i = 1,2, halmazalgebrák, és σ(Hi) = FFi
, i = 1,2, a 2.4. Lemma alapján az FF1

és FF2 σ-algebrák függetlenek. □

A 2.6. Lemma felhasználásával hasonlóan bizonyítható a következ® eredmény is.

2.7. Lemma. Ha {Fγ : γ ∈ Γ} független rész�σ�algebrái A�nak, és F1, F2 diszjunkt rész-

halmazai Γ�nak, akkor FF1 és FF2 függetlenek.

Bizonyítás vázlat. A bizonyítás fontos lépése annak megmutatása, hogy tetsz®leges Λ ⊂ Γ

esetén

L :=
⋃

{F : F ⊂ Λ, F véges}

FF halmazalgebra, (2.3)
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és

L generálja az FΛ σ�algebrát. (2.4)

Nyilván, Ω∈L, hiszen Ω∈FF tetsz®leges F ⊂Λ esetén. Továbbá, L zárt a komplementer

képzésre, ugyanis, ha A ∈ L, úgy létezik olyan F ⊂ Λ véges részhalmaz, hogy A ∈ FF , és

így, mivel FF σ-algebra, kapjuk, hogy Ω\A∈FF és így Ω\A∈L. Belátjuk, hogy L zárt a

véges unió képzésre is. Ha n∈N és A1, . . . , An ∈L, úgy léteznek olyan F1, . . . , Fn⊂Γ véges

halmazok, hogy Ai ∈ FFi
, i= 1, . . . , n. Mivel tetsz®leges i= 1, . . . , n esetén

Ai ∈ FFi
= σ

(⋃
γ∈Fi

Fγ

)
⊂ σ

( ⋃
γ∈F1∪···∪Fn

Fγ

)
= FF1∪···∪Fn ,

kapjuk, hogy
n⋃

i=1

Ai ∈ FF1∪···∪Fn ⊂ L,

hiszen F1∪· · ·∪Fn⊂Γ véges halmaz. Így L halmazalgebra. Végezetül, L azért generálja az

FΛ σ�algebrát, mert Λ egyelem¶ részhalmazait választva F -nek, kapjuk, hogy
⋃

γ∈Λ Fγ ⊂L,
azaz az L halmazalgebra tartalmazza

⋃
γ∈Λ Fγ-t, mely által generált σ-algebra (de�níció

szerint) FΛ, és így az
⋃

γ∈Λ Fγ által generált σ-algebra, azaz FΛ, megegyezik az L által

generált σ-algebrával. A bizonyítás a 2.6. Lemma bizonyításának végéhez hasonlóan a 2.6.

Lemma és a 2.4. Lemma segítségével fejezhet® be. □

A 2.7. Lemmából speciális esetként következik, hogy ha ξn, n∈N, független véletlen változók,
és F1⊂N, F2⊂N olyanok, hogy F1∩F2=∅, akkor σ

(⋃
i∈F1

σ(ξi)
)
és σ

(⋃
j∈F2

σ(ξj)
)
függetlenek,

melyb®l (2.1) alapján következik, hogy a σ(ξi : i ∈ F1) és σ(ξj : j ∈ F2) σ-algebrák függetlenek.

2.8. De�níció. Legyen minden γ ∈ Γ esetén Fγ rész�σ�algebrája A�nak. Azt mondjuk,

hogy az {Fγ : γ ∈ Γ} σ�algebrákhoz tartozó farok�σ�algebra:

T :=
⋂

{F : F ⊂ Γ, F véges}

FΓ\F .

Felhívjuk a �gyelmet, hogy a 2.8. De�nícióbeli T (valóban) σ-algebra, mert σ-algebrák

tetsz®leges, nem nulla számosságú metszete is σ-algebra, és a fenti metszet nemüres, ugyanis

∅ ⊂ Γ és ∅ véges halmaz.

2.9. Példa. (i) Ha Γ véges, akkor T de�níciójában az F =Γ választással kapjuk, hogy

T ⊂ F∅ = {∅,Ω}, melyb®l következik, hogy T = {∅,Ω}, és így P(A) ∈ {0,1} minden

A ∈ T esetén.

(ii) Egy {Fn}∞n=1 rész�σ�algebra sorozat esetén a farok�σ�algebra:

T =
∞⋂
n=1

σ(Fk : k ⩾ n),
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ahol σ(Fk : k ⩾ n) ↓ T , ha n→ ∞. Valóban, a farok�σ�algebra de�níciója alapján a

Γ:=N és F :={1, . . . , n−1}, n⩾2, n∈N, választásokkal kapjuk, hogy σ(Fn,Fn+1, . . .)=

= FN\{1,...,n−1} ⊃ T , n⩾ 2, n ∈ N, az F := ∅ választással pedig, hogy σ(F1,F2, . . .) ⊃ T .

Így
∞⋂
n=1

σ(Fn,Fn+1, . . .)⊃ T .

Továbbá, ha A ∈
⋂∞

n=1 σ(Fn,Fn+1, . . .), akkor A ∈ σ(Fn,Fn+1, . . .), n ∈ N. Tegyük

fel indirekt módon, hogy A ̸∈ T . Ekkor létezik olyan F ⊂ N véges részhalmaz, hogy

A ̸∈ FN\F . Mivel N felülr®l nem korlátos, kapjuk, hogy létezik olyan n0 ∈ N, hogy

F ⊂ {1, . . . , n0}, és így N\F ⊃ N\{1, . . . , n0}. Ezért

FN\F ⊃FN\{1,...,n0} = σ(Fn0+1,Fn0+2, . . .) ∋ A,

ami ellentmondás, hiszen A ̸∈FN\F . Végezetül, mivel σ(Fn,Fn+1, . . .)⊃σ(Fn+1,Fn+2, . . .),

n ∈ N, kapjuk, hogy σ(Fk : k ⩾ n) ↓ T , ha n→∞.

(iii) Ha {ξn}∞n=1 valószín¶ségi változók, akkor a {σ(ξn)}∞n=1 σ�algebrákhoz rendelt farok�

σ�algebrában éppen azok az események vannak benne, melyek bekövetkezését nem befo-

lyásolja véges sok ξn értékének megváltoztatása (véges sok ξn kicserélése más véletlen

változóra). Valóban, minden N ∈ N esetén

T =
∞⋂
n=1

σ(ξn, ξn+1, . . .) =
∞⋂

n=N

σ(ξn, ξn+1, . . .),

ahol felhasználtuk, hogy a (ii) rész alapján σ(ξn, ξn+1, . . .) ↓ T , ha n→∞.

(iv) Ha {ξn}∞n=1 valószín¶ségi változók, akkor a (iii) rész alapján a következ® események

benne vannak a {σ(ξn)}∞n=1 σ�algebrákhoz rendelt farok�σ�algebrában:{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
ξn(ω) létezik

}
,{

ω ∈ Ω : lim
n→∞

ξn(ω)< x
}
, x ∈ R,{

ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

ξn(ω)⩽ x

}
, x ∈ R,{

ω ∈ Ω : lim
n→∞

ξ1(ω)+ · · ·+ξn(ω)
n

létezik

}
,{

ω ∈ Ω : lim sup
n→∞

ξ1(ω)+ · · ·+ξn(ω)√
2n log log n

< x

}
, x ∈ R.

Megjegyezzük, hogy a fentiekben szerepl® halmazokról mértékelméleti tanulmányok alap-

ján azonnal következik, hogy események, az azonban külön indoklást igényel, hogy benne

vannak a {σ(ξn)}∞n=1 σ�algebrákhoz rendelt farok�σ�algebrában. Továbbá, az{
ω ∈ Ω : ξn(ω) = 0, ∀ n ∈ N

}
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esemény nincs benne a {σ(ξn)}∞n=1 σ�algebrákhoz rendelt farok�σ�algebrában.

2.10. Állítás. Legyen Γ egy megszámlálhatóan végtelen halmaz és minden γ ∈ Γ esetén Fγ

rész�σ�algebrája A�nak. Legyenek továbbá Fn ⊂ Γ, n ∈N, olyan véges részhalmazai Γ-nak,

hogy Fn ↑ Γ, ha n→∞. Ekkor az {Fγ : γ ∈ Γ} σ�algebrákhoz tartozó farok�σ�algebra:

T =
∞⋂
n=1

FΓ\Fn .

Speciálisan, ha Γ=N, akkor T =
⋂∞

n=1 σ(Fk :k⩾n) (ahogyan azt már a 2.9. Példa (ii) részében

láttuk).

Bizonyítás. A T farok�σ�algebra de�níciója alapján

T ⊂
∞⋂
n=1

FΓ\Fn .

A fordított irányú tartalmazás belátásához, legyen F ⊂Γ egy véges részhalmaza Γ-nak. Mivel

Fn ↑ Γ, ha n→∞, kapjuk, hogy létezik olyan N ∈ N, hogy F ⊂ FN , és így Γ\FN ⊂ Γ\F .
Felhasználva, hogy F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ FN−1 ⊂ FN miatt Γ\FN ⊂ Γ\Fn, n= 1, . . . , N , kapjuk,

hogy
∞⋂
n=1

FΓ\Fn ⊂
N⋂

n=1

FΓ\Fn = FΓ\FN
⊂FΓ\F .

A bal oldalon lev® σ�algebra nem függ F -t®l, így

∞⋂
n=1

FΓ\Fn ⊂
⋂

{F : F ⊂ Γ, F véges}

FΓ\F = T .

A Γ = N speciális esetben az Fn := {1, . . . , n}, n ∈ N, választásokkal élve, kapjuk, hogy

T =
⋂∞

n=1 F{n+1,n+2,...} =
⋂∞

n=1 F{n,n+1,...}, hiszen FN = F{1,2,...,} ⊃F{n+1,n+2,...}, n ∈ N. □

2.11. Tétel. (Kolmogorov 0 vagy 1 törvénye) Ha {Fγ : γ ∈Γ} független rész�σ�algebrái

A�nak, és T jelöli a hozzájuk tartozó farok�σ�algebrát, akkor tetsz®leges A ∈ T esetén

P(A) = 0 vagy P(A) = 1.

Bizonyítás. Tetsz®leges F ⊂ Γ véges részhalmaz esetén F ∩ (Γ\F ) = ∅, így a 2.7. Lemma

alapján FF és FΓ\F függetlenek. Ezért, felhasználva, hogy T ⊂FΓ\F , adódik, hogy FF és

T is függetlenek. Felhasználva (2.3)-t és (2.4)-t (éljünk a Λ = Γ választással), kapjuk, hogy

az FΓ σ-algebrát generálja az

L :=
⋃

{F : F ⊂ Γ, F véges}

FF

halmazalgebra. Továbbá, az el®z®ek alapján, az L halmazalgebra és a T σ-algebra függetlenek

abban az értelemben, hogy tetsz®leges A∈L és B∈T esetén P(A∩B)=P(A)P(B). Valóban,
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ha A∈L, akkor létezik olyan FA⊂Γ, hogy FA véges és A∈FFA
, így, mivel FFA

és T függetlenek

adódik, hogy P(A∩B) = P(A)P(B). Ezért a 2.4. Lemma alapján FΓ = σ(L) és T = σ(T ) is

függetlenek. Mivel T ⊂FΓ (a T 2.8. De�níciójában szerepl® metszetben tekintsük az F = ∅-
nak megfelel® tagot), így T független önmagától : P(A∩B) = P(A)P(B) minden A,B ∈ T
esetén. Tehát minden A ∈ T esetén P(A) = P(A∩A) = P(A)2, amib®l P(A) ∈ {0,1}. □

2.12. Következmény. (Kolmogorov 0 vagy 1 törvénye) Legyenek {ξn}∞n=1 független va-

lószín¶ségi változók és jelölje T =
⋂∞

n=1 σ(ξk : k ⩾ n) a {σ(ξn)}∞n=1 σ�algebrákhoz rendelt

farok�σ�algebrát. Ekkor tetsz®leges A ∈ T esetén P(A) = 0 vagy P(A) = 1.

2.13. Példa. Ha {ξn}∞n=1 független valószín¶ségi változók és

Sn :=
ξ1+ · · ·+ξn

n
, n ∈ N,

akkor

P
(
{Sn}∞n=1 konvergens

)
∈ {0,1},

hiszen az
{
ω ∈ Ω : {Sn(ω)}∞n=1 konvergens

}
esemény benne van a {σ(ξn)}∞n=1 σ�algebrák-

hoz rendelt farok�σ�algebrában, ezért alkalmazhatjuk Kolmogorov 0 vagy 1 törvényét. Továbbá

tetsz®leges x ∈ R esetén az
{
ω ∈ Ω : lim supn→∞ Sn(ω)< x

}
esemény is benne van ebben a

farok�σ�algebrában, ezért Kolmogorov 0 vagy 1 törvénye alapján P(lim supn→∞ Sn<x)∈{0,1},
x∈R. Mivel az R∋x 7→P(lim supn→∞ Sn<x) függvény monoton növekv® és balról folytonos

(hiszen ez a lim supn→∞ Sn kiterjesztett valós érték¶ véletlen változó eloszlásfüggvénye), kapjuk,

hogy létezik b ∈ [−∞,∞] úgy, hogy P(lim supn→∞ Sn < x) = 0, ha x ⩽ b, x ∈ R, és

P(lim supn→∞ Sn < x) = 1, ha x > b, x ∈ R. Valóban, a

b := sup
{
x ∈ R : P(lim sup

n→∞
Sn < x) = 0

}
= inf

{
x ∈ R : P(lim sup

n→∞
Sn < x) = 1

}
választás megfelel®. Ezért

P
(
lim sup
n→∞

Sn = b

)
= 1.

Valóban, mivel {b}=
⋂∞

n=1[b−
1
n
, b+ 1

n
) és [b− 1

m
, b+ 1

m
)⊂ [b− 1

n
, b+ 1

n
) tetsz®leges m>n, n,m∈N,

esetén, a valószín¶ség folytonossága miatt kapjuk, hogy

P(ξ = b) = lim
n→∞

P
(
ξ ∈

[
b− 1

n
, b+

1

n

))
= lim

n→∞

(
P
(
ξ < b+

1

n

)
−P

(
ξ < b− 1

n

))
= lim

n→∞
(1−0) = 1.

Hasonlóan, létezik a ∈ [−∞,∞] úgy, hogy

P
(
lim inf
n→∞

Sn = a
)
= 1.
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Mivel lim infn→∞ Sn⩽lim supn→∞ Sn és két 1 valószín¶ség¶ esemény metszete is 1 valószín¶ség¶

esemény, kapjuk, hogy a⩽ b. Ezért, ha P
(
{Sn}∞n=1 konvergens

)
=1, akkor létezik c∈R úgy,

hogy

P
(
lim
n→∞

Sn = c
)
= 1.

2.14. De�níció. Legyen minden n ∈ N esetén An ⊂ Ω. Ekkor jelölje

lim sup
n→∞

An :=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak = {ω ∈ Ω : ω ∈ An végtelen sok n ∈ N esetén},

lim inf
n→∞

An :=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak = {ω ∈ Ω : ω ∈ An véges sok n ∈ N kivételével}.

Nyilván, lim infn→∞An⊂ lim supn→∞An. Ha (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és An∈A, n∈N
események, akkor lim infn→∞An∈A és lim supn→∞An∈A, azaz lim infn→∞An és lim supn→∞An

is események. Továbbá, lim supn→∞An pontosan akkor következik be, ha végtelen sok bekövet-

kezik az An, n ∈ N, események közül; illetve lim infn→∞An pontosan akkor következik be, ha

véges sok kivételével minden An, n ∈ N, esemény bekövetkezik.

2.15. Megjegyzés. Legyenek {An}∞n=1 események az (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®ben, azaz

An ∈ A, n ∈ N. Ekkor a lim supn→∞An és lim infn→∞An események benne vannak a{
{∅, An, Ω\An, Ω} : n ∈ N

}
σ�algebrákhoz tartozó farok�σ�algebrában. Valóban, az Fn :=

= {∅, An,Ω\An,Ω}, n ∈ N, jelöléssel, a 2.9. Példa (ii) része alapján az ezen σ-algebrákhoz

tartozó farok�σ�algebra

T =
∞⋂
n=1

σ(Fn,Fn+1, . . .) =
∞⋂
n=1

σ

(
∞⋃
k=n

Fk

)

=
∞⋂
n=1

σ(An,Ω\An, An+1,Ω\An+1, . . .) =
∞⋂
n=1

σ(An, An+1, . . .).

Mivel
⋃∞

k=nAk ⊃
⋃∞

k=n+1Ak, n ∈ N, kapjuk, hogy

lim sup
n→∞

An =
∞⋂

n=N

∞⋃
k=n

Ak ∈ σ(AN , AN+1, AN+2, . . .), N ∈ N,

és így lim supn→∞An∈T . Kevésbé formálisan ezt úgy is megkaphatjuk, hogy, felhasználva azt,

hogy véges sok eseményt kicserélve az An, n∈N, események közül valamely más eseményre, a

lim supn→∞An esemény nem változik meg, kapjuk, hogy lim supn→∞An ∈T . Ha An, n∈N,
függetlenek is, akkor a Kolmogorov 0 vagy 1 törvény (2.11. Tétel) alapján

P(lim sup
n→∞

An) ∈ {0,1},

azaz vagy 1 valószín¶séggel végtelen sok esemény bekövetkezik ezek közül, vagy pedig 1 valószí-

n¶séggel legfeljebb csak véges sok. Azt, hogy melyik eset áll fenn, a következ®kben tárgyalandó

Borel�Cantelli lemmák alapján lehet eldönteni. □

25



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

2.16. Lemma. (Borel�Cantelli lemmák, 1909, 1917) Legyenek {An}∞n=1 események.

(i) Ha
∞∑
n=1

P(An)<∞, akkor

P
(
lim sup
n→∞

An

)
= 0

(vagyis ezen események közül 1 valószín¶séggel legfeljebb csak véges sok következik be).

(ii) Ha az {An}∞n=1 események függetlenek és
∞∑
n=1

P(An) =∞, akkor

P
(
lim sup
n→∞

An

)
= 1

(vagyis ezen események közül 1 valószín¶séggel végtelen sok következik be).

Bizonyítás. (i). A P folytonossága (lásd 1.5. Állítás) és σ�szubadditivitása (lásd 1.6. Állítás)

alapján

P
(
lim sup
n→∞

An

)
= P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

(
∞⋃
k=n

Ak

)

⩽ lim sup
n→∞

∞∑
k=n

P(Ak) = lim
n→∞

∞∑
k=n

P(Ak) = 0.

(ii). Mivel
⋂∞

k=nAk ⊂
⋂∞

k=n+1Ak, n ∈ N, használva újra P folytonosságát, kapjuk, hogy

P
(
lim sup
n→∞

An

)
= P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= P

(
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

(
∞⋂
k=n

Ak

)
.

Továbbá, tetsz®leges n ∈ N esetén

P

(
∞⋂
k=n

Ak

)
= lim

N→∞
P

(
N⋂

k=n

Ak

)
= lim

N→∞

N∏
k=n

(1−P(Ak))

⩽ lim inf
N→∞

N∏
k=n

e−P(Ak) = lim inf
N→∞

exp

{
−

N∑
k=n

P(Ak)

}
= lim

N→∞
exp

{
−

N∑
k=n

P(Ak)

}
= 0,

ahol felhasználtuk, hogy az An, n ∈ N, események függetlensége maga után vonja az An,

n ∈ N, események függetlenségét (ugyanis σ(An) = σ(An), n ∈ N), azt, hogy P folytonos,

illetve azt, hogy tetsz®leges x ∈ R esetén 1−x ⩽ e−x (a Taylor-féle maradék tétel szerint

tetsz®leges x ∈ R esetén e−x = 1−x+ e−θ

2
x2, ahol θ a 0 és x közötti valós szám). Ezért

P
(
lim sup
n→∞

An

)
= 1−P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 1− lim

n→∞
P

(
∞⋂
k=n

Ak

)
= 1− lim

n→∞
0 = 1.

□
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2.17. Megjegyzés. Tetsz®leges ω ∈ Ω esetén jelölje N (ω), hogy hány darab An, n ∈
∈ N, esemény esetén teljesül, hogy ω ∈ An. Nyilván, N (ω) ∈ {0,1,2, . . .} ∪ {∞}, N =

=
∑∞

n=1 1An , melyb®l következik, hogy N (kiterjesztett valós érték¶) valószín¶ségi változó

(hiszen pontonkénti határértéke a
∑N

n=1 1An valószín¶ségi változóknak, amint N → ∞), és a

várható érték kés®bb tárgyalandó tulajdonságai miatt (lásd 3.7. Tétel (xi) része)

E(N ) = E

(
∞∑
n=1

1An

)
=

∞∑
n=1

P(An).

A Borel�Cantelli lemma (i) része azt állítja, hogy ha véges a bekövetkez® események számának

várható értéke, akkor a bekövetkez® események száma 1 valószín¶séggel véges. Továbbá, mivel

lim supn→∞An = {N =∞}, a Borel�Cantelli lemma (ii) része alapján kapjuk, hogy független

események esetén, ha a bekövetkez® események számának várható értéke végtelen, akkor N ,

azaz a bekövetkez® események száma 1 valószín¶séggel végtelen. □
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3. Várható érték

Ha ξ : Ω → R egyszer¶ valószín¶ségi változó, és ξ(Ω) = {x1, . . . , xℓ}, ahol x1, . . . , xℓ ∈ R
páronként különböz®ek, akkor

ξ =
ℓ∑

j=1

xj1Aj
,

ahol Aj := {ω ∈Ω : ξ(ω)= xj}∈A, j=1, . . . , ℓ, páronként diszjunkt halmazok, és
ℓ⋃

j=1

Aj =Ω.

3.1. De�níció. Legyen ξ : Ω→R egyszer¶ valószín¶ségi változó, és ξ(Ω)= {x1, . . . , xℓ}, ahol
x1, . . . , xℓ ∈ R páronként különböz®ek. Ekkor az

E(ξ) :=
∫
Ω

ξ(ω) P(dω) :=
ℓ∑

j=1

xj P(ξ = xj)

mennyiséget a ξ várható értékének nevezzük.

3.2. Megjegyzés. Legyen ξ : Ω→ R nemnegatív egyszer¶ valószín¶ségi változó, és ξ(Ω) =

= {x1, . . . , xℓ}, ahol x1, . . . , xℓ páronként különböz®, nemnegatív valós számok. Ekkor

E(ξ) = (P⊗λ)
(
{(ω, t) ∈ Ω×R : 0⩽ t⩽ ξ(ω)}

)
,

ahol P⊗λ a P valószín¶ségi mérték és az R-en adott λ Lebesgue-mérték szorzatát jelöli. Valóban,

az Aj := {ω ∈ Ω : ξ(ω) = xj} ∈ A, j = 1, . . . , ℓ jelöléssel,

(P⊗λ)({(ω, t) ∈ Ω×R : 0⩽ t⩽ ξ(ω)}) =
ℓ∑

j=1

(P⊗λ)
(
{(ω, t) ∈ Ω×R : 0⩽ t⩽ ξ(ω)}∩(Aj×R)

)
=

ℓ∑
j=1

(P⊗λ)
(
{(ω, t) ∈ Aj×R : 0⩽ t⩽ xj}

)
=

ℓ∑
j=1

(P⊗λ)(Aj× [0, xj])

=
ℓ∑

j=1

P(Aj)λ([0, xj]) =
ℓ∑

j=1

xj P(Aj) =
ℓ∑

j=1

xj P(ξ = xj).

□

Nyilván a várható érték végesen additív és monoton az egyszer¶ véletlen változókon.

3.3. Állítás. Legyen ξ : Ω→ R nemnegatív valószín¶ségi változó.

(i) Ha ζ és {ηn}∞n=1 nemnegatív egyszer¶ valószín¶ségi változók, és tetsz®leges ω ∈ Ω

esetén ηn(ω) ↑ ξ(ω)⩾ ζ(ω), akkor limn→∞ E(ηn)⩾ E(ζ).

(ii) Ha {ηn}∞n=1 és {ζn}∞n=1 nemnegatív egyszer¶ valószín¶ségi változók, és tetsz®leges ω∈Ω

esetén ηn(ω) ↑ ξ(ω), ζn(ω) ↑ ξ(ω), akkor limn→∞ E(ηn) = limn→∞ E(ζn).
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Bizonyítás. (i). Nyilván a limn→∞ E(ηn) ∈ [0,∞] határérték létezik, hiszen a {E(ηn)}∞n=1

sorozat monoton növekv®, ugyanis a várható érték monoton az egyszer¶ véletlen változókon.

Tetsz®leges ε > 0 esetén An := {ω ∈ Ω : ηn(ω) ⩾ ζ(ω)− ε} ↑ Ω, ugyanis tetsz®leges ω ∈ Ω

esetén limn→∞ ηn(ω) = ξ(ω)> ζ(ω)−ε, így tetsz®leges ω ∈Ω esetén létezik olyan n(ω) ∈N,
hogy ηk(ω) > ζ(ω)−ε, ha k ⩾ n(ω), és így ω ∈ Ak, ha k ⩾ n(ω). Ezért P(An) ↑ 1, ha

n→ ∞, amib®l P(An) ↓ 0, ha n→ ∞. Mivel ηn ⩾ ηn1An ⩾ (ζ−ε)1An , így felhasználva,

hogy a várható érték végesen additív és monoton az egyszer¶ véletlen változókon és azt, hogy

1An = 1−1An
, kapjuk, hogy

E(ηn)⩾ E ((ζ−ε)1An) = E(ζ)−E
(
ζ1An

)
−εP(An)⩾ E(ζ)−P(An)max

ω∈Ω
ζ(ω)−ε,

ahol maxω∈Ω ζ(ω)∈R (hiszen ζ egyszer¶ valószín¶ségi változó). Így limn→∞ E(ηn)⩾E(ζ)−ε.
(ii). Mivel minden m∈N esetén ξ(ω)⩾ζm(ω), ω∈Ω, (i) alapján kapjuk, hogy lim

n→∞
E(ηn)⩾

E(ζm), ezért lim
n→∞

E(ηn)⩾ lim
m→∞

E(ζm). Hasonlóan lim
n→∞

E(ζn)⩾ lim
m→∞

E(ηm). □

3.4. De�níció. Legyen ξ :Ω→R nemnegatív valószín¶ségi változó. Legyen {ξn}∞n=1 nemnega-

tív egyszer¶ valószín¶ségi változókból álló sorozat úgy, hogy tetsz®leges ω∈Ω esetén ξn(ω)↑ξ(ω),
ha n→∞. (Ilyen {ξn}∞n=1 sorozat az 1.17. Tétel szerint létezik.) Ekkor az

E(ξ) :=
∫
Ω

ξ(ω) P(dω) := lim
n→∞

E(ξn)

mennyiséget a ξ várható értékének nevezzük.

A 3.3. Állítás alapján egy nemnegatív ξ valószín¶ségi változó várható értéke E(ξ)∈ [0,∞]

egyértelm¶en van de�niálva. Továbbá

E(ξ) = sup {E(η) : η egyszer¶ véletlen változó, hogy 0⩽ η ⩽ ξ} .

Ha ξ :Ω→R valószín¶ségi változó, akkor ξ+ :=max{ξ,0} és ξ− :=−min{ξ,0} is nemnegatív

valószín¶ségi változók, és ξ = ξ+−ξ−, |ξ|= ξ++ξ−. A ξ+, illetve ξ− véletlen változókat a

ξ pozitív, illetve negatív részének hívjuk.

3.5. De�níció. Legyen ξ : Ω→ R valószín¶ségi változó. Azt mondjuk, hogy ξ�nek létezik

várható értéke (integrálja), ha az E(ξ+) és E(ξ−) várható értékek közül legalább az egyik

véges, és ekkor

E(ξ) :=
∫
Ω

ξ(ω) P(dω) := E(ξ+)−E(ξ−).

Azt mondjuk, hogy ξ�nek véges a várható értéke (integrálható), ha az E(ξ+) és E(ξ−)
várható értékek végesek.

A 3.5. De�níció alapján, ha egy ξ :Ω→R valószín¶ségi változónak létezik a várható értéke,

akkor E(ξ) ∈ [−∞,∞].
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3.6. Megjegyzés. (i). Mivel |ξ| = ξ++ ξ−, így ξ�nek akkor és csak akkor véges a várható

értéke, ha E(|ξ|)<∞, azaz ξ ∈L1(Ω,A,P). Ezért ξ akkor és csak akkor integrálható, ha |ξ|
integrálható.

(ii). A fentiekben egy valós érték¶ ξ véletlen változó várható értékét de�niáltuk. Esetenként

szükség lesz kiterjesztett valós érték¶ véletlen változó várható értékének a fogalmára is (például,

a 3.7. Tétel (xi) részében), de ennek formális kiépítését®l eltekintünk. □

A következ® tételben összegy¶jtöttük a várható érték legfontosabb tulajdonságait (a tulaj-

donságok felsorolásának sorrendje azt nem tükrözi, hogy a sorrendben egy adott helyen szerepl®

tulajdonság bizonyításában esetlegesen ne kelljen felhasználni egy kés®bb szerepl® tulajdonsá-

got).

3.7. Tétel. (A várható érték tulajdonságai) Legyenek ξ, η, (ξn)n∈N valószín¶ségi változók

az (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®n.

(i) ξ akkor és csak akkor integrálható, ha |ξ| integrálható.

(ii) Ha létezik E(ξ) és c ∈ R, akkor létezik E(cξ), és E(cξ) = cE(ξ).

(iii) Ha létezik E(ξ)>−∞ és ξ ⩽ η P-m.b., akkor létezik E(η) és E(ξ)⩽ E(η).
Ha létezik E(η)<∞ és ξ ⩽ η P-m.b., akkor létezik E(ξ) és E(ξ)⩽ E(η).

(iv) Ha létezik E(ξ), akkor |E(ξ)|⩽ E(|ξ|).

(v) Ha létezik E(ξ), akkor tetsz®leges A∈A esetén létezik E(ξ1A) ; ha E(|ξ|)<∞ (azaz

ξ integrálható), akkor E(|ξ|1A)<∞ (azaz ξ1A integrálható).

(vi) Ha E(ξ), E(η) léteznek, és az E(ξ)+E(η) kifejezés értelmes (azaz nem ∞−∞ vagy

−∞+∞ alakú), akkor E(ξ+η) létezik és E(ξ+η) = E(ξ)+E(η).

(vii) Ha ξ = 0 P-m.b., akkor E(ξ) = 0.

(viii) Ha ξ = η P-m.b. és E(ξ) létezik, akkor E(η) is létezik, és E(ξ) = E(η).

(ix) Ha ξ ⩾ 0 P-m.b. és E(ξ) = 0, akkor ξ = 0 P-m.b.

(x) Monoton konvergencia�tétel : Ha tetsz®leges n∈N esetén ξn⩾η P-m.b., E(η)>−∞,

és ξn ↑ ξ P-m.b., akkor E(ξn) ↑ E(ξ) ha n→∞. (Az E(ξn), n ∈ N, várható értékek

(iii) alapján léteznek és E(ξn)>−∞, hiszen E(η)>−∞.)

(xi) Ha {ξn}∞n=1 nemnegatívak, akkor E

(
∞∑
n=1

ξn

)
=

∞∑
n=1

E(ξn).

(xii) Fatou�lemma:
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(a) Ha tetsz®leges n∈N esetén ξn⩾η P-m.b. és E(η)>−∞, akkor E (lim infn→∞ ξn)⩽

lim infn→∞ E(ξn).

(b) Ha tetsz®leges n∈N esetén ξn⩽η P-m.b. és E(η)<∞, akkor lim supn→∞ E(ξn)⩽
E (lim supn→∞ ξn).

(c) Ha tetsz®leges n∈N esetén |ξn|⩽η P-m.b. és E(η)<∞, akkor E (lim infn→∞ ξn)⩽

lim infn→∞ E(ξn)⩽ lim supn→∞ E(ξn)⩽ E (lim supn→∞ ξn).

(xiii) Dominált (majoráns) konvergencia�tétel : Ha tetsz®leges n ∈ N esetén |ξn| ⩽ η

P-m.b., E(η)<∞, és ξn→ξ P-m.b., akkor E(|ξ|)<∞, E(ξn)→E(ξ) és E(|ξn−ξ|)→0,

ha n→∞.

(xiv) Általánosított dominált (majoráns) konvergencia�tétel :

(a) Ha tetsz®leges n∈N esetén |ξn|⩽ηn P-m.b., E(ηn)<∞, ξn→ ξ P-m.b., ηn→η

P-m.b., és E(ηn) → E(η), ha n→ ∞, ahol E(η) <∞, akkor E(|ξ|) <∞ és

E(ξn)→ E(ξ), ha n→∞.

(b) Ha tetsz®leges n ∈N esetén |ξn|⩽ η P-m.b., E(η)<∞, és ξn sztochasztikusan

konvergál ξ-hez, ha n→∞, akkor E(|ξ|)<∞, E(ξn)→E(ξ) és E(|ξn−ξ|)→ 0,

ha n→∞.

(xv) Cauchy�Schwarz�egyenl®tlenség: Ha E(ξ2), E(η2)<∞, akkor E(|ξη|)⩽
√

E(ξ2)E(η2).

(xvi) Jensen�egyenl®tlenség:

(a) Ha E(|ξ|) < ∞, I ⊂ R olyan nyílt (nem feltétlenül korlátos) intervallum, hogy

P(ξ ∈ I)= 1, és g : I→R konvex, akkor E(ξ)∈ I és g(E(ξ))⩽E(g(ξ)). Továbbá,
ha g : I→R szigorúan konvex, akkor g(E(ξ))=E(g(ξ)) akkor és csak akkor teljesül,

ha P(ξ = E(ξ)) = 1.

(b) Legyen C⊂R egy nemüres intervallum, g :C→R egy konvex függvény és ξ :Ω→C

egy véletlen változó, melyre E(|ξ|) <∞. Ekkor E(ξ) ∈ C, az E(g(ξ)) várható

érték létezik és E(g(ξ)) ∈ (−∞,+∞], továbbá g(E(ξ))⩽ E(g(ξ)).

A Jensen-egyenl®tlenség többdimenzióban is teljesül, lásd a 3.42. Állítást.

(xvii) Ljapunov�egyenl®tlenség: Ha 0< s < t, akkor (E(|ξ|s))1/s ⩽ (E(|ξ|t))1/t.

(xviii) Hölder�egyenl®tlenség: Legyenek p, q ∈ (1,∞) olyanok, hogy p−1 + q−1 = 1. Ha

E(|ξ|p)<∞ és E(|η|q)<∞, akkor E(|ξη|)⩽ (E(|ξ|p))1/p (E(|η|q))1/q.

(xix) Minkowski�egyenl®tlenség: Legyen p ∈ [1,∞). Ha E(|ξ|p) <∞ és E(|η|p) <∞,

akkor (E(|ξ+η|p))1/p ⩽ (E(|ξ|p))1/p+(E(|η|p))1/p.

31



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

(xx) Markov�egyenl®tlenség: Ha ξ ⩾ 0 P-m.b., akkor P(ξ ⩾ c) ⩽ E(ξ)
c

bármilyen c > 0

esetén.

(xxi) Csebisev�egyenl®tlenség: Ha E(ξ2) <∞, akkor P(|ξ−E(ξ)| ⩾ c) ⩽ Var(ξ)
c2

minden

c > 0 esetén.

(xxii) Ha E(ξ) létezik, akkor

E(ξ) =
∫ ∞

0

P(ξ ⩾ x) dx−
∫ 0

−∞
P(ξ < x) dx=

∫ ∞

0

(1−Fξ(x)) dx−
∫ 0

−∞
Fξ(x) dx.

Ha ξ ⩾ 0 P-m.b., akkor E(ξ) =
∫∞
0

P(ξ ⩾ x) dx =
∫∞
0
(1−Fξ(x)) dx. Speciálisan, ha

P(ξ ∈ Z+) = 1, akkor E(ξ) =
∑∞

n=1 P(ξ ⩾ n).

(xxiii) Ha E(|ξ|)<∞, E(|η|)<∞ és ξ, η függetlenek, akkor E(|ξη|)<∞ és E(ξη)=E(ξ)E(η).
Ha ξ és η nemnegatívak és függetlenek, akkor E(ξη) = E(ξ)E(η).

(xxiv) Young�tétel : Legyenek (ξn)n∈N, (ηn)n∈N, (ζn)n∈N, ξ, η és ζ véletlen változók. Tegyük fel,

hogy E(|ξn|)<∞, E(|ηn|)<∞, E(|ζn|)<∞, n ∈ N, E(|ξ|)<∞, E(|ζ|)<∞,

P(ξn ⩽ ηn ⩽ ζn) = 1, n ∈ N, (3.1)

és

ξn
a.s.−→ ξ P-m.b., ηn

a.s.−→ η P-m.b., ζn
a.s.−→ ζ P-m.b. (3.2)

Tegyük fel továbbá, hogy

E(ξn)→ E(ξ) és E(ζn)→ E(ζ). (3.3)

Ekkor E(|η|)<∞ és E(ηn)→ E(η).

Bizonyítás. (xii). Mivel ξn, n ∈ N, véletlen változók, kapjuk, hogy

lim inf
n→∞

ξn = lim
n→∞

inf
k⩾n

ξk = sup
n∈N

inf
k⩾n

ξk

kiterjesztett valós érték¶ véletlen változó. Mivel infk⩾n ξk ↑ lim infn→∞ ξn, ha n → ∞ és

infk⩾n ξk ⩾ η P-m.b., n∈N (ugyanis megszámlálható sok 1 valószín¶ség¶ esemény metszete is

1 valószín¶ség¶ esemény), és E(η)>−∞, a monoton konvergencia tétel alapján kapjuk, hogy

E(lim inf
n→∞

ξn) = E( lim
n→∞

inf
k⩾n

ξk) = lim
n→∞

E(inf
k⩾n

ξk) = lim inf
n→∞

E(inf
k⩾n

ξk)

⩽ lim inf
n→∞

inf
k⩾n

E(ξk)⩽ lim inf
n→∞

E(ξn),

ahol az utolsó el®tti egyenl®tlenség abból következik, hogy infk⩾n ξk ⩽ ξk P-m.b., k ⩾ n, és

így (iii) alapján E(infk⩾n ξk)⩽ E(ξk), k ⩾ n.
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A (b) és (c) részek az (a) rész, illetve az (a) és (b) részek következményei.

(xiii). A Fatou-lemma és a feltételek alapján

E(|ξ|) = E( lim
n→∞

|ξn|)⩽ lim inf
n→∞

E(|ξn|)⩽ lim sup
n→∞

E(|ξn|)⩽ E(η)<∞.

Továbbá, felhasználva, hogy η+ξn, n ∈ N, és η−ξn, n ∈ N, nemnegatív véletlen változók,

a Fatou-lemma és a feltételek alapján kapjuk, hogy

E(η+ξ) = E(lim inf
n→∞

(η+ξn))⩽ lim inf
n→∞

E(η+ξn) = E(η)+lim inf
n→∞

E(ηn),

és

E(η−ξ) = E(lim inf
n→∞

(η−ξn))⩽ lim inf
n→∞

E(η−ξn) = E(η)+lim inf
n→∞

E(−ξn) = E(η)− lim sup
n→∞

E(ξn).

Átrendezve a fenti egyenl®tlenségeket, kapjuk, hogy

E(ξ)⩽ lim inf
n→∞

E(ξn) és E(ξ)⩾ lim sup
n→∞

E(ξn).

Így

E(ξ) = lim inf
n→∞

E(ξn) = lim sup
n→∞

E(ξn),

azaz limn→∞ E(ξn) = E(ξ).
(xiv). A Fatou-lemma és a feltételek alapján

E(|ξ|) =E( lim
n→∞

|ξn|)⩽ lim inf
n→∞

E(|ξn|)⩽ lim sup
n→∞

E(|ξn|)⩽ lim sup
n→∞

E(ηn) = lim
n→∞

E(ηn) =E(η)<∞.

Továbbá, felhasználva, hogy ηn+ξn, n∈N, és ηn−ξn, n∈N, nemnegatív véletlen változók,

a Fatou-lemma alapján kapjuk, hogy

E(η+ξ) = E(lim inf
n→∞

(ηn+ξn))⩽ lim inf
n→∞

E(ηn+ξn) = lim inf
n→∞

(
E(ηn)+E(ξn)

)
,

és

E(η−ξ) = E(lim inf
n→∞

(ηn−ξn))⩽ lim inf
n→∞

E(ηn−ξn) = lim inf
n→∞

(
E(ηn)−E(ξn)

)
.

Mivel limn→∞ E(ηn) = E(η) ∈ R, kapjuk, hogy

lim inf
n→∞

(
E(ηn)+E(ξn)

)
= E(η)+lim inf

n→∞
E(ξn),

és

lim inf
n→∞

(
E(ηn)−E(ξn)

)
= E(η)+lim inf

n→∞
(−E(ξn)) = E(η)− lim sup

n→∞
E(ξn).

Így

E(η+ξ)⩽ E(η)+lim inf
n→∞

E(ξn)
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és

E(η−ξ)⩽ E(η)− lim sup
n→∞

E(ξn).

Átrendezve a fenti egyenl®tlenségeket, kapjuk, hogy

E(ξ)⩽ lim inf
n→∞

E(ξn) és E(ξ)⩾ lim sup
n→∞

E(ξn).

Így

E(ξ) = lim inf
n→∞

E(ξn) = lim sup
n→∞

E(ξn),

azaz limn→∞ E(ξn) = E(ξ). Ezzel adódik az (a) rész állítása.

A (b) rész bizonyítása. A kés®bbiekben tárgyalandó és bizonyítandó 7.6. Tétel (iv) része

alapján, mivel ξn sztochasztikusan konvergál ξ-hez, ha n→∞, kapjuk, hogy pozitív egészek

bármely n1<n2<. . . sorozatának van olyan nk1<nk2<. . . részsorozata, ξnki
konvergál ξ-hez

majdnem biztosan, ha i→∞. A (szokásos) dominált konvergencia tételt alkalmazva a ξnki
,

i ∈N, sorozatra, kapjuk, hogy E(|ξ|)<∞, E(ξnki
)→ E(ξ), ha i→∞, és E(|ξnki

−ξ|)→ 0,

ha i→∞. Felhasználva azt, hogy ha egy valós sorozat tetsz®leges részsorozatának van olyan

részsorozata, mely konvergál 0-hoz, akkor az eredeti sorozat konvergens és határértéke 0, kapjuk

a (b) rész állítását.

(xvi)/(a). Aszerint, hogy I végpontjai végesek vagy végtelenek, négy esetet lehet megkü-

lönböztetni. Ha I=(a, b) alakú, ahol a<b, a, b∈R, akkor P(a<ξ<b)=1 és a várható érték

monotonitása miatt (lásd (iii)) kapjuk, hogy a⩽ E(ξ)⩽ b, azaz E(ξ) ∈ [a, b]. Megmutatjuk,

hogy E(ξ) = a, illetve E(ξ) = b nem lehetséges. Tegyük fel indirekt módon, hogy E(ξ) = a.

Ekkor mivel ξ− a > 0 P-m.b. (így ξ− a ⩾ 0 P-m.b. is teljesül) és E(ξ− a) = 0, a (ix)

tulajdonság alapján adódik, hogy ξ−a = 0 P-m.b., azaz ξ = a P-m.b., mely ellentmondás,

ugyanis ξ > a P-m.b. Az E(ξ) = b eset hasonlóan zárható ki.

Felidézzük, hogy a g : I →R függvény konvex volta azt jelenti, hogy bármilyen x1, x2 ∈ I
és bármilyen p, q ∈ [0,1], p+q = 1, esetén

g(px1+qx2)⩽ pg(x1)+qg(x2).

Ismert, hogy g akkor és csak akkor konvex, ha bármely pontjában van olyan egyenes, mely

alatt nem megy a görbe. Ismert továbbá, hogy a g : I→R konvex függvény (ahol I ⊂R egy

nyílt intervallum) folytonos is. A fentiek alapján g(ξ) valószín¶ségi változó, és mivel E(ξ)∈ I,
g(E(ξ)) értelmezett és g(E(ξ))∈R. A fentiek miatt g konvexségéb®l következik az is, hogy az

(E(ξ), g(E(ξ))) ponthoz létezik egy olyan egyenes: y =m(x−E(ξ))+g(E(ξ)), x ∈R, melyre

g(x)⩾m(x−E(ξ))+g(E(ξ)), x ∈ I.

Így g◦ξ⩾m(ξ−E(ξ))+g(E(ξ)). Várható értéket véve mindkét oldalon kapjuk, hogy E(g(ξ))
létezik és E(g(ξ)) ∈ (−∞,+∞], valamint

E(g(ξ)) = E(g◦ξ)⩾ E
(
m(ξ−E(ξ))+g(E(ξ))

)
=mE(ξ−E(ξ))+g(E(ξ)) = g(E(ξ)). (3.4)
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A következ®kben (a teljesség kedvéért) részletesen leírjuk annak indoklását, hogy E(g(ξ))
létezése hogyan következik. Ehhez azt kell igazolni, hogy g(ξ) pozitív, illetve negatív részének

várható értéke közül legalább az egyik véges. Megmutatjuk, hogy g(ξ) negatív részének várható

értéke véges, azaz E(g(ξ)−)<+∞. Mivel g(ξ)⩾m(ξ−E(ξ))+g(E(ξ)) kapjuk, hogy

min(g(ξ),0)⩾min
(
m(ξ−E(ξ))+g(E(ξ)),0

)
,

és így g(ξ)− ⩽
(
m(ξ−E(ξ))+g(E(ξ))

)−
. Mivel ξ++ξ− = |ξ| és ξ+ ⩾ 0, ξ− ⩾ 0 kapjuk, hogy

ξ− ⩽ |ξ|, és így

g(ξ)− ⩽ |m|(|ξ|+ |E(ξ)|)+ |g(E(ξ))|.

Mivel ξ véges várható érték¶ valószín¶ségi változó, E(ξ+) < +∞, E(ξ−) < +∞, és ezért

E(|ξ|)<+∞. Így

E(g(ξ)−)⩽ 2|m|E(|ξ|)+ |g(E(ξ))|<+∞.

Ebb®l a gondolatmenetb®l az is adódik, hogy E(g(ξ)) ∈ (−∞,+∞].

Tegyük fel a továbbiakban, hogy g :I→R szigorúan konvex. Ekkor létezik egy olyan egyenes:

y =m(x−E(ξ))+g(E(ξ)), x ∈ R, melyre

g(x)>m(x−E(ξ))+g(E(ξ)), x ∈ I \{E(ξ)}. (3.5)

Ha P(ξ = E(ξ)) = 1, akkor P(g(ξ) = g(E(ξ))) = 1, és így E(g(ξ)) = g(E(ξ)).
Ha E(g(ξ)) = g(E(ξ)), akkor a (3.4) egyenl®tlenségben egyenl®ség teljesül, és így

E
(
g(ξ)−m(ξ−E(ξ))−g(E(ξ))

)
= 0.

Mivel g(ξ)−m(ξ−E(ξ))−g(E(ξ)) nemnegatív véletlen változó, a jelen tétel (ix) része alapján

kapjuk, hogy

P
(
g(ξ)−m(ξ−E(ξ))−g(E(ξ)) = 0

)
= 1. (3.6)

A (3.5) egyenl®tlenség alapján, ha ω ∈ Ω olyan, hogy ξ(ω) ̸= E(ξ), akkor

g(ξ(ω))>m(ξ(ω)−E(ξ))+g(E(ξ)),

és így (3.6) szerint

P(ξ ̸= E(ξ))⩽ P(g(ξ)>m(ξ−E(ξ))+g(E(ξ))) = 0.

Ezért P(ξ ̸= E(ξ)) = 0, azaz P(ξ = E(ξ)) = 1.

(xvii). Emeljük a bizonyítandó egyenl®tlenséget a t-edik hatványra:

(E(|ξ|s))
t
s ⩽ E(|ξ|t).
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A Jensen-egyenl®tlenséget (lásd (xvi)/(b)) alkalmazhatjuk a C :=R+ és g :R+→R, g(x):=x t
s ,

x ∈ R+ választásokkal a |ξ|s véletlen változóra. Ekkor g konvex és folytonos, mert

g′(x) =
t

s
x

t
s
−1, x ∈ R+, g′′(x) =

t

s

(
t

s
−1

)
x

t
s
−2 ⩾ 0, x ∈ R+.

A Jensen-egyenl®tlenség alapján (lásd (xvi)/(b))

(E(|ξ|s))
t
s = g(E(|ξ|s))⩽ E(g(|ξ|s)) = E(|ξ|t).

(xx). Minden c > 0 esetén

P(ξ ⩾ c) = P(ξ ∈ [c,∞)) = P(ξ−1([c,∞))) = E(1ξ−1([c,∞)))

=

∫
Ω

1ξ−1([c,∞))(ω) P(dω) =
∫
Ω

1[c,∞)(ξ(ω)) P(dω),

ahol a harmadik egyenl®ség az egyszer¶ véletlen változók várható értékének a de�níciója miatt

következik. Ezért

P(ξ ⩾ c)⩽
∫
Ω

ξ(ω)

c
1[c,∞)(ξ(ω)) P(dω)⩽

1

c

∫
Ω

ξ(ω) P(dω) =
E(ξ)
c
,

ahol az utolsó el®tti lépésben használjuk, hogy ξ ⩾ 0 P-m.b..

(xxi). A Markov�egyenl®tlenség szerint minden c > 0 esetén

P(|ξ−E(ξ)|⩾ c) = P(|ξ−E(ξ)|2 ⩾ c2)⩽
E(|ξ−E(ξ)|2)

c2
=

Var(ξ)

c2
.

(xxii). Mivel E(ξ) létezik, az E(ξ+) és E(ξ−) várható értékek közül legalább az egyik véges,

és E(ξ) = E(ξ+)−E(ξ−). A Tonelli-tétel alapján kapjuk, hogy∫ ∞

0

P(ξ ⩾ x) dx=

∫ ∞

0

(∫
Ω

1[x,∞)(ξ(ω)) P(dω)
)
dx=

∫
Ω

(∫ ∞

0

1[x,∞)(ξ(ω)) dx

)
P(dω)

=

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)<0}

(∫ ∞

0

1[x,∞)(ξ(ω)) dx

)
P(dω)+

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)⩾0}

(∫ ∞

0

1[x,∞)(ξ(ω)) dx

)
P(dω)

= 0+

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)⩾0}

(∫ ξ(ω)

0

1 dx

)
P(dω)

=

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)⩾0}

ξ(ω)P(dω) = E(ξ1{ξ⩾0}) = E(ξ+),

és hasonlóan∫ 0

−∞
P(ξ < x) dx=

∫ 0

−∞

(∫
Ω

1(−∞,x)(ξ(ω)) P(dω)
)
dx=

∫
Ω

(∫ 0

−∞
1(−∞,x)(ξ(ω)) dx

)
P(dω)

=

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)<0}

(∫ 0

−∞
1(−∞,x)(ξ(ω))

)
P(dω)+

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)⩾0}

(∫ 0

−∞
1(−∞,x)(ξ(ω))

)
P(dω)

=

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)<0}

(∫ 0

ξ(ω)

1 dx

)
P(dω)+0 =

∫
{ω∈Ω : ξ(ω)<0}

−ξ(ω)P(dω)

=−E(ξ1{ξ<0}) = E(ξ−).
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Ezért ∫ ∞

0

P(ξ ⩾ x) dx−
∫ 0

−∞
P(ξ < x) dx= E(ξ+)−E(ξ−) = E(ξ).

Tegyük most fel, hogy ξ⩾0 P-m.b. Hasonlóan, az el®z®ekhez, a Tonelli-tétel alapján kapjuk,

hogy∫ ∞

0

P(ξ ⩾ x) dx=

∫ ∞

0

(∫
Ω

1[x,∞)(ξ(ω)) P(dω)
)
dx=

∫
Ω

(∫ ∞

0

1[x,∞)(ξ(ω)) dx

)
P(dω)

=

∫
Ω

ξ(ω) P(dω) = E(ξ).

Megjegyezzük, hogy a fentiekben azért nem a Fubini-tételt használjuk, mert nem biztos, hogy

E(ξ)<∞ ; illetve, hogy a ξ ⩾ 0 P-m.b. esetre vonatkozó formula direkt módon is következik az

általános esetre vonatkozó formulából, hiszen Fξ(x) = 0, x < 0, ha ξ ⩾ 0 P-m.b.

Ha P(ξ ∈ Z+) = 1, akkor

E(ξ) =
∫ ∞

0

P(ξ ⩾ x) dx=
∞∑
n=1

∫
(n−1,n]

P(ξ ⩾ x) dx=
∞∑
n=1

∫
(n−1,n]

P(ξ ⩾ n) dx=
∞∑
n=1

P(ξ ⩾ n),

ahol felhasználtuk, hogy
∫
{0} P(ξ⩾x) dx=0, és azt, hogy x∈(n−1, n] esetén P(ξ⩾x)=P(ξ⩾n)

teljesül (hiszen P(ξ ∈ Z+) = 1).

(xxiii). Tegyük fel el®ször, hogy ξ⩾ 0, η⩾ 0, E(ξ)<∞, E(η)<∞, és ξ, η függetlenek.

Tetsz®leges n ∈ N esetén legyenek

ξn :=
∞∑
k=0

k

n
1{ k

n
⩽ξ< k+1

n
} és ηn :=

∞∑
ℓ=0

ℓ

n
1{ ℓ

n
⩽η< ℓ+1

n
}.

Ekkor minden n ∈ N esetén 0 ⩽ ξn ⩽ ξ, |ξn− ξ| ⩽ 1
n

és 0 ⩽ ηn ⩽ η, |ηn− η| ⩽ 1
n
. Így

limn→∞ ξn(ω)= ξ(ω), ω∈Ω, és limn→∞ ηn(ω)= η(ω), ω∈Ω. Mivel E(ξ)<∞ és E(η)<∞,

a dominált konvergencia tétel alapján (lásd (xiii)) kapjuk, hogy

lim
n→∞

E(ξn) = E(ξ) és lim
n→∞

E(ηn) = E(η).

Mivel ξ és η függetlenek, felhasználva (xi)-et is, minden n ∈ N esetén

E(ξnηn) =
∞∑

k,ℓ=0

kℓ

n2
E(1{ k

n
⩽ξ< k+1

n
}1{ ℓ

n
⩽η< ℓ+1

n
}) =

∞∑
k,ℓ=0

kℓ

n2
E(1{ k

n
⩽ξ< k+1

n
})E(1{ ℓ

n
⩽η< ℓ+1

n
})

= E(ξn)E(ηn).

Továbbá,

|E(ξnηn)−E(ξη)|⩽ E(|ξnηn−ξη|)⩽ E(ηn|ξn−ξ|)+E(ξ|ηn−η|)

⩽
1

n
E(ηn)+

1

n
E(ξ)⩽

1

n
E(|ηn−η|)+

1

n
E(η)+

1

n
E(ξ)

⩽
1

n2
+

1

n
E(η)+

1

n
E(ξ)→ 0, ha n→∞.
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Így

E(ξη) = lim
n→∞

E(ξnηn) = lim
n→∞

E(ξn)E(ηn) = lim
n→∞

E(ξn) lim
n→∞

E(ηn) = E(ξ)E(η),

amib®l az is következik, hogy E(ξη)<∞.

Tegyük most fel, hogy E(|ξ|)<∞, E(|η|)<∞, és ξ, η függetlenek. Ekkor a |ξ|=ξ++ξ−,
ξ = ξ+−ξ− és |η|= η++η−, η = η+−η− felbontások alapján

|ξη|= |ξ| · |η|= ξ+η++ξ−η++ξ+η−+ξ−η−,

ξη = ξ+η+−ξ−η+−ξ+η−+ξ−η−,

ahol ξ+, ξ−, η−, η+ ⩾ 0, (ξ+, ξ−) és (η+, η−) függetlenek, és E(ξ+), E(ξ−) <∞, E(η+) <
<∞, E(η−) <∞. Így az el®z®ek alapján, felhasználva a várható érték linearitását is (lásd (ii)

és (vi)) :

E(|ξη|) = E(ξ+η+)+E(ξ−η+)+E(ξ+η−)+E(ξ−η−)

= E(ξ+)E(η+)+E(ξ−)E(η+)+E(ξ+)E(η−)+E(ξ−)E(η−)

= E(ξ++ξ−)E(η++η−) = E(|ξ|)E(|η|),

amib®l az is következik, hogy E(|ξη|)<∞, és hasonlóan

E(ξη) = E(ξ+η+)−E(ξ−η+)−E(ξ+η−)+E(ξ−η−)

= E(ξ+)E(η+)−E(ξ−)E(η+)−E(ξ+)E(η−)+E(ξ−)E(η−)

= E(ξ+−ξ−)E(η+−η−) = E(ξ)E(η).

Az alábbiakban egy másik bizonyítást is mutatunk. Tegyük fel, hogy E(|ξ|)<∞, E(|η|)<
<∞, és ξ, η függetlenek. Ekkor felhasználva azt, hogy Fξ,η = FξFη, a Fubini-tétel és a

kés®bb szerepl® Transzformáció-tétel (3.8. Tétel) alapján kapjuk, hogy

E(|ξη|) = E(|ξ||η|) =
∫
R2

|x||y| dFξ,η(x, y) =

∫
R2

|x||y| dFξ(x)dFη(y)

=

∫
R
|x| dFξ(x)

∫
R
|y| dFη(y) = E(|ξ|)E(|η|).

Az E(ξη) = E(ξ)E(η) összefüggés hasonlóan bizonyítható. Ha ξ ⩾ 0, η ⩾ 0, E(ξ) < ∞,

E(η)<∞, és ξ, η függetlenek, akkor a fenti gondolatmenetben a Fubini-tételt Tonelli-tételre

cserélve kapjuk a bizonyítandó állítást.

Vegyük észre, hogy ha ξ és η olyan nemnegatív, független véletlen változók, hogy például

E(ξ)=∞ és E(η)=0, akkor is teljesül a (már bizonyított) E(ξη)=E(ξ)E(η) egyenl®ség, melyet

direkt módon is beláthatunk. Mivel η nemnegatív és E(η) = 0, a (ix) rész alapján kapjuk, hogy

η=0 P-m.b., és így ξη=0 P-m.b., melyb®l következik, hogy E(ξη)=0. Mivel E(ξ)E(η)=∞·0=0

(ahol a második egyenl®ség de�níció szerint teljesül), kapjuk, hogy E(ξη) = E(ξ)E(η).
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(xxiv). A (3.1) feltételb®l következik, hogy

P(ξn ⩽ ηn ⩽ ζn, n ∈ N) = 1,

melyb®l a (3.2) feltételt használva adódik, hogy P(ξ ⩽ η ⩽ ζ) = 1. Így |η| ⩽ |ξ|+ |ζ|, amib®l

következik, hogy E(|η|)⩽ E(|ξ|)+E(|ζ|)<∞. Továbbá,

E(η)−E(ξ) = E(η−ξ) = E
(
lim
n→∞

(ηn−ξn)
)
= E

(
lim inf
n→∞

(ηn−ξn)
)

⩽ lim inf
n→∞

E(ηn−ξn) = lim inf
n→∞

(E(ηn)−E(ξn)) = lim inf
n→∞

E(ηn)−E(ξ),
(3.7)

ahol a harmadik lépésben a Fatou-lemma (a) részét használtuk (melyet valóban alkalmazhat-

tunk, hiszen ηn−ξn ⩾ 0, n∈N, P-m.b.), a legutolsó lépésben pedig azt, hogy E(ξn)→E(ξ)∈R.
A (3.7) egyenl®tlenség mindkét oldalához hozzáadva E(ξ)-t, adódik, hogy

E(η)⩽ lim inf
n→∞

E(ηn). (3.8)

Hasonlóan, mivel ζn−ηn ⩾ 0, n ∈ N, P-m.b., kapjuk, hogy

E(ζ)−E(η) = E(ζ−η) = E
(
lim
n→∞

(ζn−ηn)
)
= E

(
lim inf
n→∞

(ζn−ηn)
)

⩽ lim inf
n→∞

E(ζn−ηn) = lim inf
n→∞

(
E(ζn)−E(ηn)

)
= E(ζ)+lim inf

n→∞
(−E(ηn))

= E(ζ)− lim sup
n→∞

E(ηn),

amib®l következik, hogy

E(η)⩾ lim sup
n→∞

E(ηn). (3.9)

A (3.8) és (3.9) egyenl®tlenségek alapján létezik a limn→∞ E(ηn) határérték és E(η)-val egyenl®.
□

3.8. Tétel. (Transzformáció-tétel) Ha ξ : Ω→Rd véletlen vektor és g :Rd →R mérhet®

függvény, akkor

E(g(ξ)) =
∫
Ω

g(ξ(ω)) P(dω) =
∫
Rd

g(x) Pξ(dx) =

∫
Rd

g(x) dFξ(x)

abban az értelemben, hogy az integrálok ugyanakkor léteznek, és ha léteznek, egyenl®ek.

Bizonyítás. Legyen el®ször g egy nemnegatív, egyszer¶ mérhet® függvény:

g =
ℓ∑

j=1

cj1Bj
,

ahol g(Rd) = {c1, . . . , cℓ}, ℓ ∈ N, c1, . . . , cℓ ∈ Rd páronként különböz®ek, és Bj := {g =

= cj} ∈ B(Rd), j ∈ {1, . . . , ℓ}. Ekkor Bj, j ∈ {1, . . . , ℓ}, páronként diszjunktak, és a ξ−1(Bj),
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j∈{1, . . . , ℓ}, halmazok is páronként diszjunktak. Továbbá, mivel ξ véletlen vektor és Bj∈B(Rd),

j ∈ {1, . . . , ℓ}, az is adódik, hogy ξ−1(Bj) ∈ A, j ∈ {1, . . . , ℓ}. Az alábbiakban felhasználjuk

majd, hogy tetsz®leges B ⊂ Rd és ω ∈ Ω esetén

1ξ−1(B)(ω) = 1 ⇔ ω ∈ ξ−1(B) ⇔ ξ(ω) ∈B ⇔ 1B(ξ(ω)) = 1.

Így ∫
Rd

g(x) Pξ(dx) =

∫
Rd

(
ℓ∑

j=1

cj1Bj

)
(x) Pξ(dx) =

ℓ∑
j=1

cj Pξ(Bj) =
ℓ∑

j=1

cj P(ξ−1(Bj))

= E

(
ℓ∑

j=1

cj1ξ−1(Bj)

)
=

∫
Ω

(
ℓ∑

j=1

cj1ξ−1(Bj)

)
(ω) P(dω)

=

∫
Ω

(
ℓ∑

j=1

cj1Bj
(ξ(ω))

)
P(dω) =

∫
Ω

((
ℓ∑

j=1

cj1Bj

)
◦ξ

)
(ω) P(dω)

=

∫
Ω

(g◦ξ)(ω) P(dω) = E(g(ξ)),

amivel az integrálok létezésére vonatkozó állítást is beláttuk (g nemnegatív, egyszer¶ mérhet®

függvény esetén). Ha g nemnegatív mérhet®, akkor létezik nemnegatív, egyszer¶ mérhet®

függvényeknek egy olyan (gn)n∈N sorozata, hogy gn(x) ↑ g(x), ha n→∞ minden x ∈ Rd

esetén. Így a monoton konvergencia�tételt (3.7. Tétel, (x) rész) kétszer is alkalmazva, el®ször az

(Rd,B(Rd),Pξ) valószín¶ségi mez®n a gn :Rd →R, n∈N, és g :Rd →R véletlen változókra,

majd az (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®n a gn ◦ ξ : Ω → R, n ∈ N, és g ◦ ξ : Ω → R véletlen

változókra, kapjuk, hogy∫
Rd

g(x) Pξ(dx) = lim
n→∞

∫
Rd

gn(x) Pξ(dx) = lim
n→∞

∫
Ω

(gn ◦ξ)(ω) P(dω)

= lim
n→∞

E(gn ◦ξ) = E(g◦ξ) =
∫
Ω

(g◦ξ)(ω) P(dω),
(3.10)

hiszen
∫
Rd g1(x)Pξ(dx) > −∞, (gn ◦ ξ)(ω) ↑ g(ξ(ω)), ha n→∞ minden ω ∈ Ω esetén, és

gn◦ξ⩾ g1◦ξ, ahol E(g1◦ξ)>−∞. Az el®z®ekben az is teljesül, hogy
∫
Rd g1(x)Pξ(dx)∈R és

E(g1◦ξ)∈R, hiszen g1 egyszer¶ mérhet® függvény és Pξ valószín¶ségi mérték (Rd,B(Rd))-n,

és így g1 =
∑ℓ

j=1 cj1Bj
esetén∫

Rd

g1(x) Pξ(dx) =
ℓ∑

j=1

cj Pξ(Bj) ∈ R,

illetve

E(g1 ◦ξ) = E

(
ℓ∑

j=1

cj(1Bj
◦ξ)

)
=

ℓ∑
j=1

cj E(1{ξ∈Bj}) =
ℓ∑

j=1

cj P(ξ ∈Bj) ∈ R.
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Az általános eset abból adódik, hogy (g◦ξ)+=g+◦ξ és (g◦ξ)−=g−◦ξ, mely összefüggéseket

egyszer¶en indokolhatunk. Valóban, ha ω ∈ Ω olyan, hogy (g ◦ ξ)(ω) = g(ξ(ω)) ⩾ 0, akkor

a pozitív rész de�níciója folytán (g ◦ ξ)+(ω) = (g ◦ ξ)(ω) és g+(ξ(ω)) = g(ξ(ω)), és ezért

(g◦ξ)+(ω)=g+(ξ(ω)). Ha ω∈Ω olyan, hogy (g◦ξ)(ω)=g(ξ(ω))<0, akkor (g◦ξ)+(ω)=0 és

g+(ξ(ω))=0, és ezért (g◦ξ)+(ω)= g+(ξ(ω)) ebben az esetben is. A bizonyítás befejezéseként,

ha például E(g+ ◦ξ)<∞ és E(g− ◦ξ)<∞, akkor (3.10) alapján

E(g◦ξ) = E(g+ ◦ξ)−E(g− ◦ξ) =
∫
Rd

g+(x) Pξ(dx)−
∫
Rd

g−(x) Pξ(dx) =

∫
Rd

(g+−g−)(x) Pξ(dx)

=

∫
Rd

g(x) Pξ(dx).

□

3.9. Tétel. (Nemnegatív véletlen változó függvényének várható értéke) Legyen ξ egy

nemnegatív véletlen változó Fξ eloszlásfüggvénnyel, legyen továbbá g : R+ → R egy monoton

és abszolút folytonos függvény (azaz bármely ε > 0 esetén létezik δ > 0 úgy, hogy ha k ∈ N,
0 ⩽ a1 < b1 ⩽ a2 < b2 ⩽ . . . ⩽ ak < bk és

∑k
j=1(bj−aj) < δ, akkor

∑k
j=1 |g(bj)−g(aj)| < ε).

Ekkor

E(g(ξ)) = g(0)+

∫ ∞

0

g′(x)(1−Fξ(x)) dx,

melyet úgy értünk, hogy ha a kifejezés valamelyik oldala véges, akkor másik oldal is véges, és a

két oldal egyenl®.

Bizonyítás. Mivel g abszolút folytonos, kapjuk, hogy majdnem mindenütt deriválható és a

g′ módon jelölt deriváltja Lebesgue-integrálható a [0, y] alakú intervallumokon, ahol y ∈R+,

továbbá

g(y) = g(0)+

∫ y

0

g′(x) dx, y ∈ R+. (3.11)

Mivel g monoton is, g′ egy Lebesgue szerint null mérték¶ halmaztól eltekintve azonos el®jel¶.

Mivel g monoton, így g mérhet®, és ezért g(ξ) véletlen változó, továbbá az E(g(ξ)) várható

érték létezik (esetlegesen +∞ vagy −∞), mert g(ξ)⩾ g(0), ha g monoton növekv®, illetve

g(ξ)⩽ g(0), ha g monoton csökken®. Mivel g′ egy Lebesgue szerint null mérték¶ halmaztól

eltekintve azonos el®jel¶, az R+ ∋ y 7→
∫ y

0
g′(x) dx függvény monoton, és így

∫ ξ

0
g′(x) dx is

véletlen változó. Mindezek miatt (3.11) és a Tonelli-tétel alapján

E(g(ξ)) = g(0)+E
(∫ ξ

0

g′(x) dx

)
= g(0)+E

(∫ ∞

0

g′(x)1{x⩽ξ} dx

)
= g(0)+

∫ ∞

0

E(g′(x)1{x⩽ξ}) dx

= g(0)+

∫ ∞

0

g′(x)E(1{x⩽ξ}) dx
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= g(0)+

∫ ∞

0

g′(x)P(ξ ⩾ x) dx

= g(0)+

∫ ∞

0

g′(x)(1−Fξ(x)) dx.

Felhívjuk a �gyelmet, hogy a fentiekben a Tonelli-tétel alkalmazásakor szükség volt arra, hogy

g monoton legyen, mert ez garantálja, hogy g′ azonos el®jel¶ (Lebesgue szerint null mérték¶

halmaztól eltekintve). □

3.10. Következmény. Legyen ξ egy nemnegatív véletlen változó Fξ eloszlásfüggvénnyel.

(i) Tetsz®leges α > 0 esetén

E(ξα) = α

∫ ∞

0

xα−1(1−Fξ(x)) dx.

Továbbá, ha E(ξα) < ∞ valamely α > 0 esetén (azaz, ha ξ-nek az α > 0 rend¶

momentuma véges), akkor

lim
x→∞

xα−1 P(ξ ⩾ x) = lim
x→∞

xα−1(1−Fξ(x)) = 0.

Speciálisan, ha n ∈ N, akkor ξ n-edrend¶ momentuma végességének egy szükséges

feltétele, hogy a P(ξ ⩾ x), x ⩾ 0, farokvalószín¶ségek legalább xn−1 (polinomiális)

rendben csengjenek le a végtelenben.

(ii) Tetsz®leges r ∈ R esetén

E(erξ) = 1+r

∫ ∞

0

erx(1−Fξ(x)) dx.

Továbbá, ha E(erξ) < ∞ valamely r ∈ R esetén (azaz, ha ξ momentumgeneráló

függvénye létezik valamely r ∈ R pontban), akkor

lim
x→∞

erx P(ξ ⩾ x) = lim
x→∞

erx(1−Fξ(x)) = 0.

Speciálisan, ha r > 0, akkor annak, hogy ξ momentumgeneráló függvény létezzen az r

pontban egy szükséges feltétele az, hogy ξ farokvalószín¶ségei legalább erx (exponenciális)

rendben csengjenek le a végtelenben.

Bizonyítás. Mind az (i), mind a (ii) rész esetén az állítások els® fele a 3.9. Tételb®l következik.

Például az (i) rész esetén a g(x) := xα, x ∈ R+, választással, melyre g′(x) = αxα−1, x > 0,

tetsz®leges α > 0 esetén (ha α ∈ (0,1), akkor g az x= 0 pontban nem di�erenciálható, de

{0} Lebesgue-szerint 0-mérték¶ halmaz). Ekkor g abszolút folytonos, mert g(x)=
∫ x

0
g′(s) ds,

x ∈ R+.

Az (i) rész esetén, ha α∈ (0,1), akkor xα−1 → 0, ha x→∞, és, mivel P(ξ⩾ x)→ 0, ha

x→∞, kapjuk, hogy xα−1 P(ξ⩾x)→0, ha x→∞. Ha α⩾1, akkor a dominált konvergencia

tétel alapján adódik, hogy xα−1 P(ξ ⩾ x) = E(xα−1
1{ξ⩾x})→ 0, ha x→∞, ugyanis
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• tetsz®leges ω ∈ Ω esetén xα−1
1{ξ(ω)⩾x} → 0, ha x→∞,

• tetsz®leges x > 0 esetén

xα−1
1{ξ⩾x} = xα−1

1{ξα−1⩾xα−1} ⩽ xα−1 ξ
α−1

xα−1
= ξα−1,

ahol E(ξα−1)<∞.

Hasonlóan, a (ii) rész esetén, ha r< 0, akkor erx→ 0, ha x→∞, és, mivel P(ξ⩾x)→ 0,

ha x→∞, kapjuk, hogy erx P(ξ⩾x)→0, ha x→∞. Ha r⩾0, akkor a dominált konvergencia

tétel alapján adódik, hogy erx P(ξ ⩾ x) = E(erx1{ξ⩾x})→ 0, ha x→∞, ugyanis

• tetsz®leges ω ∈ Ω esetén erx1{ξ(ω)⩾x} → 0, ha x→∞,

• tetsz®leges x > 0 esetén

erx1{ξ⩾x} = erx1{erξ⩾erx} ⩽ erx
erξ

erx
= erξ,

ahol E(erξ)<∞.

□

3.11. De�níció. (megállási id®) Legyenek Xn, n∈N, véletlen vektorváltozók. Azt mondjuk,

hogy egy τ : Ω→N∪{∞} véletlen változó megállási id®pont az Xn, n∈N, véletlen változók

sorozatára vonatkozóan, ha {τ ⩽ n} ∈ σ(X1, . . . , Xn) tetsz®leges n ∈ N esetén.

3.12. Állítás. (Wald-azonosság) Legyenek Xn, n∈N, független, azonos eloszlású véletlen

változók, hogy E(|X1|) < ∞, és legyen N egy nemnegatív egész érték¶ (azaz Z+-érték¶)

véletlen változó, hogy E(N)<∞. Tegyük fel továbbá, hogy

(i) N független az Xn, n ∈ N, véletlen változóktól,

vagy

(ii) N megállási id® az Xn, n ∈N, véletlen változókra vonatkozóan. (Ekkor P(N ∈N) = 1,

azaz N pozitív egész érték¶, hiszen a 3.11. De�níció alapján P(N ∈ N∪{∞}) = 1, és

az E(N)<∞ feltétel miatt P(N =∞) = 0.)

Ekkor

E

(
N∑

n=1

Xn

)
= E(X1+ · · ·+XN) = E(N)E(X1).
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Bizonyítás. El®ször belátjuk, hogy tetsz®leges n ∈ N esetén {n⩽N} és Xn függetlenek.

Ha (i) teljesül, akkor ez azonnal következik. Ha (ii) teljesül, akkor

{n⩽N}= Ω\{n > N}= Ω\{n−1⩾N} ∈ σ(X1, . . . , Xn−1), n⩾ 2, n ∈ N.

Ezért n ⩾ 2, n ∈ N, esetén, mivel a feltevés miatt Xn független az X1, . . . , Xn−1 véletlen

változóktól, a fentiek alapján Xn független az {n ⩽ N} eseményt®l is. Az n = 1 esetben

{n⩽N}= Ω, mely független az X1 véletlen változótól.

Így a 3.7. Tétel (xiii) (dominált konvergencia tétel) és (xxii) részei alapján

E

(
N∑

n=1

Xn

)
= E

(
∞∑
n=1

Xn1{n⩽N}

)
= E

(
lim
k→∞

k∑
n=1

Xn1{n⩽N}

)
= lim

k→∞
E

(
k∑

n=1

Xn1{n⩽N}

)

= lim
k→∞

k∑
n=1

E
(
Xn1{n⩽N}

)
= lim

k→∞

k∑
n=1

E(Xn)E(1{n⩽N})

= E(X1) lim
k→∞

k∑
n=1

E(1{n⩽N}) = E(X1)
∞∑
n=1

E(1{n⩽N})

= E(X1)
∞∑
n=1

P(N ⩾ n) = E(X1)E(N),

ahol a harmadik egyenl®ségnél a dominált konvergencia tételt azért használhatjuk, mert

• tetsz®leges k ∈ N esetén
∣∣∣∑k

n=1Xn1{n⩽N}

∣∣∣⩽∑∞
n=1 |Xn|1{n⩽N},

• a 3.7. Tétel (xi) és (xxii) részei és a fentiekben igazolt függetlenség alapján

E

(
∞∑
n=1

|Xn|1{n⩽N}

)
=

∞∑
n=1

E
(
|Xn|1{n⩽N}

)
=

∞∑
n=1

E(|Xn|)E
(
1{n⩽N}

)
= E(|X1|)

∞∑
n=1

E
(
1{n⩽N}

)
= E(|X1|)

∞∑
n=1

P(N ⩾ n)

= E(|X1|)E(N)<∞.

Az alábbiakban egy másik (de hasonló) módszert is mutatunk a bizonyítás befejezésére. A

3.7. Tétel (xi) része alapján

E

(
N∑

n=1

X+
n

)
= E

(
∞∑
n=1

X+
n 1{n⩽N}

)
=

∞∑
n=1

E(X+
n 1{n⩽N})

=
∞∑
n=1

E(X+
n )E(1{n⩽N}) =

∞∑
n=1

E(X+
n )P(n⩽N)

= E(X+
1 )

∞∑
n=1

P(n⩽N) = E(X+
1 )E(N) ∈ R,
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ahol felhasználtuk, hogy X+
n és 1{n⩽N} függetlenek (mely következik Xn és 1{n⩽N} már bizo-

nyított függetlenségéb®l) és azt is, hogy X+
n , n∈N, azonos eloszlásúak (mely következik abból,

hogy Xn, n ∈ N, azonos eloszlásúak). Hasonlóan, kaphatjuk, hogy

E

(
N∑

n=1

X−
n

)
= E(X−

1 )E(N) ∈ R,

Így a 3.7. Tétel (vi) része alapján

E

(
N∑

n=1

Xn

)
= E

(
N∑

n=1

(X+
n −X−

n )

)
= E

(
N∑

n=1

X+
n −

N∑
n=1

X−
n

)

= E

(
N∑

n=1

X+
n

)
−E

(
N∑

n=1

X−
n

)
= E(X+

1 )E(N)−E(X−
1 )E(N)

= (E(X+
1 )−E(X−

1 ))E(N) = E(X1)E(N).

□

3.13. Állítás. (Wald-azonosság egy általánosítása) Legyenek Xn, n∈N, független, azo-

nos eloszlású Rd-beli érték¶ véletlen vektorváltozók, h : Rd → R egy olyan mérhet® függvény,

hogy E(|h(X1)|) <∞. Legyen továbbá N egy pozitív egész érték¶ (azaz N-érték¶) véletlen

változó, mely megállási id® az Xn, n ∈ N, véletlen változókra vonatkozóan és E(N) <∞.

Ekkor

E

(
N∑

n=1

h(Xn)

)
= E(h(X1)+ · · ·+h(XN)) = E(N)E(h(X1)).

Bizonyítás. Hasonlóan bizonyítható, mint a Wald-azonosság (3.12. Állítás) felhasználva, hogy

abból, hogy tetsz®leges n∈N esetén {n⩽N}∈σ(X1, . . . , Xn−1) és Xn függetlenek következik,

hogy {n⩽N} és h(Xn) is függetlenek (az 1.18. Állítás (i) része alapján). □

3.14. De�níció. Legyen (X,X ) mérhet® tér. Azt mondjuk, hogy a µ :X→ [−∞,∞] halmaz-

függvény abszolút folytonos a ν :X → [−∞,∞] halmazfüggvényre nézve, ha minden B∈X ,

ν(B) = 0 esetén µ(B) = 0. Jelölése: µ≪ ν.

Legyen ν :X→ [0,∞] σ�véges mérték. Azt mondjuk, hogy a ξ :Ω→X valószín¶ségi változó

abszolút folytonos eloszlású a ν mértékre nézve, ha Pξ ≪ ν. Azt mondjuk, hogy a

ξ :Ω→Rd valószín¶ségi változó abszolút folytonos eloszlású, ha abszolút folytonos eloszlású

a d-dimenziós λd Lebesgue�mértékre (pontosabban λd-nek B(Rd)-re való lesz¶kítésére) nézve.

A 3.14. De�níció második részében (Pξ≪ν de�niálásakor) a ν mérték σ-végességét a Radon-

Nikodym tétel (lásd, 3.16. Tétel) alkalmazhatóságára gondolva tettük fel, nem lenne feltétlenül

szükséges.
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3.15. Tétel. (S¶r¶ségtétel) Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér, ν : X → [0,∞] mérték, g :

X → R+ nemnegatív mérhet® függvény. Ekkor a µ : X → [0,∞],

µ(B) :=

∫
B

g(x) ν(dx), B ∈ X ,

halmazfüggvény mérték, amely pontosan akkor véges, ha g integrálható. Továbbá, µ≪ ν, és

tetsz®leges h :X → R mérhet® függvény esetén∫
X

h(x)µ(dx) =

∫
X

h(x)g(x) ν(dx) (3.12)

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenl®ek.

Bizonyítás. El®ször belátjuk, hogy µ mérték. Az integrál tulajdonságai miatt

µ(∅) =
∫
∅
g(x) ν(dx) =

∫
X

g(x)1∅(x) ν(dx) =

∫
X

0 ν(dx) = 0,

és ha Bn ∈ X , n ∈ N, páronként diszjunktak, akkor

µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=

∫
⋃∞

n=1 Bn

g(x) ν(dx) =

∫
X

g(x)1⋃∞
n=1 Bn(x) ν(dx) =

∫
X

g(x)
∞∑
n=1

1Bn(x) ν(dx)

=

∫
X

∞∑
n=1

(g1Bn)(x) ν(dx) =
∞∑
n=1

∫
X

(g1Bn)(x) ν(dx) =
∞∑
n=1

∫
Bn

g(x) ν(dx)

=
∞∑
n=1

µ(Bn),

ahol az ötödik lépésnél felhasználtuk, hogy g nemnegatív, és így µ σ-additív.

Mivel µ(X) =
∫
X
g(x) ν(dx), kapjuk, hogy µ pontosan akkor véges, ha g integrálható.

Megmutatjuk most, hogy µ≪ ν. Legyen B ∈ X , hogy ν(B) = 0. Minden n ∈N esetén

legyen gn(x) :=min(g(x), n), x∈X. Ekkor gn mérhet®, és gn(x) ↑ g(x), ha n→∞ minden

x ∈ X esetén. Így (gn1B)(x) ↑ (g1B)(x), ha n→∞ minden x ∈ R esetén, és a monoton

konvergencia tétel szerint

0⩽ µ(B) =

∫
X

(g1B)(x) ν(dx) = lim
n→∞

∫
X

(gn1B)(x) ν(dx) = lim sup
n→∞

∫
X

(gn1B)(x) ν(dx)

⩽ lim sup
n→∞

∫
X

(n1B)(x) ν(dx) = lim
n→∞

(nν(B)) = 0,

és így µ(B) = 0.

Végezetül megmutatjuk, hogy (3.12) teljesül. Legyen el®ször h egy egyszer¶, nemnegatív

mérhet® függvény:

h=
ℓ∑

j=1

cj1Bj
,
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ahol h(X) = {c1, . . . , cℓ}, ℓ ∈ N, c1, . . . , cℓ ∈ R páronként különböz®ek, és Bj := {h = cj},
j ∈ {1, . . . , ℓ}. Ekkor∫

X

h(x)µ(dx) =
ℓ∑

j=1

cjµ(Bj) =
ℓ∑

j=1

cj

∫
Bj

g(x) ν(dx) =
ℓ∑

j=1

cj

∫
X

g(x)1Bj
(x) ν(dx)

=

∫
X

g(x)

(
ℓ∑

j=1

cj1Bj

)
(x) ν(dx) =

∫
X

g(x)h(x) ν(dx),

mely az integrál létezésére vonatkozó állítást is igazolja (h egyszer¶, nemnegatív mérhet®

függvény esetén).

Ha h nemnegatív mérhet®, akkor létezik nemnegatív, egyszer¶ mérhet® függvényeknek egy

olyan (hn)n∈N sorozata, hogy hn(x)↑h(x), ha n→∞ minden x∈X esetén. Így a monoton

konvergencia tétel szerint∫
X

h(x)µ(dx) = lim
n→∞

∫
X

hn(x)µ(dx) = lim
n→∞

∫
X

g(x)hn(x) ν(dx) =

∫
X

g(x)h(x) ν(dx),

ahol az utolsó lépésben azt is felhasználtuk, hogy mivel g ⩾ 0, így g(x)hn(x) ↑ g(x)h(x), ha

n→ ∞, minden x ∈ X esetén, és azt is, hogy mivel h1 ⩾ 0, teljesül, hogy g(x)hn(x) ⩾

g(x)h1(x)⩾ 0, x ∈X, n ∈ N.
Az általános eset abból adódik, hogy (hg)+ = gh+ és (hg)− = gh−, hiszen g ⩾ 0. □

A 3.15. Tétel elnevezését (s¶r¶ségtétel) a 3.17. De�níció világítja meg.

3.16. Tétel. (Radon-Nikodym tétel) Legyen (X,X ) mérhet® tér és ν : X → [0,∞] egy

σ�véges mérték. A µ : X → [−∞,∞] el®jeles mérték akkor és csak akkor abszolút folytonos

a ν mértékre nézve, ha létezik olyan g : X → [−∞,∞] mérhet® függvény, hogy tetsz®leges

B ∈ X esetén

µ(B) =

∫
B

g(x) ν(dx).

A g függvény ν�m.m. egyértelm¶en meg van határozva, azaz ha egy h:X→[−∞,∞] mérhet®

függvényre is teljesül

µ(B) =

∫
B

h(x) ν(dx)

minden B ∈ X esetén, akkor ν({x ∈X : g(x) ̸= h(x)}) = 0.

A Radon�Nikodym tételben létez® (ν-m.m. egyértelm¶en meghatározott) g függvényt a µ

mértéknek a ν mértékre vonatkozó Radon�Nikodym deriváltjának nevezzük, melynek jelölése
dµ
dν
.

3.17. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, ξ:Ω→Rd abszolút folytonos (eloszlású)

véletlen vektor. Ekkor az (Rd,B(Rd)) mérhet® téren adott Pξ mértéknek az (Rd,B(Rd))

mérhet® téren adott (arra lesz¶kített) d-dimenziós λd Lebesgue-mértékre vonatkozó fξ :=
dPξ

dλd

Radon�Nikodym deriváltját ξ s¶r¶ségfüggvényének nevezzük.
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Ha ξ : Ω→ Rd abszolút folytonos véletlen vektor fξ s¶r¶ségfüggvénnyel, akkor a Radon-

Nikodym tétel (3.16. Tétel) alapján f−1
ξ (B)∈B(Rd) tetsz®leges B∈B(Rd) esetén és Pξ(B)=

=
∫
B
fξ(x)λd(dx), B ∈ B(Rd). Ha d= 1, akkor speciálisan

Fξ(x) = P(ξ < x) = Pξ((−∞, x)) =

∫
(−∞,x)

fξ(t)λ1(dt) =

∫ x

−∞
fξ(t) dt, x ∈ R.

3.18. Állítás. Egy f : Rd → R függvény akkor és csak akkor s¶r¶ségfüggvénye valamely d-

dimenziós véletlen változónak, ha (Borel) mérhet®, Lebesgue-majdnem mindenütt nemnegatív

és
∫
Rd f(x) dx= 1.

3.19. Állítás. A ξ : Ω→R véletlen változó akkor és csak akkor abszolút folytonos, ha az Fξ

eloszlásfüggvénye abszolút folytonos, azaz bármely ε > 0 esetén létezik δ > 0 úgy, hogy ha

k∈N, a1<b1⩽a2<b2⩽ . . .⩽ak<bk és
∑k

j=1(bj−aj)<δ, akkor
∑k

j=1(Fξ(bj)−Fξ(aj))<ε.

A 3.19. Állítás kapcsán emlékeztetünk rá, hogy egy H ⊂ R halmaz Lebesgue-szerint null-

mérték¶, ha bármilyen ε> 0 esetén létezik olyan {(an, bn), n∈N} intervallumrendszer, hogy

H ⊂
⋃∞

n=1(an, bn) és
∑∞

n=1(bn−an)< ε.

A s¶r¶ségfüggvény és eloszlásfüggvény kapcsolatát írja le a következ® állítás.

3.20. Állítás. Ha a ξ :Ω→Rd véletlen vektor abszolút folytonos, akkor fξ(x)=∂1 . . . ∂dFξ(x)

λd-m.m. x ∈ Rd. (A ∂1 . . . ∂dFξ(x) parciális derivált létezése λd-m.m. x ∈ Rd esetén a

monoton függvények majdnem mindenütti di�erenciálhatóságára vonatkozó Lebesgue-tétel kö-

vetkezménye.)

Abszolút folytonos véletlen vektor függvényének várható értékét a következ® módon számol-

hatjuk.

3.21. Állítás. Ha ξ : Ω → Rd abszolút folytonos véletlen vektor és g : Rd → R mérhet®

függvény, akkor

E(g(ξ)) =
∫
Rd

g(x)fξ(x) dx

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenl®ek.

Bizonyítás. Az állítás a Transzformáció-tétel (3.8. Tétel) és a S¶r¶ségtétel (3.15. Tétel) kö-

vetkezménye. Valóban, mivel Pξ abszolút folytonos a d-dimenziós λd Lebesgue-mértékre

(pontosabban B(Rd)-re vett megszorítására) nézve és dPξ

dλd
= fξ, kapjuk, hogy

E(g(ξ)) =
∫
Rd

g(x) Pξ(dx) =

∫
Rd

g(x)

(
dPξ

dλd

)
(x)λd(dx) =

∫
Rd

g(x)fξ(x) dx

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenl®ek. □

Abszolút folytonos véletlen változó alkalmas transzformáltja, például szigorúan monoton,

folytonosan di�erenciálható, nem elt¶n® deriváltú transzformáltja, abszolút folytonos, melynek

s¶r¶ségfüggvényét a következ® módon számolhatjuk.
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3.22. Állítás. Legyen ξ : Ω→ R abszolút folytonos véletlen változó, fξ s¶r¶ségfüggvénnyel.

Legyen D ⊂ R nyílt halmaz, melyre P(ξ ∈ D) = 1. Legyen továbbá g : D → R folytono-

san di�erenciálható függvény, mely kölcsönösen egyértelm¶ D-n, és deriváltja seholsem nulla.

(Analízisb®l ismert, hogy ekkor g(D) ⊂ R nyílt halmaz, és a h : g(D) → D inverzfüggvény

folytonosan di�erenciálható, nemnulla deriválttal.) Ekkor a g(ξ) véletlen változó is abszolút

folytonos, és s¶r¶ségfüggvénye

fg(ξ)(y) =

fξ(h(y))|h′(y)|=
fξ(g

−1(y))

|g′(g−1(y))| , ha y ∈ g(D),

0, egyébként.

Bizonyítás. Csak abban az esetben igazoljuk az állítást, amikor g szigorúan monoton növekv®

is. Ekkor h szigorúan monoton növekv® és így |h′|= h′. Legyen η := g(ξ).

Ha y ∈ g(D), akkor az x= h(v) helyettesítéssel, kapjuk, hogy

Fη(y) = P(η < y) = P(g(ξ)< y) = P(ξ < h(y)) =

∫ h(y)

−∞
fξ(x) dx=

∫
(−∞,h(y))∩D

fξ(x) dx

=

∫
g((−∞,h(y))∩D)

fξ(h(v))h
′(v) dv =

∫
(−∞,y)∩g(D)

fξ(h(v))h
′(v) dv =

∫ y

−∞
fη(v) dv,

ahol az ötödik lépésben felhasználtuk, hogy P(ξ ∈D) = 1 miatt fξ(x) = 0, x ∈ R\D.

Ha y /∈ g(D), akkor legyen ỹ := sup{z ∈ g(D) : z < y}. Ekkor, mivel P(η ∈ g(D)) = 1, és

létezik olyan (zn)n∈N sorozat, hogy zn∈ g(D), zn<y, n∈N, és zn ↑ ỹ, ha n→∞, kapjuk,

hogy

Fη(y) = P(η < y) = P(η ⩽ ỹ)+P(ỹ < η < y) = P(η < ỹ)+P(η = ỹ) = lim
n→∞

Fη(zn)

= lim
n→∞

∫ zn

−∞
fη(v) dv =

∫ ỹ

−∞
fη(v) dv =

∫ y

−∞
fη(v) dv,

ahol felhasználtuk, hogy a Transzformáció-tétel (lásd, 3.8. Tétel) alapján

P(η = ỹ) = P(g(ξ) = ỹ) = E(1{ỹ}(g(ξ))) =

∫
R
1{ỹ}(g(x)) Pξ(dx)

= Pξ(g
−1({ỹ})) = P(ξ ∈ g−1({ỹ})) = 0,

hiszen ξ abszolút folytonos eloszlású és g−1({ỹ}) legfeljebb egyelem¶ halmaz. □

3.23. Állítás. Legyen (ξ, η) : Ω→ R2 abszolút folytonos véletlen vektor. Ekkor ξ és η akkor és

csak akkor függetlenek, ha együttes s¶r¶ségfüggvényük fξ,η a marginális s¶r¶ségfüggvények fξ és

fη szorzata:

fξ,η(x, y) = fξ(x)fη(y), λ1-m.m. x, y ∈ R.
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Bizonyítás. Tegyük fel el®ször, hogy fξ,η(x, y) = fξ(x)fη(y), λ1-m.m. x, y ∈ R. Ekkor

Fξ,η(x, y) = P(ξ < x, η < y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fξ,η(u, v) dudv =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fξ(u)fη(v) d, dv

=

∫ x

−∞
fξ(u) du

∫ y

−∞
fη(v) dv = Fξ(x)Fη(y), x, y ∈ R,

melyb®l a 2.2. Megjegyzés alapján következik, hogy ξ és η függetlenek.

Tegyük most fel, hogy ξ és η függetlenek. Tekintsük a g : R2 → R,

g(x, y) := fξ(x)fη(y), x, y ∈ R,

függvényt. A 3.18. Állítás segítségével ellen®rizhet®, hogy g s¶r¶ségfüggvénye valamely (ζ1, ζ2)

véletlen vektornak, melynek marginális s¶r¶ségfüggvényei fξ és fη, azaz f(ζ1,ζ2)(x, y)= g(x, y)=

= fξ(x)fη(y), λ1-m.m. x, y ∈ R. Ezért a már bizonyítottak alapján ζ marginálisai, azaz ζ1 és

ζ2 függetlenek. Mivel független esetben, a 2.2. Megjegyzés alapján a marginális esloszlások

egyértelm¶en meghatározzák az együttes eloszlást, kapjuk, hogy ζ = (ζ1, ζ2) és (ξ, η) eloszlásai

megegyeznek. Ezért (ξ, η) s¶r¶ségfüggvénye nemmás, mint g, és így

f(ξ,η)(x, y) = g(x, y) = fξ(x)fη(y), λ1-m.m. x, y ∈ R.

□

3.24. Állítás. Legyenek ξ és η független, abszolút folytonos eloszlású véletlen változók. Ekkor

(ξ, η) is abszolút folytonos eloszlású és s¶r¶ségfüggvénye:

fξ,η(x, y) = fξ(x)fη(y), λ1-m.m. x, y ∈ R.

Független, abszolút folytonos eloszlású véletlen változók összegének, szorzatának és hánya-

dosának s¶r¶ségfüggvényét a következ® módon számolhatjuk.

3.25. Állítás. Legyenek ξ és η független, abszolút folytonos eloszlású véletlen változók fξ,

illetve fη s¶r¶ségfüggvénnyel. Ekkor

(i) a ξ+η véletlen változó is abszolút folytonos eloszlású, és

fξ+η(z) =

∫ ∞

−∞
fξ(x)fη(z−x) dx=

∫ ∞

−∞
fξ(z−y)fη(y) dy, λ1-m.m. z ∈ R.

Ezt a formulát konvolúciós formulának is hívják.

(ii) a ξη véletlen változó is abszolút folytonos eloszlású, és

fξη(z) =

∫ ∞

−∞
fξ(x)fη

(z
x

) dx

|x|
=

∫ ∞

−∞
fξ

(
z

y

)
fη(y)

dy

|y|
, λ1-m.m. z ∈ R,
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(iii) a ξ
η

véletlen változó is abszolút folytonos eloszlású, és

f ξ
η
(z) =

1

z2

∫ ∞

−∞
fξ(x)fη

(x
z

)
|x| dx=

∫ ∞

−∞
fξ(zy)fη(y)|y| dy, λ1-m.m. z ∈ R.

Bizonyítás.Mivel ξ és η függetlenek és abszolút folytonos eloszlásúak, a 3.24. Állítás alapján

(ξ, η) is abszolút folytonos eloszlású és s¶r¶ségfüggvénye fξ,η(x, y) = fξ(x)fη(y), x, y ∈ R.
(i). Mivel fξ és fη mérhet®ek, a Fubini-tétel alapján kapjuk, hogy a R∋ z 7→

∫∞
−∞ fξ(z−

−y)fη(y) dy függvény is mérhet®. Továbbá, tetsz®leges z ∈ R esetén

Fξ+η(z) = P(ξ+η < z) = P(ξ+η ∈ (−∞, z))

= P
(
(ξ, η) ∈ {(x, y) ∈ R2 : x+y < z}

)
=

∫∫
{(x,y)∈R2:x+y<z}

fξ,η(x, y) dx dy

=

∫∫
{(x,y)∈R2:x+y<z}

fξ(x)fη(y) dx dy =

∫ ∞

−∞

(∫ −x+z

−∞
fη(y) dy

)
fξ(x) dx

=

∫ ∞

−∞

(∫ z

−∞
fη(u−x) du

)
fξ(x) dx=

∫ z

−∞

(∫ ∞

−∞
fξ(x)fη(u−x) dx

)
du

=

∫ z

−∞
fξ+η(u) du.

(ii). Mivel fξ és fη mérhet®ek, a Fubini-tétel alapján kapjuk, hogy a

R ∋ z 7→
∫ ∞

−∞
fξ(x)fη

(z
x

) dx

|x|

függvény is mérhet®. A továbbiakban az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy P(ξ > 0) = 1.

Ekkor fξ(x) = 0, λ1-m.m. x ∈ R\R+, és így azt kell igazolnunk, hogy

fξη(z) =

∫ ∞

0

fξ(x)fη

(z
x

) 1

x
dx, λ1-m.m. z ∈ R.

Tetsz®leges z ∈ R esetén

Fξη(z) = P(ξη < z) = P
(
(ξ, η) ∈

{
(x, y) ∈ (0,∞)×R : xy < z

})
=

∫∫
{(x,y)∈(0,∞)×R:xy<z}

fξ(x)fη(y) dx dy =

∫ ∞

0

∫ z
x

−∞
fξ(x)fη(y) dx dy

=

∫ ∞

0

fξ(x)

(∫ z
x

−∞
fη(y) dy

)
dx=

∫ ∞

0

fξ(x)

(∫ z

−∞
fη

(u
x

) 1

x
du

)
dx

=

∫ z

−∞

(∫ ∞

0

fξ(x)fη

(u
x

) 1

x
dx

)
du=

∫ z

−∞
fξη(u) du.

A bizonyítást úgy is befejezhettük volna, hogy a fenti levezetésb®l adódó

Fξη(z) =

∫ ∞

0

fξ(x)Fη

(z
x

)
dx, z ∈ R,

51



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

egyenl®ség mindkét oldalát z-szerint di�erenciáljuk, felhasználva a 3.20. Állítást és ellen®rizve,

hogy a jobb oldalon a z-szerinti deriválás és az x-szerinti integrálás sorrendje felcserélhet®.

(iii). Mivel η abszolút folytonos eloszlású, kapjuk, hogy P(η=0)=0, így ξ
η
P-m.m. jól-de�niált.

Ha teljesen precízek szeretnénk lenni, akkor tekinthetnénk például a ζ : Ω→ R,

ζ(ω) :=


ξ(ω)
η(ω)

ha η(ω) ̸= 0,

0 ha η(ω) = 0,

véletlen változót, ahol ζ-t az {ω∈Ω:η(ω)=0} nulla valószín¶ség¶ eseményen 0-nak de�niáltuk, de

de�niálhattuk volna tetsz®leges c∈R valós számnak is. Tegyük fel a továbbiakban az egyszer¶ség

kedvéért, hogy P(η > 0) = 1. Ekkor azt kell igazolnunk, hogy

f ξ
η
(z) =

∫ ∞

0

fξ(zy)fη(y)y dy, λ1-m.m. z ∈ R.

Tetsz®leges z ∈ R esetén

F ξ
η
(z) = P

(
ξ

η
< z

)
= P

(
(ξ, η) ∈ {(x, y) ∈ R×(0,∞) :

x

y
< z}

)
=

∫∫
{(x,y)∈R×(0,∞): x

y
<z}

fξ(x)fη(y) dx dy.

Ha z > 0, akkor felhasználva, hogy
∫∞
0
fη(y) dy = 1, kapjuk, hogy

F ξ
η
(z) =

∫ 0

−∞

∫ ∞

0

fξ(x)fη(y) dx dy+

∫ ∞

0

∫ ∞

x
z

fξ(x)fη(y) dx dy

=

∫ 0

−∞
fξ(x) dx+

∫ ∞

0

fξ(x)

(∫ ∞

x
z

fη(y) dy

)
dx

= 1−
∫ ∞

0

fξ(x)

(
1−
∫ ∞

x
z

fη(y) dy

)
dx

= 1−
∫ ∞

0

fξ(x)

(∫ x
z

0

fη(y) dy

)
dx

= 1−
∫ ∞

0

fξ(x)Fη

(x
z

)
dx,

és így z-szerinti deriválással adódik, hogy

f ξ
η
(z) =−

∫ ∞

0

fξ(x)fη

(x
z

)
· −x
z2

dx=

∫ ∞

0

fξ(zt)fη(t)t dt, λ1-m.m. z > 0.

Ha z < 0, akkor

F ξ
η
(z) =

∫ 0

−∞

∫ x
z

0

fξ(x)fη(y) dx dy =

∫ 0

−∞
fξ(x)

(∫ x
z

0

fη(y) dy

)
dx=

∫ 0

−∞
fξ(x)Fη

(x
z

)
dx,
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és így z-szerinti deriválással kapjuk, hogy

f ξ
η
(z) =

∫ 0

−∞
fξ(x)fη

(x
z

)
· −x
z2

dx=

∫ ∞

0

fξ(zt)fη(t)t dt, λ1-m.m. z < 0.

Az f ξ
η
(z)-re vonatkozó másik összefüggést a már levezetett formulából a zy=x helyettesítéssel

kaphatjuk. □

A 3.25. Állítás általánosításaként megadjuk együttesen abszolút folytonos eloszlású véletlen

változók összegének, szorzatának és hányadosának s¶r¶ségfüggvényét.

3.26. Állítás. Ha ξ és η együttesen abszolút folytonos eloszlású véletlen változók fξ,η

együttes s¶r¶ségfüggvénnyel, akkor

(i) a ξ+η véletlen változó is abszolút folytonos eloszlású, és

fξ+η(z) =

∫ ∞

−∞
fξ,η(x, z−x) dx=

∫ ∞

−∞
fξ,η(z−y, y) dy, λ1-m.m. z ∈ R.

(ii) a ξη véletlen változó is abszolút folytonos eloszlású, és

fξη(z) =

∫ ∞

−∞
fξ,η

(
x,
z

x

) dx

|x|
=

∫ ∞

−∞
fξ,η

(
z

y
, y

)
dy

|y|
, λ1-m.m. z ∈ R,

(iii) a ξ
η

véletlen változó is abszolút folytonos eloszlású, és

f ξ
η
(z) =

1

z2

∫ ∞

−∞
fξ,η

(
x,
x

z

)
|x| dx=

∫ ∞

−∞
fξ,η(zy, y)|y| dy, λ1-m.m. z ∈ R.

Bizonyítás. Hasonlóan bizonyítható, mint a 3.25. Állítás, az alábbiakban csak a (iii) rész

bizonyítását részletezzük. Mivel η abszolút folytonos eloszlású, kapjuk, hogy P(η = 0) = 0, így
ξ
η
P-m.m. jól-de�niált. Ha teljesen precízek szeretnénk lenni, akkor tekinthetnénk például a

ζ : Ω→ R,

ζ(ω) :=


ξ(ω)
η(ω)

ha η(ω) ̸= 0,

0 ha η(ω) = 0,

véletlen változót, ahol ζ-t az {ω∈Ω:η(ω)=0} nulla valószín¶ség¶ eseményen 0-nak de�niáltuk,

de de�niálhattuk volna tetsz®leges c ∈ R valós számnak is. Ezért tetsz®leges z ∈ R esetén, a
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Fubini-tétel alapján, kapjuk, hogy

F ξ
η
(z) = P

(
ξ

η
< z, η > 0

)
+P

(
ξ

η
< z, η < 0

)
= P (ξ < zη, η > 0)+P (ξ > zη, η < 0)

=

∫ ∞

0

(∫ zy

−∞
fξ,η(x, y) dx

)
dy+

∫ 0

−∞

(∫ ∞

zy

fξ,η(x, y) dx

)
dy

=

∫ ∞

0

(∫ z

−∞
fξ,η(uy, y)y du

)
dy+

∫ 0

−∞

(∫ −∞

z

fξ,η(uy, y)y du

)
dy

=

∫ z

−∞

(∫ ∞

0

fξ,η(uy, y)y dy

)
du+

∫ z

−∞

(∫ 0

−∞
fξ,η(uy, y)(−y) dy

)
du

=

∫ z

−∞

(∫ ∞

−∞
fξ,η(uy, y)|y| dy

)
du,

melyb®l a s¶r¶ségfüggvény de�níciója alapján következik, hogy ξ
η
abszolút folytonos és, hogy

fennáll a (iii) rész állításában szerepl® második formula. Az els® formula a második formulából

adódik az y = x
z

helyettesítéssel (feltéve, hogy z ̸= 0). □

3.27. De�níció. Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér, µ : X → [−∞,∞] el®jeles mérték.

Azt mondjuk, hogy a µ el®jeles mérték egy B ∈ X halmazba koncentrálódik, ha µ(X \
\B) = 0.

Ha µ egy B ∈ X halmazba koncentrálódik és B̃ ∈ X olyan, hogy B ⊂ B̃, akkor µ a B̃

halmazba is koncentrálódik.

3.28. De�níció. Legyen ξ : Ω→ Rd egy diszkrét véletlen vektor (azaz az 1.10. De�nícióban

az X := Rd választással élve ξ(Ω) megszámlálható halmaz). Azt mondjuk, hogy ξ egy B ∈
∈B(Rd) halmazba koncentrálódik, ha Pξ a B halmazba koncentrálódik, ezzel ekvivalens módon

Pξ(B)=P(ξ∈B)=1. Az ilyen tulajdonságú halmazok metszetét (azaz a legsz¶kebb ilyen halmazt)

a Pξ mérték tartójának nevezzük. Jelölése: supp(ξ).

3.29. Állítás. A ξ : Ω → Rd diszkrét véletlen vektor tartója a Pξ mérték atomjaiból áll,

azaz

supp(ξ) =
{
x ∈ Rd : Pξ({x})> 0

}
=
{
x ∈ Rd : P(ξ = x)> 0

}
.

3.30. Állítás. A ξ : Ω→ Rd diszkrét véletlen vektor eloszlása

Pξ =
∑

x∈supp(ξ)

P(ξ = x)δx,

ahol x∈Rd esetén δx az x pontba koncentrálódó Dirac-mértéket jelöli, azaz δx(A) = 1, ha

x ∈ A, és δx(A) = 0, ha x /∈ A.
A ξ : Ω→ Rd diszkrét véletlen vektor eloszlásfüggvénye Fξ : Rd → [0,1],

Fξ(x) =
∑

{y∈supp(ξ) : y<x}

P(ξ = y), x ∈ Rd.
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3.31. Megjegyzés. Ha ξ : Ω→ R diszkrét véletlen változó és x ∈ supp(ξ), akkor

Fξ(x+0)−Fξ(x) = P(ξ ⩽ x)−P(ξ < x) = P(ξ = x)> 0,

és így Fξ nem folytonos az x pontban.

Ha ξ = (ξ1, ξ2) : Ω→ R2 diszkrét véletlen vektor és x= (x1, x2) ∈ supp(ξ), akkor

Fξ(x+0)−Fξ(x) = lim
n→∞

Fξ

(
x1+

1

n
, x2+

1

n

)
−Fξ(x1, x2)

= lim
n→∞

P
(
ξ1 < x1+

1

n
, ξ2 < x2+

1

n

)
−P(ξ1 < x1, ξ2 < x2)

= P(ξ1 ⩽ x1, ξ2 ⩽ x2)−P(ξ1 < x1, ξ2 < x2)

= P
(
∂((−∞, x1]×(−∞, x2])

)
= P(ξ1 = x1, ξ2 < x2)+P(ξ1 = x1, ξ2 = x2)+P(ξ1 < x1, ξ2 = x2)

⩾ P(ξ1 = x1, ξ2 = x2) = P(ξ = x)> 0,

és így Fξ nem folytonos az x pontban. □

3.32. Állítás. Legyen ξ : Ω→ Rd diszkrét véletlen vektor és g : Rd → R mérhet® függvény.

A g(ξ) véletlen változónak akkor és csak akkor véges a várható értéke (integrálható), ha

E(|g(ξ)|) =
∑

x∈supp(ξ)

|g(x)|P(ξ = x)<∞,

és ekkor

E(g(ξ)) =
∑

x∈supp(ξ)

g(x)P(ξ = x).

(Ez az állítás a Transzformáció-tétel (3.8. Tétel) speciális esete.)

3.33. De�níció. Legyen (X,X ) mérhet®ségi tér. Azt mondjuk, hogy a µ : X → [0,∞] és

ν :X→[0,∞] mértékek szingulárisak egymásra (nézve), ha léteznek olyan diszjunkt A,B∈
∈ X halmazok, hogy µ az A halmazba, ν pedig a B halmazba koncentrálódik. Jelölése:

µ⊥ ν.

3.34. De�níció. Azt mondjuk, hogy a ξ : Ω→Rd véletlen vektor szinguláris, ha Pξ és λd
(pontosabban λd-nek B(Rd)-re vett megszorítása) szingulárisak egymásra (nézve), ahol λd a

d-dimenziós Lebesgue-mértéket jelöli, ekvivalens módon, ∃ B∈B(Rd) úgy, hogy λd(B)=0 és

P(ξ ∈B) = 1.

Megjegyezzük, hogy a 3.34. De�nícióban a Pξ és λd mértékek szingularitása a 3.33.

De�níció szerinti értelemben azt jelenti, hogy léteznek olyan A,B ∈ B(Rd) halmazok, hogy

A∩B= ∅, λd(Rd\A)=0 és Pξ(Rd\B)=0. Mivel Pξ valószín¶ségi mérték, kapjuk, hogy Pξ(Rd\
\B) = 0 akkor és csak akkor teljesül, ha Pξ(B) = 1, azaz P(ξ ∈B) = 1. Mivel A∩B= ∅, adódik,
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hogy B ⊂Rd\A, és így λd(B)⩽ λd(Rd\A) = 0, amib®l következik, hogy λd(B) = 0. Továbbá,

ha C ∈ B(Rd) olyan, hogy λd(C) = 0 és P(ξ ∈ C) = 1, akkor λd az X \C ∈ B(Rd), Pξ pedig

a C ∈ B(Rd) halmazba koncentrálódik. Megmutattuk tehát, hogy a 3.34. De�nícióban jogosan

írhattuk azt, hogy �ekvivalens módon, ∃ B ∈ B(Rd) úgy, hogy λd(B) = 0 és P(ξ ∈B) = 1�.

Egy ξ :Ω→Rd diszkrét véletlen vektor nyilván szinguláris, ugyanis supp(ξ)∈B(Rd) (hiszen

megszámlálható uniója a ξ atomjaiból álló egyelem¶ halmazoknak), P(ξ ∈ supp(ξ)) = 1 és

λd(supp(ξ)) = 0, mert supp(ξ) megszámlálható.

3.35. Állítás. A ξ : Ω → R véletlen változó akkor és csak akkor szinguláris, ha F ′
ξ(x) = 0

λ1-m.m. x ∈ R.

3.36. Tétel. (Lebesgue-féle felbontási tétel) Legyen (X,X ) egy mérhet® tér, µ és ν

σ-véges mértékek X -en. Ekkor létezik olyan f : X → [0,∞] mérhet® függvény és olyan νs

mérték X -en, hogy µ⊥ νs és

ν(A) =

∫
A

f dµ+νs(A), A ∈ X .

Az f függvény µ-majdnem mindenütt egyértelm¶en meghatározott, azaz ha g : X → [0,∞]

egy olyan mérhet® függvény, melyre ν(A) =
∫
A
g dµ+νs(A), A ∈ X , akkor

µ({x ∈X : f(x) ̸= g(x)}) = 0.

A fenti felbontást ν-nek a µ-re vonatkozó Lebesgue-féle felbontásának nevezzük.

3.37. Tétel. Tetsz®leges F : R→ [0, 1] eloszlásfüggvény egyértelm¶en felbontható

F = p1Fd+p2Faf+p3Ffs

alakban, ahol p1, p2, p3 ⩾ 0, p1+p2+p3 = 1, Fd egy diszkrét, Faf egy abszolút folytonos,

Ffs egy folytonos szinguláris eloszlásfüggvény (azaz Fd egy diszkrét véletlen változó, Faf egy

abszolút folytonos véletlen változó, Ffs pedig egy szinguláris véletlen változó eloszlásfüggvénye,

hogy Ffs folytonos is).

3.38. De�níció. Legyen ξ : Ω→ R véletlen változó.

� Legyen α ∈ R+. A ξ α-adik abszolút momentuma: E(|ξ|α) ∈ [0,∞].

� Ha k ∈ N, és ξ k-adik abszolút momentuma véges, akkor

ξ k-adik momentuma: E(ξk) ∈ R,
ξ k-adik centrális momentuma: E

(
(ξ−E(ξ))k

)
∈ R.

� Ha ξ második (abszolút) momentuma véges, akkor ξ második centrális momentumát ξ

varianciájának (szórásnégyzetének) nevezzük. Jelölése: Var(ξ) := D2(ξ) := E
(
(ξ−

−E(ξ))2
)
.
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3.39. De�níció. Legyen ξ=(ξ1, . . . , ξd):Ω→Rd véletlen vektor. Ha E(|ξ1|)<∞, . . . ,E(|ξd|)<
<∞, akkor ξ várható érték vektora

E(ξ) := (E(ξ1), . . . ,E(ξd))⊤ ∈ Rd.

3.40. De�níció. Legyen ξ = (ξ1, . . . , ξd) : Ω → Rd véletlen vektor. Ha E(∥ξ∥2) <∞, azaz

E(ξ21)<∞, . . . ,E(ξ2d)<∞, akkor ξ kovarianciamátrixa

Cov(ξ) := E
[
(ξ−E(ξ))(ξ−E(ξ))⊤

]
∈ Rd×d,

melynek elemei Cov(ξi, ξj) := E [(ξi−E(ξi))(ξj−E(ξj))], 1⩽ i, j ⩽ d.

A kovarianciamátrix tulajdonságait írja le a következ® állítás.

3.41. Állítás. Legyen ξ = (ξ1, . . . , ξd) : Ω→Rd véletlen vektor, melyre E(∥ξ∥2)<∞. Ekkor

� Cov(ξ) szimmetrikus: Cov(ξ)⊤ = Cov(ξ).

� Cov(ξ) pozitív szemide�nit, azaz ∀ x ∈ Rd esetén

x⊤Cov(ξ)x= ⟨Cov(ξ)x, x⟩=
d∑

i=1

d∑
j=1

Cov(ξi, ξj)xixj ⩾ 0.

� Ha A ∈Rr×d és b ∈Rr, akkor E(Aξ+b) =AE(ξ)+b és Cov(Aξ+b) =ACov(ξ)A⊤.

3.42. Állítás. (Jensen-egyenl®tlenség többdimenzióban) Legyen ξ : Ω → Rd véletlen

vektor, melyre E(∥ξ∥)<∞. Legyen K⊂Rd egy Borel-mérhet®, konvex halmaz, melyre P(ξ ∈
∈K) = 1.

(i) Ekkor E(ξ) ∈K.

(ii) Ha K = Rd, g : Rd → R konvex és E(|g(ξ)|)<∞, akkor g(E(ξ))⩽ E(g(ξ)).

(iii) Tetsz®leges g :K→R folytonos, konvex függvény esetén E(g(ξ))∈ (−∞,∞] és g(E(ξ))⩽
E(g(ξ)).

(iv) Ha ξ diszkrét is, akkor tetsz®leges g :K → R konvex függvény esetén E(g(ξ)) ∈ (−∞,∞]

és g(E(ξ))⩽ E(g(ξ)).

A 3.42. Állítás (i) részében, ha d > 1 és K ⊂ Rd konvex halmaz, akkor általában véve nem

biztos, hogy Borel mérhet®, így az (i) részben a K halmaz Borel mérhet®sége általában nem

elhagyható feltétel. A 3.42. Állítás (ii) részében g(ξ) valóban véletlen változó, hiszen ismert,

hogy Rd egy konvex, nyílt halmazán értelmezett valós érték¶ konvex függvény folytonos és

így mérhet® is, ezért alkalmazhatjuk az 1.18. Állítás (i) részét. Felhívjuk a �gyelmet, hogy a

kés®bbiekben a többdimenziós Jensen-egyenl®tlenségnek ismertetjük és bizonyítjuk az ún. felté-

teles alakját (lásd 8.6. Tétel), melynek a (nem feltételes) többdimenziós Jensen-egyenl®tlenség

speciális esete.
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3.43. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy komplex érték¶ ξ:Ω→C, ξ=Re ξ+i Im ξ valószín¶ségi

változónak véges a várható értéke (integrálható), ha az E (Re ξ) és E (Im ξ) várható

értékek végesek, és ekkor

E(ξ) := E (Re ξ)+ iE (Im ξ) .

Felhívjuk a �gyelmet, hogy a 3.43. De�nícióban egy komplex érték¶ valószín¶ségi változó

esetén a �véges a várható értéke (integrálható)� csak egy elnevezés, egy komplex szám végességét

nem de�niáljuk. A 3.43. De�nícióban azt, hogy ξ : Ω → C komplex érték¶ véletlen változó

az 1.10. De�níció speciális eseteként értjük (X,X ) := (C,B(C)) választással. Mivel a C ∋
∋ z 7→ Re(z) és C ∋ z 7→ Im(z) valós, illetve képzetes rész függvények folytonosak, az 1.18.

Állítás (i) része alapján kapjuk, hogy ha ξ : Ω → C komplex érték¶ véletlen változó, akkor

Re(ξ) és Im(ξ) valós érték¶ véletlen változók. Továbbá, ha η : Ω → R és ζ : Ω → R (valós

érték¶) véletlen változók, akkor ξ := η+iζ : Ω→C egy komplex érték¶ véletlen változó, ugyanis

ξ= f(η, ζ), ahol f :R2 →C, f(x, y) := x+ iy, (x, y)∈R2, egy homeomor�zmus (azaz bijektív,

folytonos és az inverze is folytonos) és (η, ζ) egy 2-dimenziós véletlen változó. Nyilván, ha a

ξ : Ω → C valószín¶ségi változónak véges a várható értéke, akkor a ξ : Ω → C valószín¶ségi

változónak is véges a várható értéke és E(ξ) = E ξ = E (Re ξ)− iE (Im ξ).

3.44. Megjegyzés. A ξ :Ω→C valószín¶ségi változónak akkor és csak akkor véges a várható

értéke, ha E(|ξ|) <∞, ahol |ξ| =
√
(Re ξ)2+(Im ξ)2. Valóban, ha az E (Re ξ) és E (Im ξ)

várható értékek végesek, akkor a 3.6. Megjegyzés (i) része szerint E(|Re ξ|)<∞ és E(| Im ξ|)<
<∞, így a háromszög egyenl®tlenség szerint E(|ξ|) ⩽ E(|Re ξ|+ | Im ξ|) <∞. Megfordítva,

ha E(|ξ|) <∞, akkor E(|Re ξ|) ⩽ E(|ξ|) <∞ és E(| Im ξ|) ⩽ E(|ξ|) <∞. Így újra a 3.6.

Megjegyzés (i) részét használva, az E (Re ξ) és E (Im ξ) várható értékek végesek, ami a 3.43.

De�níció szerint azt jelenti, hogy ξ várható értéke véges. □

3.45. Állítás. Ha ξ : Ω→ C valószín¶ségi változó és E(|ξ|)<∞, akkor |E(ξ)|⩽ E(|ξ|).

Bizonyítás. Nyilván

|E(ξ)|= |E (Re ξ)+ iE (Im ξ) |=
√
(E (Re ξ))2+(E (Im ξ))2

⩽ E
(√

(Re ξ)2+(Im ξ)2
)
= E(|ξ|),

hiszen a g : R2 → R, g(x, y) :=
√
x2+y2, (x, y) ∈ R2, függvény konvex, így alkalmazhatjuk

a (2-dimenziós) Jensen�egyenl®tlenséget (lásd a 3.42. Állítást a (Re ξ, Im ξ) : Ω→R2 véletlen

vektorra és a megadott g függvényre alkalmazva). A g függvény valóban konvex, hiszen
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tetsz®leges (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 és λ ∈ (0,1) esetén a háromszög-egyenl®tlenség alapján

g
(
λ(x1, y1)+(1−λ)(x2, y2)

)
= g
(
(λx1+(1−λ)x2, λy1+(1−λ)y2)

)
=
(
(λx1+(1−λ)x2)2+(λy1+(1−λ)y2)2

) 1
2

= ∥(λx1+(1−λ)x2, λy1+(1−λ)y2)∥
= ∥(λx1, λy1)+((1−λ)x2, (1−λ)y2)∥
⩽ ∥(λx1, λy1)∥+∥((1−λ)x2, (1−λ)y2)∥
= λ(x21+y

2
1)

1
2 +(1−λ)(x22+y22)

1
2 = λg(x1, y1)+(1−λ)g(x2, y2).

□

3.46. Állítás. Legyen Γ̸=∅ egy (index)halmaz, és minden γ∈Γ esetén ξγ:Ω→C valószín¶ségi

változó. Ekkor a {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók akkor és csak akkor függetlenek, ha a

{(Re ξγ, Im ξγ) : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók függetlenek.

Bizonyítás. A {ξγ : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók függetlensége a 2.1. De�níció értelmében

(az (Xγ,Xγ) := (C,B(C)), γ ∈ Γ, választással) azt jelenti, hogy a {σ(ξγ) : γ ∈ Γ} σ-algebrák

függetlenek. A {(Re ξγ, Im ξγ) : γ ∈ Γ} valószín¶ségi változók függetlensége a 2.1. De�níció

értelmében (az (Xγ,Xγ):=(R2,B(R2)), γ∈Γ, választással) azt jelenti, hogy a {σ((Re ξγ, Im ξγ):

γ ∈ Γ} σ-algebrák függetlenek. Így az állítás belátásához elég azt megmutatni, hogy

σ(ξγ) = σ((Re ξγ, Im ξγ)), γ ∈ Γ.

Ismert, hogy az R2 ∋ (x, y) 7→ T (x, y) := x+ iy ∈ C leképezés homeomor�zmus (azaz bijektív,

folytonos és az inverze is folytonos). Továbbá, az 1.13. Megjegyzés (ii) része és az 1.19. Állítás

alapján, tetsz®leges γ ∈ Γ esetén

σ(ξγ) = ξ−1
γ (B(C)) = (T ◦(Re ξγ, Im ξγ))

−1(B(C)) = (Re ξγ, Im ξγ)
−1(T−1(B(C))),

és

σ((Re ξγ, Im ξγ)) = (Re ξγ, Im ξγ)
−1(B(R2)).

Ezért elég belátni, hogy T−1(B(C)) = B(R2). Vezessük be az alábbi jelöléseket:

U := {U ⊆ R2 : U nyílt} és V := {V ⊆ C : V nyílt}.

Ekkor σ(U) = B(R2) és σ(V) = B(C). Továbbá, az 1.19. Állítás alapján

T−1(B(C)) = T−1(σ(V)) = σ(T−1(V)) = σ(U) = B(R2), (3.13)

ahol az utolsó el®tti lépés abból következik, hogy T meg®rzi a nyílt halmazokat, melyet a

következ®képpen láthatunk be. Mivel T és T−1 folytonosak, kapjuk, hogy T−1(V ) ∈ U
tetsz®leges V ∈ V esetén, és T (U) = (T−1)−1(U) ∈ V tetsz®leges U ∈ U esetén. A (3.13)

összefüggés azt is mutatja, hogy T meg®rzi a Borel-halmazokat, azaz E ∈ B(R2) akkor és csak

akkor teljesül, ha T (E) ∈ B(C). □
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3.47. Állítás. Ha ξ1, . . . , ξn : Ω → C független valószín¶ségi változók, hogy E(|ξi|) < ∞,

i= 1, . . . , n, akkor E(|ξ1 · · · ξn|)<∞ és E(ξ1 · · · ξn) = E(ξ1) · · ·E(ξn).

Bizonyítás. Csak n = 2 esetén bizonyítunk, általában teljes indukcióval lehetne. Legyen

Uj := Re(ξj), j = 1,2, és Vj := Im(ξj), j = 1,2. Ekkor

Re(ξ1ξ2) = U1U2−V1V2, Im(ξ1ξ2) = U1V2+U2V1,

ahol a 3.44. Megjegyzés alapján E(|Ui|) <∞, i = 1,2, és E(|Vi|) <∞, i = 1,2. Mivel ξ1

és ξ2 függetlenek, a 3.46. Állítás alapján kapjuk, hogy (U1, V1) és (U2, V2) függetlenek,

ezért U1 és U2 ; V1 és V2 ; U1 és V2 ; illetve U2 és V1 is függetlenek, hiszen az R2 ∋ (x, y) 7→ x és

R2 ∋ (x, y) 7→ y koordinátafüggvények folytonosak (speciálisan mérhet®ek), így használható a

2.3. Lemma. Ezért a 3.7. Tétel (xxiii) része alapján

E(|Re(ξ1ξ2)|)⩽ E(|U1U2|)+E(|V1V2|) = E(|U1|)E(|U2|)+E(|V1|)E(|V2|)<∞,

E(| Im(ξ1ξ2)|)⩽ E(|U1V2|)+E(|U2V1|) = E(|U1|)E(|V2|)+E(|U2|)E(|V1|)<∞,

és így a 3.44. Megjegyzés alapján E(|ξ1ξ2|)<∞. Továbbá, felhasználva újra a 3.7. Tétel (xxiii)

részét kapjuk, hogy

E(Re(ξ1ξ2)) = E(U1U2)−E(V1V2) = E(U1)E(U2)−E(V1)E(V2),

E(Im(ξ1ξ2)) = E(U1V2)+E(U2V1) = E(U1)E(V2)+E(U2)E(V1),

ezért

E(ξ1ξ2) = E(U1)E(U2)−E(V1)E(V2)+ i(E(U1)E(V2)+E(U2)E(V1))

= (E(U1)+ iE(V1))(E(U2)+ iE(V2)) = E(ξ1)E(ξ2).

□
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4. Karakterisztikus függvény, generátorfüggvény, Laplace-

transzformált

4.1. De�níció. Az X : Ω→ Rd véletlen vektor karakterisztikus függvénye φX : Rd → C,

φX(t) := E(ei⟨t,X⟩) =

∫
Rd

ei⟨t,x⟩ FX(dx) = E(cos(⟨t,X⟩))+ iE(sin(⟨t,X⟩)),

ahol t ∈ Rd.

A 4.1. De�nícióban az els® egyenl®ség a Transzformáció-tétel (3.8. Tétel) következménye,

a másik egyenl®ség pedig az Euler-formulából és egy komplex érték¶ véletlen változó várható

értékének a de�níciójából (3.43. De�níció) adódik.

Ha X diszkrét véletlen vektor {xk, k∈N} értékkészlettel és {pk, k∈N} eloszlással, akkor

φX(t) =
∞∑
k=1

ei⟨t,xk⟩pk, t ∈ Rd,

illetve, ha X abszolút folytonos eloszlású fX s¶r¶ségfüggvénnyel, akkor

φX(t) =

∫
Rd

ei⟨t,x⟩fX(x) dx, t ∈ Rd.

4.2. Tétel. A karakterisztikus függvény tulajdonságai:

(i) |φX |⩽ 1, és φX(0) = 1.

(ii) φX egyenletesen folytonos.

(iii) Tetsz®leges t ∈ Rd esetén φX(−t) = φX(t), azaz φX Hermite szimmetrikus.

(iv) Bochner-tétel : A φ : Rd → C függvény akkor és csak akkor karakterisztikus függvé-

nye valamely véletlen vektornak, ha φ(0) = 1, folytonos és pozitív szemide�nit, azaz

tetsz®leges n ∈ N és tetsz®leges t1, . . . , tn ∈ Rd esetén a
(
φ(tj − tℓ)

)
j,ℓ=1,...,n

∈ Cn×n

mátrix pozitív szemide�nit, azaz tetsz®leges z1, . . . , zn ∈ C esetén

n∑
j=1

n∑
ℓ=1

φ(tj− tℓ)zjzℓ ⩾ 0.

(v) Tetsz®leges A ∈ Rd×d, b ∈ Rd és t ∈ Rd esetén φAX+b(t) = ei⟨t,b⟩φX(A
⊤t).

(vi) Egyértelm¶ségi tétel : PX = PY akkor és csak akkor, ha φX = φY .

(vii) X1 :Ω→Rd1 , . . . , Xℓ :Ω→Rdℓ akkor és csak akkor függetlenek, ha tetsz®leges t1∈Rd1 , . . .,

tℓ ∈ Rdℓ esetén

φX1,...,Xℓ
(t1, . . . , tℓ) =

ℓ∏
j=1

φXj
(tj).
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(viii) Ha X1, . . . , Xℓ : Ω→ Rd függetlenek, akkor tetsz®leges t ∈ Rd esetén

φX1+···+Xℓ
(t) =

ℓ∏
j=1

φXj
(t).

(ix) Ha X=(X1, . . . , Xd) :Ω→Rd véletlen vektor és E(∥X∥n)<∞ valamely n∈N esetén,

akkor φX n-szer folytonosan di�erenciálható, és tetsz®leges r1, . . . , rd, r1+ · · ·+rd ⩽ n

nemnegatív egészek esetén

∂r11 . . . ∂rdd φX(t) = ir1+···+rd E(Xr1
1 · · ·Xrd

d ei⟨t,X⟩), t ∈ Rd,

E(Xr1
1 · · ·Xrd

d ) =
∂r11 . . . ∂rdd φX(0)

ir1+···+rd
,

ahol ri = 0 esetén ∂rii az identitás operátort jelöli. Továbbá,

φX(t) =
∑

r1+···+rd⩽n,

r1,...,rd∈Z+

ir1+···+rd tr11 · · · trdd
r1! · · · rd!

E(Xr1
1 · · ·Xrd

d )+Rn(t), t ∈ Rd,

ahol Rn(t) = O(∥t∥n) és Rn(t) = o(∥t∥n) ha t→ 0, mégpedig

|Rn(t)|⩽ 3
E(∥X∥n)

n!
∥t∥n, t ∈ Rd, lim

t→0

Rn(t)

∥t∥n
= 0.

Például, d = 1 esetén, ha E(|X|n) <∞ valamely n ∈ N esetén, akkor φX n-szer

folytonosan di�erenciálható, φ
(r)
X (t) = ir E(XreitX), t ∈ R, r ∈ {0,1, . . . , n}, E(Xr) =

= 1
ir
φ
(r)
X (0), r ∈ {0,1, . . . , n}, és

φX(t) =
n∑

r=0

(it)r

r!
E(Xr)+Rn(t) = φX(0)+

n∑
r=1

ir E(Xr)

r!
tr+Rn(t), t ∈ R.

(x) Ha X : Ω → R véletlen változó és φ
(2n)
X (0) létezik és véges valamely n ∈ N esetén,

azaz φ
(2n)
X (0)∈R, akkor E(X2n)<∞. (Általában abból, hogy a karakterisztikus függvény

di�erenciálható a 0-ban még nem következik, hogy létezik a várható érték.)

(xi) Ha tetsz®leges n ∈ N esetén E(∥X∥n)<∞, és

R :=
1

lim sup
n→∞

n
√

E(∥X∥n)/n!
∈ (0,∞],

akkor tetsz®leges t= (t1, . . . , td)
⊤ ∈ Rd, ∥t∥<R esetén

φX(t) =
∞∑

r1=0

. . .
∞∑

rd=0

ir1+···+rd E(Xr1
1 · · ·Xrd

d )

r1! · · · rd!
tr11 · · · trdd .
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(xii) Legyen d= 1. Ekkor φX(t)∈R, t∈R, akkor és csak akkor, ha X szimmetrikus, azaz

X
D
=−X.

Bizonyítás. (i). A 3.45. Állítás alapján |φX(t)|= |E(ei⟨t,X⟩)|⩽ E(|ei⟨t,X⟩|) = 1, t ∈ Rd.

(ii). Tetsz®leges t, h ∈ Rd esetén a várható érték linearitása és a 3.45. Állítás alapján

|φX(t+h)−φX(t)|=
∣∣E(ei⟨t+h,X⟩−ei⟨t,X⟩)

∣∣= ∣∣E(ei⟨t,X⟩(ei⟨h,X⟩−1))
∣∣⩽ E(|ei⟨h,X⟩−1|).

A majoráns konvergencia-tétel alapján limh→0 E(|ei⟨h,X⟩−1|) = 0, ugyanis

lim
h→0

|ei⟨h,X(ω)⟩−1|= 0, ω ∈ Ω,

|ei⟨h,X(ω)⟩−1|⩽ 2, h ∈ Rd, ω ∈ Ω, ahol E(2)<∞.

Így

lim
h→0

sup
t∈Rd

|φX(t+h)−φX(t)|= 0,

azaz tetsz®leges ε > 0 esetén létezik olyan δ > 0, hogy |φX(t+h)−φX(t)|< ε tetsz®leges t∈Rd

és |h|< δ, h ∈ Rd, esetén.

(iii). Tetsz®leges t ∈ Rd esetén

φX(−t) = E(e−i⟨t,X⟩) = E(ei⟨t,X⟩) = E(ei⟨t,X⟩)

= E(cos(⟨t,X⟩))− iE(sin(⟨t,X⟩)) = φX(t).

(iv). Ha X : Ω→Rd véletlen változó, akkor tetsz®leges n∈N, tetsz®leges t1, . . . , tn ∈Rd,

és tetsz®leges z1, . . . , zn ∈ C esetén

n∑
j=1

n∑
ℓ=1

φ(tj− tℓ)zjzℓ =
n∑

j=1

n∑
ℓ=1

E(ei⟨tj−tℓ,X⟩)zjzℓ =
n∑

j=1

n∑
ℓ=1

E
(
ei⟨tj ,X⟩zj ei⟨tℓ,X⟩zℓ

)

= E

(
n∑

j=1

ei⟨tj ,X⟩zj

n∑
ℓ=1

ei⟨tℓ,X⟩zℓ

)
= E

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ei⟨tj ,X⟩zj

∣∣∣∣∣
2
⩾ 0.

A másik irányt nem bizonyítjuk.

(v). φAX+b(t) = E(ei⟨t,AX+b⟩) = ei⟨t,b⟩ E(ei⟨A⊤t,X⟩) = ei⟨t,b⟩φX(A
⊤t), t ∈ Rd.

(vi). Csak d= 1 esetén bizonyítjuk.

Tegyük fel el®ször, hogy PX = PY . Ekkor a karakterisztikus függvény de�níciója alapján

φX(t) =

∫
R
eitx PX(dx) =

∫
R
eitx PY (dx) = φY (t), t ∈ R.

Tegyük most fel, hogy φX=φY . El®ször egy motivációt adunk a bizonyítás soron következ®

lépéseihez. A φX = φY feltétel azt jelenti, hogy E(eitX) = E(eitY ), t ∈ R, azaz

E(cos(tX)+ i sin(tX)) = E(cos(tY )+ i sin(tY )), t ∈ R,
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és így

E(cos(tX)) = E(cos(tY )), t ∈ R, és E(sin(tX)) = E(sin(tY )), t ∈ R.

A bizonyítandó PX = PY egyenl®ség az 1.28. Állítás alapján azzal ekvivalens, hogy FX(x) =

= FY (x), x ∈ R, azaz azzal, hogy

E(1(−∞,x)(X)) = P(X < x) = P(Y < x) = E(1(−∞,x)(Y )), x ∈ R.

Arra gondolva, hogy (−∞, x) =
⋃∞

n=1[−n, x−
1
n
] és szinuszok és koszinuszok (véges) lineáris

kombinációival (azaz trigonometrikus polinomokkal) Weierstrass második approximációs tétele

alapján jól közelíthetünk folytonos periódikus függvényeket, a valószín¶ség folytonosságát is

�gyelembe véve természetesnek t¶nhet, hogy egy [a, b] intervallum indikátorfüggvényének

approximációjaként vezessük be az alábbi f (ε) módon jelölt, trapéz alakú függvényt, ahol

ε > 0 :

f (ε)(x) :=



0 ha x⩽ a−ε,
1
ε
(x−a)+1 ha a−ε < x⩽ a,

1 ha a < x < b,

−1
ε
(x−b)+1 ha b⩽ x < b+ε,

0 ha x⩾ b+ε.

(4.1)

Ezen f (ε) függvényt Weierstrass második approximációs tétele alapján approximálhatjuk majd

f
(ε)
n , n∈N, módon jelölt trigonometrikus polinomokkal. A kiindulási feltétel miatt E(f (ε)

n (X))=

=E(f (ε)
n (Y )), n∈N, ε>0, és azt reméljük, hogy el®ször n→∞, majd ε↓0 határátmenetet

véve megkapjuk, hogy E(1[a,b](X)) = E(1[a,b](Y )).

A következ®kben ezen motivációs részt tesszük precízzé, felidézve el®ször a trigonometrikus

polinomok de�nícióját és Weierstrass második approximációs tételét.

De�níció (trigonometrikus polinom). Valós érték¶ trigonometrikus polinom alatt egy (2π-

szerint periódikus) S : R→ R,

S(x) :=
N∑
k=0

(ak cos(kx)+bk sin(kx)), x ∈ R,

függvényt értünk, ahol N ∈ Z+, ak, bk ∈ R, k = 0,1, . . . , N .

Tétel (Weierstrass második approximációs tétele, 1885). Legyenek a, b∈R, a<b, és f :[a, b]→R
egy folytonos függvény, melyre f(a) = f(b). Ekkor ∀ ε > 0 esetén létezik olyan S : R→ R
trigonometrikus polinom, melyre∣∣∣∣f(x)−S ( 2π

b−a
x

)∣∣∣∣< ε, ∀x ∈ [a, b].
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Következésképpen létezik olyan S : R→ R trigonometrikus polinom, melyre∣∣∣∣f̃(x)−S ( 2π

b−a
x

)∣∣∣∣< ε, ∀x ∈ R,

ahol f̃ az f -nek a (b−a)-szerint periódikus R-re való kiterjesztését jelöli.

1. Lépés. Legyenek a, b∈R, a<b, és ε>0. Tekintsük a (4.1)-ben de�niált f (ε) :R→ [0,1]

függvényt. Legyen n∈N olyan, hogy [a−ε, b+ε]⊂ [−n, n], és (δℓ)ℓ∈N olyan sorozat, melyre

δℓ ⩽ 1, ℓ ∈ N, és δℓ ↓ 0, ha ℓ→∞. Mivel f (ε)|[−n,n] : [−n, n]→ R olyan folytonos függvény,

melyre f (ε)|[−n,n](−n) = f (ε)|[−n,n](n) = 0, Weierstrass második approximációs tétele alapján

(a=−n, b=n és ε=δn választásokkal) kapjuk, hogy létezik olyan S
(ε)
n :R→R trigonometrikus

polinom, melyre ∣∣∣f (ε)(x)−S(ε)
n

(π
n
x
)∣∣∣< δn, x ∈ [−n, n].

Az S
(ε)
n függvény függhet δn-t®l is, de ezt külön nem jelöljük. Az egyszer¶ség kedvéért vezessük

be az f
(ε)
n (x) :=S

(ε)
n (π

n
x), x∈R, jelölést (ez megtehet®, hiszen S

(ε)
n a valós számok halmazán

van értelmezve). Így

sup
x∈[−n,n]

|f (ε)(x)−f (ε)
n (x)|⩽ δn (4.2)

minden olyan n ∈ N esetén, melyre [a−ε, b+ε]⊂ [−n, n].
2. Lépés. Belátjuk, hogy

sup
x∈R

|f (ε)
n (x)|⩽ 2 (4.3)

minden olyan n ∈ N esetén, melyre [a−ε, b+ε]⊂ [−n, n]. Az 1. Lépés alapján, felhasználva

azt is, hogy |f (ε)|⩽ 1, kapjuk, hogy

sup
x∈[−n,n]

|f (ε)
n (x)|⩽ sup

x∈[−n,n]

|f (ε)
n (x)−f (ε)(x)|+ sup

x∈[−n,n]

|f (ε)(x)|⩽ δn+1⩽ 1+1 = 2.

A trigonometrikus polinomok de�níciója alapján

f (ε)
n (x) = S(ε)

n

(πx
n

)
=

N∑
k=0

(
ak cos

(
k
πx

n

)
+bk sin

(
k
πx

n

))
, x ∈ R,

alkalmas N ∈Z+, ak, bk ∈R, k∈{0,1, . . . , N} konstansokkal, melyek függhetnek a-tól, b-t®l,

ε-tól, n-t®l, és δn-t®l, de ezt a függést nem jelöljük. Látható, hogy f
(ε)
n 2n-szerint periódikus

függvény, így a fentiek alapján (4.3) teljesül. Ha például N = n = 2 és a0 = a1 = a2 = 1,

b0 = b1 = b2 = 1, akkor

N∑
k=0

(
ak cos

(
k
πx

n

)
+bk sin

(
k
πx

n

))
= 1+cos

(π
2
x
)
+sin

(π
2
x
)
+cos (πx)+sin (πx) , x ∈ R,
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és ezen függvény periódusa 4, lásd az 1. ábrát. Az 1. ábra alapján látható, hogy ez a függvény

korlátos, de 2 nem korlátja. Ez nem mond ellent (4.3)-nak, azaz annak, hogy f
(ε)
n korlátos

2-vel, ugyanis az f (ε)
n képletében szerepl® N ∈Z+, ak, bk∈R, k∈{0,1, . . . , N} konstansok nem

tetsz®legesek (azok függhetnek a-tól, b-t®l, ε-tól, n-t®l, és δn-t®l). A 1. ábrán mindössze egy∑N
k=0

(
ak cos

(
k πx

n

)
+bk sin

(
k πx

n

))
, x∈R, trigonometikus polinomot ábrázolunk adott N ∈Z+,

ak, bk ∈ R, k ∈ {0,1, . . . , N} konstansok esetén.

−6 −4 −2 0 2 4 6

−1
0

1
2

3

1. ábra. Az R∋x 7→ 1+cos
(
π
2
x
)
+sin

(
π
2
x
)
+cos (πx)+sin (πx) függvény, melynek periódusa 4.

3. Lépés. Belátjuk, hogy

E(f (ε)
n (X)) = E(f (ε)

n (Y ))

minden ε > 0 és minden olyan n ∈ N esetén, melyre [a−ε, b+ε]⊂ [−n, n]. Ekkor

E(f (ε)
n (X)) = E

(
N∑
k=0

(
ak cos

(
kπ

n
X

)
+bk sin

(
kπ

n
X

)))

=
N∑
k=0

(
ak E

(
cos

(
kπ

n
X

))
+bk E

(
sin

(
kπ

n
X

)))

=
N∑
k=0

(
ak E

(
cos

(
kπ

n
Y

))
+bk E

(
sin

(
kπ

n
Y

)))
= E(f (ε)

n (Y ))

minden olyan n ∈ N esetén, melyre [a− ε, b+ ε] ⊂ [−n, n], ahol a harmadik egyenl®ségnél

használtuk, hogy φX = φY .

4. Lépés. Megmutatjuk, hogy

E(f (ε)(X)) = E(f (ε)(Y )), ∀ ε > 0.
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Az f (ε) függvény de�níciója és n választása miatt f (ε)(x) = 0, ha |x|> n, így

|E(f (ε)(X))−E(f (ε)(Y ))|=
∣∣E(f (ε)(X)1{|X|⩽n})−E(f (ε)(Y )1{|Y |⩽n})

∣∣
⩽
∣∣E(f (ε)(X)1{|X|⩽n})−E(f (ε)

n (X)1{|X|⩽n})
∣∣

+
∣∣E(f (ε)

n (X)1{|X|⩽n})−E(f (ε)
n (Y )1{|Y |⩽n})

∣∣
+
∣∣E(f (ε)

n (Y )1{|Y |⩽n})−E(f (ε)(Y )1{|Y |⩽n})
∣∣

=: I+II+III.

Itt (4.2) alapján

I =
∣∣E((f (ε)(X)−f (ε)

n (X))1{|X|⩽n})
∣∣⩽ E(|f (ε)(X)−f (ε)

n (X)|1{|X|⩽n})⩽ δn P(|X|⩽ n)⩽ δn,

és teljesen hasonlóan III⩽ δn. Továbbá, a 3. Lépés és (4.3) alapján kapjuk, hogy

II⩽
∣∣E(f (ε)

n (X)1{|X|⩽n})−E(f (ε)
n (X))

∣∣+ ∣∣E(f (ε)
n (X))−E(f (ε)

n (Y ))
∣∣

+
∣∣E(f (ε)

n (Y ))−E(f (ε)
n (Y )1{|Y |⩽n})

∣∣
=
∣∣E(−f (ε)

n (X)1{|X|>n})
∣∣+ ∣∣E(f (ε)

n (Y )1{|Y |>n})
∣∣

⩽ 2E(1{|X|>n})+2E(1{|Y |>n}) = 2P(|X|> n)+2P(|Y |> n).

Összefoglalva,

|E(f (ε)(X))−E(f (ε)(Y ))|⩽ 2δn+2P(|X|> n)+2P(|Y |> n) (4.4)

minden olyan n ∈ N esetén, melyre [a−ε, b+ε]⊂ [−n, n]. Mivel δn ↓ 0, ha n→∞, és egy

eloszlásfüggvénynek a +∞-beli határértéke 1, kapjuk, hogy

lim
n→∞

(2δn+2P(|X|> n)+2P(|Y |> n)) = 0, (4.5)

és így E(f (ε)(X)) =E(f (ε)(Y )), ε > 0. Megjegyezzük, hogy a (4.5) összefüggés mutat rá, hogy

az 1. Lépésben miért tekintettünk egy olyan [−n, n] intervallumot, melyre [a− ε, b+ ε] ⊂ [−
−n, n], ahelyett, hogy az [a− ε, b+ ε] intervallummmal dolgoztunk volna. Ha az [a− ε, b+ ε]

intervallummal dolgoztunk volna, akkor (4.4) helyett azt kapnánk, hogy

|E(f (ε)(X))−E(f (ε)(Y ))|⩽ 2δn+2P(X /∈ [a−ε, b+ε])+2P(Y /∈ [a−ε, b+ε]),

melynek a jobb oldala nem tart feltétlenül 0-hoz, amint n→∞.

5. Lépés. Belátjuk, hogy FX(b) = FY (b), b ∈ R. A dominált konvergencia tétel alapján

lim
ε↓0

E(f (ε)(X)) = E(1[a,b](X)) és lim
ε↓0

E(f (ε)(Y )) = E(1[a,b](Y )),

ugyanis limε↓0 f
(ε)(x) = 1[a,b](x), x ∈ R és |f (ε)(x)| ⩽ 1, x ∈ R. Mivel a 4. Lépés alapján

E(f (ε)(X)) = E(f (ε)(Y )), ε > 0, kapjuk, hogy

P(X ∈ [a, b]) = E(1[a,b](X)) = lim
ε↓0

E(f (ε)(X)) = lim
ε↓0

E(f (ε)(Y )) = E(1[a,b](Y )) = P(Y ∈ [a, b])
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minden a< b, a, b∈R esetén. Mivel (−∞, b) =
⋃∞

n=1[−n, b−
1
n
] és [−n, b− 1

n
]⊂ [−m, b− 1

m
],

ha m⩾ n, a valószín¶ség folytonossága alapján kapjuk, hogy

FX(b) = P(X ∈ (−∞, b)) = lim
n→∞

P
(
X ∈

[
−n, b− 1

n

])
= lim

n→∞
P
(
Y ∈

[
−n, b− 1

n

])
= P(Y ∈ (−∞, b)) = FY (b), b ∈ R.

(vii). A d1=· · ·=dℓ=:d esetben írjuk le a bizonyítást, az általános eset hasonlóan kezelhet®.

Ha X1, . . . , Xℓ : Ω→ Rd függetlenek, akkor tetsz®leges t1, . . . , tℓ ∈ Rd esetén a 2.3. Lemma

alapján
(
cos(⟨tj, Xj⟩), sin(⟨tj, Xj⟩)

)
, j = 1 . . . , ℓ, függetlenek, és ezért a 3.46. Állítás szerint

cos(⟨tj, Xj⟩)+ i sin(⟨tj, Xj⟩) = ei⟨tj ,Xj⟩, j = 1, . . . , ℓ, is függetlenek.

Így a 3.47. Állítás alapján

φX1,...,Xℓ
(t1, . . . , tℓ) = E

(
exp

{
i⟨(t⊤1 , . . . , t⊤ℓ ), (X⊤

1 , . . . , X
⊤
ℓ )⟩
})

= E

(
exp

{
i

ℓ∑
j=1

⟨tj, Xj⟩

})

= E

(
ℓ∏

j=1

ei⟨tj ,Xj⟩

)
=

ℓ∏
j=1

E(ei⟨tj ,Xj⟩) =
ℓ∏

j=1

φXj
(tj).

Ha X1, . . . , Xℓ : Ω→ Rd véletlen vektorok, és tetsz®leges t1, . . . , tℓ ∈ Rd esetén

φX1,...,Xℓ
(t1, . . . , tℓ) =

ℓ∏
j=1

φXj
(tj),

akkor legyenek Y1, . . . , Yℓ:Ω→Rd olyan független véletlen vektorok, hogy PYj
=PXj

, j=1, . . . , ℓ.

Ilyen Y1, . . . , Yℓ véletlen vektorok az alapul vett, eredeti valószín¶ségi mez® egy alkalmas

kiterjesztésén léteznek. Itt és a továbbiakban is (Ω,A,P) egy ilyen alkalmas kiterjesztett

valószín¶ségi mez®t jelöl. Így (vi) szerint φYj
= φXj

, j = 1, . . . , ℓ, ezért az el®z®ek alapján

tetsz®leges t1, . . . , tℓ ∈ Rd esetén

φY1,...,Yℓ
(t1, . . . , tℓ) =

ℓ∏
j=1

φYj
(tj) =

ℓ∏
j=1

φXj
(tj) = φX1,...,Xℓ

(t1, . . . , tℓ).

Felhasználva újra (vi)-ot, kapjuk, hogy PX1,...,Xℓ
= PY1,...,Yℓ

. Ezért tetsz®leges x1, . . . , xℓ ∈ Rd

esetén

FX1,...,Xℓ
(x1, . . . , xℓ) = FY1,...,Yℓ

(x1, . . . , xℓ) =
ℓ∏

j=1

FYj
(xj) =

ℓ∏
j=1

FXj
(xj),

ahol (kétszer is) felhasználtuk, hogy egy véletlen változó eloszlása és eloszlásfüggvénye köl-

csönösen egyértelm¶en meghatározzák egymást (lásd, 1.28. Állítás). Ebb®l következik, hogy

X1, . . . , Xℓ : Ω→ Rd függetlenek, azaz a σ(Xj), j = 1, . . . , ℓ, σ-algebrák függetlenek (lásd a

2.1. De�níció utáni megjegyzést).
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(viii). Tetsz®leges t∈Rd esetén, a (vii) rész bizonyításában látottak alapján, ei⟨t,X1⟩, . . . , ei⟨t,Xℓ⟩

függetlenek, és így a 3.47. Állítás alapján

φX1+···+Xℓ
(t) = E(ei⟨t,X1+···+Xℓ⟩) = E

(
ℓ∏

j=1

ei⟨t,Xj⟩

)
=

ℓ∏
j=1

E(ei⟨t,Xj⟩) =
ℓ∏

j=1

φXj
(t).

(ix). Ha d= n= 1, akkor tetsz®leges t ∈ R esetén a majoráns konvergencia-tétellel

φX(t+h)−φX(t)

h
=

1

h

(
E(ei(t+h)X)−E(eitX)

)
=

1

h

(
E
(
eitXeihX−eitX

))
= E

[
eitX

(
eihX−1

h

)]
→ E

(
iXeitX

)
, ha h→ 0.

Valóban, tetsz®leges u ∈ R esetén |eiu − 1| = |
∫ u

0
ieiz dz| ⩽

∫ |u|
0

1 dz = |u|, melyet másként

úgy is indokolhatunk, hogy a cosinus függvényre vonatkozó Taylor-féle maradék tétel szerint

tetsz®leges u ∈ R esetén

|eiu−1|2 = (cos(u)−1)2+(sin(u))2 = 2−2 cos(u) = 2
(
1−
(
1− u2

2
cos(θ)

))
= u2 cos(θ)⩽ u2,

ahol θ a 0 és u közötti alkalmas valós szám. Így tetsz®leges ω ∈ Ω és h ∈ R\{0} esetén∣∣∣∣eitX(ω)

(
eihX(ω)−1

h

)∣∣∣∣⩽ |X(ω)|, ahol E(|X|)<∞,

és

lim
h→0

eitX(ω)

(
eihX(ω)−1

h

)
= iX(ω)eitX(ω),

ahol felhasználtuk, hogy tetsz®leges x ∈ R esetén

lim
h→0

eihx−1

h
= lim

h→0

cos(hx)−1+ i sin(hx)

h
= x cos′(0)+ ix sin′(0) = ix.

Ezért φ′
X(t) = E(iXeitX), t ∈ R, amib®l következik, hogy E(X) = 1

i
φ′
X(0). A φ′

X : R→ C,
φ′
X(t)= iE(XeitX), t∈R, függvény folytonos is, mert ha t0∈R és (tℓ)ℓ∈N olyan valós sorozat,

hogy tℓ → t0, ha ℓ→∞, akkor a dominált konvergencia tétel alapján

lim
ℓ→∞

φ′
X(tℓ) = iE(X lim

ℓ→∞
eitℓX) = iE(Xeit0X) = φ′

X(t0),

hiszen |XeitℓX |⩽ |X|, ℓ ∈ N, és E(|X|)<∞. Továbbá,

φX(t) = 1+ itE(X)+R1(t), t ∈ R,

ahol

R1(t) := φX(t)−1− itE(X) = E(eitX−1− itX).
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Ekkor

|R1(t)|⩽ E(|eitX−1− itX|)⩽ E(|eitX−1|)+ |t|E(|X|)
⩽ |t|E(|X|)+ |t|E(|X|) = 2|t|E(|X|)< 3|t|E(|X|), t ∈ R,

és a dominált konvergencia tétel alapján

|R1(t)|
|t|

⩽ E
(∣∣∣∣eitX−1− itX

t

∣∣∣∣)→ 0 ha t→ 0,

ugyanis tetsz®leges ω ∈ Ω esetén

lim
t→0

eitX(ω)−1− itX(ω)

t
= lim

t→0

eitX(ω)−1

t
− iX(ω) = iX(ω)− iX(ω) = 0,

és ∣∣∣∣eitX−1− itX

t

∣∣∣∣⩽ 2|X|, t ̸= 0, t ∈ R,

ahol E(|X|)<∞.

A továbbiakban legyenek d, n ∈ N tetsz®legesek. Tetsz®leges y ∈ R esetén

eiy = cos y+ i sin y =
n−1∑
r=0

(iy)r

r!
+
(iy)n

n!
(cos(ϑ1(y)y)+ i sin(ϑ2(y)y)),

ahol ϑ1(y), ϑ2(y) ∈ (0,1). Valóban, tetsz®leges n ∈ N esetén

eiy = cos(y)+ i sin(y)

=
n−1∑
r=0

cos(r)(0)

r!
yr+

cos(n)(ϑ1(y)y)

n!
yn+ i

n−1∑
r=0

sin(r)(0)

r!
yr+ i

sin(n)(ϑ2(y)y)

n!
yn

=
n−1∑
r=0

(cos(x)+ i sin(x))(r)|x=0

r!
yr+

yn

n!

(
cos(n)(ϑ1(y)y)+ i sin(n)(ϑ2(y)y)

)
=

n−1∑
r=0

(eix)(r)|x=0 ·
yr

r!
+
yn

n!
·

(in cos(ϑ1(y)y)+ in+1 sin(ϑ2(y)y)), ha n páros,

(in+1 sin(ϑ1(y)y)+ in cos(ϑ2(y)y)), ha n páratlan,

ahol ϑ1(y), ϑ2(y) ∈ (0,1). Így tetsz®leges t ∈ Rd esetén

ei⟨t,X⟩ =
n−1∑
r=0

(i⟨t,X⟩)r

r!
+
(i⟨t,X⟩)n

n!
(cos(ϑ̃1,t⟨t,X⟩)+ i sin(ϑ̃2,t⟨t,X⟩)),

ahol ϑ̃j,t : Ω→ R, ϑ̃j,t(ω) := ϑj(⟨t,X(ω)⟩) ∈ (0,1), ha j = 1, 2. Megjegyezzük, hogy az nem

biztos, hogy ϑ̃1,t, j = 1,2, t ∈ Rd, valószín¶ségi változók, azonban

(i⟨t,X⟩)n

n!

(
cos(ϑ̃1,t⟨t,X⟩)+ i sin(ϑ̃2,t⟨t,X⟩)

)
= ei⟨t,X⟩−

n−1∑
r=0

(i⟨t,X⟩)r

r!
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valószín¶ségi változó tetsz®leges t ∈ Rd esetén, mely elegend® számunkra az alábbiakban

szerepl® várható érték vételéhez. Ezért tetsz®leges t ∈ Rd esetén

E(ei⟨t,X⟩) =
n−1∑
r=0

E
(
(i⟨t,X⟩)r

r!

)
+E

(
(i⟨t,X⟩)n

n!
(cos(ϑ̃1,t⟨t,X⟩)+ i sin(ϑ̃2,t⟨t,X⟩))

)
,

és így

φX(t) =
n∑

r=0

E
(
(i⟨t,X⟩)r

r!

)
+Rn(t), t ∈ Rd,

ahol

Rn(t) := E
(
(i⟨t,X⟩)n

n!
(cos(ϑ̃1,t⟨t,X⟩)+ i sin(ϑ̃2,t⟨t,X⟩)−1)

)
.

Nyilván |Rn(t)|⩽ 3∥t∥n E(∥X∥n)/n!, és felhasználva, hogy ϑ̃j,t ∈ (0,1), j = 1,2 kapjuk, hogy

|Rn(t)|
∥t∥n

⩽ E
(
∥X∥n

n!

∣∣∣cos(ϑ̃1,t⟨t,X⟩)+ i sin(ϑ̃2,t⟨t,X⟩)−1
∣∣∣)→ 0, ha t→ 0,

a majoráns konvergencia-tétel alapján (használva, hogy E(∥X∥n) <∞). Végezetül, a polino-

miális tétel alapján

E
(
(i⟨t,X⟩)r

r!

)
= ir

∑
r1+···+rd=r,

r1,...,rd∈Z+

tr11 · · · trdd
r1! · · · rd!

E(Xr1
1 · · ·Xrd

d ),

melyb®l következik a bizonyítandó állítás.

(x). Teljes indukcióval bizonyítunk. Ha n= 1, akkor

φ′′
X(0) = lim

h→0

φ′
X(2h)−φ′

X(0)

2h
= lim

h→0

φ′
X(0)−φ′

X(−2h)

2h

alapján

φ′′
X(0) = lim

h→0

1

2

(
φ′
X(2h)−φ′

X(0)

2h
+
φ′
X(0)−φ′

X(−2h)

2h

)
= lim

h→0

φ′
X(2h)−φ′

X(−2h)

4h
,

így a L'Hôspital-szabállyal (külön a valós és külön a képzetes részre)

φ′′
X(0) = lim

h→0

φX(2h)−2φX(0)+φX(−2h)

4h2
.

Ezért

φ′′
X(0) = lim

h→0

E(e2ihX)−2+E(e−2ihX)

4h2
= lim

h→0
E

[(
eihX−e−ihX

2h

)2
]
=− lim

h→0
E

[(
sin(hX)

h

)2
]
.

A Fatou-lemmával kapjuk, hogy

E(X2) = E

(
lim
h→0

(
sin(hX)

h

)2
)

= E

(
lim inf
h→0

(
sin(hX)

h

)2
)

⩽ lim inf
h→0

E

((
sin(hX)

h

)2
)

= lim
h→0

E

((
sin(hX)

h

)2
)

=−φ′′
X(0)<∞,
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ahol az els® egyenl®ség abból következik, hogy limx→0
sin(x)

x
= 1 miatt limh→0

(
sin(hX(ω))

h

)2
=

=X2(ω), ω ∈ Ω.

Tegyük fel, hogy az állítás igaz 1, . . . , n-re, és φ
(2n+2)
X (0) létezik és véges, azaz φ

(2n+2)
X (0)∈

∈R. Ekkor az indukciós feltevés miatt E(X2n)<∞. Ha E(X2n) = 0, akkor X = 0 P-m.b.,

így E(X2n+2) = 0. Legyen a továbbiakban E(X2n)> 0. Legyen y ∈ R esetén

F (y) :=
E(X2n

1{X<y})

E(X2n)
.

Ekkor F :R→R egy eloszlásfüggvény (hiszen E(X2n)∈ (0,∞)). Legyen Y : Ω→R egy olyan

valószín¶ségi változó, melynek eloszlásfüggvénye FY = F . Nyilván tetsz®leges y ∈ R esetén

PY ((−∞, y)) = FY (y) =
1

E(X2n)

∫ y

−∞
x2n PX(dx),

ezért a Carathéodory kiterjesztési tétellel (1.8. Tétel) tetsz®leges B ∈ B(R) esetén

PY (B) =
1

E(X2n)

∫
B

x2n PX(dx),

tehát PY ≪ PX és dPY

dPX
(x) = 1

E(X2n)
x2n, x ∈ R. Az indukciós feltevés, E(X2n) <∞, és (ix)

alapján tetsz®leges t∈R esetén φ
(2n)
X (t)=E

[
(iX)2neitX

]
, ezért a s¶r¶ségtétellel (3.15. Tétel)

(−1)nφ
(2n)
X (t)

E(X2n)
=

E(X2neitX)

E(X2n)
=

∫∞
−∞ x2neitx PX(dx)

E(X2n)
=

∫ ∞

−∞
eitx PY (dx) = E(eitY ) = φY (t)

tetsz®leges t ∈ R esetén. Ezért, felhasználva, hogy φ
(2n+2)
X (0) ∈ R, kapjuk, hogy φ

(2)
Y (0) ∈ R,

és alkalmazva az állítást n=1 esetén az Y valószín¶ségi változóra adódik, hogy E(Y 2)<∞.

Mivel

E(Y 2) =

∫ ∞

−∞
x2 PY (dx) =

∫∞
−∞ x2x2n PX(dx)

E(X2n)
=

E(X2n+2)

E(X2n)
,

és E(X2n)<∞, adódik, hogy E(X2n+2)<∞.

(xi). Csak d= 1 esetén bizonyítjuk. A (ix) rész alapján tetsz®leges n ∈ N esetén

φX(t) =
n∑

r=0

ir E(Xr)

r!
tr+Rn(t), t ∈ R,

ahol

|Rn(t)|⩽ 3
|t|n

n!
E(|X|n).

Mivel R ∈ (0,∞], kapjuk, hogy 1
R
= lim supn→∞

n
√

E(|X|n)/n! ∈ [0,∞), és így tetsz®leges

ε > 0 esetén létezik n0 ∈ N úgy, hogy bármely n⩾ n0 esetén(
E(|X|n)
n!

) 1
n

<
1

R
+ε,
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azaz E(|X|n)< n!
(
1
R
+ε
)n
, ha n⩾ n0. Így

|Rn(t)|⩽ 3

(
|t|
(
1

R
+ε

))n

→ 0, ha n→∞,

amennyiben |t| <
(
1
R
+ε
)−1

. Mivel
(
1
R
+ε
)−1

< R és limε↓0
(
1
R
+ε
)−1

= R, kapjuk, hogy

limn→∞Rn(t) = 0 bármely |t| < R, t ∈ R, esetén. Ezért φX(t) =
∑∞

r=0
ir E(Xr)

r!
tr, |t| < R.

Megjegyezzük továbbá, hogy a
∑∞

r=0
ir E(Xr)

r!
tr hatványsor konvergenciasugara

1

lim sup
n→∞

n
√
|E(Xn)|/n!

⩾R.

(xii). Tegyük fel el®ször, hogy φX(t) ∈ R, t ∈ R. Ekkor (iii) alapján

φ−X(t) = φX(−t) = φX(t) = φX(t), t ∈ R.

Így (vi) alapján X
D
=−X.

Tegyük most fel, hogy X
D
=−X. Ekkor minden g : R→ R korlátos, mérhet® és páratlan

függvény esetén E(g(X))=0, ugyanis ekkor E(g(X))∈R és E(g(X))=E(g(−X))=−E(g(X)).

Speciálisan, tetsz®leges t∈R esetén a g :R→R, g(x) := sin(tx), x∈R, választással, kapjuk,

hogy E(sin(tX)) = 0. Így

φX(t) = E(cos(tX))+ iE(sin(tX)) = E(cos(tX)) ∈ R, t ∈ R.

□

4.3. Tétel. (Inverziós formula eloszlás- és s¶r¶ségfüggvényre) Legyen X :Ω→Rd egy

véletlen vektor, FX az eloszlásfüggvénye, φX pedig a karakterisztikus függvénye.

(i) Ha d= 1 és a < b, a, b ∈ R, akkor

P(X = a)+P(X = b)

2
+P(a < X < b) = lim

c↑∞

1

2π

∫ c

−c

e−ita−e−itb

it
φX(t) dt.

Speciálisan, ha FX folytonos a-ban és b-ben, akkor

FX(b)−FX(a) = lim
c↑∞

1

2π

∫ c

−c

e−ita−e−itb

it
φX(t) dt.

Továbbá, tetsz®leges d ∈ N és a < b, a, b ∈ Rd, esetén

E

(
d∏

j=1

(
1

2
1{Xj∈{aj ,bj}}+1{aj<Xj<bj}

))

= lim
c↑∞

1

(2π)d

∫ c

−c

· · ·
∫ c

−c

(
d∏

j=1

e−itjaj −e−itjbj

itj

)
φX(t1, . . . , td) dt1 . . . dtd.
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(ii) Ha φX ∈ L1(Rd), azaz
∫
Rd |φX(t)| dt <∞, akkor X eloszlása abszolút folytonos, és

egy s¶r¶ségfüggvénye

fX(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

e−i⟨t,x⟩φX(t) dt, x ∈ Rd.

Ekkor fX korlátos és folytonos.

A 4.3. Tételt nem bizonyítjuk, mindössze egy heurisztikus gondolatmenetet mutatunk az

alábbi megjegyzés (iii) részében a d=1 esetben a 4.3. Tétel (i) részére felhasználva a 4.3. Tétel

(ii) részét.

4.4. Megjegyzés. (i). Fontos megjegyezni, hogy a 4.3. Tétel (i) részében szerepl® inverziós

formulában a limc↑∞
∫ c

−c
· · ·
∫ c

−c
határérték helyett nem írhatjuk egyszer¶en a

∫∞
−∞ · · ·

∫∞
−∞=

∫
Rd

integrált, hiszen általában az Lebesgue értelemben nem de�niált. Továbbá, mivel∣∣∣∣e−ity−e−itx

it

∣∣∣∣= ∣∣∣∣e−it(y−x)−1

t

∣∣∣∣⩽ y−x, t ̸= 0, t ∈ R, x < y, x, y ∈ R,

kapjuk, hogy tetsz®leges d ∈ N, a < b, a, b ∈ Rd és c > 0 esetén∣∣∣∣∣
∫ c

−c

· · ·
∫ c

−c

(
d∏

j=1

e−itjaj −e−itjbj

itj

)
φX(t1, . . . , td) dt1 . . . dtd

∣∣∣∣∣
⩽
∫ c

−c

· · ·
∫ c

−c

d∏
j=1

(bj−aj) dt1 . . . dtd = (2c)d
d∏

j=1

(bj−aj)<∞.

(ii). A 4.3. Tétel (i) részében, a tetsz®leges d ∈ N esetén érvényes formula d = 1 esetén

valóban visszaadja a d= 1 esetben megadott formulát, ugyanis, ha a < b, a, b ∈ R, akkor

E
(
1

2
1{X∈{a,b}}+1{a<X<b}

)
=

1

2
P(X ∈ {a, b})+P(a < X < b)

=
P(X = a)+P(X = b)

2
+P(a < X < b).

(iii). Tegyük fel, hogy d= 1 és φX ∈ L1(R). Ekkor tetsz®leges a < b, a, b ∈ R, esetén a

4.3. Tétel (ii) része alapján

FX(b)−FX(a) =

∫ b

a

fX(x) dx=
1

2π

∫ b

a

∫ ∞

−∞
e−itxφX(t) dt dx

=
1

2π

∫ ∞

−∞
φX(t)

(∫ b

a

e−itxdx

)
dt=

1

2π

∫ ∞

−∞
φX(t)

[
e−itx

−it

]b
a

dt

=
1

2π

∫ ∞

−∞

e−ita−e−itb

it
φX(t) dt,

ahol a harmadik egyenl®ség esetén a két integrál felcserélése csak formális, a negyedik egyenl®ség

esetén pedig a bels® integrál kiszámítása formailag csak t ̸= 0 esetén helyes.

(iv). Az Rd ∋ x 7→ φ̂X(x) :=
∫
Rd e

−2πi⟨t,x⟩φX(t) dt függvényt a φX függvény Fourier-

transzformáltjának hívják. □
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Az alábbiakban ún. rácsos eloszlású valószín¶ségi változók karakterisztikus függvénye és

eloszlása közötti kapcsolattal foglalkozunk.

4.5. Tétel. Legyen X : Ω → R egy rácsos eloszlású valószín¶ségi változó, azaz létezik olyan

a ∈ R és b > 0, hogy P(X ∈ {a+ bn : n ∈ Z}) = 1. Jelölje φX az X karakterisztikus

függvényét. Ekkor

P(X = a+bn) =
b

2π

∫ π/b

−π/b

e−it(a+bn)φX(t) dt, n ∈ Z.

Speciálisan, ha X egész érték¶, akkor

P(X = n) =
1

2π

∫ π

−π

e−itnφX(t) dt, n ∈ Z.

Bizonyítás. A pk := P(X = a+bk), k ∈ Z, jelöléssel, kapjuk, hogy

φX(t) =
∑
k∈Z

eit(a+bk)pk, t ∈ R.

Beszorozva ezen egyenlet mindkét oldalát e−it(a+bn)-nel, majd integrálva −π/b-t®l π/b-ig,

kapjuk, hogy∫ π/b

−π/b

e−it(a+bn)φX(t) dt=

∫ π/b

−π/b

e−it(a+bn)
∑
k∈Z

eit(a+bk)pk dt=

∫ π/b

−π/b

∑
k∈Z

e−itb(n−k)pk dt.

Mivel |e−itb(n−k)pk| ⩽ pk, k ∈ N, t ∈ [−π
b
, π
b
], és

∑
k∈Z pk = 1 < ∞, Weierstrass tétele

alapján a
∑

k∈Z e
−itb(n−k)pk függvénysor egyenletesen konvergens [−π

b
, π
b
]-n, ezért a [−π

b
, π
b
]∋

∋ t 7→
∑

k∈Z e
−itb(n−k)pk függvény valós és képzetes részei Riemann-integrálhatóak és így∫ π/b

−π/b

e−it(a+bn)φX(t) dt=
∑
k∈Z

∫ π/b

−π/b

e−itb(n−k)pk dt.

Ha k = n, akkor ∫ π/b

−π/b

e−itb(n−k)pk dt=
2π

b
pn,

ha k ̸= n, akkor ∫ π/b

−π/b

e−itb(n−k)pk dt=
pk

−ib(n−k)

(
e−iπ

b
b(n−k)−e−i−π

b
b(n−k)

)
=

pk
−ib(n−k)

(−2i) sin(π(n−k)) = 0.

Így
2π

b
pn =

∫ π/b

−π/b

e−it(a+bn)φX(t) dt,

amib®l következik az állítás.

Az a= 0 és b= 1 választásokkal a speciális eset is adódik. □
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4.6. Tétel. Legyen φX :R→C egy X :Ω→R valószín¶ségi változó karakterisztikus függvénye.

(i) Ha |φX(t0)|= 1 valamely t0 ∈ R, t0 ̸= 0, esetén, akkor létezik olyan a ∈ R, hogy X

az {a+ 2π
t0
n, n ∈ Z} halmazba koncentrálódik, azaz

∑
n∈Z P(X = a+ 2π

t0
n) = 1.

(ii) Ha |φX(t)| = |φX(αt)| = 1 két különböz® t és αt helyen, ahol t ∈ R és α ∈ R\Q,

akkor X degenerált, azaz létezik olyan x0 ∈ R, hogy P(X = x0) = 1.

(iii) Ha |φX(t)|= 1, t ∈ R, akkor X degenerált.

Bizonyítás. (i). A feltételek alapján létezik olyan a ∈ R, hogy φX(t0) = eiat0 . Ekkor

eiat0 = φX(t0) =

∫
R
eit0x FX(dx),

amib®l

1 =

∫
R
eit0(x−a) FX(dx) =

∫
R

(
cos(t0(x−a))+ i sin(t0(x−a))

)
FX(dx).

Ezért

1 =

∫
R
cos(t0(x−a))FX(dx) és 0 =

∫
R
sin(t0(x−a))FX(dx),

és így

E(1−cos(t0(X−a))) =
∫
R
(1−cos(t0(x−a)))FX(dx) = 0.

Mivel 1−cos(t0(x−a)) ⩾ 0, t ∈ R, kapjuk, hogy P(cos(t0(X−a)) = 1) = 1, ezért P-m.m.

ω ∈Ω esetén létezik olyan k(ω) ∈ Z, hogy t0(X(ω)−a) = 2k(ω)π, azaz X(ω) = a+k(ω)2π
t0
.

(ii). Mivel α ∈ R\Q és t ̸= αt, kapjuk, hogy t ̸= 0, így az (i) rész alapján létezik a, b ∈ R,
hogy ∑

n∈Z

P
(
X = a+

2π

t
n
)
= 1 és

∑
m∈Z

P
(
X = b+

2π

αt
m
)
= 1.

Ha X nemdegenerált lenne, akkor létezne legalább két különböz® pont, aminek PX-általi

súlya pozitív, azaz létezne olyan n1, n2,m1,m2 ∈ Z, hogy

a+
2π

t
n1 = b+

2π

αt
m1 ̸= a+

2π

t
n2 = b+

2π

αt
m2.

Ezért
2π

t
(n1−n2) =

2π

αt
(m1−m2) ̸= 0,

amib®l α= m1−m2

n1−n2
∈Q, azaz ellentmondásra jutottunk.

(iii). A (ii) rész alapján következik. □

4.7. Tétel. (Pólya-tétel) Ha φ : R → [0,∞) egy olyan függvény, hogy folytonos, páros,

φ(0) = 1, limt→∞ φ(t) = 0, és φ|[0,∞) konvex, akkor φ karakterisztikus függvénye valamely

X : Ω→ R valószín¶ségi változónak.
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Megjegyezzük, hogy a Pólya-tétel feltételei mellett φ|[0,∞) monoton csökken®. Valóban,

indirekt módon tegyük fel, hogy létezik olyan 0 ⩽ t1 < t2, hogy 0 ⩽ φ(t1) < φ(t2). Mivel

limt→∞ φ(t) = 0 és φ(t2) > 0, létezik olyan t3 > t2, hogy φ(t3) < φ(t2). Mivel t1 < t2 < t3,

létezik olyan α ∈ (0,1), hogy t2 = αt1+(1−α)t3, így felhasználva, hogy φ|[0,∞) konvex,

kapjuk, hogy

φ(t2) = φ(αt1+(1−α)t3)⩽ αφ(t1)+(1−α)φ(t3)< αφ(t2)+(1−α)φ(t2) = φ(t2),

mely ellentmondás. A Pólya-tétel segítségével könny¶ példát mutatni olyan karakterisztikus

függvényekre, melyek megegyeznek egy véges intervallumon, anélkül, hogy a hozzájuk egyértel-

m¶en tartozó eloszlásfüggvények azonosak lennének.

Az alábbiakban az ún. momentum problémával foglalkozunk, azaz, hogy egy valószín¶ség-

eloszlást egyértelm¶en meghatároznak-e a momentumai. Pontosabban, legyenek F : R → [0,1]

és G : R→ [0,1] eloszlásfüggvények, hogy∫
R
xn F (dx) =

∫
R
xnG(dx), n ∈ Z+.

Az a kérdés, hogy ekkor teljesül-e, hogy F =G? Véletlen változók nyelvére is átfogalmazhatjuk

a problémát: legyenek ξ és η olyan valós érték¶ véletlen változók, hogy

E(ξn) = E(ηn), n ∈ Z+.

Az a kérdés, hogy ekkor teljesül-e, hogy Fξ =Fη ? Általában véve nem teljesül, ahogy az alábbi

példa mutatja.

4.8. Példa. Legyen ζ egy standard normális eloszlású véletlen változó, és ξ := eζ (melynek

eloszlása lognormális eloszlás). Ismert, hogy ξ s¶r¶ségfüggvénye

fξ(x) =

 1√
2π

1
x
e−

1
2
(log(x))2 ha x > 0,

0 ha x⩽ 0.

Legyen g : R→ R+,

g(x) :=

fξ(x)(1+sin(2π log(x))) ha x > 0,

0 ha x⩽ 0.

Belátjuk, hogy ∫ ∞

0

xnfξ(x) sin(2π log(x))) dx= 0, n ∈ Z+. (4.6)

Ebb®l n=0 választással, felhasználva azt is, hogy g nemnegatív és Borel-mérhet®, kapjuk, hogy

g s¶r¶ségfüggvénye valamely nemnegatív η véletlen változónak, és

E(ηn) =
∫ ∞

0

xnfξ(x)(1+sin(2π log(x)))) dx=

∫ ∞

0

xnfξ(x) dx= E(ξn), n ∈ Z+. (4.7)
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Végrehajtva a log(x) = s+n helyettesítést a (4.6)-beli baloldali integrálban, kapjuk, hogy tet-

sz®leges n ∈ Z+ esetén∫ ∞

0

xnfξ(x) sin(2π log(x))) dx=

∫ ∞

−∞
(es+n)nfξ(e

s+n) sin(2π(s+n)))es+n ds

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e(n+1)(s+n) 1

es+n
e−

1
2
(log(es+n))2 sin(2πs) ds

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
en(s+n)e−

1
2
(s+n)2 sin(2πs) ds

=
1√
2π

e
n2

2

∫ ∞

−∞
e−

s2

2 sin(2πs) ds

= 0,

hiszen sin páratlan függvény és∫ ∞

−∞
|e−

s2

2 sin(2πs)| ds⩽
∫ ∞

−∞
e−

s2

2 ds <∞.

Összefoglalva, ξ és η olyan nemnegatív véletlen változók, hogy az összes momentumok meg-

egyezik (és véges), azonban Fξ ̸= Fη, hiszen ξ és η s¶r¶ségfüggvényeik, fξ és g, különböz®ek

((0,∞)-en). □

A következ®kben olyan eredményeket tárgyalunk, melyek elegend® feltételeket adnak arra

vonatkozóan, hogy egy véletlen változó eloszlását a momentumai egyértlem¶en meghatározzák.

4.9. Tétel. Legyen µ egy valószín¶ségi mérték az (R,B(R)) mérhet® téren, hogy

αk :=

∫ ∞

−∞
xkµ(dx) ∈ R, k ∈ Z+.

Ha a
∑∞

k=0
αk

k!
rk hatványsor konvergencia sugara pozitív, akkor µ az egyetlen olyan valószín¶ségi

mérték az (R,B(R)) mérhet® téren, melynek momentumai αk, k ∈ N.

Bizonyítás. Jelölje

βk :=

∫ ∞

−∞
|x|kµ(dx), k ∈ Z+,

a µ abszolút momentumait. Mivel αk∈R, k∈Z+, adódik, hogy βk∈R+, k∈Z+. El®ször belátjuk,

hogy létezik olyan r > 0, hogy

βkr
k

k!
→ 0, ha k→∞. (4.8)

A feltevés miatt létezik olyan s ∈ (0,1), hogy αks
k

k!
→ 0, ha k → ∞. Legyen r ∈ (0, s). Ekkor

2kr2k−1 < s2k elegend®en nagy k ∈ N-re, hiszen 1
k

(
s
r

)2k →∞, ha k→∞, így elegend®en nagy
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k ∈N-re teljesül, hogy 2
r
< 1

k

(
s
r

)2k
. Vegyük továbbá észre, hogy |x|2k−1 ⩽ 1+ |x|2k, x∈R, k ∈N,

hiszen tetsz®leges k ∈N esetén, ha |x|⩽ 1, akkor |x|2k−1 ⩽ 1⩽ 1+ |x|2k ; ha pedig |x|> 1, akkor

|x|2k−1

1+ |x|2k
⩽

|x|2k−1

|x|2k
=

1

|x|
< 1,

melyb®l adódik, hogy |x|2k−1 ⩽ 1+ |x|2k. Mindezek miatt

β2k−1r
2k−1

(2k−1)!
=

r2k−1

(2k−1)!

∫ ∞

−∞
|x|2k−1 µ(dx)⩽

r2k−1

(2k−1)!

∫ ∞

−∞
(1+ |x|2k)µ(dx)

=
r2k−1

(2k−1)!
+

r2k−1

(2k−1)!
β2k

⩽
r2k−1

(2k−1)!
+
s2k

2k

1

(2k−1)!
β2k

=
r2k−1

(2k−1)!
+
β2ks

2k

(2k)!
=

r2k−1

(2k−1)!
+
a2ks

2k

(2k)!

elegend®en nagy k ∈ N esetén. Mivel r ∈ (0,1), kapjuk, hogy r2k−1

(2k−1)!
→ 0, ha k → ∞, illetve s

megválasztása miatt a2ks
2k

(2k)!
→ 0, ha k→∞. Ezért (4.8) teljesül, ha páratlan számokon keresztül

tartunk végetlenbe. Mivel β2k = a2k, k ∈ Z+, kapjuk, hogy (4.8) akkor is teljesül, ha páros

számokon keresztül tartunk a végetlenbe. Összefoglalva, beláttuk (4.8)-t.

Ismert, hogy∣∣∣∣∣eiy−
n∑

k=0

(iy)k

k!

∣∣∣∣∣⩽min

(
|y|n+1

(n+1)!
,
2|y|n

n!

)
, y ∈ R, n ∈ Z+.

Ezt felhasználva kapjuk, hogy∣∣∣∣∣eitx
(
eihx−

n∑
k=0

(ihx)k

k!

)∣∣∣∣∣⩽
∣∣∣∣∣eihx−

n∑
k=0

(ihx)k

k!

∣∣∣∣∣⩽ |hx|n+1

(n+1)!
, h, x ∈ R.

Ezért ∣∣∣∣∣
∫
R
ei(t+h)x µ(dx)−

n∑
k=0

hk

k!

∫
R
(ix)keitx µ(dx)

∣∣∣∣∣⩽
∣∣∣∣∣
∫
R
eitx

(
eihx−

n∑
k=0

(ihx)k

k!

)∣∣∣∣∣ µ(dx)
⩽
∫
R

|hx|n+1

(n+1)!
µ(dx) =

|h|n+1

(n+1)!

∫
R
|x|n+1 µ(dx) =

|h|n+1βn+1

(n+1)!
.

Felhasználva (4.8)-ot, tetsz®leges h ∈ [−r, r] esetén

lim
n→∞

|h|n+1βn+1

(n+1)!
= 0,

és így ∫
R
ei(t+h)x µ(dx) =

∞∑
k=0

hk

k!

∫
R
(ix)keitx µ(dx), h ∈ [−r, r].
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Mivel βk ∈ R+, k ∈ Z+, a 4.2. Tétel (ix) része alapján kapjuk, hogy

φ(k)
µ (t) = ik

∫
R
xkeitx µ(dx), k ∈ Z+, t ∈ R,

ahol

φµ(t) :=

∫
R
eitx µ(dx), t ∈ R.

Ezért

φµ(t+h) =
∞∑
k=0

φ
(k)
µ (t)

k!
hk, h ∈ [−r, r]. (4.9)

Ha ν egy másik valószín¶ségi mérték az (R,B(R)) mérhet® téren, melynek momentumai αk,

k ∈ Z+, akkor ugyanezen gondolatmenettel adódik, hogy

φν(t+h) =
∞∑
k=0

φ
(k)
ν (t)

k!
hk, h ∈ [−r, r]. (4.10)

Mivel

φ(k)
µ (0) = ikαk = φ(k)

ν (0), k ∈ Z+,

a t= 0 választással élve az (4.9) és (4.10) összefüggésekben, kapjuk, hogy

φµ(h) =
∞∑
k=0

φ
(k)
µ (0)

k!
hk =

∞∑
k=0

ikαk

k!
hk =

∞∑
k=0

φ
(k)
ν (0)

k!
hk = φν(h), h ∈ [−r, r].

Így

φ(k)
ν (h) = φ(k)

µ (h), h ∈ (−r, r), k ∈ Z+.

A t= r−ε választással élve az (4.9) és (4.10) összefüggésekben, ahol ε ∈ (0, r), kapjuk, hogy

φµ(r−ε+h) =
∞∑
k=0

φ
(k)
µ (r−ε)
k!

hk =
∞∑
k=0

φ
(k)
ν (r−ε)
k!

hk = φν(r−ε+h), h ∈ [−r, r],

melyb®l következik, hogy φµ és φν megegyezik a [−ε,2r− ε] intervallumon. A t = −r+ ε vá-

lasztással élve az (4.9) és (4.10) összefüggésekben, ahol ε ∈ (0, r), hasonlóan kapjuk, hogy φµ

és φν megegyezik a [−2r+ ε, ε] intervallumon is. Így φµ és φν megegyezik a [−ε,2r− ε]∪ [−
−2r+ε, ε] = [−2r+ε,2r−ε] intervallumon is. Mivel ε ∈ (0, r) tetsz®leges, kapjuk, hogy φµ és

φν megegyezik a (−2r,2r) intervallumon is. A fentiek hasonlóan eljárva, adódik, hogy φµ és φν

megegyezik a (−3r,3r) intervallumon is, és így tovább (egyfajta analitikus folytatás ez). Ezért

kapjuk, hogy φµ és φν megegyezik R-en. A karakterisztikus függvények egyértelm¶ségi tétele

alapján (4.2. Tétel (vi) része) adódik, hogy µ= ν. □
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4.10. Példa. A standard normális eloszlást meghatározzák a momentumai. Valóban, ha ξ egy

standard normális eloszlású véletlen változó, akkor E(ξ2k)=1·3 · · · (2k−1), k∈N, és E(ξ2k−1)=0,

k ∈ N, melyb®l adódik, hogy

|E(ξn)|⩽ n! , n ∈ N.

Ezért a
∑∞

n=0
E(ξn)
n!

rn hatványsor konvergencia sugara

1

lim supn→∞
n

√
|E(ξn)|

n!

⩾ 1.

Így alkalmazhatjuk a 4.9. Tételt, melyb®l adódik, hogy a standard normális eloszlást meghatá-

rozzák a momentumai. □

4.11. Tétel. Legyen ξ egy véletlen változó, hogy E(ξn) ∈ R, n ∈ Z+.

(i) Ha

lim sup
n→∞

(E(|ξ|n)) 1
n

n
<∞,

akkor az E(ξn) ∈ R, n ∈ Z+, momentumok egyértelm¶en meghatározzák ξ eloszlását.

(ii) Ha

lim sup
n→∞

(E(ξ2n)) 1
2n

2n
<∞,

akkor az E(ξn) ∈ R, n ∈ Z+, momentumok egyértelm¶en meghatározzák ξ eloszlását.

4.12. Következmény. Ha ξ egy korlátos véletlen változó, akkor ξ momentumai (melyek vége-

sek) egyértelm¶en meghatározzák ξ eloszlását.

4.13. Példa. Legyen ξ egy p-ed rend¶ és λ-paraméter¶ Gamma eloszlású véletlen változó, ahol

λ> 0 és p> 0. Megmutatjuk, hogy ξ momentumai egyértelm¶en meghatározzák ξ eloszlását. A

4.11. Tétel (ii) részében szerepl® feltételt ellen®rizzük le. Ismert, hogy

E(ξn) =
Γ(p+n)

Γ(p)λn
, n ∈ N.

Így a Stirling formula alapján adódik, hogy

(E(ξ2n)) 1
2n

2n
=

1

2n

(
Γ(p+2n)

Γ(p)λ2n

) 1
2n

=
1

2λn

(
Γ(p+2n)

Γ(p)

) 1
2n

∼ 1

2λn

(√
2π(p+2n)p+2n− 1

2 e−(p+2n)

Γ(p)

) 1
2n

∼ e−1

2λ

(
2+

p

n

)(
(p+2n)

1
2n

)p− 1
2

amint n→∞.
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Az alábbiakban felhasználjuk, hogy ha (an)n∈N egy pozitív számokból álló sorozat, melyre

limn→∞
an+1

an
= A ∈ (0,∞), akkor limn→∞ n

√
an = A.

Mivel

lim
n→∞

p+2n

p+n
= 1,

kapjuk, hogy

lim
n→∞

(p+2n)
1
n = 1.

Ezért

(E(ξ2n)) 1
2n

2n
∼ 1

λe

amint n→∞. Teljesül tehát a 4.11. Tétel (ii) részének feltétele. □

Megjegyezzük továbbá, hogy a Carleson teszt bizonyos sorok divergenciájának nyelvén fo-

galmaz meg elegend® feltételt a momentum problémára.

4.14. De�níció. Legyenek Xn :Ω→Rd, n∈N, és X :Ω→Rd véletlen vektorok. Azt mondjuk,

hogy az (Xn)n∈N sorozat eloszlásban konvergál X-hez, ha FXn(x)→ FX(x) az FX

minden x ∈ Rd folytonossági pontjában. Jelölése: Xn
D−→X.

4.15. Tétel. (Folytonossági tétel, Paul Lévy) Legyenek Xn : Ω→ Rd, n ∈ N véletlen vek-

torok.

(i) Ha létezik olyan X : Ω→ Rd véletlen vektor, hogy Xn
D−→X, ha n→∞, akkor

lim
n→∞

sup
{t∈Rd:∥t∥⩽δ}

|φXn(t)−φX(t)|= 0, ∀ δ > 0.

Speciálisan, tetsz®leges t ∈ Rd esetén φXn(t)→ φX(t), ha n→∞.

(ii) Ha tetsz®leges t ∈ Rd esetén létezik limn→∞ φXn(t) =: φ(t), és φ folytonos a 0 ∈ Rd

pontban, akkor létezik olyan X : Ω→ Rd véletlen vektor, hogy φX = φ, és Xn
D−→X,

ha n→∞.

4.16. Tétel. (Folytonossági tétel, Paul Lévy) Legyenek Xn :Ω→Rd, n∈N, és X :Ω→Rd

véletlen vektorok. Ekkor az alábbi két állítás ekvivalens:

(i) φXn(t)→ φX(t), ha n→∞ tetsz®leges t ∈ Rd esetén,

(ii) Xn
D−→X, ha n→∞.

Az alábbiakban arra mutatunk egy példát, hogy a folytonossági tétel (4.15. Tétel) (ii) ré-

szében nem hagyható el az a feltétel, hogy φ folytonos a 0 ∈ Rd pontban.
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4.17. Példa. Minden n∈N esetén, legyen Xn egyenletes eloszlású a (−n, n) intervallumon,

azaz Xn eloszlásfüggvénye FXn : R→ [0,1],

FXn(x) =


0 ha x⩽−n,
x+n
2n

ha −n < x⩽ n,

1 ha x > n.

Ekkor limn→∞ FXn(x)=
1
2
, x∈R, ahol a határfüggvény, azaz az azonosan 1/2 függvény folyto-

nos, de nem eloszlásfüggvény, így Xn nem konvergál eloszlásban, amint n→∞. Ellen®rizhet®,

hogy Xn karakterisztikus függvénye (lásd a kés®bbi 5.17. Állítást)

φXn(t) =


sin(nt)

nt
ha t ̸= 0,

1 ha t= 0,
n ∈ N,

és így

lim
n→∞

φXn(t) =

0 ha t ̸= 0,

1 ha t= 0,

mely a 0-ban nem folytonos függvény. □

4.18. Tétel. (Momentumok módszere gyenge konvergencia bizonyítására) Legyenek Xn,

n∈N, és X véletlen változók. Tegyük fel, hogy E(Xr
n)∈R, n∈N, r∈Z+, és E(Xr)∈R, r∈Z+.

Ha X eloszlását meghatározzák a momentumai és

lim
n→∞

E(Xr
n) = E(Xr), r ∈ N,

akkor Xn
D−→X, ha n→∞.

A 4.8., 4.10. és 4.13. Példák alapján a 4.18. Tétel elvben használható standard normá-

lis eloszláshoz vagy Gamma-eloszláshoz való gyenge konvergencia bizonyítására, viszont nem

használható lognormális eloszláshoz való gyenge konvergencia bizonyítására.

4.19. Példa. (Standard normális eloszlás karakterisztikus függvénye) Legyen X egy

standard normális eloszlású valószín¶ségi változó. Több módszer is ismeretes X karakterisz-

tikus függvényének meghatározására, itt három módszert mutatunk be.

1. módszer: di�erenciálegyenleteken alapul. Ekkor

φX(t) = E(eitX) =
∫ ∞

−∞
eitx

1√
2π

e−
x2

2 dx

=

∫ ∞

−∞
cos(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx+ i

∫ ∞

−∞
sin(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx

=

∫ ∞

−∞
cos(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx, t ∈ R,
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ugyanis ellen®rizzük, hogy
∫∞
−∞ sin(tx) 1√

2π
e−

x2

2 dx=0, t∈R. Egyrészt tetsz®leges t∈R esetén

a ∫ ∞

−∞
sin(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx

integrál véges (hiszen
∣∣∣∫∞

−∞ sin(tx) 1√
2π
e−

x2

2 dx
∣∣∣ ⩽ ∫∞

−∞
1√
2π
e−

x2

2 dx = 1), másrészt R ∋ x 7→

sin(tx) 1√
2π
e−

x2

2 páratlan függvény, és így∫ ∞

−∞
sin(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx=

∫ 0

−∞
sin(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx+

∫ ∞

0

sin(tx)
1√
2π

e−
x2

2 dx

=−
∫ ∞

0

sin(tx)
1√
2π

e−
x2

2 dx+

∫ ∞

0

sin(tx)
1√
2π

e−
x2

2 dx= 0.

Megjegyezük, hogy mivel X
D
=−X, a 4.2. Tétel (xii) része alapján φX(t) ∈ R, t ∈ R, így ebb®l

is adódik, hogy

φX(t) = Re(φX(t)) =

∫ ∞

−∞
cos(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx.

Mivel E(|X|)<∞, a 4.2. Tétel (ix) része alapján φX folytonosan di�erenciálható és

φ′
X(t) =

∫ ∞

−∞
− sin(tx) ·x 1√

2π
e−

x2

2 dx, t ∈ R.

Parciális integrálással kapjuk, hogy

φ′
X(t) =

[
sin(tx)

1√
2π

e−
x2

2

]∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
t cos(tx)

1√
2π

e−
x2

2 dx= 0− tφX(t) =−tφX(t)

minden t ∈ R esetén. Így, felhasználva, hogy φX(t) ∈ R, t ∈ R, kapjuk, hogy φX(t) = Ce−
t2

2 ,

t ∈ R, alkalmas C ∈ R választással. Mivel φX(0) = 1, kapjuk, hogy C = 1, és így

φX(t) = e−
t2

2 , t ∈ R.

2. módszer: Fourier-transzformáción és di�erenciálegyenleteken alapul. Tekintsük az f :R→
R, f(t) := e−

t2

2 , t ∈ R, függvényt. Ekkor f ′(t) =−te− t2

2 , t ∈ R, és

f ′(t)+ tf(t) =−te−
t2

2 + te−
t2

2 = 0, t ∈ R. (4.11)

Tekintsük f -nek az alábbi módon de�niált f̂ Fourier-transzformáltját:

f̂(u) :=

∫ ∞

−∞
f(t)e−iut dt, u ∈ R.

Mivel f és f ′ is integrálható, véve (4.11) mindkét oldalának Fourier-transzformáltját, a Fourier-

transzformált tulajdonságai alapján, kapjuk, hogy

itf̂(t)+ if̂
′
(t) = 0, t ∈ R,
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melyb®l adódik, hogy

tf̂(t)+ f̂
′
(t) = 0, t ∈ R.

Láthatjuk, hogy f és f̂ ugyanazt a szeparábilis di�erenciálegyenletet elégíti ki, melynek általá-

nos megoldása (felhasználva azt is, hogy f valós érték¶) Ce−
t2

2 , t∈R, ahol C∈R egy tetsz®leges

konstans. Így f̂(t) = Ce−
t2

2 , t ∈ R. A C konstans értéke az alábbi módon határozható meg:

C = f̂(0) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iu·0·t dt=

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt=
√
2π.

Ezért f̂(t) =
√
2πe−

t2

2 , t ∈ R, azaz∫ ∞

−∞
e−itxe−

x2

2 dx=
√
2πe−

t2

2 , t ∈ R,

melyb®l, formálisan t helyett −t-t írva, kapjuk, hogy φX(t) = e−
t2

2 , t ∈ R.
3. módszer: komplex függvénytanon alapul. Tetsz®leges t ∈ R esetén

φX(t) = E(eitX) =
∫ ∞

−∞
eitx

1√
2π

e−
x2

2 dx=
1√
2π

lim
R→∞

∫ R

−R

eitx
1√
2π

e−
x2

2 dx.

A továbbiakban tegyük fel, hogy t ⩾ 0 (a t < 0 eset hasonlóan kezelhet®). Tetsz®leges R > 0

esetén tekintsük azt a téglalapot, melynek csúcsai (−R,0), (R,0), (R, t) és (−R, t). Jelölje TR
ezen téglalap oldalai által meghatározott, az óramutató járásával ellentétes irányítású görbét.

A szóbanforgó oldalak az alábbi módon paraméterezhet®ek:

{x : x ∈ [−R,R]}, {R+ ix : x ∈ [0, t]},
{−x+ it : x ∈ [−R,R]}, {−R− ix : x ∈ [−t,0]}.

Komplex függvénytanból ismert, hogy a C ∋ z 7→ eitze−
z2

2 analitikus függvénynek a TR zárt

görbén vett integrálja 0, ahol R > 0 tetsz®leges. Így

0 =

∫ R

−R

eitxe−
x2

2 dx+

∫ t

0

eit(R+ix)e−
(R+ix)2

2 dx

+

∫ R

−R

eit(−x+it)e−
(−x+it)2

2 ·(−1) dx+

∫ 0

−t

eit(−R−ix)e−
(−R−ix)2

2 ·(−1) dx

=: IR,1+IR,2+IR,3+IR,4, R > 0.

(4.12)

Itt

IR,3 =−
∫ R

−R

e−itx−t2e−
x2

2
+itx+ t2

2 dx=−e−
t2

2

∫ R

−R

e−
x2

2 dx,

és így

lim
R→∞

IR,3 =−e−
t2

2

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx=−
√
2πe−

t2

2 .
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Továbbá,

|IR,2|⩽
∫ t

0

∣∣∣e−R2+2ixR−x2

2

∣∣∣ dx= ∫ t

0

e
−R2+x2

2 dx= e−
R2

2

∫ t

0

e
x2

2 dx,

és így limR→∞ IR,2 = 0. Hasonlóan,

|IR,4|⩽
∫ 0

−t

∣∣∣e−R2+2ixR−x2

2

∣∣∣ dx= ∫ 0

−t

e
−R2+x2

2 dx= e−
R2

2

∫ 0

−t

e
x2

2 dx,

és így limR→∞ IR,4 = 0. Ezért (4.12) alapján

lim
R→∞

∫ R

−R

eitxe−
x2

2 dx=
√
2πe−

t2

2 , t > 0,

és így φX(t) = e−
t2

2 , t ∈ R. □

4.20. De�níció. Ha az X : Ω → Rd véletlen vektor koordinátái nemnegatív egész értékeket

vesznek fel, azaz X a Zd
+ halmazba koncentrálódik, vagyis P(X ∈ Zd

+) = 1, akkor X =

= (X1, . . . , Xd) generátorfüggvénye a

GX(z) :=GX1,...,Xd
(z1, . . . , zd) := E(zX) := E(zX1

1 · · · zXd
d )

=
∞∑

k1=0

· · ·
∞∑

kd=0

zk11 · · · zkdd P(X1 = k1, . . . , Xd = kd)

d-változós komplex hatványsor összegfüggvénye (ahol létezik).

Ez a hatványsor abszolút konvergens a

{(z1, . . . , zd) ∈ Cd : |z1|⩽ 1, . . . , |zd|⩽ 1}

halmazon, és X karakterisztikus függvénye a

φX(t) = φX(t1, . . . , td) =GX(e
it1 , . . . , eitd), t= (t1, . . . , td) ∈ Rd

periodikus függvény (φX(t+k2π)=φX(t), t∈Rd, k∈Z, ahol t+k2π=(t1+k2π, . . . , td+k2π)
⊤).

A generátorfüggvény tulajdonságait foglalja össze a következ® állítás.

4.21. Tétel. (i) GX(1, . . . ,1) = 1.

(ii) GX analitikus a {(z1, . . . , zd) ∈ Cd : |z1|< 1, . . . , |zd|< 1} halmazon.

(iii) Tetsz®leges k1, . . . , kd ∈ Z+ esetén

P(X1 = k1, . . . , Xd = kd) =
∂k11 . . . ∂kdd GX(0, . . . , 0)

r1! · · · rd!
.
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(iv) Egyértelm¶ségi tétel generátorfüggvényekre: PX=PY ⇐⇒ ∀x∈ [−1, 1]d esetén GX(x)=

=GY (x).

(v) Ha X és Y függetlenek, akkor GX+Y (z) =GX(z)GY (z) a {(z1, . . . , zd) ∈ Cd : |z1|⩽
1, . . . , |zd|⩽ 1} halmazon.

(vi) Tetsz®leges r1, . . . , rd ∈ Z+ esetén

E(Xr1
1 · · ·Xrd

d )<∞ ⇐⇒ ∂r11 . . . ∂rdd GX(1−, . . . , 1−)<∞,

és

∂r11 . . . ∂rdd GX(1−, . . . , 1−)

= E(X1(X1−1) · · · (X1−r1+1) · · ·Xd(Xd−1) · · · (Xd−rd+1)).

4.22. Tétel. (Folytonossági tétel generátorfüggvényekre) Legyenek X :Ω→Rd és Xn :

Ω → Rd, n ∈ N olyan véletlen vektorok, hogy P(X ∈ Zd
+) = 1 és P(Xn ∈ Zd

+) = 1, n ∈ N.
Ekkor a következ® állítások ekvivalensek:

(i) Xn
D−→X, ha n→∞,

(ii) P(Xn = k)→ P(X = k), ha n→∞ minden k ∈ Zd
+ esetén,

(iii) GXn(x)→GX(x), ha n→∞ minden x ∈ [−1, 1]d esetén.

4.23. Megjegyzés. Megjegyezzük, hogy d = 1 esetén, ha létezik olyan a ∈ (0,1) és olyan

G : [−a, a]→ R függvény, hogy limn→∞GXn(z) =G(z), ∀ z ∈ [−a, a], akkor

G(z) =
∞∑
k=0

pkz
k, z ∈ (−a, a),

ahol pk := limn→∞ P(Xn = k), k ∈ Z+. A nemnegatív (pk)k∈Z+ sorozatra azonban általában

nem teljesül, hogy
∑∞

k=0 pk = 1, azaz nem biztos általában véve, hogy (pk)k∈Z+ valószín¶ség

eloszlás. Az alábbiakban egy példát mutatunk, amikor (pk)k∈Z+ nem valószín¶ség eloszlás. Ha

tetsz®leges n∈N esetén Xn egy olyan valószín¶ségi változó, hogy P(Xn=0)=P(Xn=n)=
1
2
,

akkor GXn(z) =
1+zn

2
, z ∈ R, és limn→∞GXn(z) =

1
2
=:G(z), ha z ∈ (−1,1). Továbbá,

pk = lim
n→∞

P(Xn = k) =

1
2

ha k = 0,

0 ha k ̸= 0,

így G(z) =
∑∞

k=0 pkz
k, z ∈ (−1,1), azonban

∑∞
k=0 pk =

1
2
̸= 1. □

4.24. De�níció. Ha az X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd véletlen vektor koordinátái nemnegatív

értékeket vesznek fel, azaz X az Rd
+ halmazba koncentrálódik, vagyis P(X ∈Rd

+) = 1, akkor

X Laplace-transzformáltja ψX : Rd
+ → R,

ψX(s) := ψX1,...,Xd
(s1, . . . , sd) := E(e−⟨s,X⟩) =

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

e−s1x1−···−sdxd dFX1,...,Xd
(x1, . . . , xd),

ahol s ∈ Rd
+.
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Ha P(X ∈ Zd
+) = 1, akkor

ψX(s1, . . . , sd) =GX(e
−s1 , . . . , e−sd), (s1, . . . , sd) ∈ Rd

+,

GX(x1, . . . , xd) = ψX(− log x1, . . . ,− log xd), (x1, . . . , xd) ∈ (0, 1)d.

A Laplace-transzformált tulajdonságait foglalja össze a következ® állítás.

4.25. Állítás. (i) 0⩽ ψX ⩽ 1, és ψX(0) = 1.

(ii) ψX analitikus a (0,∞)d halmazon.

(iii) Egyértelm¶ségi tétel Laplace-transzformáltakra: PX =PY akkor és csak akkor, ha ψX =

= ψY .

(iv) Ha X és Y függetlenek, akkor ψX+Y = ψXψY .

(v) Tetsz®leges r1, . . . , rd ∈ Z+ esetén

E(Xr1
1 · · ·Xrd

d )<∞ ⇐⇒ ∂r11 . . . ∂rdd ψX(0+, . . . , 0+)<∞,

és

∂r11 . . . ∂rdd ψX(0+, . . . , 0+) = (−1)r1+···+rd E(Xr1
1 · · ·Xrd

d ).

4.26. Tétel. (Folytonossági tétel Laplace-transzformáltakra) Legyenek X : Ω→Rd és

Xn : Ω→Rd, n∈N olyan véletlen vektorok, hogy P(X ∈Rd
+) = 1 és P(Xn ∈Rd

+) = 1, n∈N.
Ekkor a következ® állítások ekvivalensek:

(i) Xn
D−→X, ha n→∞,

(ii) ψXn(s)→ ψX(s), ha n→∞ minden s ∈ Rd
+ esetén.

Az alábbiak egy nemnegatív véletlen változó Laplace-transzformáltja és nem egész (tört)

momentuma kapcsolatával foglalkozunk N. H. Bingham, R. A. Doney: Asymptotic properti-

es of supercritical branching processes I : The Galton-Watson process, Advances in Applied

Probability, 6(4) 711-731 (1974) cikke nyomán (ahol általánosabb eredmények is találhatóak).

Legyen a továbbiakban X egy nemnegatív véletlen változó, jelölje ψX(s)=E(e−sX), s∈R+,

a Laplace-transzformáltját. Legyen

f0(s) := 1−ψX(s) = E(1−e−sX), s ∈ R+,

és, amennyiben E(X)<∞, akkor legyen

f1(s) := f0(s)−1+sE(X) = E(e−sX)−1+sE(X) = E(e−sX−1+sX), s ∈ R+.

4.27. Tétel. Legyen X egy nemnegatív véletlen változó, jelölje ψX(s) = E(e−sX), s ∈ R+, a

Laplace-transzformáltját.
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(i) Tetsz®leges β ∈ (0,1) esetén

E(Xβ)<∞ ⇐⇒
∫ 1

0

f0(s)s
−1−β ds<∞, azaz

∫ 1

0

E(1−e−sX)s−1−β ds<∞,

(ii) Ha E(X) ∈ (0,∞), akkor tetsz®leges β ∈ (0,1) esetén

E(X1+β)<∞ ⇐⇒
∫ 1

0

f1(s)s
−2−β ds <∞,

azaz
∫ 1

0

E(e−sX−1+sX)s−2−β ds <∞.

Bizonyítás. (i). Legyen β ∈ (0,1), és J : R+ → R+,

J(x) :=

∫ 1

0

(1−e−sx)s−1−β ds, x ∈ R+.

Ekkor a Fubini-tétel alapján

E(J(X)) =

∫ 1

0

E(1−e−sX)s−1−β ds=

∫ 1

0

(1−ψX(s))s
−1−β ds.

Tekintsük az

E(J(X)) = E(J(X)1{X⩽1})+E(J(X)1{X>1})

felbontást. Tetsz®leges x ∈ [0,1] esetén

J(x) =

∫ 1

0

1−e−sx

s
s−β ds⩽

∫ 1

0

s−β ds=
1

1−β
<∞,

amib®l következik, hogy

E(J(X)1{X⩽1})⩽
1

1−β
<∞.

Ezért ∫ 1

0

E(1−e−sX)s−1−β ds <∞ ⇐⇒ E(J(X)1{X>1})<∞.

Tetsz®leges x > 1 esetén tekintsük a J(x) := J1(x)+J2(x) felbontást, ahol

J1(x) :=

∫ 1
x

0

(1−e−sx)s−1−β ds,

J2(x) :=

∫ 1

1
x

(1−e−sx)s−1−β ds.

Ekkor x > 1 esetén az sx= t helyettesítéssel adódik, hogy

J1(x) =

∫ 1

0

(1−e−t)

(
t

x

)−1−β
1

x
dt= xβ

∫ 1

0

(1−e−t)t−1−β dt, (4.13)
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és, az s= 1
t
helyettesítéssel,

J2(x) =

∫ 1

1
x

s−1−β ds−
∫ 1

1
x

e−sxs−1−β ds

∼
∫ 1

1
x

s−1−β ds=

∫ 1

x

t1+β(−t−2) dt

=

∫ x

1

tβ−1 dt amint x→∞,

(4.14)

hiszen

0⩽

∫ 1
1
x
e−sxs−1−β ds∫ 1
1
x
s−1−β ds

⩽
e−sx0

∫ 1
1
x
s−1−β ds∫ 1

1
x
s−1−β ds

= e−sx0 , ha x⩾ x0 ⩾ 1

alapján

lim
x→∞

∫ 1
1
x
e−sxs−1−β ds∫ 1
1
x
s−1−β ds

= 0.

Felhasználva (4.13)-et és (4.14)-t, kapjuk, hogy

E(J(X)1{X>1})<∞ ⇐⇒ E(Xβ
1{X>1})<∞ ⇐⇒ E(Xβ)<∞,

melyb®l adódik az (i) rész állítása.

(ii). Legyen β ∈ (0,1), és tegyük fel, hogy E(X) ∈ (0,∞). Legyen X1 egy olyan nemnegatív

véletlen változó, melynek eloszlásfüggvénye F1 : R→ [0,1],

F1(x) :=

 1
E(X)

E(X1{X<x}) =
1

E(X)

∫ x

0
t dFX(t) ha x > 0,

0 ha x⩽ 0.

Az (i) rész alapján

E(Xβ
1 )<∞ ⇐⇒

∫ 1

0

E(1−e−sX1)s−1−β ds <∞.

Továbbá,

E(X1+β) =

∫ ∞

0

x1+β dFX(x) = E(X)

∫ ∞

0

xβ
1

E(X)
x dFX(x)

= E(X)

∫ ∞

0

xβ dF1(x) = E(X)E(Xβ
1 ).

Így

E(X1+β)<∞ ⇐⇒
∫ 1

0

E(1−e−sX1)s−1−β ds <∞.
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Mivel

1−E(e−sX1) = 1−
∫ ∞

0

e−sx dF1(x) = 1−
∫ ∞

0

e−sx 1

E(X)
x dFX(x)

= 1− 1

E(X)
E(Xe−sX) =

1

E(X)
(1−E(Xe−sX)), s ∈ R+,

(4.15)

kapjuk, hogy

E(X1+β)<∞ ⇐⇒
∫ 1

0

(1−E(Xe−sX))s−1−β ds <∞

⇐⇒
∫ 1

0

E(X)+ψ′
X(s)

E(X)
s−1−β ds <∞

⇐⇒
∫ 1

0

(ψX(s)−1+sE(X))′s−1−β ds <∞

⇐⇒
∫ 1

0

f ′
1(s)s

−1−β ds <∞.

(4.16)

Az alábbiakban felhasználjuk azt, hogy ha h : (0,1]→ R+ egy monoton növekv® függvény,

melyre az
∫ 1

0
h(t) dt improprius integrál véges, akkor limt↓0 th(t) = 0. Ezt a következ® módon

láthatjuk be. Tetsz®leges ε > 0 esetén létezik olyan xε > 0, hogy
∫ x

0
h(t) dt < ε, ha x ∈ (0, xε).

Ekkor tetsz®leges x ∈ (0, xε) esetén teljesül, hogy

x

2
h(x/2) =

(
x− x

2

)
h(x/2) = h(x/2)

∫ x

x/2

1 dt=

∫ x

x/2

h(x/2) dt⩽
∫ x

x/2

h(t) dt⩽
∫ x

0

h(t) dt < ε.

A h(s) := f1(s) = E(e−sX−1+sX), s ∈ R+, illetve h(s) := f ′
1(s) = E(X(1−e−sX)), s ∈ R+,

választásokkal fogunk majd élni, melyek lehetséges választások, hiszen f ′
1(s)⩾0, s∈R+, melyb®l

következik, hogy f1 monoton növekv®.

Belátjuk, hogy∫ 1

0

f ′
1(s)s

−1−β ds <∞ ⇐⇒
∫ 1

0

f1(s)s
−2−β ds <∞,

melyb®l (4.16) alapján következik a (ii) rész állítása.

Ha
∫ 1

0
f ′
1(s)s

−1−β ds <∞, akkor lims↓0 f
′
1(s)s

−β = 0, azaz lims↓0
f ′
1(s)

sβ
= 0. Így a L'Hospital

szabály alapján, kapjuk, hogy lims↓0
f1(s)
s1+β = 0. Továbbá, parciális integrálás segítségével,∫ 1

0

f ′
1(s)s

−1−β ds= f1(1)− lim
s↓0

(
f1(s)

s1+β

)
+(1+β)

∫ 1

0

f1(s)s
−2−β ds

= f1(1)+(1+β)

∫ 1

0

f1(s)s
−2−β ds,

(4.17)

amib®l következik, hogy
∫ 1

0
f1(s)s

−2−β ds <∞.

Ha
∫ 1

0
f1(s)s

−2−β ds<∞, akkor lims↓0 f1(s)s
−1−β=0, és így parciális integrálás segítségével,

(4.17) alapján, kapjuk, hogy
∫ 1

0
f ′
1(s)s

−1−β ds <∞. □
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5. Nevezetes eloszlások

5.1. De�níció. Legyen p ∈ [0, 1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen változó p pa-

raméter¶ Bernoulli-eloszlású, ha lehetséges értékei: 0 és 1, és eloszlása

P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1−p.

Ha A ∈ A egy esemény, akkor az

1A :=

1 ha A bekövetkezik,

0 ha A nem következik be

véletlen változó Bernoulli-eloszlású P(A) paraméterrel.

5.2. Állítás. Legyen X egy p paraméter¶ Bernoulli-eloszlású véletlen változó, ahol p∈ [0,1].

Ekkor

(i) X generátorfüggvénye:

GX(z) = 1−p+pz = 1+p(z−1), z ∈ C,

(ii) X Laplace-transzformáltja:

ψX(s) = 1−p+p e−s = 1−p(1−e−s), s ∈ R+,

(iii) X karakterisztikus függvénye:

φX(t) = 1−p+p eit = 1+p(eit−1), t ∈ R.

5.3. De�níció. Legyen n∈N és p∈ [0, 1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen változó

(n, p) paraméter¶ binomiális eloszlású, ha lehetséges értékei: 0, 1, . . . , n, és eloszlása

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1−p)n−k, k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Ha egy A ∈ A eseménnyel kapcsolatban n független kísérletet végzünk és

Xi :=

1 ha A bekövetkezik az i-edik alkalommal,

0 egyébként,
i= 1, . . . , n,

akkor az X = X1+ · · ·+Xn véletlen változó (n,P(A)) paraméter¶ binomiális eloszlású, és

X1, . . . , Xn független, P(A) paraméter¶ Bernoulli-eloszlásúak.

5.4. Állítás. Legyen X (n, p) paraméter¶ binomiális eloszlású véletlen változó, ahol n ∈ N
és p ∈ [0, 1]. Ekkor
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(i) X generátorfüggvénye:

GX(z) = (1−p+pz)n = (1+p(z−1))n, z ∈ C,

(ii) X Laplace-transzformáltja:

ψX(s) = (1−p+p e−s)n = (1−p(1−e−s))n, s ∈ R+,

(iii) X karakterisztikus függvénye:

φX(t) = (1−p+p eit)n = (1+p(eit−1))n, t ∈ R.

5.5. De�níció. Legyenek n,N,M ∈N úgy, hogy M ⩽N . Azt mondjuk, hogy az X diszkrét

véletlen változó (n,M,N−M) paraméter¶ hipergeometrikus eloszlású, ha olyan egész

k értékeket vehet fel, melyekre teljesül 0⩽ k ⩽ n, k ⩽M és n−k ⩽N−M , és eloszlása

P(X = k) =

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) .

Ha egy dobozban M piros és N−M fekete golyó van, és visszatevés nélkül húzunk ki n

golyót, és X jelöli a kihúzott piros golyók számát, akkor az X véletlen változó (n,M,N−M)

paraméter¶ hipergeometrikus eloszlású.

5.6. De�níció. Legyen r∈N és p∈ (0, 1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen változó

p paraméter¶ r-edrend¶ negatív binomiális eloszlású, ha lehetséges értékei: 0, 1, . . . ,

és eloszlása

P(X = k) =

(
k+r−1

r−1

)
pr(1−p)k, k ∈ {0, 1, . . . }.

A p paraméter¶ els®rend¶ negatív binomiális eloszlást p paraméter¶ geometriai eloszlás-

nak is hívják.

Ha egy A ∈ A eseménnyel kapcsolatban független kísérleteket végzünk és az A r-edik

bekövetkezéséhez szükséges kísérletek száma r+X, akkor az X véletlen változó P(A)
paraméter¶ r-edrend¶ negatív binomiális eloszlású.

5.7. Állítás. (Els®rend¶ negatív binomiális (geometriai) eloszlások konvolúciója)

Legyen r ∈N és p∈ (0, 1]. Ha az X1, . . . , Xr véletlen változók függetlenek és p paraméter¶

els®rend¶ negatív binomiális (geometriai) eloszlásúak, akkor az X1+ · · ·+Xr véletlen változó

p paraméter¶ r-edrend¶ negatív binomiális eloszlású.

Bizonyítás. Tekintsük egy kísérlet független ismétléseit, és egy p valószín¶ség¶ A∈A esemény

bekövetkezéseit. Ekkor a korábbiak alapján, ha r+X jelöli az A r-edik bekövetkezéséhez

szükséges kísérletek számát, akkor az X véletlen változó P(A) = p paraméter¶ r-edrend¶
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negatív binomiális eloszlású. Jelölje továbbá 1+X1 azt, hogy az A hányadik ismétlés során

következik be el®ször, 1+X2 azt, hogy az els® bekövetkezés után hányadik lépésben következik

be újra A, és így tovább. Nyilván X1, X2, . . . független p paraméter¶ els®rend¶ negatív

binomiális eloszlású véletlen változók, és r+X =(1+X1)+· · ·+(1+Xr), azaz X =X1+· · ·+
+Xr, bizonyítva az allítást. □

5.8. Állítás. Legyen X p paraméter¶ r-edrend¶ negatív binomiális eloszlású véletlen változó,

ahol r ∈ N és p ∈ (0, 1]. Ekkor

(i) X generátorfüggvénye:

GX(z) =

(
p

1−(1−p)z

)r

, z ∈ C, |z|< 1

1−p
,

ahol p= 1 esetén 1
1−p

:=∞.

(ii) X karakterisztikus függvénye:

φX(t) =

(
p

1−(1−p)eit

)r

, t ∈ R.

Bizonyítás.Az 5.7. Állítás alapján X
D
=X1+· · ·+Xr, ahol X1, . . . , Xr független p paraméter¶

els®rend¶ negatív binomiális eloszlású véletlen változók.

(i). A 4.21. Tétel (v) pontja szerint X generátorfüggvénye:

GX(z) =GX1(z) · · ·GXr(z) = (GX1(z))
r,

ahol

GX1(z) = E(zX1) =
∞∑
k=0

zkp(1−p)k = p
∞∑
k=0

(z(1−p))k = p

1−z(1−p)
,

ahol z ∈ C olyan, hogy |z(1−p)|< 1, melyb®l következik a bizonyítandó állítás.

(ii). A 4.2. Tétel (viii) pontja szerint X karakterisztikus függvénye:

φX(t) = φX1(t) · · ·φXr(t) = (φX1(t))
r, t ∈ R,

ahol

φX1(t) = E(eitX1) =
∞∑
k=0

eitkp(1−p)k = p

∞∑
k=0

(eit(1−p))k = p

1−eit(1−p)
, t ∈ R,

hiszen |eit(1−p)|= 1−p ∈ (0,1), melyb®l következik a bizonyítandó állítás. □

5.9. Állítás. (Els®rend¶ negatív binomiális eloszlás örökifjú tulajdonsága) Ha az X

véletlen változó p paraméter¶ els®rend¶ negatív binomiális eloszlású, ahol p ∈ (0, 1], akkor

P(X ⩾ k+ℓ |X ⩾ k) = P(X ⩾ ℓ), k, ℓ ∈ {0, 1, . . . }.
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5.10. De�níció. Legyen λ ∈ R+. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen változó λ pa-

raméter¶ Poisson-eloszlású, ha lehetséges értékei: 0, 1, . . . , és eloszlása

P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k ∈ {0, 1, . . . }.

5.11. Állítás. Legyen X λ paraméter¶ Poisson-eloszlású véletlen változó, ahol λ ∈ R+.

Ekkor

(i) X generátorfüggvénye:

GX(z) = eλ(z−1), z ∈ C.

(ii) X karakterisztikus függvénye:

φX(t) = eλ(e
it−1), t ∈ R.

Bizonyítás. (i). Tetsz®leges z ∈ C esetén

GX(z) = E(zX) =
∞∑
k=0

zk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(λz)k

k!
= e−λeλz.

(ii). Tetsz®leges t ∈ R esetén

φX(t) = E(eitX) =
∞∑
k=0

eitk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(λeit)k

k!
= e−λeλe

it

.

□

5.12. Állítás. (Binomiális eloszlás közelítése Poisson-eloszlással) Ha Xn, n ∈ N, bi-

nomiális eloszlású véletlen változók (n, pn) paraméterrel, és npn → λ ∈ (0,∞), ha n→∞,

akkor Xn
D−→X, ha n→∞, ahol az X véletlen változó λ paraméter¶ Poisson-eloszlású.

Az 5.12. Állítás bizonyítása során szükségünk lesz a következ® lemmára.

5.13. Lemma. Legyen z ∈ C és {zn, n ∈ N} komplex számok egy sorozata, hogy zn → z,

ha n→∞. Ekkor (
1+

zn
n

)n
→ ez, ha n→∞.

Bizonyítás. Mivel limn→∞ zn=z, kapjuk, hogy limn→∞
Re(zn)

n
=0 és limn→∞

Im(zn)
n

=0. Így elég

nagy n ∈ N esetén

1+
zn
n

= rne
iφn ,

ahol

rn :=

√(
1+

Re(zn)

n

)2

+

(
Im(zn)

n

)2

és φn := arctan

(
Im(zn)

n

1+ Re(zn)
n

)
.
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Ezért elég nagy n ∈ N esetén
(
1+ zn

n

)n
= rnne

inφn . Itt

lim
n→∞

rnn = lim
n→∞

((
1+

Re(zn)

n

)2

+

(
Im(zn)

n

)2
)n

2

= lim
n→∞

(
1+2

Re(zn)

n
+
(Re(zn))

2

n2
+
(Im(zn))

2

n2

)n
2

= lim
n→∞

(
1+

1

n

(
2Re(zn)+

(Re(zn))
2

n
+
(Im(zn))

2

n

))n
2

= (e2Re(z))
1
2 = eRe(z),

hiszen limn→∞ zn = z miatt

lim
n→∞

(
2Re(zn)+

(Re(zn))
2

n
+
(Im(zn))

2

n

)
= 2Re(z).

Továbbá, felhasználva, hogy

lim
x→0

arctan(x)

x
= lim

x→0

1
1+x2

1
= 1,

kapjuk, hogy

lim
n→∞

nφn = lim
n→∞

n ·
Im(zn)

n

1+ Re(zn)
n

·
arctan

(
Im(zn)

n

1+
Re(zn)

n

)
Im(zn)

n

1+
Re(zn)

n

·1{Im(zn)̸=0} = lim
n→∞

Im(zn)

1+ Re(zn)
n

= Im(z).

Így

lim
n→∞

(
1+

zn
n

)n
= eRe(z)ei Im(z) = ez.

□

Az 5.12. Állítás bizonyítása. Ha megmutatjuk, hogy tetsz®leges t∈R esetén φXn(t)→φX(t),

amint n→∞, akkor a folytonossági tétel (lásd 4.16. Tétel) alapján következik az állítás. Az

5.4. és 5.11. Állítások alapján ehhez azt kell megmutatnunk, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén

(1+pn(e
it−1))n → eλ(e

it−1), ha npn → λ. (5.1)

Ekkor

(1+pn(e
it−1))n =

(
1+

npn(e
it−1)

n

)n

,

és a feltétel miatt npn(e
it−1) → λ(eit−1), ha n→ +∞. Az 5.13. Lemma alapján kapjuk

(5.1)-t. Megjegyezzük, hogy a 4.22. Tételt felhasználva is bizonyíthatnánk az állítást. □
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5.14. De�níció. Legyen N∈N. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen változó egyenletes

eloszlású a {0, 1, . . . , N−1} halmazon, ha

P(X = k) =
1

N
, k ∈ {0, 1, . . . , N−1}.

5.15. Állítás. Legyen X egyenletes eloszlású véletlen változó a {0, 1, . . . , N−1} halmazon,

ahol N ∈ N. Ekkor

(i) X generátorfüggvénye:

GX(z) =
1

N
(1+z+ · · ·+zN−1) =

 1
N

zN−1
z−1

ha z ∈ C\{1},

1 ha z = 1.

(ii) X karakterisztikus függvénye:

φX(t) =
1

N
(1+eit+ · · ·+eit(N−1)) =

 1
N

eitN−1
eit−1

ha eit ∈ C\{1},

1 ha eit = 1,
t ∈ R.

5.16. De�níció. Legyen a, b∈R úgy, hogy a<b. Azt mondjuk, hogy az X abszolút folytonos

véletlen változó egyenletes eloszlású az (a, b) intervallumon, ha s¶r¶ségfüggvénye:

fX(x) =

 1
b−a

ha x ∈ (a, b),

0 egyébként.

5.17. Állítás. Legyen X egyenletes eloszlású az (a, b) intervallumon, ahol a < b, a, b ∈R.
Ekkor X karakterisztikus függvénye:

φX(t) =

 eibt−eiat

i(b−a)t
ha t ̸= 0,

1 ha t= 0.

Bizonyítás. Tetsz®leges t ∈ R esetén

φX(t) = E(eitX) =
∫ b

a

eitX
1

b−a
dx=

1

b−a

∫ b

a

cos(tx) dx+ i · 1

b−a

∫ b

a

sin(tx) dx.

Ha t= 0, akkor φX(t) = 1. Ha t ̸= 0, akkor∫ b

a

cos(tx) dx=
1

t

(
sin(tb)−sin(ta)

)
,∫ b

a

sin(tx) dx=
1

t

(
cos(ta)−cos(tb)

)
,
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és így

φX(t) =
1

(b−a)t

(
sin(tb)−sin(ta)+ i cos(ta)− i cos(tb)

)
=

−i

(b−a)t

(
cos(tb)+ i sin(tb)−cos(ta)− i sin(ta)

)
=

eibt−eiat

i(b−a)t
.

□

5.18. Állítás. (Folytonos egyenletes eloszlás közelítése) Ha Xn, n ∈ N, egyenletes el-

oszlású véletlen változók a {0, 1, . . . , n−1}, n∈N, halmazokon, akkor Xn

n

D−→X, ha n→∞,

ahol az X véletlen változó egyenletes eloszlású a (0, 1) intervallumon.

Bizonyítás. Ha megmutatjuk, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén φXn/n(t) → φX(t), amint

n→∞, akkor a folytonossági tétel (lásd 4.16. Tétel) alapján következik az állítás. Az 5.15. és

5.17. Állítások alapján

φXn/n(t) = E(eit
Xn
n ) = φXn

(
t

n

)
=


1
n

eit−1

ei
t
n−1

ha ei
t
n ∈ C\{1},

1 ha ei
t
n = 1,

t ∈ R,

és

φX(t) =

 eit−1
it

ha t ̸= 0,

1 ha t= 0.

Ha t = 0, akkor limn→∞ φXn/n(t) = limn→∞ 1 = 1 = φX(t). Ha t ̸= 0, t ∈ R, akkor létezik

olyan n0 ∈ N, hogy tetsz®leges n⩾ n0, n ∈ N, esetén ei
t
n = cos( t

n
)+ i sin( t

n
) ̸= 1, és így

lim
n→∞

φXn/n(t) = lim
n→∞

eit−1

ei
t
n−1
1
n

=
eit−1

(eitx)′|x=0

=
eit−1

it
= φX(t).

□

5.19. De�níció. Legyen λ > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolút folytonos véletlen változó

λ paraméter¶ exponenciális eloszlású, ha s¶r¶ségfüggvénye:

fX(x) =

λe−λx ha x > 0,

0 egyébként.

Ha X λ> 0 paraméter¶ exponenciális eloszlású véletlen változó, akkor eloszlásfüggvénye:

FX(x) =

1−e−λx ha x > 0,

0 egyébként.

5.20. Állítás. Legyen X egy véletlen változó. Az alábbi állítások ekvivalensek:
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(i) Az X véletlen változó exponenciális eloszlású.

(ii) (Örökifjú tulajdonság) Tetsz®leges x, y ∈ R+ esetén P(X ⩾ y)> 0 és

P(X ⩾ y+x |X ⩾ y) = P(X ⩾ x).

(iii) Tetsz®leges x∈R+ és az X véletlen változótól független, nemnegatív Y véletlen változó

esetén P(X ⩾ Y )> 0 és

P(X ⩾ Y +x |X ⩾ Y ) = P(X ⩾ x).

Bizonyítás. (i)=⇒(ii). Legyen X λ> 0 paraméter¶ exponenciális eloszlású véletlen változó.

Tetsz®leges x, y ∈ R+ esetén, P(X ⩾ y) = 1−FX(y) = e−λy > 0 és a feltételes valószín¶ség

de�níciója alapján

P(X ⩾ y+x |X ⩾ y) =
P(X ⩾ y+x,X ⩾ y)

P(X ⩾ y)
=

P(X ⩾ y+x)

P(X ⩾ y)
=

e−λ(x+y)

e−λy
= e−λx = P(X ⩾ x).

(ii)=⇒(i). Vezessük be az X véletlen változó túlélési függvényét: F : R→ [0,1],

F (x) := 1−FX(x) = P(X ⩾ x), x ∈ R.

A (ii) feltétel miatt tetsz®leges x, y ∈ R+ esetén F (x)> 0 és

F (x+y)

F (y)
=

P(X ⩾ x+y)

P(X ⩾ y)
=

P(X ⩾ y+x,X ⩾ y)

P(X ⩾ y)
= P(X ⩾ y+x |X ⩾ y) = P(X ⩾ x) = F (x).

Így F (x+y) = F (x)F (y) tetsz®leges x, y ∈ R+ esetén. Mivel F (x) > 0, x ∈ R+, vehetjük

az el®z® egyenlet logaritmusát:

ln(F (x+y)) = ln(F (x))+ln(F (y)), x, y ∈ R+,

mely az ún. Cauchy-féle függvényegyenlet. Mivel F monoton csökken® és balról folytonos,

kapjuk, hogy ln(F ) monoton csökken® az R+ = [0,∞) nemnegatív félegyenesen és balról

folytonos a (0,∞) pozitív félegyenesen. Ismert, hogy ekkor a fenti Cauchy-féle függvényegyenlet

megoldása ln(F (x)) = cx, x ∈ R+, alakú, ahol c ∈ R paraméter. Mivel ln(F (x)) ∈ (−∞,0],

x ∈ R+, kapjuk, hogy c⩽ 0. Továbbá, c= 0 esetén ln(F (x)) = 0, x ∈ R+, azaz F (x) = 1,

x∈R+, azaz F (x) = 0, x∈R+, mely ellentmondás, hiszen F eloszlásfüggvény. Ezért c< 0,

és így létezik olyan λ > 0, hogy c = −λ, azaz ln(F (x)) = −λx, x ∈ R+. Így F (x) = e−λx,

x∈R+, amib®l FX(x)=1−e−λx, x∈R+, és x=0 választással FX(0)=0, azaz P(X⩾0)=1.

Ezért X exponenciális eloszlású λ > 0 paraméterrel.
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(ii)=⇒(iii). Felhasználva, hogy Y nemnegatív és független X-t®l, tetsz®leges x ∈ R+

esetén a teljes valószín¶ség tétele (lásd 8.19. Tétel (i) része) és a 8.14. Tétel (ii) része alapján

P(X ⩾ Y +x |X ⩾ Y ) =
P(X ⩾ Y +x,X ⩾ Y )

P(X ⩾ Y )
=

P(X ⩾ Y +x)

P(X ⩾ Y )

=

∫∞
0

P(X ⩾ Y +x |Y = y) PY (dy)

P(X ⩾ Y )

=

∫∞
0

P(X ⩾ y+x) PY (dy)

P(X ⩾ Y )

=

∫∞
0

P(X ⩾ y+x |X ⩾ y)P(X ⩾ y) PY (dy)

P(X ⩾ Y )

=

∫∞
0

P(X ⩾ x)P(X ⩾ y) PY (dy)

P(X ⩾ Y )

= P(X ⩾ x)

∫∞
0

P(X ⩾ y) PY (dy)

P(X ⩾ Y )
= P(X ⩾ x),

ahol az utolsó egyenl®ség (az el®z®ekhez hasonlóan) abból következik, hogy∫ ∞

0

P(X ⩾ y) PY (dy) =

∫ ∞

0

P(X ⩾ Y |Y = y) PY (dy) = P(X ⩾ Y ).

(iii)=⇒(ii). Tetsz®leges y ∈R+ esetén éljünk az Y (ω) := y, ω ∈Ω, választással, mely egy

nemnegatív, X-t®l független véletlen változó. □

5.21. Állítás. Legyen X λ paraméter¶ exponenciális eloszlású véletlen változó, ahol λ > 0.

Ekkor

(i) X Laplace-transzformáltja:

ψX(s) =
λ

s+λ
, s ∈ R+.

(ii) X karakterisztikus függvénye:

φX(t) =

(
1− i

t

λ

)−1

, t ∈ R.

Bizonyítás. (ii). Tetsz®leges t ∈ R esetén

φX(t) = E(eitX) =
∫ ∞

0

eitxλe−λx dx=

∫ ∞

0

cos(tx)λe−λx dx+ i

∫ ∞

0

sin(tx)λe−λx dx.

Kétszeri parciális integrálással kaphatjuk, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén∫ ∞

0

cos(tx)λe−λx dx=
[
−cos(tx)e−λx

]x=∞

x=0
−
∫ ∞

0

t sin(tx)e−λx dx= 1− t
∫ ∞

0

sin(tx)e−λx dx

= 1−
(
t
[
sin(tx)

(
−1

λ

)
e−λx

]x=∞

x=0
− t
∫ ∞

0

t cos(tx)

(
−1

λ

)
e−λx dx

)
= 1− t2

λ

∫ ∞

0

cos(tx)e−λx dx,
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és így (
λ+

t2

λ

)∫ ∞

0

cos(tx)e−λx dx= 1.

Ezért ∫ ∞

0

cos(tx)e−λx dx=
λ

λ2+ t2
.

Hasonlóan, tetsz®leges t ∈ R esetén∫ ∞

0

sin(tx)λe−λx dx=
[
−sin(tx)e−λx

]x=∞

x=0
+

∫ ∞

0

t cos(tx)e−λx dx= t

∫ ∞

0

cos(tx)e−λx dx

= t

([
cos(tx)

(
−1

λ

)
e−λx

]x=∞

x=0
−
∫ ∞

0

(−t) sin(tx)
(
−1

λ

)
e−λx dx

)
=
t

λ
− t2

λ

∫ ∞

0

sin(tx)e−λx dx,

és így (
λ+

t2

λ

)∫ ∞

0

sin(tx)e−λx dx=
t

λ
.

Ezért ∫ ∞

0

sin(tx)e−λx dx=
t

λ2+ t2
.

Következésképpen, tetsz®leges t ∈ R esetén

φX(t) =
λ2

λ2+ t2
+

λt

λ2+ t2
i=

λ(λ+ it)

λ2+ t2
=

λ

λ− it
=

(
1− i

t

λ

)−1

.

□

5.22. De�níció. Legyen m ∈ R és σ > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolút folytonos

véletlen változó (m,σ2) paraméter¶ normális eloszlású, ha s¶r¶ségfüggvénye:

fX(x) =
1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 , x ∈ R.

A 4.19. Példa és a 4.2. Tétel (v) része alapján (vagy a 6.3. Tétel speciális eseteként) adódik

az alábbi állítás.

5.23. Állítás. Legyen X (m,σ2) paraméter¶ normális eloszlású véletlen változó, ahol m∈R
és σ > 0. Ekkor X karakterisztikus függvénye:

φX(t) = eimt−σ2t2

2 , t ∈ R.

A következ® eredmény nemmás, mint a centrális határeloszlás-tétel de Moivre-féle alakja

(1738).
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5.24. Állítás. (de Moivre CLT, binomiális eloszlás közelítése normális eloszlással)

Ha Xn, n ∈ N, binomiális eloszlású véletlen változók (n, p) paraméterrel, ahol p ∈ (0, 1),

akkor Xn−np√
np(1−p)

D−→X, ha n→∞, ahol az X véletlen változó (0, 1) paraméter¶ normális

eloszlású.

Bizonyítás. Ha megmutatjuk, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén

φ Xn−np√
np(1−p)

(t)→ φX(t), amint n→∞,

akkor a folytonossági tétel (lásd 4.16. Tétel) alapján következik az állítás. Az 5.4. és 5.23.

Állítások alapján

φXn(t) = (peit+1−p)n, φX(t) = e−t2/2, t ∈ R,

és így

φ Xn−np√
np(1−p)

(t) = E
(
e
it Xn−np√

np(1−p)

)
= e

− itnp√
np(1−p) E

(
e
it Xn√

np(1−p)

)
= e

− itnp√
np(1−p)φXn

(
t√

np(1−p)

)
= e

− itnp√
np(1−p)

(
pe

it√
np(1−p) +1−p

)n

=

(
pe

it(1−p)√
np(1−p) +(1−p)e−

itp√
np(1−p)

)n

=

(
pe

it
√

1−p
np +(1−p)e−it

√
p

n(1−p)

)n

=:

(
1+

n(zn(t)−1)

n

)n

,

ahol

zn(t) := pe
it
√

1−p
np +(1−p)e−it

√
p

n(1−p) ∈ C.

Az 5.13. Lemma alapján, ahhoz, hogy megmutassuk, hogy

lim
n→∞

φ Xn−np√
np(1−p)

(t) = φX(t) = e−t2/2, t ∈ R,

elég azt belátni, hogy bármilyen t∈R esetén limn→∞ n(zn(t)−1)=−t2/2, melyet kétféleképpen

is megmutatunk.

Megmutatjuk, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén

lim
n→∞

Re
(
n(zn(t)−1)

)
=−t

2

2
és lim

n→∞
Im
(
n(zn(t)−1)

)
= 0.

Ekkor

Re
(
n(zn(t)−1)

)
= n

[
p cos

(
t

√
1−p
np

)
+(1−p) cos

(
t

√
p

n(1−p)

)
−1

]
,

és

Im
(
n(zn(t)−1)

)
= n

[
p sin

(
t

√
1−p
np

)
−(1−p) sin

(
t

√
p

n(1−p)

)]
.
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A L'Hôspital-szabály kétszeri alkalmazásával kapjuk, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén

lim
n→∞

Re
(
n(zn(t)−1)

)
= lim

n→∞

−p sin
(
t
√

1−p
np

)
t
√

1−p
p

(
−1

2

)
n−3/2−(1−p) sin

(
t
√

p
n(1−p)

)
t
√

p
1−p

(
−1

2

)
n−3/2

− 1
n2

=− t

2

√
p(1−p) lim

n→∞

sin
(
t
√

1−p
np

)
+sin

(
t
√

p
n(1−p)

)
n− 1

2

=− t

2

√
p(1−p) lim

n→∞

cos
(
t
√

1−p
np

)
t
√

1−p
p

(
−1

2

)
n−3/2+cos

(
t
√

p
n(1−p)

)
t
√

p
1−p

(
−1

2

)
n−3/2

−1
2
n−3/2

=−t
2

2

√
p(1−p) lim

n→∞

[
cos

(
t

√
1−p
np

)√
1−p
p

+cos

(
t

√
p

n(1−p)

)√
p

1−p

]

=−t
2

2

√
p(1−p)

[√
1−p
p

+

√
p

1−p

]
=−t

2

2
.

Hasonlóan, A L'Hôspital-szabály kétszeri alkalmazásával kapjuk, hogy

lim
n→∞

Im
(
n(zn(t)−1)

)
=−t

2

2

√
p(1−p) lim

n→∞

[
sin

(
t

√
1−p
np

)√
1−p
p

+sin

(
t

√
p

n(1−p)

)√
p

1−p

]
=−t

2

2

√
p(1−p)(0+0) = 0, t ∈ R.

Belátjuk most egy másik módon is, hogy tetsz®leges t∈R esetén limn→∞ n(zn(t)−1)=−
−t2/2. Tekintsük az alábbi felbontást:

n(zn(t)−1) = n

[
p
(
e
it
√

1−p
np −1− it

√
1−p
np

)
+(1−p)

(
e−it

√
p

n(1−p) −1+ it

√
p

n(1−p)

)]
.

Mivel |eix−1− ix− (ix)2

2
|⩽ |x|3

6
, x ∈ R, kapjuk, hogy

e
it
√

1−p
np −1− it

√
1−p
np

=
1

2

(
it

√
1−p
np

)2

+O

(
|t|3
(
1−p
np

) 3
2

)
=−t

2

2

1−p
np

+O(n− 3
2 ),

és hasonlóan

e−it
√

p
n(1−p) −1+ it

√
p

n(1−p)
=−t

2

2

p

n(1−p)
+O(n− 3

2 ).

Így tetsz®leges t ∈ R esetén

n(zn(t)−1) =−t
2

2
(1−p)+O(n− 1

2 )− t2

2
p+O(n− 1

2 ) =−t
2

2
+O(n− 1

2 )→−t
2

2
ha n→∞.

□
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6. Többdimenziós normális eloszlás

6.1. De�níció. Azt mondjuk, hogy az Y : Ω → Rd véletlen vektor standard normális el-

oszlású, ha Y = (Y1, . . . , Yd), ahol Y1, . . . , Yd : Ω→R független, standard normális eloszlású

valószín¶ségi változók.

Azt mondjuk, hogy az X : Ω→ Rd véletlen vektor normális eloszlású, ha X eloszlása

megegyezik AY +m eloszlásával, ahol Y : Ω→ Rd standard normális eloszlású, A ∈ Rd×d,

és m ∈ Rd.

6.2. Megjegyzés. Ha X = (X1, X2) egy olyan véletlen vektor, hogy D2(Xi)> 0, i= 1,2, és(
Y1

Y2

)
:=

X1−E(X1)√
D2(X1)

X2−E(X2)√
D2(X2)


2-dimenziós standard normális eloszlású véletlen vektor, akkor

X1−E(X1)√
D2(X1)

és
X2−E(X2)√

D2(X2)

független 1-dimenziós standard normális eloszlásúak, és így X1 és X2 is függetlenek és normális

eloszlásúak. Továbbá,(
X1

X2

)
=

(√
D2(X1) 0

0
√

D2(X2)

)(
Y1

Y2

)
+

(
E(X1)

E(X2)

)
,

és ezért a 6.1. De�níció szerint (X1, X2) 2-dimenziós normális eloszlású véletlen vektor, melynek

a koordinátái függetlenek. Felhívjuk azonban a �gyelmet, hogy a 6.1. De�níció alapján egy 2-

dimenziós normális eloszlású véletlen vektor koordinátái általában nem függetlenek. □

6.3. Tétel. Egy X : Ω→Rd véletlen vektor akkor és csak akkor normális eloszlású, ha karak-

terisztikus függvénye

φX(t) = exp

{
i⟨m, t⟩− 1

2
⟨Dt, t⟩

}
, t ∈ Rd

alakú, ahol m ∈ Rd, és D ∈ Rd×d szimmetrikus, pozitív szemide�nit mátrix, azaz D⊤ =D,

valamint tetsz®leges t ∈ Rd esetén ⟨Dt, t⟩⩾ 0. Továbbá m= E(X), D = Cov(X).

Ha D invertálható, akkor X abszolút folytonos, és s¶r¶ségfüggvénye

fX(x) =
1√

(2π)d det(D)
exp

{
−1

2
⟨D−1(x−m), x−m⟩

}
, x ∈ Rd.

Bizonyítás. Ha Y : Ω→ Rd standard normális eloszlású, akkor a 4.2. Tétel (viii) része és a

4.19. Példa alapján tetsz®leges t ∈ Rd esetén

φY (t) = E(ei(t1Y1+···+tdYd)) =
d∏

j=1

E(eitjYj) =
d∏

j=1

e−t2j/2 = e−∥t∥2/2.
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Ezért, ha X : Ω → Rd normális eloszlású, akkor a 6.1. De�níció alapján X
D
= AY +m, ahol

Y :Ω→Rd egy standard normális eloszlású véletlen változó, A∈Rd×d és m∈Rd. Így tetsz®leges

t ∈ Rd esetén

φX(t) = E(ei⟨t,X⟩) = E(ei⟨t,AY+m⟩) = ei⟨t,m⟩ E(ei⟨A⊤t,Y ⟩)

= ei⟨t,m⟩φY (A
⊤t) = ei⟨t,m⟩e−∥A⊤t∥2/2 = exp

{
i⟨t,m⟩− 1

2
⟨AA⊤t, t⟩

}
,

tehát φX valóban a tételben szerepl® alakú, ahol D := AA⊤ valóban szimmetrikus: D⊤ =

= (AA⊤)⊤ = AA⊤ =D, és pozitív szemide�nit: tetsz®leges t ∈ Rd esetén

⟨Dt, t⟩= ⟨AA⊤t, t⟩= ⟨A⊤t, A⊤t⟩= ∥A⊤t∥2 ⩾ 0.

Továbbá E(X) = E(AY +m) = AE(Y )+m=m, és mivel X−E(X)
D
= AY , kapjuk, hogy

Cov(X) = E[(X−E(X))(X−E(X))⊤] = E[(AY )(AY )⊤]

= E(AY Y ⊤A⊤) = AE(Y Y ⊤)A⊤ = AA⊤ =D.

Ha X : Ω→Rd olyan valószín¶ségi változó, melynek karakterisztikus függvénye a tételben

megadott alakban áll el®, akkor a szimmetrikus mátrixok spektrális felbontása alapján létezik

olyan O ∈Rd×d ortogonális mátrix (azaz O−1 =O⊤), hogy O−1DO=diag(λ1, . . . , λd), ahol

diag(λ1, . . . , λd) olyan diagonális mátrix, melynek f®átlójában a λ1, . . . , λd⩾0 számok állnak.

Ezért D=O diag(λ1, . . . , λd)O
−1 =OBB⊤O⊤, ahol B := diag(

√
λ1, . . . ,

√
λd), így D=AA⊤

alakú, ahol A := OB. A bizonyítás els® része alapján, ha Y : Ω → Rd standard normális

eloszlású, akkor AY +m karakterisztikus függvénye is a tételben megadott alakú, és így az

egyértelm¶ségi tétel (4.2. Tétel (vi) része) alapján AY +m és X ugyanolyan eloszlású. Ezért

a 6.1. De�níció szerint X normális eloszlású.

Ha Y = (Y1, . . . , Yd) : Ω → Rd standard normális eloszlású valószín¶ségi változó, akkor

Y1, . . . , Yd függetlenek és standard normális eloszlásúak, így a 3.24. Állítás alapján Y is abszolút

folytonos eloszlású, és s¶r¶ségfüggvénye fY az alábbi alakot ölti :

fY (u) = fY (u1, . . . , ud) =
d∏

i=1

fYi
(ui) =

d∏
i=1

1√
2π

e−
u2i
2 =

1

(2π)d/2
e−

1
2

∑d
i=1 u

2
i

=
1

(2π)d/2
e−

∥u∥2
2 =

1√
(2π)d det(Id)

exp

{
−1

2
⟨I−1

d (u−0), u−0⟩
}
, u= (u1, . . . , ud) ∈ Rd,

ahol Id a (d×d)-s egységmátrixot jelöli.

Nyilván det(D) = det(A) det(A⊤) = (det(A))2, így D akkor és csak akkor invertálható,

ha A invertálható. Továbbá, mivel D kovarianciamátrix, kapjuk, hogy D pozitív szemide�nit

is, és így det(D)⩾ 0. Ezért, ha D invertálható, akkor det(D)> 0 és | det(A)|> 0.
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Tegyük fel a továbbiakban, hogy D invertálható. Ha x = (x1, . . . , xd)
⊤ ∈ Rd, H := {y ∈

∈ Rd : y1 < x1, . . . , yd < xd} és X eloszlásfüggvényét FX jelöli, akkor

FX(x) = P(X1 < x1, . . . , Xd < xd) = P(X ∈H) = P(AY +m ∈H) = P(Y ∈ A−1(H−m))

=

∫
A−1(H−m)

fY (u) du=

∫
A−1(H−m)

1

(2π)d/2
e−∥u∥2/2 du

=

∫
H

1

(2π)d/2| det(A)|
e−∥A−1(v−m)∥2/2 dv,

ahol az u = A−1(v−m) helyettesítést hajtottuk végre, melynek Jacobi-mátrixa A−1, és

det(A−1) = (det(A))−1. Továbbá, (det(D))
1
2 = | det(A)|, és

∥A−1(v−m)∥2 = ⟨A−1(v−m), A−1(v−m)⟩= ⟨(A−1)⊤A−1(v−m), v−m⟩
= ⟨(AA⊤)−1(v−m), v−m⟩= ⟨D−1(v−m), v−m⟩,

így le lehet olvasni, hogy X-nek létezik s¶r¶ségfüggvénye, mely a tételben adott alakú. □

6.4. De�níció. Azt mondjuk, hogy az X :Ω→Rd véletlen vektor normális eloszlású (m,D)

paraméterekkel, ha X karakterisztikus függvénye a 6.3. Tételben adott alakú. Jelölése: X
D
=

N (m,D).

6.5. Megjegyzés. Legyen ξ egy (1-dimenziós) standard normális eloszlású véletlen válto-

zó. Ekkor (ξ, ξ)⊤ 2-dimenziós normális eloszlású véletlen változó, hiszen (ξ, ξ)⊤ eloszlása

megegyezik (
1 0

1 0

)(
ξ

η

)
+

(
0

0

)
eloszlásával, ahol η független ξ-t®l és standard normális eloszlású. A (ξ, ξ)⊤ véletlen változó

nem abszolút folytonos eloszlású, mert

P

((
ξ

ξ

)
∈

{(
x

x

)
: x ∈ R

})
= 1,

azonban az

S :=

{(
x

x

)
: x ∈ R

}
halmaz 2-dimenziós Lebesgue-mértéke 0, és így ha (ξ, ξ)⊤-nak létezne fξ,ξ s¶r¶ségfüggvénye,

akkor

1 = P

((
ξ

ξ

)
∈ S

)
=

∫
S

fξ,ξ(x, y) dxdy = 0

lenne, mely ellentmondás. □

Az alábbi következmény szerint tetsz®leges normális eloszlású véletlen vektor lineáris transz-

formáltjai is normális eloszlású véletlen vektorok.

106



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

6.6. Következmény. Ha X
D
=N (m,D) d-dimenziós normális eloszlású véletlen vektor, a∈

∈Rℓ és B∈Rℓ×d, akkor a+BX
D
=N (a+Bm,BDB⊤) ℓ-dimenziós normális eloszlású véletlen

vektor.

Bizonyítás. Minden t ∈ Rℓ esetén

φa+BX(t) = E(ei⟨t,a+BX⟩) = ei⟨t,a⟩ E(ei⟨B⊤t,X⟩) = ei⟨t,a⟩φX(B
⊤t)

= exp

{
i⟨t, a⟩+ i⟨m,B⊤t⟩− 1

2
⟨DB⊤t, B⊤t⟩

}
= exp

{
i⟨a+Bm, t⟩− 1

2
⟨BDB⊤t, t⟩

}
,

amib®l következik az állítás, ugyanis BDB⊤ szimmetrikus és pozitív szemide�nit is, mert

⟨BDB⊤t, t⟩= ⟨DB⊤t, B⊤t⟩⩾ 0,

hiszen D pozitív szemide�nit. □

Az alábbi következmény karakterizálja a többdimenziós normális eloszlásokat.

6.7. Következmény. Egy X : Ω→Rd véletlen vektor akkor és csak akkor normális eloszlású,

ha minden c ∈ Rd vektor esetén a c⊤X véletlen változó normális eloszlású.

Bizonyítás. Ha az X véletlen vektor normális eloszlású, akkor a 6.6. Következmény szerint

tetsz®leges c ∈ Rd vektor esetén c⊤X
D
=N (c⊤m, c⊤Dc) normális eloszlású véletlen változó.

Megfordítva tegyük fel, hogy X :Ω→Rd d-dimenziós valószín¶ségi vektorváltozó és tetsz®leges

c ∈ Rd esetén c⊤X = ⟨c,X⟩ normális eloszlású. Ekkor ⟨c,X⟩ karakterisztikus függvénye az

u ∈ R helyen

φ⟨c,X⟩(u) = E(eiu⟨c,X⟩) = exp
{
i⟨c,E(X)⟩u− 1

2

〈
Cov(X)c, c

〉
u2
}
,

hiszen E(⟨c,X⟩) = ⟨c,E(X)⟩, és a 3.41. Állítás alapján

D2
(
⟨c,X⟩

)
= D2

(
c⊤X

)
= c⊤Cov(X)c= ⟨Cov(X)c, c⟩.

Így

φX(c) = E(ei⟨c,X⟩) = φ⟨c,X⟩(1) = exp
{
i⟨c,E(X)⟩− 1

2
⟨Cov(X)c, c⟩

}
, c ∈ Rd,

melyb®l a 6.3. Tétel alapján következik, hogy X d-dimenziós normális eloszlású. □

6.8. Következmény. Legyen (X1, . . . , Xd, Y1, . . . , Yℓ) d+ℓ-dimenziós normális eloszlású vé-

letlen vektor, és tegyük fel, hogy bármely i∈{1, . . . , d} és j∈{1, . . . , ℓ} esetén Cov(Xi, Yj)=0.

Ekkor (X1, . . . , Xd) és (Y1, . . . , Yℓ) függetlenek.
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Bizonyítás. A feltételek szerint Z := (X1, . . . , Xd, Y1, . . . , Yℓ) szórásmátrixa

ΣZ =

[
ΣX 0

0 ΣY

]

alakú, ahol ΣX és ΣY az X := (X1, . . . , Xd), illetve Y := (Y1, . . . , Yℓ) szórásmátrixa.

A Z várható érték vektora mZ = (mX ,mY ) alakú, ahol mX és mY az (X1, . . . , Xd),

illetve (Y1, . . . , Yℓ) várható érték vektora. Így a 6.3. Tétel szerint Z karakterisztikus függvénye

tetsz®leges t= (u, v) (u ∈ Rd, v ∈ Rℓ) pontban

φZ(t) = exp

{
i⟨mZ , t⟩−

1

2
⟨ΣZt, t⟩

}
= exp

{
i⟨mX , u⟩+ i⟨mY , v⟩−

1

2
⟨ΣXu, u⟩−

1

2
⟨ΣY v, v⟩

}
= exp

{
i⟨mX , u⟩−

1

2
⟨ΣXu, u⟩

}
exp

{
i⟨mY , v⟩−

1

2
⟨ΣY v, v⟩

}
= φX(u)φY (v),

(6.1)

ahol az utolsó lépésben azt használtuk fel, hogy X
D
= Nd(mX ,ΣX) és Y

D
= Nℓ(mY ,ΣY ), és

így a 6.3. Tétel alapján

φX(u) = exp

{
i⟨mX , u⟩−

1

2
⟨ΣXu, u⟩

}
, u ∈ Rd,

φY (v) = exp

{
i⟨mY , v⟩−

1

2
⟨ΣY v, v⟩

}
, v ∈ Rℓ.

Ez utóbbi állítások például ellen®rizhet®ek úgy, hogy a B := [Id 0]∈Rd×(d+ℓ) választással a 6.6.

Következmény szerint X = BZ
D
= Nd(BmZ , BΣZB

⊤) = Nd(mX ,ΣX), a B := [0 Iℓ] ∈ Rℓ×(d+ℓ)

választással pedig Y =BZ
D
=Nℓ(BmZ , BΣZB

⊤) =Nℓ(mY ,ΣY ). Végezetül, (6.1) és a 4.2. Tétel

(vii) része alapján X és Y függetlenek. □

6.9. Következmény. Legyenek X1, . . . , Xd független, standard normális eloszlású véletlen

változók, azaz (X1, . . . , Xd) d-dimenziós standard normális eloszlású. Az a1X1+ · · ·+adXd és

b1X1+ · · ·+bdXd lineáris kombinációk akkor és csak akkor függetlenek, ha az (a1, . . . , ad) és

(b1, . . . , bd) vektorok mer®legesek egymásra.

Bizonyítás. Az (a1X1+ · · ·+adXd, b1X1+ · · ·+bdXd) kétdimenziós véletlen vektor normális

eloszlású, hiszen az X :=(X1, . . . , Xd)
⊤ d-dimenziós standard normális eloszlású véletlen vektor

lineáris transzformáltja:

(a1X1+ · · ·+adXd, b1X1+ · · ·+bdXd)
⊤ =

[
a1 · · · ad

b1 · · · bd

]
X,

108



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

és alkalmazható a 6.6. Következmény. Így, felhasználva azt is, hogy független véletlen változók

korrelálatlanok, a 6.8. Következmény szerint kapjuk, hogy az a1X1+ · · ·+adXd és b1X1+

+ · · ·+ bdXd véletlen változók akkor és csak akkor függetlenek, ha korrelálatlanok. Az a :=

= (a1, . . . , ad)
⊤, b := (b1, . . . , bd)

⊤ jelöléssel

a1X1+ · · ·+adXd = a⊤X, b1X1+ · · ·+bdXd = b⊤X,

és, felhasználva, hogy E(X) = 0 ∈ Rd,

Cov(a⊤X, b⊤X) = E
[
(a⊤X−E(a⊤X))(b⊤X−E(b⊤X))

]
= E

[
(a⊤X−E(a⊤X))(b⊤X−E(b⊤X))⊤

]
= E(a⊤XX⊤b)−E(a⊤X)E(X⊤b)−E(a⊤X)E(X⊤b)+E(a⊤X)E(X⊤b)

= E(a⊤XX⊤b) = a⊤ E(XX⊤)b= a⊤Cov(X)b= a⊤b= ⟨a, b⟩,

hiszen Cov(X) az egységmátrix. Így a1X1+ · · ·+adXd és b1X1+ · · ·+bdXd akkor és csak

akkor függetlenek, ha ⟨a, b⟩= 0, azaz, ha az a és b vektorok mer®legesek egymásra. □

6.10. Példa. Példát adunk egy olyan (ξ, η) 2-dimenziós valószín¶ségi vektorváltozóra, mely-

nek koordinátái normális eloszlásúak, de (ξ, η) nem normális eloszlású.

De�niáljuk a következ® (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®t: Ω := (0,1), A a (0,1)-beli Borel-

halmazok σ-algebrája, P pedig a Lebesgue-mérték A-n. A ξ és η valószín¶ségi változókat

értelmezzük a következ®képpen: ξ(x) := Φ−1(x), x ∈ (0,1), és

η(x) :=

Φ−1(1−x) ha 0< x⩽ 1
2
,

Φ−1(x−1/2) ha 1
2
< x < 1,

ahol Φ a standard normális eloszlás eloszlásfüggvényét jelöli (mivel Φ szigorúan monoton

növekv®, így értelmes Φ−1-r®l beszélni). Megmutatjuk, hogy ξ és η is standard normális

eloszlású, de (ξ, η) nem normális eloszlású.

Legyen x ∈ R rögzített. Ekkor

Fξ(x) = P(ξ < x) = P({y ∈ (0,1) : Φ−1(y)< x}) = P({y ∈ (0,1) : y < Φ(x)}) = Φ(x),

így ξ standard normális eloszlású valószín¶ségi változó. Továbbá

Fη(x) = P(η < x) = P({y ∈ (0,1) : η(y)< x})
= P({y ∈ (0,1/2] : η(y)< x})+P({y ∈ (1/2,1) : η(y)< x})
= P({y ∈ (0,1/2] : Φ−1(1−y)< x})+P({y ∈ (1/2,1) : Φ−1(y−1/2)< x})
= P({y ∈ (0,1/2] : 1−y < Φ(x)})+P({y ∈ (1/2,1) : y−1/2< Φ(x)})
= P({y ∈ (0,1/2] : 1−Φ(x)< y})+P({y ∈ (1/2,1) : y < Φ(x)+1/2}).
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Ha x⩾ 0, úgy Φ(x)⩾ 1/2, 1−Φ(x) ∈ (0, 1
2
] és Φ(x)+ 1

2
∈ [1, 3

2
), és így

Fη(x) =

(
1

2
−(1−Φ(x))

)
+
1

2
= Φ(x).

Ha pedig x < 0, úgy Φ(x)< 1/2, 1−Φ(x) ∈ (1
2
,1) és Φ(x)+ 1

2
∈ [1

2
,1), és így

Fη(x) = 0+

(
Φ(x)+

1

2
− 1

2

)
= Φ(x).

Összefoglalva, Fη(x) = Φ(x), x ∈ R, azaz η is standard normális eloszlású.

Megmutatjuk, hogy P(ξ+η = 0) = 1/2. A valószín¶ség additivitása miatt

P(ξ+η = 0) = P
(
{y ∈ (0,1/2] : ξ(y)+η(y) = 0}

)
+P

(
{y ∈ (1/2,1) : ξ(y)+η(y) = 0}

)
= P

(
{y ∈ (0,1/2] : ξ(y)+ξ(1−y) = 0}

)
+P

(
{y ∈ (1/2,1) : ξ(y)+ξ(y−1/2) = 0}

)
= P

(
{y ∈ (0,1/2] : Φ−1(y)+Φ−1(1−y) = 0}

)
+P

(
{y ∈ (1/2,1) : Φ−1(y)+Φ−1(y−1/2) = 0}

)
.

Felhasználva, hogy

Φ−1(y) =−Φ−1(1−y) ⇐⇒ y = Φ(−Φ−1(1−y)) = 1−Φ(Φ−1(1−y)) = 1−(1−y) = y,

és azt, hogy

Φ−1(y) =−Φ−1(y−1/2) ⇐⇒ y = 1−(y−1/2) = 3/2−y ⇐⇒ y =
3

4
,

kapjuk, hogy

P(ξ+η = 0) = P({y ∈ (0,1/2) : y = y})+P({y ∈ [1/2,1) : y = 3/4}) = 1

2
+0 =

1

2
.

Mivel P(ξ+η=0)=1/2, kapjuk azt is, hogy D2(ξ+η)>0, hiszen ha D2(ξ+η)=0 teljesülne,

akkor P(ξ+η = E(ξ+η)) = 1 állna fenn, és mivel E(ξ) = 0, E(η) = 0, ez azt vonná maga után,

hogy P(ξ+η = 0) = 1, mely ellentmondás.

Ha (ξ, η) 2-dimenziós normális eloszlású lenne, akkor a 6.7. Következmény szerint ξ+η 1-

dimenziós normális eloszlású lenne, és mivel D2(ξ+η)>0, kapjuk, hogy ξ+η abszolút folytonos

eloszlású lenne. Azonban ekkor P(ξ+η=0)=0 lenne, mely ellentmondás, hiszen P(ξ+η=0)=1/2.

Így (ξ, η) nem 2-dimenziós normális eloszlású véletlen változó.

A ξ és η véletlen változók nem függetlenek, hiszen ha azok lennének, akkor a 3.24. Állítás

alapján (ξ, η) 2-dimenziós standard normális eloszlású lenne (tekintettel arra, hogy már belát-

tuk, hogy ξ és η standard normális eloszlásúak), mely ellentmondás. A következ®kben direkt
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módon (de�níció alapján) is belátjuk, hogy ξ és η nem függetlenek. Mivel ξ és η standard

normális eloszlású, kapjuk, hogy P(ξ < 0) = 1
2
és P(η < 0) = 1

2
. Továbbá,

P(ξ < 0, η < 0) = P({y ∈ (0,1) : Φ−1(1−y)< 0}∩{η < 0})
= P({y ∈ (0,1) : 1−y < 1/2}∩{η < 0})
= P({y ∈ (0,1) : y > 1/2}∩{η < 0})
= P({y ∈ (1/2,1) : Φ−1(y−1/2)< 0})
= P({y ∈ (1/2,1) : y−1/2< 1/2})

= P((1/2,1)) =
1

2
.

Így

P(ξ < 0)P(η < 0) =
1

2
· 1
2
=

1

4
̸= 1

2
= P(ξ < 0, η < 0),

és ezért ξ és η nem függetlenek.

Az sem teljesül, hogy (ξ, η) abszolút folytonos eloszlású lenne, hiszen ekkor a 3.26. Állítás

alapján ξ+η is abszolút folytonos eloszlású lenne, és így P(ξ+η = 0) = 0 lenne, mely láttuk,

hogy ellentmondás. □
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7. Véletlen vektorok sorozatának konvergenciafajtái

7.1. De�níció. Legyenek X :Ω→Rd és Xn :Ω→Rd, n∈N, véletlen vektorok. Azt mondjuk,

hogy az X1, X2, . . . sorozat X-hez konvergál

� majdnem biztosan (jelölése Xn
m.b.−→X vagy Xn →X P-m.b. vagy Xn

a.s.−→X), ha

P
(
lim
n→∞

Xn =X
)
= P

(
{ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) =X(ω)}

)
= 1;

� sztochasztikusan (jelölése Xn
P−→X vagy Xn

st−→X), ha bármely ε > 0 esetén

lim
n→∞

P(∥Xn−X∥⩾ ε) = 0;

� eloszlásban (jelölése Xn
D−→X), ha

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)

minden olyan x ∈ Rd pontban, ahol FX folytonos;

� r-edik momentumban (Lr-ben), ahol r>0 (jelölése Xn
∥·∥r−→X vagy Xn

Lr

−→X), ha

E(∥X∥r)<∞, E(∥Xn∥r)<∞, n ∈ N, és lim
n→∞

E (∥Xn−X∥r) = 0.

Megjegyezzük, hogy a sztochasztikus konvergencia de�níciója ekvivalens azzal, hogy tetsz®-

leges ε > 0 esetén

lim
n→∞

P(∥Xn−X∥> ε) = 0.

A majdnem biztos, sztochasztikus és r-edik momentumbeli konvergenciák kapcsolatáról szól

a következ® tétel.

7.2. Tétel. Legyenek X : Ω→ Rd és Xn : Ω→ Rd, n ∈ N, véletlen vektorok.

(i) Ha Xn
m.b.−→X, vagy valamely r > 0 esetén Xn

∥·∥r−→X, akkor Xn
P−→X.

(ii) Ha Xn
∥·∥r−→X valamely r > 0 esetén, akkor tetsz®leges s ∈ (0, r) esetén Xn

∥·∥s−→X.

Bizonyítás. (i). El®ször megmutatjuk, hogy

Xn
m.b.−→X akkor és csak akkor, ha

∀ ε > 0 esetén P(∥Xk−X∥> ε végtelen sok k ∈ N esetén) = 0.
(7.1)

Egy Rd-beli sorozat konvergenciájának de�níciója szerint:

{ω ∈ Ω :Xn(ω)→X(ω)}=
⋂

ε∈(0,∞)

{
ω ∈ Ω : ∥Xk(ω)−X(ω)∥> ε véges sok k ∈ N esetén

}
=
⋂
m∈N

{
ω ∈ Ω : ∥Xk(ω)−X(ω)∥> 1

m
véges sok k ∈ N esetén

}
,
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és

P
(⋂

m∈N

{ω ∈ Ω : ∥Xk(ω)−X(ω)∥> 1

m
véges sok k ∈ N esetén}

)
= 1

⇐⇒ ∀m ∈ N esetén P
(
∥Xk−X∥> 1

m
véges sok k ∈ N esetén

)
= 1

⇐⇒ ∀ ε ∈ (0,∞) esetén P(∥Xk−X∥> ε véges sok k ∈ N esetén) = 1

⇐⇒ ∀ ε ∈ (0,∞) esetén P(∥Xk−X∥> ε végtelen sok k ∈ N esetén) = 0,

bizonyítva ezzel (7.1)-et. A fentiekben szerepl® els® ekvivalenciánál azt használtuk fel, hogy

Am ∈ A, m ∈ N, események esetén P(Am) = 1, m ∈ N, akkor és csak akkor teljesül, ha

P(
⋂

m∈NAm) = 1. Valóban, ha P(Am) = 1, m ∈ N, akkor ez a valószín¶ség folytonosságából

(1.5. Állítás (v) része) és abból következik, hogy ha A,B ∈ A olyan események, melyekre

P(A)=P(B)= 1, akkor P(A∩B)= 1. Megfordítva, ha P(
⋂

m∈NAm)= 1, akkor peddig abból,

hogy
⋂

m∈NAm ⊂ An, n ∈ N. Továbbá, tetsz®leges ε > 0 és n ∈ N esetén

{∥Xn−X∥> ε} ⊂ An(ε) :=

{
sup

{k∈N:k⩾n}
∥Xk−X∥> ε

}
=

∞⋃
k=n

{∥Xk−X∥> ε}. (7.2)

Mivel sup{k∈N:k⩾n+1} ∥Xk−X∥⩽sup{k∈N:k⩾n} ∥Xk−X∥, n∈N, adódik, hogy An(ε)↓
⋂∞

m=1Am(ε),

ha n→∞, így újra a valószín¶ség folytonosságát használva kapjuk, hogy

P(An(ε))→P

(
∞⋂

m=1

Am(ε)

)
= P

(
∞⋂

m=1

∞⋃
k=m

{∥Xk−X∥> ε}

)
= P(∥Xk−X∥> ε végtelen sok k ∈ N esetén)

amint n→∞. A valószín¶ség monotonitása és (7.2) alapján, tetsz®leges ε > 0 esetén

0⩽ lim sup
n→∞

P(∥Xn−X∥> ε)⩽ lim sup
n→∞

P(An(ε)) = lim
n→∞

P(An(ε))

= P(∥Xk−X∥> ε végtelen sok k ∈ N esetén).

Ezért, ha Xn
m.b.−→X, akkor (7.1)-et is használva, kapjuk, hogy lim supn→∞ P(∥Xn−X∥>ε)=0

tetsz®leges ε > 0 esetén, melyb®l adódik, hogy Xn
P−→X.

A Markov-egyenl®tlenség szerint tetsz®leges ε > 0 esetén

0⩽ P(∥Xn−X∥> ε) = P(∥Xn−X∥r > εr)⩽
E (∥Xn−X∥r)

εr
, n ∈ N,

tehát, ha Xn
∥·∥r−→X, akkor Xn

P−→X.

(ii). A Ljapunov-egyenl®tlenség (3.7. Tétel (xvii) része) szerint tetsz®leges s∈ (0, r) esetén

E (∥Xn∥s)⩽ [E (∥Xn∥r)]
s
r , n ∈ N, E (∥X∥s)⩽ [E (∥X∥r)]

s
r ,
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és

0⩽ E (∥Xn−X∥s)⩽ [E (∥Xn−X∥r)]
s
r , n ∈ N,

tehát, ha Xn
∥·∥r−→X, akkor Xn

∥·∥s−→X. □

A sztochasztikus konvergencia határértékének P-m.m.-i egyértelm¶ségér®l szól a következ®

tétel.

7.3. Tétel. Ha X : Ω → Rd, Y : Ω → Rd, Xn : Ω → Rd és Yn : Ω → Rd, n ∈ N, véletlen

vektorok úgy, hogy Xn
P−→X, Yn

P−→ Y , és Xn = Yn P-m.b. minden n ∈N esetén, akkor

X = Y P-m.b. Speciálisan, ha Xn
m.b.−→ X, Yn

m.b.−→ Y és Xn = Yn P-m.b. minden n ∈ N
esetén, akkor X = Y P-m.b.

Bizonyítás. Tetsz®leges ε > 0 és n ∈ N esetén

{∥Xn−X∥⩽ ε}∩{∥Yn−Y ∥⩽ ε}∩{Xn = Yn} ⊂ {∥X−Y ∥⩽ 2ε},

hiszen

∥X−Y ∥= ∥(X−Xn)+(Xn−Yn)+(Yn−Y )∥⩽ ∥Xn−X∥+∥Xn−Yn∥+∥Yn−Y ∥.

Így

{∥X−Y ∥> 2ε} ⊂ {∥Xn−X∥> ε}∪{∥Yn−Y ∥> ε}∪{Xn ̸= Yn}.

Mivel P(Xn ̸= Yn) = 0, n ∈ N, így

P(∥X−Y ∥> 2ε)⩽ P(∥Xn−X∥> ε)+P(∥Yn−Y ∥> ε)→ 0 amint n→∞,

tehát tetsz®leges ε > 0 esetén P(∥X−Y ∥> 2ε) = 0. Felhasználva, hogy

{∥X−Y ∥> 0}=
∞⋃
ℓ=1

{
∥X−Y ∥> 1

ℓ

}
és {

∥X−Y ∥> 1

n

}
↑

∞⋃
ℓ=1

{
∥X−Y ∥> 1

ℓ

}
amint n→∞,

a valószín¶ség folytonossága (1.5. Állítás (v) része) szerint kapjuk, hogy

P(∥X−Y ∥> 0) = lim
n→∞

P
(
∥X−Y ∥> 1

n

)
= 0,

vagyis P(∥X−Y ∥= 0) = 1. □

Az alábbi tétel a sztochasztikus konvergencia egy ekvivalens átfogalmazásáról szól.

7.4. Tétel. Legyenek Xn : Ω→Rd, n ∈N, véletlen vektorok. Az Xn, n ∈N, sorozat akkor

és csak akkor konvergál sztochasztikusan valamilyen X : Ω→Rd véletlen vektorhoz, ha ∀ ε> 0

esetén limn→∞ sup{m∈N:m>n} P(∥Xm−Xn∥> ε) = 0.
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Bizonyítás. Tegyük fel el®ször, hogy Xn
P−→X, ahol X : Ω→Rd egy véletlen vektor. Ekkor

bármilyen ε > 0 esetén létezik olyan n0(ε) ∈ N, hogy P(∥Xn−X∥ > ε) < ε, ha n⩾ n0(ε).

Így minden m> n⩾ n0(
ε
2
) esetén

P(∥Xm−Xn∥> ε)⩽ P(∥Xm−X∥+∥X−Xn∥> ε)

⩽ P
(
{∥Xm−X∥> ε/2}∪{∥X−Xn∥> ε/2}

)
⩽ P(∥Xm−X∥> ε/2)+P(∥X−Xn∥> ε/2)<

ε

2
+
ε

2
= ε.

Így, ha n⩾ n0(
ε
2
), akkor sup{m∈N:m>n} P(∥Xm−Xn∥> ε)⩽ ε, amib®l következik, hogy

lim
n→∞

sup
{m∈N:m>n}

P(∥Xm−Xn∥> ε) = 0.

Megfordítva, tegyük fel, hogy bármilyen ε>0 esetén limn→∞ sup{m∈N:m>n} P(∥Xm−Xn∥>
> ε) = 0, mely írható limm→∞ sup{n∈N: n>m} P(∥Xn−Xm∥> ε) = 0 alakban is. Így bármilyen

k ∈ N esetén létezik olyan mk ∈ N, hogy

P(∥Xn−Xm∥> 2−k)< 2−k, ha n >m⩾mk.

Legyen n1 :=m1, és ni+1 := max(ni+1,mi+1), i ∈ N, továbbá

X ′
k :=Xnk

, és Ak := {∥X ′
k+1−X ′

k∥> 2−k}, k ∈ N.

Ekkor
∞∑
k=1

P(Ak) =
∞∑
k=1

P(∥Xnk+1
−Xnk

∥> 2−k)⩽
∞∑
k=1

2−k = 1<∞,

így a Borel�Cantelli lemma alapján létezik olyan A ∈ A esemény, hogy P(A) = 0 és minden

ω ∈ Ω\A esetén létezik olyan k0(ω) ∈ N, hogy

∥X ′
k+1(ω)−X ′

k(ω)∥⩽ 2−k, k ⩾ k0(ω).

Ezért bármilyen ω ∈ Ω\A és n⩾ k0(ω) esetén

sup
{m∈N:m>n}

∥X ′
m(ω)−X ′

n(ω)∥⩽ sup
{m∈N:m>n}

m−1∑
k=n

∥X ′
k+1(ω)−X ′

k(ω)∥

=
∞∑
k=n

∥X ′
k+1(ω)−X ′

k(ω)∥⩽
∞∑
k=n

2−k =
1

2n−1
→ 0,

ha n → ∞. Felhasználva, hogy egy Rd-beli Cauchy-sorozat konvergens, kapjuk, hogy ha

ω ∈ Ω\A, akkor létezik a limk→∞X ′
k(ω) ∈ R határérték, ahol P(Ω\A) = 1. Legyen

X(ω) :=

limk→∞X ′
k(ω) ha ω ∈ Ω\A,

0 ha ω ̸∈ Ω\A.
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Ekkor X véletlen vektor, és az el®z®ek alapján X ′
k(ω)=Xnk

(ω)→X(ω), ha k→∞ minden

ω∈Ω\A esetén, azaz Xnk

m.b.−→X, ha k→∞. A 7.2. Tétel (i) része alapján ekkor Xnk

P−→X,

ha k→∞, is teljesül. Így bármilyen ε > 0 és ℓ ∈ N esetén,

P(∥Xℓ−X∥> ε)⩽ P(∥Xℓ−Xnk
∥> ε/2)+P(∥Xnk

−X∥> ε/2)

⩽ sup
{ℓ̃∈N: ℓ̃>nk}

P(∥Xℓ̃−Xnk
∥> ε/2)+P(∥Xnk

−X∥> ε/2),

ahol nk ∈N olyan, hogy nk<ℓ⩽nk+1 (ilyen nk létezik, mert ni, i∈N, szigorúan monoton

növekv®en tart ∞-be, amint i→∞). Mivel ℓ→∞ esetén nk →∞, felhasználva a feltételt

is, kapjuk, hogy limℓ→∞ P(∥Xℓ−X∥>ε)=0. Végezetül megjegyezzük, hogy a fenti bizonyítás

egyfajta konstrukciót is szolgáltat az X : Ω→ Rd véletlen vektorra. □

7.5. Állítás. Legyenek Xn : Ω→R, n∈N, véletlen változók. Ha Xn
P−→ 0, amint n→∞,

és P(0⩽Xn+1 ⩽Xn) = 1 minden n ∈ N esetén, akkor Xn
m.b.−→ 0, amint n→∞.

Bizonyítás. Felhasználva, hogy megszámlálható sok 1-valószín¶ség¶ esemény metszete is 1-

valószín¶ség¶ esemény, kapjuk, hogy

P(0⩽Xn+1 ⩽Xn, ∀n ∈ N) = P

(
∞⋂
n=1

{0⩽Xn+1 ⩽Xn}

)
= 1.

Így Xn(ω), n ∈ N, monoton csökken®, alulról korlátos sorozat P-majdnem minden ω ∈ Ω

esetén, és ezért

P
(
{ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω)}

)
= 1.

Mivel Xn
P−→ 0, kapjuk, hogy tetsz®leges ε > 0 esetén limn→∞ P(|Xn| > ε) = 0. Legyen

a továbbiakban ε > 0 rögzített. Ekkor, felhasználva, hogy egy alulról korlátos (valós érték¶)

monoton csökken® sorozat határértéke nemmás, mint az in�muma, kapjuk, hogy

P
({
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és lim

n→∞
Xn(ω)> ε

})
= P

({
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és inf

n∈N
Xn(ω)> ε

})
⩽ P

(
{ω ∈ Ω :Xn(ω)> ε, ∀n ∈ N}

)
= P

({
ω ∈ Ω :

∞⋂
n=1

{Xn(ω)> ε}
})

⩽ P(Xm > ε)⩽ P(|Xm|> ε), m ∈ N.

Így tetsz®leges ε > 0 esetén

P
({
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és lim

n→∞
Xn(ω)> ε

})
= 0.

Mivel{
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és lim

n→∞
Xn(ω)> 0

}
=

∞⋃
k=1

{
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és lim

n→∞
Xn(ω)> 1/k

}
,
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a valószín¶ség folytonossága alapján, kapjuk, hogy

P
({
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és lim

n→∞
Xn(ω)> 0

})
= 0. (7.3)

Mivel P({ω ∈Ω : ∃ limn→∞Xn(ω)}) = 1 és P({ω ∈Ω :Xn(ω)⩾ 0, ∀ n∈N}) = 1, felhasználva,

hogy két 1 valószín¶ség¶ esemény metszete is 1 valószín¶ség¶, kapjuk, hogy

P
({
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és lim

n→∞
Xn(ω)⩾ 0

})
= 1.

Így (7.3) alapján, adódik, hogy

P
({
ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
Xn(ω) és lim

n→∞
Xn(ω) = 0

})
= 1.

Megjegyezzük, hogy a 7.3. Tételt felhasználva a bizonyítást egyszer¶bben is befejezhetjük.

A bizonyítás eleje alapján Xn
m.b.−→ infm∈NXm, melyb®l a 7.2. Tétel (i) része alapján követke-

zik, hogy Xn
P−→ infm∈NXm. Továbbá, a feltétel alapján Xn

P−→ 0. Így a 7.3. Tétel alapján

infm∈NXm = 0 P-m.b., és ezért Xn
m.b.−→ 0. □

A majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia további kapcsolatairól szól a következ®

tétel.

7.6. Tétel. Legyenek X : Ω→ Rd és Xn : Ω→ Rd, n ∈ N, véletlen vektorok.

(i) Az alábbi állítások ekvivalensek:

(a) Xn
m.b.−→X, amint n→∞,

(b) sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−X∥ P−→ 0, amint n→∞, azaz

∀ ε > 0 esetén lim
n→∞

P
(

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−X∥> ε

)
= 0,

(c) sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−X∥ a.s.−→ 0, amint n→∞.

(ii) Az alábbi állítások ekvivalensek:

(a) (Xn)n∈N majdnem biztosan konvergál valamely d-dimenziós véletlen vektorhoz,

(b) sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥
P−→ 0, amint n→∞, azaz

∀ ε > 0 esetén lim
n→∞

P
(

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥> ε

)
= 0,

(c) sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥
a.s.−→ 0, amint n→∞.
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(iii) Ha tetsz®leges ε > 0 esetén
∞∑
k=1

P(∥Xk−X∥⩾ ε)<∞, akkor Xn
m.b.−→X.

(iv) Xn
P−→X, amint n→∞, akkor és csak akkor, ha pozitív egészek bármely n1<n2<. . .

sorozatának van olyan nk1 < nk2 < . . . részsorozata, hogy Xnki

m.b.−→X, amint i→∞.

Speciálisan, ha Xn
P−→X, amint n→∞, akkor létezik olyan n1<n2< · · · részsorozat,

hogy Xnℓ

m.b.−→X, amint ℓ→∞ (Riesz-féle kiválasztási tétel).

Bizonyítás. (i). (a)⇐⇒ (b) : A 7.2. Tétel (i) részének bizonyítása során beláttuk, hogy tet-

sz®leges ε > 0 esetén

P
(

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−X∥> ε

)
→ P(∥Xk−X∥> ε végtelen sok k ∈ N esetén),

ha n→∞, amib®l (7.1) alapján következik, hogy (a)⇐⇒ (b).

(i). (c) =⇒ (b) : A 7.2. Tétel (i) részéb®l következik.

(i). (b) =⇒ (c) : A sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk −X∥, n ∈ N, nemnegatív véletlen változók monoton

csökken® sorozata, mely sztochasztikusan konvergál 0-hoz, amint n→ ∞. Így a 7.5. Állítás

alapján kapjuk a (c) rész állítását.

(ii). (a)⇐⇒ (c) : A (7.1) bizonyításához hasonlóan kapjuk, hogy

P((Xn)n∈N konvergens) = 1 akkor és csak akkor, ha

∀ ε > 0 esetén P
(

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥> ε végtelen sok n ∈ N esetén
)
= 0.

(7.4)

Valóban, felhasználva, hogy Rd teljes, kapjuk, hogy

{ω ∈ Ω : (Xn(ω))n∈N konvergens}

=
⋂

ε∈(0,∞)

∞⋃
N=1

{
ω ∈ Ω : ∥Xk(ω)−Xn(ω)∥⩽ ε, ha k > N és n > N

}
=
⋂
m∈N

∞⋃
N=1

{
ω ∈ Ω : ∥Xk(ω)−Xn(ω)∥⩽

1

m
, ha k > N és n > N

}
,
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és a valószín¶ség folytonossága alapján

P
(⋂

m∈N

∞⋃
N=1

{ω ∈ Ω : ∥Xk(ω)−Xn(ω)∥⩽
1

m
, ha k > N és n > N}

)
= 1

⇐⇒ ∀m ∈ N esetén P
( ∞⋃

N=1

{
∥Xk−Xn∥⩽

1

m
, ha k > N és n > N

})
= 1

⇐⇒ ∀ ε ∈ (0,∞) esetén P
( ∞⋃

N=1

{
∥Xk−Xn∥⩽ ε, ha k > N és n > N

})
= 1

⇐⇒ ∀ ε ∈ (0,∞) esetén

P
( ∞⋂

N=1

{
∥Xk−Xn∥> ε valamely (k, n) ∈ (N\{1, . . . , N})×(N\{1, . . . , N}) esetén

})
= 0

⇐⇒ ∀ ε ∈ (0,∞) esetén

P
(
∀N ∈ N ∃ (kN , nN) ∈ (N\{1, . . . , N})×(N\{1, . . . , N}) : ∥Xmax(kN ,nN )−Xmin(kN ,nN )∥> ε

)
= 0

⇐⇒ ∀ ε ∈ (0,∞) esetén P
(

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥> ε végtelen sok n ∈ N esetén
)
= 0,

bizonyítva ezzel (7.4)-t. A (7.1) formula alapján, tetsz®leges Yn, n ∈N, és Y (valós érték¶)

véletlen változók esetén

Yn
m.b.−→ Y akkor és csak akkor, ha

∀ ε > 0 esetén P(|Yn−Y |> ε végtelen sok n ∈ N esetén) = 0.

Ezt alkalmazva az Yn := sup{k∈N: k⩾n} ∥Xk−Xn∥, n ∈ N, és Y := 0 választásokkal, kapjuk,

hogy

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥
a.s.−→ 0 amint n→∞

⇐⇒ ∀ ε > 0 esetén P
(

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥> ε végtelen sok n ∈ N esetén
)
= 0.

Így (7.4) alapján adódik, hogy (a)⇐⇒ (c).

Megjegyezzük, hogy az (a) =⇒ (c) implikációt egyszer¶bben is levezethetjük. Valóban, ha

Xn
a.s.−→X amint n→∞ valamely X d-dimenziós véletlen változó esetén, akkor tetsz®leges

n ∈ N esetén kapjuk, hogy

sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−Xn∥⩽ sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−X∥+ sup
{k∈N: k⩾n}

∥X−Xn∥= sup
{k∈N: k⩾n}

∥Xk−X∥+∥X−Xn∥,

ahol az (i) rész (a)⇐⇒ (c) ekvivalenciája alapján sup{k∈N: k⩾n} ∥Xk−X∥ a.s.−→ 0 ha n→∞.

(ii). (c) =⇒ (b) : A 7.2. Tétel (i) részéb®l következik.
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(ii). (b) =⇒ (a) : Tegyük fel, hogy sup{m∈N:m⩾n} ∥Xm−Xn∥
P−→ 0, ha n→ ∞. Ekkor

minden ε > 0 és n ∈ N esetén

P(∥Xm−Xn∥> ε)⩽ P
(

sup
{m∈N:m⩾n}

∥Xm−Xn∥> ε
)
, ∀m⩾ n.

Így minden ε > 0 esetén

sup
{m∈N:m⩾n}

P(∥Xm−Xn∥> ε)⩽ P
(

sup
{m∈N:m⩾n}

∥Xm−Xn∥> ε
)
→ 0, ha n→∞.

Ezért a 7.4. Tétel szerint létezik olyan X :Ω→Rd véletlen vektor, hogy Xn
P−→X. Így minden

ε > 0 esetén

P
(

sup
{m∈N:m⩾n}

∥Xm−X∥> ε
)

⩽ P
(

sup
{m∈N:m⩾n}

∥Xm−Xn∥> ε/2
)
+P

(
∥Xn−X∥> ε/2

)
→ 0, ha n→∞,

ahol a (b) feltételt is használtuk újra. Ezért

sup
{m∈N:m⩾n}

∥Xm−X∥ P−→ 0 amint n→∞,

és így az (i) rész (a)⇐⇒ (b) ekvivalenciája alapján Xn
m.b.−→X, amint n→∞, azaz kapjuk

az (a) rész állítását.

A fentiekb®l a (ii)-beli (a) =⇒ (b) implikáció azonnal következik, ugyanis (a) =⇒ (c) =⇒
(b). Megjegyezzük, hogy (a)-ból közvetlenül is levezethetjük (b)-t. Valóban, tegyük fel, hogy

Xn
m.b.−→X, ha n→∞, ahol X : Ω→ Rd egy véletlen vektor. Ekkor az (i) rész (a)⇐⇒ (b)

ekvivalenciája alapján kapjuk, hogy sup{m∈N:m⩾n} ∥Xm−X∥ P−→ 0, ha n→∞, melyb®l az

is következik, hogy ∥Xn−X∥ P−→ 0, ha n→∞. Így tetsz®leges ε > 0 esetén

P
(

sup
{m∈N:m⩾n}

∥Xm−Xn∥> ε
)

⩽ P
(

sup
{m∈N:m⩾n}

∥Xm−X∥> ε/2
)
+P(∥X−Xn∥> ε/2)→ 0, ha n→∞.

(iii). Mivel egy konvergens sor általános tagja nullához konvergál, kapjuk, hogy tetsz®leges

ε > 0 esetén P(∥Xn−X∥⩾ ε)→ 0, azaz Xn
P−→X. A tétel állításában szerepl® ennél er®sebb

Xn
m.b.−→X konvergencia (7.1) alapján következik a Borel�Cantelli-lemma els® részéb®l, ugyanis

a feltétel alapján, a Borel�Cantelli lemma szerint P(lim supk→∞{∥Xk−X∥ > ε}) = 0, ε > 0,

azaz P
(
∥Xk−X∥> ε végtelen sok k ∈ N esetén

)
= 0, ε > 0.

(iv). Tegyük fel, hogy Xn
P−→X, amint n→∞, és tekintsük pozitív egészek tetsz®leges

n1<n2< . . . sorozatát. A sztochasztikus konvergencia de�níciója szerint tetsz®leges ε > 0 és
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δ > 0 számokhoz van olyan n0∈N, hogy P(∥Xn−X∥⩾ ε)⩽ δ bármely n⩾n0 esetén. Ezért

tetsz®leges i ∈ N számhoz van olyan ki ∈ N, hogy

P
(
∥Xk−X∥⩾ 1

i

)
⩽

1

2i
bármely k ⩾ ki esetén.

Mivel nk ⩾ k, k ∈ N, kapjuk, hogy

P
(
∥Xnk

−X∥⩾ 1

i

)
⩽

1

2i
bármely k ⩾ ki esetén,

és speciálisan P(∥Xnki
−X∥⩾ 1

i
)⩽ 1

2i
, i∈N. Tehát az nk1 <nk2 < . . . részsorozatra teljesül,

hogy
∞∑
i=1

P
(
∥Xnki

−X∥⩾ 1

i

)
⩽

∞∑
i=1

1

2i
<∞,

így a Borel�Cantelli-lemma els® része szerint a
{
∥Xnki

−X∥⩾ 1
i

}
, i ∈ N, események közül

1 valószín¶séggel csak véges sok következik be, azaz 1 valószín¶séggel véges sok i ∈ N index

kivételével ∥Xnki
−X∥ < 1

i
, ezért ∥Xnki

−X∥ m.b.−→ 0, amint i→ ∞, amib®l Xnki

m.b.−→ X,

amint i→∞.

Megfordítva, indirekt módon tegyük fel, hogy pozitív egészek bármely n1 <n2 < . . . soro-

zatának van olyan nk1 <nk2 <. . . részsorozata, hogy Xnki

m.b.−→X, amint i→∞, de Xn
P↛X,

amint n→∞. Ekkor létezik olyan ε > 0, hogy P(∥Xn−X∥⩾ ε)↛ 0, melyb®l következik,

hogy lim supn→∞ P(∥Xn−X∥⩾ ε)> 0. Így megadható olyan ε0 > 0 és pozitív egészek olyan

n1 < n2 < . . . sorozata, hogy P(∥Xnk
−X∥ ⩾ ε) ⩾ ε0 minden k ∈ N esetén. Ezért a szóban

forgó n1 <n2 < . . . sorozat tetsz®leges nk1 <nk2 < . . . részsorozata esetén Xnki

P↛X amint

i→ ∞, így a 7.2. Tétel (i) része alapján Xnki

m.b.↛ X amint i→ ∞, mely ellentmondás,

ugyanis az indirekt feltevés alapján az n1 < n2 < . . . sorozatnak kellene lennie legalább egy

olyan részsorozatának, mely mentén 1-valószín¶séggel konvergál X-hez. □

Véletlen vektorok folytonos függvényének majdnem biztos és sztochasztikus konvergenciá-

járól szól a következ® tétel.

7.7. Tétel. Legyenek X : Ω→Rd, Y : Ω→Rd, Xn : Ω→Rd, és Yn : Ω→Rd, n∈N, véletlen

vektorok és g : Rd×Rd → Rs folytonos függvény.

(i) Ha Xn
m.b.−→X és Yn

m.b.−→ Y , akkor g(Xn, Yn)
m.b.−→ g(X,Y ).

(ii) Ha Xn
P−→X és Yn

P−→ Y , akkor g(Xn, Yn)
P−→ g(X,Y ).

Bizonyítás. El®ször végiggondoljuk, hogy g(Xn, Yn), n ∈ N, és g(X,Y ) véletlen változók.

Az 1.22. Állítás alapján (Xn, Yn), n∈N, és (X,Y ) R2d-beli érték¶ véletlen változók. Mivel g

folytonos, így mérhet® is, ezért az 1.18. Állítás (i) része szerint g(Xn, Yn), n ∈ N, és g(X,Y )

véletlen változók.
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(i). Tekintsük az

Ω1 := {ω ∈ Ω :Xn(ω)→X(ω)} ∈ A, Ω2 := {ω ∈ Ω : Yn(ω)→ Y (ω)} ∈ A

eseményeket. Mivel g(Xn, Yn), n∈N, és g(X,Y ) véletlen változók, a mértékelméletb®l tanultak

alapján (az 1.18. Állítás bizonyításában egy hasonló részt részleteztünk)

{ω ∈ Ω : g(Xn(ω), Yn(ω))→ g(X(ω), Y (ω))} ∈ A,

így beszélhetünk a P(g(Xn, Yn)→g(X,Y )) valószín¶ségr®l. Továbbá, mivel g folytonos, kapjuk,

hogy

Ω1∩Ω2 ⊂ {ω ∈ Ω : g(Xn(ω), Yn(ω))→ g(X(ω), Y (ω))}.

A feltétel szerint P(Ω1)=1=P(Ω2), amib®l P(Ω1∩Ω2)=1, ezért P(g(Xn, Yn)→g(X, Y ))=1.

(ii). Legyen n1<n2<. . . pozitív egészek tetsz®leges sorozata. Az Xn
P−→X konvergencia

alapján a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint van olyan nk1<nk2<. . . részsorozat, hogy Xnki

m.b.−→X

amint i→ ∞. Az Yn
P−→ Y konvergencia alapján megint a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint

ennek a részsorozatnak van olyan nki1
< nki2

< . . . részsorozata, hogy Ynkij

m.b.−→ Y amint

j→∞. Felhasználva, hogy nyilván Xnkij

m.b.−→X amint j→∞, az (i) pont szerint kapjuk, hogy

g(Xnkij
, Ynkij

)
m.b.−→g(X,Y ) amint j→∞. Összefoglalva: pozitív egészek tetsz®leges n1<n2<

< . . . sorozatának van olyan nki1
< nki2

< . . . részsorozata, hogy g(Xnkij
, Ynkij

)
m.b.−→ g(X, Y )

amint j→∞, ezért újra a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint g(Xn, Yn)
P−→ g(X,Y ). □

A konvergencia és m¶veletek kapcsolatáról szól a következ® tétel.

7.8. Tétel. Legyenek X : Ω→Rd, Y : Ω→Rd, Xn : Ω→Rd, és Yn : Ω→Rd, n∈N, véletlen

vektorok.

(i) Ha Xn
m.b.−→X és Yn

m.b.−→ Y , akkor Xn+Yn
m.b.−→X+Y és ⟨Xn, Yn⟩

m.b.−→ ⟨X,Y ⟩.

(ii) Ha Xn
P−→X és Yn

P−→ Y , akkor Xn+Yn
P−→X+Y és ⟨Xn, Yn⟩

P−→ ⟨X,Y ⟩.

(iii) Ha Xn
∥·∥r−→X és Yn

∥·∥r−→ Y valamely r > 0 esetén, akkor Xn+Yn
∥·∥r−→X+Y .

Bizonyítás. Mivel az Rd×Rd∋ (x, y) 7→x+y∈Rd és Rd×Rd∋ (x, y) 7→ ⟨x, y⟩∈R függvények

folytonosak, így (i) és (ii) következik a 7.7. Tétel (i) és (ii) részeib®l. Az

Rd×Rd ∋ (x, y) 7→

(
x+y

⟨x, y⟩

)
∈ Rd+1

folytonos függvényre alkalmazva a 7.7. Tétel (ii) részét azt is kapjuk, hogy(
Xn+Yn

⟨Xn, Yn⟩

)
P−→

(
X+Y

⟨X, Y ⟩

)
.
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(iii). Felhasználva, hogy tetsz®leges r>0 és a, b⩾0 esetén (a+b)r⩽(2max(a, b))r⩽2r(ar+

+br), kapjuk, hogy

E(∥X+Y ∥r)⩽ E((∥X∥+∥Y ∥)r)⩽ E(2r(∥X∥r+∥Y ∥r)) = 2r
(
E(∥X∥r)+E(∥Y ∥r)

)
<∞,

hasonlóan, hogy E(∥Xn+Yn∥r)<∞, n ∈ N, és

E(∥(Xn+Yn)−(X+Y )∥r) = E(∥(Xn−X)+(Yn−Y )∥r)
⩽ E((∥Xn−X∥+∥Yn−Y ∥)r)
⩽ 2r E(∥Xn−X∥r)+2r E(∥Yn−Y ∥r)→ 0,

amint n→∞. □

7.9. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, Γ ̸= ∅ nemüres halmaz, és minden

γ∈Γ esetén Xγ :Ω→Rd véletlen vektor. Azt mondjuk, hogy az {Xγ :γ∈Γ} véletlen vektorok

egyenletesen integrálhatók, ha

lim
K→∞

sup
γ∈Γ

E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K}

)
= 0.

Ha az X : Ω → Rd véletlen vektor integrálható (azaz E(∥X∥) <∞), akkor a majoráns

konvergenciatétel alapján limK→∞ E
(
∥X∥1{∥X∥>K}

)
= 0, tehát ekkor az X véletlen vektor

egyenletesen integrálható. Fordítva, ha az X : Ω→Rd vektor egyenletesen integrálható, akkor

limK→∞ E
(
∥X∥1{∥X∥>K}

)
=0 alapján van olyan K0>0, hogy E

(
∥X∥1{∥X∥>K0}

)
<∞, ezért

E(∥X∥) = E
(
∥X∥1{∥X∥⩽K0}

)
+E

(
∥X∥1{∥X∥>K0}

)
⩽K0+E

(
∥X∥1{∥X∥>K0}

)
<∞,

tehát az X véletlen vektor integrálható. Mindezek miatt, ha Xγ, γ ∈ Γ, azonos eloszlásúak

és integrálhatóak, akkor {Xγ : γ ∈ Γ} egyenletesen integrálható. Speciálisan, ha Xn, n ∈ N,
azonos eloszlású integrálható véletlen vektorok sorozata, akkor {Xn : n ∈ N} egyenletesen

integrálható. Hasonlóan bizonyítható, hogy ha Γ ̸= ∅ nemüres véges halmaz, és minden γ ∈Γ

esetén Xγ : Ω → Rd véletlen vektor, akkor az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletes

integrálhatósága azzal ekvivalens, hogy supγ∈Γ E(∥Xγ∥)<∞. Végtelen számosságú Γ halmaz

esetén a következ® tétel szolgáltat szükséges és elégséges feltételt.

7.10. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, Γ ̸= ∅ nemüres halmaz, és minden γ ∈Γ

esetén Xγ : Ω→ Rd véletlen vektor. Az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok akkor és csak akkor

egyenletesen integrálhatók, ha

sup
γ∈Γ

E(∥Xγ∥)<∞ (7.5)

és

lim
P(A)→0

sup
γ∈Γ

E (∥Xγ∥1A) = 0, (7.6)

amit úgy értünk, hogy tetsz®leges ε>0 esetén van olyan δ>0, hogy E (∥Xγ∥1A)<ε minden

γ ∈ Γ és minden olyan A ∈ A esemény esetén, melyre P(A)< δ.
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Bizonyítás. Ha {Xγ : γ ∈ Γ} egyenletesen integrálhatók, akkor van olyan K0 > 0, hogy

supγ∈Γ E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K0}

)
<∞, ezért

sup
γ∈Γ

E(∥Xγ∥) = sup
γ∈Γ

(
E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥⩽K0}

)
+E

(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K0}

))
⩽K0+sup

γ∈Γ
E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K0}

)
<∞,

tehát teljesül (7.5). Továbbá tetsz®leges γ ∈ Γ, A ∈ A és K > 0 esetén

E (∥Xγ∥1A) = E
(
∥Xγ∥1A∩{∥Xγ∥>K}

)
+E

(
∥Xγ∥1A∩{∥Xγ∥⩽K}

)
⩽ E

(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K}

)
+K P(A).

(7.7)

Az {Xγ :γ∈Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatósága miatt tetsz®leges ε>0 esetén

van olyan K0> 0, hogy supγ∈Γ E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K0}

)
< ε

2
, így ha A∈A olyan esemény, hogy

P(A)< ε
2K0

(=: δ), akkor E (∥Xγ∥1A)< ε minden γ ∈ Γ esetén, tehát teljesül (7.6).

Fordítva: tegyük fel, hogy teljesülnek a (7.5) és (7.6) feltételek. A (7.6) feltétel szerint

tetsz®leges ε > 0 esetén van olyan δ > 0, hogy E (∥Xγ∥1A) < ε minden γ ∈ Γ és minden

olyan A∈A esemény esetén, melyre P(A)<δ. Ezt {∥Xγ∥>K}, K > 0 alakú eseményekre

szeretnénk alkalmazni. A Markov-egyenl®tlenséggel

P(∥Xγ∥>K)⩽
E(∥Xγ∥)

K
⩽

supγ̃∈Γ E(∥Xγ̃∥)
K

, γ ∈ Γ,

ahol supγ̃∈Γ E(∥Xγ̃∥)<∞ a (7.5) feltétel szerint, tehát ha K>
supγ̃∈Γ E(∥Xγ̃∥)

δ
, akkor P(∥Xγ∥>

>K)<δ, γ∈Γ. Összefoglalva, azt kaptuk, hogy bármilyen ε>0 esetén E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K}

)
<ε

minden γ ∈ Γ és K >
supγ∈Γ E(∥Xγ∥)

δ
esetén, azaz limK→∞ supγ∈Γ E

(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K}

)
= 0. □

Megjegyezzük, hogy ha Γ véges és (7.5) teljesül, akkor (7.6) is fennáll (mely összhangban

van a 7.10. Tétel el®tt írottakkal). Valóban, a dominált konvergenciatétel és Γ végessége miatt,

tetsz®leges ε > 0 esetén létezik olyan K0 > 0, hogy supγ∈Γ E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K0}

)
< ε

2
. Így, ha

A ∈ A olyan, hogy P(A) < ε
2K0

(=: δ), akkor (7.7) alapján E(∥Xγ∥1A) < ε minden γ ∈ Γ

esetén.

A következ® tétel elégséges feltételeket tartalmaz az egyenletes integrálhatóságra.

7.11. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, Γ ̸= ∅ nemüres halmaz, és minden γ ∈Γ

esetén Xγ : Ω→ Rd, Yγ : Ω→ Rd véletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan r > 1, hogy supγ∈Γ E(∥Xγ∥r) <∞, akkor az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen

vektorok egyenletesen integrálhatók.

(ii) Ha az {Xγ : γ ∈ Γ} és {Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók, akkor

az {Xγ+Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok is egyenletesen integrálhatók.

(iii) Ha az {Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók és minden γ ∈ Γ esetén

∥Xγ∥⩽∥Yγ∥ P-m.b., akkor az {Xγ :γ∈Γ} véletlen vektorok is egyenletesen integrálhatók.
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Bizonyítás. (i). Tetsz®leges γ ∈ Γ, K > 0 és ω ∈ Ω esetén

∥Xγ(ω)∥1{∥Xγ∥>K}(ω)⩽ ∥Xγ(ω)∥
(
∥Xγ(ω)∥

K

)r−1

1{∥Xγ∥>K}(ω)⩽
∥Xγ(ω)∥r

Kr−1
,

így

sup
γ∈Γ

E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K}

)
⩽

1

Kr−1
sup
γ∈Γ

E (∥Xγ∥r)→ 0,

amint K →∞, tehát az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók.

(ii). Elegend® megmutatni, hogy a 7.10. Tétel (7.5) és (7.6) feltételei teljesülnek az {Xγ+

+Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorokra.

A 7.10. Tétel szerint supγ∈Γ E(∥Xγ∥)<∞ és supγ∈Γ E(∥Yγ∥)<∞, így

sup
γ∈Γ

E(∥Xγ+Yγ∥)⩽ sup
γ∈Γ

E(∥Xγ∥)+sup
γ∈Γ

E(∥Yγ∥)<∞,

tehát a 7.10. Tétel (7.5) feltétele teljesül az {Xγ+Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorokra.

Tetsz®leges ε > 0 esetén újra a 7.10. Tételt alkalmazva léteznek olyan δ1 > 0 és δ2 > 0

számok, hogy E (∥Xγ∥1A) < ε/2 minden γ ∈ Γ és minden olyan A ∈ A esemény esetén,

melyre P(A) < δ1, és E (∥Yγ∥1A) < ε/2 minden γ ∈ Γ és minden olyan A ∈ A esemény

esetén, melyre P(A) < δ2. Ezért E (∥Xγ+Yγ∥1A) ⩽ E (∥Xγ∥1A)+E (∥Yγ∥1A) < ε minden

γ ∈Γ és minden olyan A∈A esemény esetén, melyre P(A)<min{δ1, δ2}, tehát a 7.10. Tétel

(7.6) feltétele is teljesül az {Xγ+Yγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorokra.

(iii). Tetsz®leges γ ∈ Γ és K > 0 esetén ∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K} ⩽ ∥Yγ∥1{∥Yγ∥>K} P-m.b., ezért

sup
γ∈Γ

E
(
∥Xγ∥1{∥Xγ∥>K}

)
⩽ sup

γ∈Γ
E
(
∥Yγ∥1{∥Yγ∥>K}

)
→ 0

amint K →∞, tehát az {Xγ : γ ∈ Γ} véletlen vektorok egyenletesen integrálhatók. □

A következ® tétel szükséges és elégséges feltételt ad az r-edik momentumbeli konvergenciára.

7.12. Tétel. (Momentum konvergenciatétel, Vitali konvergenciatétel) Legyenek X :

Ω→Rd és Xn : Ω→Rd, n∈N, véletlen vektorok, és r > 0. Ekkor Xn
∥·∥r−→X akkor és csak

akkor, ha Xn
P−→X és a {∥Xn∥r : n ∈ N} véletlen változók egyenletesen integrálhatók.

Bizonyítás. El®ször tegyük fel, hogy Xn
∥·∥r−→ X. Ekkor a de�níció folytán ∥Xn∥r, n ∈ N,

és ∥X∥r integrálhatóak. A 7.2. Tétel (i) pontja szerint ekkor Xn
P−→X. Felhasználva, hogy

tetsz®leges a, b ⩾ 0 és r > 0 esetén (a+ b)r ⩽ (2max(a, b))r ⩽ 2r(ar + br), kapjuk, hogy
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tetsz®leges K > 0 és n ∈ N esetén

E
(
∥Xn∥r1{∥Xn∥r>K}

)
= E

(
∥Xn1{∥Xn∥r>K}∥r

)
= E

(
∥(Xn−X)1{∥Xn∥r>K}+X1{∥Xn∥r>K}∥r

)
⩽ E

((
∥(Xn−X)1{∥Xn∥r>K}∥+∥X1{∥Xn∥r>K}∥

)r)
⩽ 2r E

(
∥(Xn−X)1{∥Xn∥r>K}∥r

)
+2r E

(
∥X1{∥Xn∥r>K}∥r

)
= 2r E

(
∥Xn−X∥r1{∥Xn∥r>K}

)
+2r E

(
∥X∥r1{∥Xn∥r>K}

)
⩽ 2r E

(
∥Xn−X∥r

)
+2r E

(
∥X∥r1{∥Xn∥r>K}

)
.

Mivel ∥X∥r integrálható, ezért egyenletesen integrálható (lásd a 7.9. De�níció utáni részt), így

a 7.10. Tétel szerint tetsz®leges ε > 0 esetén van olyan δ > 0, hogy E (∥X∥r1A)< ε minden

olyan A ∈ A esemény esetén, melyre P(A) < δ. Ezt {∥Xn∥r > K}, n ∈ N, K > 0 alakú

eseményekre szeretnénk alkalmazni. Mivel

{∥Xn∥r >K}= {∥Xn∥>K
1
r } ⊂ {∥Xn−X∥>K

1
r /2}∪{∥X∥>K

1
r /2},

ezért

P(∥Xn∥r >K)⩽ P(∥Xn−X∥>K
1
r /2)+P(∥X∥>K

1
r /2). (7.8)

A mérték folytonossága miatt van olyan K1>0, hogy P(∥X∥>K 1
r /2)<δ/2 minden K⩾K1

esetén. Az Xn
P−→X konvergencia miatt van olyan n1 ∈ N, hogy P(∥Xn−X∥ > K

1
r
1 /2) <

< δ/2 minden n⩾ n1 esetén, így P(∥Xn−X∥ >K
1
r /2) < δ/2 minden K ⩾K1 és n⩾ n1

esetén (hiszen P(∥Xn−X∥>K
1
r /2)⩽ P(∥Xn−X∥>K

1
r
1 /2), ha K ⩾K1). Ezért (7.8) alapján

P(∥Xn∥r > K) < δ minden K ⩾K1 és n ⩾ n1 esetén, így ekkor E
(
∥X∥r1{∥Xn∥r>K}

)
< ε.

A Xn
∥·∥r−→X konvergencia miatt van olyan n2 ∈N, hogy E(∥Xn−X∥r)< ε minden n⩾ n2

esetén.

Összefoglalva: E
(
∥Xn∥r1{∥Xn∥r>K}

)
<2rε+2rε=2r+1ε minden K⩾K1 és n⩾n0:=max{n1, n2}

esetén.

Az ∥X1∥r, . . . , ∥Xn0−1∥r véletlen változók egyenletesen integrálhatók (lásd a 7.9. De�níció

utáni részt), ezért van olyan K2 > 0, hogy E
(
∥Xn∥r1{∥Xn∥r>K}

)
< 2r+1ε teljesül minden

K ⩾K2 és n= 1, . . . , n0−1 esetén.

Végül is E
(
∥Xn∥r1{∥Xn∥r>K}

)
< 2r+1ε teljesül minden K ⩾ K0 := max{K1, K2} és n ∈ N

esetén, tehát az {∥Xn∥r : n∈N} véletlen változók egyenletesen integrálhatók (a 7.9. De�níció

szerint).

Fordítva: tegyük fel, hogy Xn
P−→X és az {∥Xn∥r :n∈N} véletlen változók egyenletesen

integrálhatók. El®ször megmutatjuk, hogy E(∥X∥r) <∞. Mivel az {∥Xn∥r : n ∈ N} véletlen

változók egyenletesen integrálhatók, a 7.10. Tétel szerint supn∈N E(∥Xn∥r) < ∞. Mivel az

Rd ∋ x 7→ ∥x∥r ∈ R függvény folytonos, így a 7.7. Tétel (ii) pontja szerint ∥Xn∥r
P−→ ∥X∥r.
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Ezért a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint van pozitív egészek olyan n1 < n2 < . . . sorozata, hogy

∥Xnk
∥r m.b.−→ ∥X∥r, amint k→∞. Így a Fatou-lemmával

E(∥X∥r) = E( lim
k→∞

∥Xnk
∥r)⩽ lim inf

k→∞
E(∥Xnk

∥r)⩽ sup
n∈N

E(∥Xn∥r)<∞.

Tetsz®leges n∈N esetén ∥Xn−X∥r⩽(∥Xn∥+∥X∥)r⩽2r(∥Xn∥r+∥X∥r), ugyanis tetsz®leges
a, b⩾ 0 és r > 0 esetén (a+b)r ⩽ (2max(a, b))r ⩽ 2r(ar+br). Ezért a 7.11. Tétel (ii) és (iii)

pontjai alapján a {∥Xn−X∥r : n ∈N} véletlen változók egyenletesen integrálhatók, hiszen az

∥X∥r véletlen változó integrálható, így egyenletesen integrálható is (lásd a 7.9. De�níció utáni

részt), és az {∥Xn∥r : n ∈ N} véletlen változók is egyenletesen integrálhatók a feltétel szerint.

Tetsz®leges n ∈ N és ε > 0 esetén

E(∥Xn−X∥r) = E(∥Xn−X∥r1{∥Xn−X∥r⩽ε})+E(∥Xn−X∥r1{∥Xn−X∥r>ε})

⩽ ε+E(∥Xn−X∥r1{∥Xn−X∥r>ε}).

Az {∥Xn−X∥r :n∈N} véletlen változók egyenletes integrálhatósága szerint tetsz®leges ε> 0

esetén van olyan n0∈N, hogy E(∥Xn−X∥r1{∥Xn−X∥r>ε})<ε minden n⩾n0 esetén. Valóban,

mivel Xn−X
P−→ 0, és Rd ∋ x 7→ ∥x∥r ∈R folytonos függvény, a 7.2. Tétel (ii) része alapján

∥Xn−X∥r P−→ 0. Mivel {∥Xn−X∥r :n∈N} egyenletesen integrálhatóak, a 7.10. Tétel szerint

bármilyen ε > 0 esetén létezik olyan δ > 0, hogy E(∥Xn−X∥r1A) < ε minden n ∈ N és

minden olyan A∈A esemény esetén, melyre P(A)< δ. Ezt {∥Xn−X∥r > ε}, n∈N, alakú

eseményre szeretnénk alkalmazni. Mivel ∥Xn−X∥r P−→ 0, kapjuk, hogy létezik n0 ∈N, hogy

P(∥Xn−X∥r > ε) < δ, ha n ⩾ n0, ezért n ⩾ n0 esetén élhetünk az A = {∥Xn−X∥r > ε}
választással. Így E(∥Xn−X∥r)< 2ε minden n⩾ n0 esetén, tehát limn→∞ E(∥Xn−X∥r) = 0. □

Egy A ⊂ Rd halmaz esetén jelölje A− és A◦ az A lezártját, illetve belsejét. Ismert,

hogy A− zárt halmaz, A◦ pedig nyílt halmaz.

7.13. De�níció. Legyenek µn, n∈N, és µ valószín¶ségi mértékek az (Rd,B(Rd)) mérhe-

t®ségi téren. Azt mondjuk, hogy a µn, n ∈ N, sorozat gyengén konvergál µ-höz (jelölése:

µn ⇒ µ), ha lim
n→∞

µn(A) = µ(A) minden olyan A ∈ B(Rd) esetén, melyre µ(∂A) = 0, ahol

∂A= A− \A◦ az A halmaz határát jelöli.

7.14. Tétel. (Portmanteau tétel) Legyenek µn, n ∈ N, és µ valószín¶ségi mértékek az

(Rd,B(Rd)) mérhet®ségi téren. A következ® állítások ekvivalensek:

(i) lim
n→∞

∫
Rd

g(y)µn(dy) =

∫
Rd

g(y)µ(dy) minden g : Rd → R korlátos, folytonos függvény

esetén.

(ii) lim
n→∞

∫
Rd

g(y)µn(dy)=

∫
Rd

g(y)µ(dy) minden g :Rd→R korlátos, egyenletesen folytonos

függvény esetén.
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(iii) lim sup
n→∞

µn(F )⩽ µ(F ) minden F ∈ B(Rd) zárt halmaz esetén.

(iv) lim inf
n→∞

µn(G)⩾ µ(G) minden G ∈ B(Rd) nyitott halmaz esetén.

(v) µn ⇒ µ, azaz lim
n→∞

µn(A) = µ(A) minden A ∈ B(Rd) esetén, melyre µ(∂A) = 0.

A �portmanteau� szó eredetileg nagy utazó táskát jelentett. A nyelvészetben ma szóössze-

rántást jelent: két különböz® jelentés¶ eredeti szó összevonásával teljesen új jelentés¶ szó jön

létre (például: cs® + orr → cs®r vagy Hungarian + English → Hunglish).

A 7.14. Tétel bizonyítása. (i)=⇒(ii) triviális.

(ii)=⇒(iii). Legyen F ∈ B(Rd) zárt halmaz, és legyen minden k ∈ N esetén

gk(x) := 1−
(

d(x, F )

1+d(x, F )

)1/k

, x ∈ Rd,

ahol d(x, F ) := inf {∥x−y∥ : y ∈ F}. El®ször megmutatjuk, hogy gk egyenletesen folytonos

függvény. A hk(x) := 1−
(

x
1+x

)1/k
, x∈R+, függvény egyenletesen folytonos, hiszen folytonos,

és limx→∞ hk(x) = 0. Valóban, bármilyen ε > 0 esetén, létezik egy olyan N(ε) ∈ R, hogy

|hk(x)|< ε
2
, ha x > N(ε). Így

|hk(x)−hk(y)|⩽ |hk(x)|+ |hk(y)|< ε, ha x, y > N(ε). (7.9)

Tekintsük a [0, N(ε)+1] intervallumot, mely kompakt, így hk a [0, N(ε)+1] intervallumon

egyenletesen is folytonos, azaz létezik olyan δ(ε)> 0, hogy

|hk(x)−hk(y)|< ε, ha |x−y|< δ(ε), x, y ∈ [0, N(ε)+1].

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy δ(ε)<1. Legyenek most x, y⩾0 olyanok,

hogy |x− y| < δ(ε). Ha x, y ⩽ N(ε)+1, akkor a fentiek alapján |hk(x)−hk(y)| < ε. Ha

x>N(ε)+1 (ill. y>N(ε)+1), akkor, mivel δ(ε)<1, kapjuk, hogy y>N(ε) (ill. x>N(ε)),

így (7.9) alapján ekkor is teljesül, hogy |hk(x)−hk(y)|<ε. Így, felhasználva, hogy egyenletesen

folytonos függvények kompozíciója is egyenletesen folytonos, elegend® azt belátni, hogy az Rd∋
∋ x 7→ d(x, F ) függvény egyenletesen folytonos. Ez pedig abból következik, hogy tetsz®leges

x, y∈Rd esetén |d(x, F )−d(y, F )|⩽∥x−y∥. Ehhez szimmetria okok miatt azt elég ellen®rizni,

hogy tetsz®leges x, y ∈ Rd esetén d(x, F ) ⩽ ∥x−y∥+d(y, F ). A háromszög-egyenl®tlenség

szerint tetsz®leges x, y, z ∈ Rd esetén ∥x−z∥⩽ ∥x−y∥+∥y−z∥, így

d(x, F ) = inf {∥x−z∥ : z ∈ F}⩽ inf {∥x−y∥+∥y−z∥ : z ∈ F}
= ∥x−y∥+inf {∥y−z∥ : z ∈ F}= ∥x−y∥+d(y, F ).

Tehát beláttuk, hogy gk egyenletesen folytonos függvény.
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Nyilván

lim
k→∞

gk(x) =

1 ha d(x, F ) = 0,

0 ha d(x, F )> 0,

és F zártsága miatt d(x, F ) = 0 akkor és csak akkor teljesül, ha x∈F . Valóban, ha x∈F ,
akkor ∥x−x∥ = 0 miatt d(x, F ) = 0. Ha pedig d(x, F ) = 0, akkor bármilyen ε > 0 esetén

létezik olyan z∈F , hogy ∥x−z∥<ε, és így z∈B(x, ε)∩F , speciálisan B(x, ε)∩F ̸=∅, ahol

B(x, ε) az x körüli ε-sugarú nyílt gömböt jelöli. Ezért x ∈ F−, és mivel F zárt, kapjuk,

hogy x ∈ F . Mivel tetsz®leges a ∈ [0,1) esetén a N ∋ k 7→ a1/k függvény monoton növekv®,

kapjuk, hogy tetsz®leges x ∈ Rd esetén 1 ⩾ gk(x) ↓ 1F (x), ha k ↑ ∞. Ezért a monoton

konvergencia-tétel és (ii) felhasználásával

µ(F ) =

∫
Rd

1F (x)µ(dx) = lim
k→∞

∫
Rd

gk(x)µ(dx) = lim
k→∞

lim
n→∞

∫
Rd

gk(x)µn(dx). (7.10)

Nyilván tetsz®leges k, n ∈N esetén gk ⩾ 1F miatt
∫
Rd gk(x)µn(dx)⩾

∫
Rd 1F (x)µn(dx), így

tetsz®leges k ∈ N esetén

lim
n→∞

∫
Rd

gk(x)µn(dx)⩾ lim sup
n→∞

∫
Rd

1F (x)µn(dx) = lim sup
n→∞

µn(F ).

Ezért, felhasználva (7.10)-et, kapjuk, hogy µ(F )⩾ lim supn→∞ µn(F ), azaz teljesül (iii).

(iii)⇐⇒(iv) triviális a komplementerre való áttéréssel. Például, tegyük fel, hogy (iii) teljesül,

és legyen G ∈ B(Rd) nyílt halmaz. Ekkor Rd \G zárt halmaz, és így

1−µ(G) = µ(Rd \G)⩾ lim sup
n→∞

µn(Rd \G) = 1− lim inf
n→∞

µn(G),

melyb®l µ(G)⩽ lim infn→∞ µn(G), azaz (iv) teljesül.

(iv)=⇒(v). Legyen A ∈ B(Rd), melyre µ(∂A) = 0. Mivel már beláttuk, hogy (iv)=⇒(iii),

így

lim sup
n→∞

µn(A)⩽ lim sup
n→∞

µn(A
−)⩽ µ(A−).

Az A−=A∪(A−\A) diszjunkt felbontás alapján µ(A−)=µ(A)+µ(A−\A), és A−\A⊂A−\
\A◦=∂A miatt µ(A−\A)⩽µ(∂A)=0, ezért µ(A−)=µ(A), tehát lim supn→∞ µn(A)⩽µ(A).

Továbbá (iv) felhasználásával

lim inf
n→∞

µn(A)⩾ lim inf
n→∞

µn(A
◦)⩾ µ(A◦).

Az A=A◦∪(A\A◦) diszjunkt felbontás alapján µ(A)=µ(A◦)+µ(A\A◦), ahol A\A◦⊂A−\A◦

◦= ∂A miatt µ(A\A◦)⩽ µ(∂A) = 0, ezért µ(A) = µ(A◦), és így lim infn→∞ µn(A)⩾ µ(A),

tehát következik (v).

(v)=⇒(i). Legyen g : Rd → R korlátos, folytonos függvény. Legyen K > 0 olyan, hogy

sup
x∈Rd

|g(x)|<K. Legyen

D :=
{
t ∈ R : µ(

{
x ∈ Rd : g(x) = t

}
)> 0

}
= {t ∈ R : µ(g−1({t}))> 0}.
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Az F (t) := µ(
{
x ∈ Rd : g(x)< t

}
), t ∈ R, függvény nemmás, mint az (Rd,B(Rd), µ) való-

szín¶ségi mez®n de�niált g : Rd → R egydimenziós véletlen változó eloszlásfüggvénye, így F

monoton növekv® és balról folytonos, továbbá D éppen azon t∈R pontok halmaza, ahol F

nem folytonos, így D megszámlálható halmaz (lásd az 1.29. Állítás bizonyítását). Tekintsük

a [−K,K] intervallumnak egy olyan −K = t0 < t1 < . . . < tk =K beosztását, melyre tj ̸∈D,

j = 1, . . . , k (ilyen beosztás létezik, mert a D megszámlálható halmazt el tudjuk kerülni).

Jelölje j = 1, . . . , k esetén Bj := {x ∈ Rd : tj−1 ⩽ g(x)< tj}. Ekkor Rd =
⋃k

j=1Bj diszjunkt

felbontás, és Bj ∈ B(Rd), j = 1, . . . , k (ugyanis Bj = g−1([tj−1, tj)) és g mérhet®, hiszen

folytonos). Mivel {x∈Rd :tj−1<g(x)<tj}=g−1((tj−1, tj)) nyílt halmaz (ugyanis g folytonos),

így

∂Bj ⊂ {x ∈ Rd : g(x) = tj−1 vagy g(x) = tj}= g−1({tj−1})∪g−1({tj}).

Valóban, ha x0∈∂Bj, akkor léteznek olyan (x
(1)
n )n∈N és (x

(2)
n )n∈N sorozatok, hogy x

(1)
n ∈Bj,

n ∈ N, x(2)n ∈ Rd \Bj, n ∈ N, és x
(i)
n → x0, ha n→∞, i= 1,2. Így g folytonossága miatt

g(x0) ∈ [tj−1, tj] és g(x0) ∈ (−∞, tj−1]∪ [tj,∞) is teljesül, és ezért g(x0) ∈ {tj−1, tj}. Ezért

tj−1, tj ̸∈D miatt µ(∂Bj)= 0 (hiszen µ(∂Bj)⩽µ(g−1({tj−1}))+µ(g−1({tj}))= 0), és így (v)

felhasználásával limn→∞ µn(Bj) = µ(Bj) teljesül minden j = 1, . . . , k esetén. Továbbá∣∣∣∣∫
Rd

g(x)µn(dx)−
∫
Rd

g(x)µ(dx)

∣∣∣∣
⩽

∣∣∣∣∣
∫
Rd

g(x)µn(dx)−
k∑

j=1

tjµn(Bj)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

k∑
j=1

tjµn(Bj)−
k∑

j=1

tjµ(Bj)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

tjµ(Bj)−
∫
Rd

g(x)µ(dx)

∣∣∣∣∣
⩽

k∑
j=1

∫
Bj

|g(x)− tj|µn(dx)+

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

tjµn(Bj)−
k∑

j=1

tjµ(Bj)

∣∣∣∣∣+
k∑

j=1

∫
Bj

|tj−g(x)|µ(dx)

⩽ 2 max
1⩽j⩽k

(tj− tj−1)+

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

tjµn(Bj)−
k∑

j=1

tjµ(Bj)

∣∣∣∣∣ ,
ugyanis∫
Rd

g(x)µn(dx)−
k∑

j=1

tjµn(Bj)=
k∑

j=1

∫
Bj

g(x)µn(dx)−
k∑

j=1

∫
Bj

tj µn(dx)=
k∑

j=1

∫
Bj

(g(x)−tj)µn(dx),

és

k∑
j=1

∫
Bj

|g(x)− tj|µn(dx)⩽ max
1⩽j⩽k

(tj− tj−1)
k∑

j=1

µn(Bj) = max
1⩽j⩽k

(tj− tj−1)µn(Rd) = max
1⩽j⩽k

(tj− tj−1),

és hasonlóan
∑k

j=1

∫
Bj

|tj −g(x)|µ(dx) ⩽ max1⩽j⩽k(tj − tj−1). Ezért limn→∞ µn(Bj) = µ(Bj),
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j = 1, . . . , k, miatt

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
Rd

g(x)µn(dx)−
∫
Rd

g(x)µ(dx)

∣∣∣∣⩽ 2 max
1⩽j⩽k

(tj− tj−1),

ami tetsz®legesen kicsivé tehet® (oly módon, hogy a D megszámlálható halmazt el tudjuk

kerülni).

Az alábbiakban egy másik bizonyítást is adunk az (v)=⇒(i) részre. Legyen g : Rd → R
korlátos, folytonos függvény. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy g(x)∈ (0,1),

x ∈ Rd. Valóban, ha

g̃ :=
g− infx∈Rd g(x)+ε

supx∈Rd g(x)− infx∈Rd g(x)+2ε
,

ahol ε > 0, akkor g̃(x) ∈ (0,1), x ∈ Rd, és felhasználva, hogy∫
Rd

(Ag(y)+B)µn(dy) = A

∫
Rd

g(y)µn(dy)+B, A,B ∈ R, n ∈ N,

és ∫
Rd

(Ag(y)+B)µ(dy) = A

∫
Rd

g(y)µ(dy)+B, A,B ∈ R,

kapjuk, hogy az (i) feltétel akkor és csak akkor teljesül g-re, ha teljesül g̃-ra.

A 3.7. Tétel (xxii) része alapján∫
Rd

g(y)µn(dy) =

∫ ∞

0

µn(g > t) dt=

∫ 1

0

µn(g > t) dt, n ∈ N,

és ∫
Rd

g(y)µ(dy) =

∫ ∞

0

µ(g > t) dt=

∫ 1

0

µn(g > t) dt.

Mivel g folytonos, kapjuk, hogy tetsz®leges t ∈ [0,1] esetén

∂{y ∈ Rd : g(y)> t} ⊂ {y ∈ Rd : g(y) = t}. (7.11)

Valóban, ha y0 ∈ ∂{y ∈Rd : g(y)> t}, akkor léteznek olyan (y
(1)
n )n∈N és (y

(2)
n )n∈N sorozatok,

hogy g(y
(1)
n ) > t, n ∈ N, g(y

(2)
n ) ⩽ t, n ∈ N, és y

(i)
n → y0, ha n→ ∞, i = 1,2. Így g

folytonossága miatt g(y0) ⩾ t és g(y0) ⩽ t, amib®l adódik hogy g(y0) = t. A korábbi (els®)

gondolatmenetben láttuk, hogy a {t ∈ [0,1] : µ(g = t) > 0} halmaz megszámlálható, és így

µ(g = t) = 0 megszámlálható sok t ∈ [0,1] kivételével. Ezért (7.11) alapján µ(∂{y ∈ Rd : g(y) >

>t})=0 megszámlálható sok t∈ [0,1] kivételével. Így az (v) feltétel alapján µn(g>t)→µ(g>t)

amint n→∞ megszámlálható sok t∈ [0,1] kivételével. Ezért, a dominált konvergencia tételt is

felhasználva, kapjuk, hogy∫
Rd

g(y)µn(dy) =

∫ 1

0

µn(g > t) dt→
∫ 1

0

µn(g > t) dt=

∫
Rd

g(y)µ(dy), amint n→∞.

□
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7.15. Megjegyzés. A 7.14. Tétel (i) része a következ®képpen is átfogalmazható. Tekintsük az

(Rd,B(Rd), µn), n∈N, és (Rd,B(Rd), µ) valószín¶ségi mez®ket. Ha g :Rd→R egy korlátos, foly-

tonos függvény, akkor g véletlen változó ezen valószín¶ségi mez®kön (hiszen folytonos függvény

Borel-mérhet®), továbbá∫
R
g(y)µn(dy) = En(g), n ∈ N, és

∫
R
g(y)µ(dy) = E(g),

ahol En, illetve E a µn, illetve µ valószín¶ségi mértékek szerinti várható érték képzését jelöli.

Ezért a 7.14. Tétel (i) része úgy is megfogalmazható, hogy limn→∞ En(g) = E(g) tetsz®leges

g : Rd → R korlátos, folytonos függvényre. □

Az eloszlásbeli és gyenge konvergencia kapcsolatáról szól a következ® tétel.

7.16. Tétel. Legyenek Xn : Ω→ Rd, n ∈ N, és X : Ω→ Rd d-dimenziós véletlen vektorok.

A következ® állítások ekvivalensek:

(i) Xn
D−→X.

(ii) PXn ⇒ PX .

(iii) lim
n→∞

E(g(Xn)) = E(g(X)) minden g : Rd → R korlátos, folytonos függvény esetén.

(iv) lim
n→∞

E(g(Xn)) = E(g(X)) minden g : Rd → R korlátos, egyenletesen folytonos függvény

esetén.

(v) lim sup
n→∞

P(Xn ∈ F )⩽ P(X ∈ F ) minden F ∈ B(Rd) zárt halmazra.

(vi) lim inf
n→∞

P(Xn ∈G)⩾ P(X ∈G) minden G ∈ B(Rd) nyitott halmazra.

(vii) lim
n→∞

P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A) minden olyan A ∈ B(Rd) esetén, melyre P(X ∈ ∂A) = 0.

Bizonyítás. Legyen µn :=PXn , n∈N, és µ :=PX . Ekkor a Transzformáció-tétel (3.8. Tétel)

alapján

E(g(Xn)) =

∫
Ω

g(Xn(ω)) P(dω) =
∫
Rd

g(y) PXn(dy), n ∈ N,

és

E(g(X)) =

∫
Ω

g(X(ω)) P(dω) =
∫
Rd

g(y) PX(dy).

A portmanteau tétel alapján elegend® az (i)=⇒(vi) és (ii)=⇒(i) állításokat bizonyítani, ugyanis

a portmanteau tétel alapján (ii)⇐⇒(iii)⇐⇒· · ·⇐⇒(vi), a (vii) pedig nem más, mint a (ii)-ben

szerepl® gyenge konvergencia de�níció szerinti kiírása. Csak a d= 1 esetben bizonyítunk.

(i)=⇒(vi). Ha G⊂R nyitott halmaz, akkor a nyílt halmazok struktúratétele alapján el®áll

páronként diszjunkt, nyitott intervallumok megszámlálható uniójaként: G =
⋃

k∈N Ik, ahol
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Ik = (ak, bk) ⊂ R, k ∈ N, és ak, bk ∈ R∪{±∞}. Ha például G = (0,1)∪ (2,3), akkor élhetünk

az a1 = 0, a2 = 2, b1 = 1, b2 = 3 és ak = bk = 0, k ⩾ 3, k ∈ N, választásokkal. Legyen ε > 0.

Ekkor léteznek olyan I ′k = [a′k, b
′
k)⊂ Ik, k ∈N, intervallumok, hogy FX folytonos az a′k, b

′
k ∈

∈ R pontokban, és µ(Ik)⩽ µ(I ′k)+ε2
−k, k ∈ N. Valóban, egyrészt FX : R→ [0,1] monoton

növekv® függvény, így legfeljebb megszámlálható sok {sℓ : ℓ ∈ N} pont kivételével folytonos.

Másrészt, mivel a µ valószín¶ségi mérték folytonos, kapjuk, hogy tetsz®leges k ∈ N esetén

µ([x
(n)
k , y

(n)
k )) ↑ µ((ak, bk)), azaz µ(Ik)−µ([x

(n)
k , y

(n)
k )), ha x(n)k ↓ ak és y(n)k ↑ bk amint n→ ∞.

Mivel a megszámlálható {sℓ : ℓ∈N} halmazt el tudjuk kerülni, adott ε > 0 esetén létezik olyan

I ′k := [x
(n)
k , y

(n)
k ) intervallum, hogy x(n)k , y

(n)
k /∈{sℓ : ℓ∈N} és µ(Ik)−µ(I ′k)<ε2−k. Felhívjuk, hogy

ez a gondolatmenet akkor is m¶ködik, ha ak =−∞ vagy bk =∞.

Továbbá, mivel

µn(G) =
∞∑
k=1

µn(Ik) =

∫
N
fn(k) ν(dk), n ∈ N,

ahol fn(k):=µn(Ik), n, k∈N, és ν a számláló mértéket jelöli N-en, a (tetsz®leges mértéktérre

vonatkozó) Fatou-lemma alkalmazásával, felhasználva azt is, hogy I ′k ⊂ Ik, k ∈N, kapjuk, hogy

lim inf
n→∞

P(Xn ∈G) = lim inf
n→∞

PXn(G) = lim inf
n→∞

µn(G) = lim inf
n→∞

∞∑
k=1

µn(Ik) = lim inf
n→∞

∫
N
fn(k) ν(dk)

⩾
∫
N
lim inf
n→∞

fn(k) ν(dk) =
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

µn(Ik)⩾
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

µn(I
′
k).

Viszont tetsz®leges k∈N esetén az (i) feltétel alapján, az a′k, b
′
k megválasztása miatt µn(I

′
k)=

= FXn(b
′
k)−FXn(a

′
k)→ FX(b

′
k)−FX(a

′
k) = µ(I ′k), ha n→∞, így

lim inf
n→∞

P(Xn ∈G)⩾
∞∑
k=1

µ(I ′k)⩾
∞∑
k=1

(
µ(Ik)−ε2−k

)
= µ(G)−ε= P(X ∈G)−ε.

Mivel ε>0 tetsz®legesen választható, így lim infn→∞ P(Xn∈G)⩾P(X∈G) tetsz®leges G⊂R
nyitott halmaz esetén, azaz (vi) teljesül.

(ii)=⇒(i). Nyilvánvaló, hiszen, ha x∈R és Ax := (−∞, x), akkor ∂Ax={x} miatt, ha az

FX függvény folytonos az x pontban, akkor PX(∂Ax) = P(X = x) = FX(x+0)−FX(x) = 0,

így (ii) felhasználásával

lim
n→∞

FXn(x) = lim
n→∞

P(Xn < x) = lim
n→∞

PXn(Ax) = PX(Ax) = FX(x),

tehát következik (i). □

Egy h : Rd → Rℓ mérhet® függvény esetén jelölje Dh a h szakadási (nem folytonossági)

pontjaiból álló halmazt, azaz

Dh :=
{
x ∈ Rd : létezik olyan (xn)n∈N Rd-beli sorozat, hogy xn → x, de h(xn)↛ h(x)

}
.

Mértékelméletb®l ismert, hogy Dh ∈ B(Rd).
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7.17. Tétel. (Leképezési tétel) Legyenek X :Ω→Rd, Xn :Ω→Rd, n∈N, véletlen vektorok

és h :Rd →Rℓ mérhet® függvény. Ha Xn
D−→X és P(X ∈Dh) = 0, akkor h(Xn)

D−→ h(X).

Ha Xn
D−→X és h folytonos, akkor Dh= ∅, {X ∈Dh}= ∅, így P(X ∈Dh)= 0, és ezért

a 7.17. Tétel alapján h(Xn)
D−→ h(X), mely esetben a leképezési tételt folytonos leképezések

tételének is szokás hívni. Felhívjuk továbbá a �gyelmet, hogy a 7.17. Tételben {X ∈ Dh}
valóban esemény, hiszen {X ∈Dh}=X−1(Dh), ahol Dh ∈ B(Rd) és X mérhet® leképezés,

így értelmes {X ∈Dh} valószín¶ségér®l beszélni.

A 7.17. Tétel bizonyítása. Megmutatjuk, hogy tetsz®leges F ∈ B(Rℓ) zárt halmaz esetén

lim sup
n→∞

P(h(Xn) ∈ F )⩽ P(h(X) ∈ F ), (7.12)

melyb®l a 7.16. Tétel szerint következik, hogy h(Xn)
D−→h(X). Mivel Xn

D−→X, újra a 7.16.

Tételt használva, kapjuk, hogy tetsz®leges F ∈ B(Rℓ) zárt halmaz esetén

lim sup
n→∞

P(h(Xn) ∈ F ) = lim sup
n→∞

P(Xn ∈ h−1(F ))⩽ lim sup
n→∞

P(Xn ∈ h−1(F ))⩽ P(X ∈ h−1(F )),

ugyanis h−1(F ) egy Rd-beli zárt halmaz (ahol h−1(F ) a h−1(F ) halmaz lezártját jelöli).

Megmutatjuk, hogy

P(X ∈ h−1(F )) = P(X ∈ h−1(F )) = P(h(X) ∈ F ),

melyb®l az el®z®ek alapján következik (7.12). Felhasználva, hogy

h−1(F )⊂ h−1(F ) = {x ∈ Rd : h(x) ∈ F} ⊂ {x ∈ Rd : h(x) ∈ F}∪Dh = h−1(F )∪Dh, (7.13)

és PX(Dh) = P(X ∈Dh) = 0, kapjuk, hogy

PX(h
−1(F ))⩽ PX(h−1(F ))⩽ PX(h

−1(F ))+PX(Dh) = PX(h
−1(F )),

és így P(X ∈h−1(F ))=P(X ∈h−1(F )). A (7.13)-beli a második tartalmazást az alábbi módon

indokolhatjuk: ha x0 ∈ {x ∈ Rd : h(x) ∈ F}, akkor x0 ∈ Dh vagy x0 ∈ Rd \Dh teljesül, és

x0∈ (Rd\Dh)∩{x ∈ Rd : h(x) ∈ F} esetén létezik olyan xn, n∈N, sorozat, melyre h(xn)∈F ,
n∈N, xn→x0, amint n→∞ és (mivel x0 a h folytonossági pontja) h(xn)→h(x0), amint

n→∞ teljesül. Mivel F zárt, ezek maguk után vonják, hogy h(x0)∈ F , és így x0 ∈ h−1(F ).

□

7.18. Lemma. (Cramér�Slutsky) Legyenek X :Ω→Rd, Xn :Ω→Rd, n∈N, és Yn :Ω→Rd,

n ∈ N, véletlen vektorok. Ha Xn
D−→X és Xn−Yn

P−→ 0, akkor Yn
D−→X.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy tetsz®leges F ∈ B(Rd) zárt halmaz esetén

lim sup
n→∞

P(Yn ∈ F )⩽ P(X ∈ F ),
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melyb®l a 7.16. Tétel alapján következik, hogy Yn
D−→ X. Felhasználva, hogy az Rd ∋ x 7→

d(x, F ):=inf{∥x−y∥ :y∈F} függvény folytonos (lásd a 7.14. Tétel bizonyításában a (ii)=⇒(iii)

részt, ahol egyenletes folytonosságot igazoltunk), kapjuk, hogy tetsz®leges ε>0 esetén az Fε :=

= {x ∈ Rd : d(x, F )⩽ ε} halmaz zárt. Továbbá, tetsz®leges ε > 0 esetén

P(Yn ∈ F ) = P(Yn ∈ F, ∥Xn−Yn∥⩾ ε)+P(Yn ∈ F, ∥Xn−Yn∥< ε)

⩽ P(∥Xn−Yn∥⩾ ε)+P(Xn ∈ Fε),

ahol felhasználtuk, hogy Yn ∈ F és ∥Xn−Yn∥< ε esetén d(Xn, F )⩽ ∥Xn−Yn∥+d(Yn, F ) =
= ∥Xn−Yn∥< ε. Így a 7.16. Tétel és a feltétel alapján

lim sup
n→∞

P(Yn ∈ F )⩽ lim sup
n→∞

P(Xn ∈ Fε)⩽ P(X ∈ Fε), ε > 0. (7.14)

Mivel F zárt, így d(x, F )=0 akkor és csak akkor, ha x∈F (lásd a 7.14. Tétel bizonyításában

a (ii)=⇒(iii) részt), és így F1/m ↓ F , ha m→ ∞, hiszen, ha m1 ⩾ m2, m1,m2 ∈ N, akkor
F1/m1 ⊂F1/m2 és x∈

⋂
m∈N F1/m esetén d(x, F )=0, melyb®l következik, hogy x∈F . Ezért a

valószín¶ség folytonossága miatt limm→∞ P(X∈F1/m)=limm→∞ PX(F1/m)=PX(F )=P(X∈F ).
Így (7.14) alapján, az ε := 1/m választással élve, majd m→∞ határátmenetet véve, kapjuk,

hogy lim supn→∞ P(Yn ∈ F )⩽ P(X ∈ F ).
A d=1 esetben mutatunk egy másik bizonyítást is. Jelölje FX az X eloszlásfüggvényét,

és legyen x∈R az FX egy folytonossági pontja. Legyen továbbá (εk)k∈N egy olyan sorozat,

hogy εk↓0, és x±εk folytonossági pontjai FX-nek minden k∈N esetén. Mivel FX legfeljebb

megszámlálható sok ponttól eltekintve folytonos, ilyen (εk)k∈N sorozat létezik. Ekkor minden

n, k ∈ N esetén

FYn(x) = P(Yn < x) = P(Yn < x, |Xn−Yn|< εk)+P(Yn < x, |Xn−Yn|⩾ εk)

⩽ P(Xn < x+εk)+P(|Xn−Yn|⩾ εk) = FXn(x+εk)+P(|Xn−Yn|⩾ εk),

ugyanis, ha Yn <x és |Xn−Yn|< εk, akkor Xn = Yn+Xn−Yn <x+εk. Hasonlóan, minden

n, k ∈ N esetén

FXn(x−εk) = P(Xn < x−εk) = P(Xn < x−εk, |Xn−Yn|< εk)+P(Xn < x−εk, |Xn−Yn|⩾ εk)

⩽ P(Yn < x)+P(|Xn−Yn|⩾ εk) = FYn(x)+P(|Xn−Yn|⩾ εk).

Így minden n, k ∈ N esetén

FXn(x−εk)−P(|Xn−Yn|⩾ εk)⩽ FYn(x)⩽ FXn(x+εk)+P(|Xn−Yn|⩾ εk).

Ezért minden k ∈ N esetén, a feltételt is használva,

FX(x−εk) = lim inf
n→∞

FXn(x−εk)⩽ lim inf
n→∞

FYn(x)⩽ lim sup
n→∞

FYn(x)

⩽ lim sup
n→∞

FXn(x+εk) = FX(x+εk),

melyb®l k→∞ határátmenettel adódik, hogy limn→∞ FYn(x) = FX(x). □
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7.19. Tétel. Legyenek X : Ω→Rd, Xn : Ω→Rd, Yn : Ω→Rd, n ∈N, véletlen vektorok, és

c ∈ Rd. Ha Xn
D−→X és Yn

P−→ c, akkor (Xn, Yn)
D−→ (X, c).

Bizonyítás. Megmutatjuk el®ször, hogy (Xn, c)
D−→ (X, c). A 7.16. Tétel alapján ehhez elég

belátni, hogy tetsz®leges f : R2d → R korlátos, folytonos függvény esetén E(f(Xn, c)) →
E(f(X, c)). Vezessük be a g :Rd→R, g(x) :=f(x, c), x∈Rd, függvényt. Ekkor g is folytonos

és korlátos, így újra a 7.16. Tétel alapján E(g(Xn))→E(g(X)), azaz E(f(Xn, c))→E(f(X, c)).
Mivel

(Xn, Yn)−(Xn, c) = (0, Yn−c)
P−→ (0,0) ∈ R2d,

a Cramér�Slutsky lemma (7.18. Lemma) alapján (Xn, Yn)
D−→ (X, c). □

7.20. Tétel. (Véletlen vektorok konvergenciája) Legyenek X : Ω → Rd, Xn : Ω → Rd,

Yn : Ω→ R és Zn : Ω→ Rd, n ∈ N, véletlen vektorok, és a ∈ Rd, b ∈ R.

(i) Ha Xn
P−→X, akkor Xn

D−→X.

(ii) (Cramér�Slutsky) Ha Xn
D−→X, Yn

P−→ b és Zn
P−→a, akkor YnXn+Zn

D−→ bX+a.

Speciálisan, ha Xn
D−→X, és a, an ∈ Rd, n ∈ N, b, bn ∈ R, n ∈ N, hogy an → a és

bn → b, akkor bnXn+an
D−→ bX+a.

(iii) Xn
P−→ a akkor és csak akkor, ha Xn

D−→ a.

Bizonyítás. (i). Az X ′
n :=X, n∈N, sorozatra triviálisan teljesül, hogy X ′

n
D−→X, így, mivel

Xn−X
P−→ 0, a Cramér�Slutsky lemma (7.18. Lemma) alapján kapjuk, hogy Xn=X ′

n+Xn−
−X D−→X.

(ii). Mivel Zn− a
P−→ 0, a Cramér�Slutsky lemma (7.18. Lemma) alapján elég belátni,

hogy YnXn+a
D−→ bX+a, melyhez elég belátni, hogy YnXn

D−→ bX (gondoljunk például a

folytonossági tételre). A 7.19. Tétel alapján (Xn, Yn)
D−→ (X, b), és a leképezési tételt (7.17.

Tétel) alkalmazva a h : Rd×R → Rd, h(x, y) := yx, (x, y) ∈ Rd×R, folytonos függvényre,

kapjuk, hogy YnXn
D−→ bX.

A d= 1 esetben egy másik bizonyítást adunk arra, hogy YnXn
D−→ bX. Mivel Xn

D−→X

alapján bXn
D−→ bX, a Cramér�Slutsky lemma szerint az YnXn

D−→ bX konvergenciához elég

belátni, hogy (Yn−b)Xn
P−→ 0. Legyen δ > 0 és válasszunk egy olyan h > 0 számot, hogy

±h folytonossági pontjai FX-nek és FX(h)−FX(−h)⩾ 1−δ. Ilyen h > 0 létezik, ugyanis a

valószín¶ség folytonossága szerint

FX(h)−FX(−h) = P(−h⩽X < h)→ 1, ha h ↑∞,

és FX-nek legfeljebb megszámlálható sok szakadási helye lehet. Így tetsz®leges ε> 0 és n∈N

136



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

esetén

P(|(Yn−b)Xn|> ε) = P(|(Yn−b)Xn|> ε, |Xn|⩽ h)+P(|(Yn−b)Xn|> ε, |Xn|> h)

⩽ P(|Yn−b|> ε/h)+P(|Xn|> h)

= P(|Yn−b|> ε/h)+1−P(−h⩽Xn ⩽ h).

Mivel ±h folytonossági pontjai FX-nek, kapjuk, hogy

lim inf
n→∞

P(−h⩽Xn ⩽ h)⩾ lim inf
n→∞

P(−h⩽Xn < h)

⩾ lim inf
n→∞

(FXn(h)−FXn(−h)) = FX(h)−FX(−h)⩾ 1−δ.

Ezért tetsz®leges ε > 0 esetén

lim sup
n→∞

P(|(Yn−b)Xn|>ε)⩽ lim sup
n→∞

P(|Yn−b|>ε/h)+1− lim inf
n→∞

P(−h⩽Xn⩽h)⩽ δ, ∀ δ > 0,

melyb®l δ ↓ 0 határátmenettel kapjuk az állítást.

(iii). Ha Xn
P−→ a, akkor az (i) rész alapján Xn

D−→ a. Ha Xn
D−→ a, akkor tetsz®leges

ε > 0 esetén az Fε := {y ∈ Rd : ∥y−a∥⩾ ε} zárt halmazra, a ̸∈ Fε és a 7.16. Tétel alapján

lim sup
n→∞

P(∥Xn−a∥⩾ ε) = lim sup
n→∞

P(Xn ∈ Fε)⩽ P(a ∈ Fε) = 0,

és így Xn
P−→ a. □

Véletlen vektorok mérhet® függvényének sztochasztikus konvergenciájáról szól a következ®

tétel, melyet hívhatunk sztochasztikus konvergenciára vonatkozó leképezési tételnek is.

7.21. Tétel. Legyenek Xn :Ω→Rd, n∈N, véletlen vektorok, h :Rd→Rℓ mérhet® függvény,

és x ∈ Rd. Ha Xn
P−→ x és x /∈Dh, akkor h(Xn)

P−→ h(x).

Bizonyítás. Mivel Xn
P−→ x, így a 7.20. Tétel (i) része szerint Xn

D−→ x. Így felhasználva,

hogy x ̸∈Dh, a leképezési tétel (7.17. Tétel) alapján kapjuk, hogy h(Xn)
D−→h(x). Végezetül

a 7.20. Tétel (iii) része alapján adódik, hogy h(Xn)
P−→ h(x). □

Véletlen vektorok folytonos függvényének sztochasztikus konvergenciájáról szól a következ®

tétel, melyet hívhatunk sztochasztikus konvergenciára vonatkozó folytonos leképezési tételnek

is. Ez a tétel valójában speciális esete a 7.7. Tétel (ii) részének, azonban azért, hogy a különböz®

leképezési tételeket könnyebben összehasonlíthassuk, újra megfogalmazzuk.

7.22. Tétel. Legyenek Xn : Ω→Rd, n∈N, és X : Ω→Rd véletlen vektorok, és h :Rd→Rℓ

folytonos függvény. Ha Xn
P−→X, akkor h(Xn)

P−→ h(X).

Bizonyítás. Mivel Xn
P−→X, így a 7.6. Tétel (iv) része szerint pozitív egészek bármely n1<

< n2 < . . . sorozatának van olyan nk1 < nk2 < . . . részsorozata, hogy Xnki

m.b.−→ X, amint
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i→∞. Mivel h folytonos, kapjuk, hogy h(Xnki
)

m.b.−→ h(X), amint i→∞. Így alkalmazva

újra a 7.6. Tétel (iv) részét, kapjuk, hogy h(Xn)
P−→ h(X), amint n→∞. □

Valós véletlen változók mérhet® függvényei várható értékének konvergenciájáról szól a kö-

vetkez® eredmény, melyet tekinthetünk egy speciális leképezési tételnek is.

7.23. Tétel. Legyenek Xn :Ω→R, n∈N, véletlen vektorok és h :R→R korlátos és mérhet®

függvény, melyre P(X ∈Dh) = 0. Ha Xn
D−→X, akkor E(h(Xn))→ E(h(X)).

Bizonyítás. Jelölje M a h egy korlátját, azaz |h(x)| ⩽M , x ∈ R. A 7.17. Tétel szerint

h(Xn)
D−→h(X). Így a 7.16. Tétel alapján kapjuk, hogy tetsz®leges f :R→R korlátos, folytonos

függvény esetén E(f(h(Xn)))→ E(f(h(X))), ha n→∞. Az

f(x) :=


−M ha x <−M ,

x ha −M ⩽ x⩽M ,

M ha x >M ,

választással élve adódik, hogy E(h(Xn))→ E(h(X)). □

Az alábbiakban az eloszlásbeli konvergencia, az egyenletes integrálhatóság és a várható ér-

tékek konvergenciájának kapcsolatát vizsgáljuk meg valós érték¶ valószín¶ségi változók esetén.

7.24. Állítás. Legyenek X : Ω → R és Xn : Ω → R, n ∈ N, valószín¶ségi változók. Ha

Xn
D−→X, akkor E(|X|)⩽ lim infn→∞ E(|Xn|).

Bizonyítás. Mivel az abszolútérték függvény folytonos, a leképezési tétel (lásd 7.17. Tétel)

alapján |Xn|
D−→ |X|, így P(|Xn| ⩾ t) → P(|X| ⩾ t) legfeljebb megszámlálható sok t ∈ R

kivételével. Így a 3.7. Tétel (xxii) pontja és a (valós egyenesre vonatkozó) Fatou-lemma alapján

E(|X|) =
∫ ∞

0

P(|X|⩾ t) dt=

∫ ∞

0

lim inf
n→∞

P(|Xn|⩾ t) dt

⩽ lim inf
n→∞

∫ ∞

0

P(|Xn|⩾ t) dt= lim inf
n→∞

E(|Xn|).

□

7.25. Állítás. Legyenek X :Ω→R és Xn :Ω→R, n∈N, valószín¶ségi változók. Ha Xn
D−→X

és {Xn : n ∈ N} egyenletesen integrálható, akkor E(|X|)<∞ és E(Xn)→ E(X).

Bizonyítás. Mivel {Xn :n∈N} egyenletesen integrálható, a 7.10. Tétel alapján kapjuk, hogy

supn∈N E(|Xn|)<∞, így a 7.24. Állítás alapján

E(|X|)⩽ lim inf
n→∞

E(|Xn|)⩽ sup
n∈N

E(|Xn|)<∞.

Mivel a pozitívrész- és negatívrész függvények folytonosak, a leképezési tétel (lásd 7.17. Tétel)

alapján X+
n

D−→X+ és X−
n

D−→X−, és mivel X+
n ⩽|Xn|, X−

n ⩽|Xn|, n∈N, ahol {|Xn|:n∈N}

138



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

egyenletesen integrálható, a 7.11. Tétel (iii) része alapján {X+
n : n ∈ N} és {X−

n : n ∈ N} is

egyenletesen integrálható. Így elég belátni az állítást abban az esetben, ha Xn ⩾ 0, n ∈N, és

X ⩾ 0. Valóban, ekkor E(X+
n )→ E(X+) és E(X−

n )→ E(X−), melyb®l

E(Xn) = E(X+
n −X−

n ) = E(X+
n )−E(X−

n )→ E(X+)−E(X−) = E(X), ha n→∞.

A továbbiakban tegyük fel, hogy Xn ⩾ 0, n ∈ N, és X ⩾ 0. Ekkor minden n ∈ N és K ⩾ 0

esetén, a Fubini tétel alapján

E(Xn) =

∫
Ω

Xn(ω) P(dω) =
∫
{Xn⩽K}

Xn(ω) P(dω)+
∫
{Xn>K}

Xn(ω) P(dω)

=

∫
{Xn⩽K}

∫ ∞

0

1[t,∞)(Xn(ω)) dt P(dω)+E(Xn1{Xn>K})

=

∫ ∞

0

(∫
Ω

1{Xn(ω)⩽K}1[t,∞)(Xn(ω)) P(dω)
)
dt+E(Xn1{Xn>K})

=

∫ ∞

0

(∫
Ω

1{t⩽Xn(ω)⩽K} P(dω)
)
dt+E(Xn1{Xn>K})

=

∫ K

0

P(t⩽Xn ⩽K) dt+E(Xn1{Xn>K}), (7.15)

és hasonlóan

E(X) =

∫ K

0

P(t⩽X ⩽K) dt+E(X1{X>K}). (7.16)

Mivel {Xn :n∈N} és {X} nemnegatív valószín¶ségi változókból álló egyenletesen integrálható

családok, tetsz®leges ε > 0 esetén létezik olyan K0 ⩾ 0, hogy

sup
n∈N

E(Xn1{Xn>K})< ε, ha K ⩾K0,

és

E(X1{X>K})< ε, ha K ⩾K0.

Rögzítsünk a továbbiakban egy olyan K̃>K0 értéket, melyre P(X=K̃)=0 (ilyen K̃ létezik,

mert X eloszlásfüggvénye legfeljebb megszámlálható sok pontban nem folytonos). Ekkor

|E(Xn)−E(X)|⩽

∣∣∣∣∣
∫ K̃

0

P(t⩽Xn ⩽ K̃) dt−
∫ K̃

0

P(t⩽X ⩽ K̃) dt

∣∣∣∣∣+2ε, n ∈ N,

így elég belátni, hogy

lim
n→∞

∫ K̃

0

P(t⩽Xn ⩽ K̃) dt=

∫ K̃

0

P(t⩽X ⩽ K̃) dt.

Ez a dominált konvergencia tételb®l következik, ugyanis
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• limn→∞ P(t⩽Xn⩽K̃)=P(t⩽X⩽K̃) legfeljebb megszámlálható sok t∈[0, K̃] kivételével,

hiszen Xn
D−→X,

• |P(t⩽Xn ⩽ K̃)|⩽ 1, t ∈ [0, K̃], n ∈ N, és
∫ K̃

0
1 dt= K̃ <∞.

□

7.26. Állítás. Legyenek X :Ω→R és Xn :Ω→R, n∈N, valószín¶ségi változók. Ha Xn⩾0,

n ∈ N, X ⩾ 0, E(Xn) <∞, n ∈ N, E(X) <∞, Xn
D−→ X és E(Xn) → E(X), akkor

{Xn : n ∈ N} egyenletesen integrálható.

Bizonyítás. Mivel Xn
D−→X, a 7.25. Állítás bizonyítása alapján kapjuk, hogy minden olyan

K > 0 esetén, melyre P(X =K) = 0, teljesül, hogy

lim
n→∞

∫ K

0

P(t⩽Xn ⩽K) dt=

∫ K

0

P(t⩽X ⩽K) dt.

Így, felhasználva, hogy E(Xn)→ E(X), (7.15) és (7.16) alapján kapjuk, hogy

lim
n→∞

E(Xn1{Xn>K}) = E(X1{X>K})

minden olyan K > 0 esetén, melyre P(X =K) = 0. Legyen ε > 0 és válasszunk egy olyan

K0 > 0 értéket, melyre P(X = K0) = 0 és E(X1{X>K0}) < ε. Ekkor létezik olyan n0 ∈ N,
hogy E(Xn1{Xn>K0})<ε, ha n⩾n0, és így, felhasználva, hogy Xn⩾ 0, n∈N, kapjuk, hogy

E(Xn1{Xn>K})⩽ E(Xn1{Xn>K0})< ε, ha n⩾ n0 és K ⩾K0.

Továbbá tudunk olyan K1 > 0, K2 > 0, . . . , Kn0−1 > 0 értékeket választani, hogy

E(Xi1{Xi>Ki})< ε, i= 1, . . . , n0−1.

Így tetsz®legesK⩾max(K0, K1, . . . , Kn0−1) esetén E(Xn1{Xn>K})<ε, n∈N, melyb®l következik,

hogy limK→∞ supn∈N E(Xn1{Xn>K}) = 0, azaz {Xn : n ∈ N} egyenletesen integrálható. □
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8. Feltételes valószín¶ség, feltételes várható érték, reguláris

feltételes eloszlás

A kés®bbiekben gyakran használjuk majd a várható érték következ® tulajdonságát.

8.1. Lemma. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és F ⊂A egy rész σ-algebra.

(i) Ha ζ : Ω→ R olyan F-mérhet® valószín¶ségi változó, melyre E(|ζ|) <∞ és minden

A ∈ F esetén E(ζ1A)⩾ 0, akkor ζ ⩾ 0 P�m.m.

(ii) Ha ξ :Ω→R és η :Ω→R olyan F-mérhet® valószín¶ségi változók, melyekre E(|ξ|)<∞,

E(|η|)<∞, és minden A ∈ F esetén E(ξ1A)⩽ E(η1A), akkor ξ ⩽ η P�m.m.

(iii) Ha ξ :Ω→R és η :Ω→R olyan F-mérhet® valószín¶ségi változók, melyekre E(|ξ|)<∞,

E(|η|)<∞, és minden A ∈ F esetén E(ξ1A) = E(η1A), akkor ξ = η P�m.m.

Bizonyítás. (i). Ha p := P(ζ < 0) > 0 volna, akkor a valószín¶ség folytonossága alapján

limn→∞ P(ζ < −1/n) = P(ζ < 0) teljesülne, ugyanis {ζ < −1/n} ↑ {ζ < 0}, ha n→∞. Így

létezne olyan n0∈N, melyre P(ζ <−1/n0)>p/2, és ekkor az A :={ω∈Ω:ζ(ω)<−1/n0}∈F
eseményre

E(ζ1A)⩽− 1

n0

E(1A) =− 1

n0

P(A) =− 1

n0

P(ζ <−1/n0)<− p

2n0

< 0

teljesülne, ami ellentmondana a feltételeknek.

(ii). Alkalmazzuk az (i) állítást a ζ := η−ξ valószín¶ségi változóra.

(iii). Nyilvánvalóan következik (ii)�b®l. □

Ha (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és B ∈ A olyan esemény, melyre P(B) > 0, akkor

tetsz®leges A ∈ A esemény esetén de�niálható a

P(A |B) :=
P(A∩B)

P(B)

feltételes valószín¶ség. De ha például X és Y véletlen változók, és X abszolút folytonos,

akkor P(Y ⩽ b |X = a) nem de�niálható a fenti módon, mert P(X = a) = 0 minden a ∈ R
esetén.

Ha P(B)∈ (0,1), akkor P(A |B) ismerete még nem írja le az összes információt, melyet a

B eseményre vonatkozó meg�gyelés ad az A eseményre vonatkozóan; ehhez még P(A |B) is

hozzá tartozik. Általánosabban: ha {Bn}∞n=1 olyan teljes eseményrendszer, melyre P(Bn)> 0

minden n∈N esetén, akkor egy A∈A eseményre vonatkozó teljes információt a {P(A |Bn)}∞n=1

feltételes valószín¶ségek írják le. Hogyan lehetne ezt az információt úgy megadni, hogy ne kelljen
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hozzá a P(Bn)> 0, n∈N feltétel? Tekintsük a következ® módon de�niált f : Ω→R lépcs®s

függvényt:

f(ω) :=
∞∑
n=1

P(A |Bn)1Bn(ω), ω ∈ Ω.

Ez nyilván véletlen változó, s®t még a {Bn}∞n=1 események által generált F σ-algebrára nézve

is mérhet®. Az F σ-algebra éppen a {Bn}∞n=1 eseményekb®l képezett összes megszámlálható

unióból áll, azaz

F = σ(Bn, n ∈ N) =

{⋃
ℓ∈F

Bℓ : F ⊂ N, F megszámlálható

}
, (8.1)

ahol
⋃

ℓ∈∅Bℓ := ∅. Ugyanis a jobboldalon lev® halmazrendszer egy σ-algebra, hiszen

(i) tartalmazza az Ω-t, mivel Ω =
⋃∞

n=1Bn,

(ii) ha tartalmazza az A=
⋃

ℓ∈F Bℓ halmazt, ahol F ⊂ N megszámlálható, akkor Ω\A=

=
⋃

ℓ∈N\F Bℓ, ahol N\F megszámlálható,

(iii) zárt a megszámlálható unióképzésre is, mert megszámlálható sok megszámlálható halmaz

uniója is megszámlálható.

A jobboldalon lev® σ-algebra tartalmazza a Bn, n∈N, eseményeket (éljünk az F = {n}, n∈N,
választásokkal), így a generált σ-algebra de�níciója folytán

F ⊂

{⋃
ℓ∈F

Bℓ : F ⊂ N, F megszámlálható

}
.

Másrészt, a {Bn}∞n=1 eseményeket tartalmazó tetsz®leges σ-algebra tartalmazza a jobboldali

halmazrendszer tetsz®leges elemét (hiszen egy σ-algebra zárt a megszámlálható unióképzésre),

így újra a generált σ-algebra de�níciója miatt

F ⊃

{⋃
ℓ∈F

Bℓ : F ⊂ N, F megszámlálható

}
.

Ezzel beláttuk a (8.1) összefüggést.

Továbbá, a 3.7. Tétel (xi) része alapján

E(|f |) =
∞∑
n=1

E(P(A |Bn)1Bn) =
∞∑
n=1

P(A |Bn)P(Bn) = P(A)<∞.

Így az f véletlen változót a 8.1. Lemma (iii) része alapján egyértelm¶en meghatározzák az

{E(f1B) : B ∈ F} várható értékek, ugyanis F -ben az egyedüli P-null mérték¶ halmaz az

üreshalmaz. Valóban, ha f̃ egy olyan F -mérhet® véletlen változó, hogy E(|f̃ |)<∞ és E(f1B)=

=E(f̃1B), B ∈F , akkor a 8.1. Lemma (iii) része alapján f = f̃ P-m.m., azaz f− f̃ =0 P-m.m.
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Mivel f és f̃ F -mérhet®ek, kapjuk, hogy {f − f̃ = 0} ∈ F . Az, hogy az egyetlen F -beli P-
nullmérték¶ halmaz az üreshalmaz, F -nek a (8.1)-beli el®állításából és abból következik, hogy

P(Bn)> 0, n ∈ N.
Vegyük észre továbbá, hogy az {E(f1B) :B ∈F} halmaz nem feltétlenül megszámlálható.

Továbbá, ha B ∈ F , akkor (8.1) és Bk, k ∈ N, páronként diszjunkt volta miatt, tetsz®leges

n ∈ N esetén vagy Bn ⊂B (és így Bn∩B =Bn) vagy pedig Bn∩B = ∅, ezért

f1B∩Bn =

(
∞∑
k=1

P(A |Bk)1Bk

)
1B∩Bn =

∞∑
k=1

P(A |Bk)1Bk∩B∩Bn =
∑

{n:Bn⊂B}

P(A |Bn)1Bn ,

és így 1 =
∑∞

n=1 1Bn alapján

E(f1B) =
∞∑
n=1

E(f1B1Bn) =
∞∑
n=1

E(f1B∩Bn) =
∑

{n:Bn⊂B}

P(A |Bn)P(Bn)

=
∑

{n:Bn⊂B}

P(A∩Bn)

P(Bn)
P(Bn) =

∑
{n:Bn⊂B}

P(A∩Bn) = P(A∩B) = E(1A1B).

Tehát az f : Ω→R véletlen változót egyértelm¶en meghatározza a következ® két tulajdonság:

F -mérhet®, és minden B ∈F esetén E(f1B) = E(1A1B). Ilyen f függvény olyan {Bn}∞n=1

teljes eseményrendszer esetén is létezik, melynél nem feltétlenül teljesül P(Bn)>0 minden n∈
∈N esetén, de ekkor f nem lesz egyértelm¶en meghatározott, csak F -mérhet® P-nullmérték¶

halmaz erejéig.

Hasonló gondolatmenet érvényes a feltételes várható értékre is. Legyen X : Ω→R véletlen

változó, melyre E(|X|)<∞. Ha B ∈A olyan esemény, melyre P(B)> 0, akkor de�niálható

az

E(X |B) :=

∫
Ω

X(ω)QB(dω) =
1

P(B)
E(X1B) =

1

P(B)

∫
B

X(ω) P(dω) (8.2)

feltételes várható érték, ahol a QB :A→[0, 1], QB(A):=P(A |B) halmazfüggvény valószín¶ségi

mérték az (Ω,A) mérhet® téren. Felhívjuk a �gyelmet, hogy ha B∈A olyan esemény, melyre

P(B)>0, akkor E(X |B) nem más, mint X-nek a B halmazon vett P-szerinti integrálátlaga.
A QB valószín¶ségi mérték abszolút folytonos P-re nézve, és QB-nek P-re vonatkozó Radon-
Nikodym deriváltja 1

P(B)
1B(ω), ω ∈ Ω, formálisan QB(dω) =

1
P(B)

1B(ω)P(dω). Speciálisan,

ha például X =
∑n

i=1 ci1Ai
alakú, ahol ci ∈ R, i= 1, . . . , n, és Ai ∈ A, i= 1, . . . , n, akkor∫

Ω

X(ω)QB(dω) =
n∑

i=1

ciQB(Ai) =
n∑

i=1

ci P(Ai |B) =
n∑

i=1

ci
P(Ai∩B)

P(B)

=
1

P(B)

∫
Ω

n∑
i=1

ci1Ai∩B(ω) P(dω) =
1

P(B)

∫
Ω

(X1B)(ω) P(dω) =
1

P(B)
E(X1B).

Ha {Bn}∞n=1 olyan teljes eseményrendszer, melyre P(Bn)> 0 minden n∈N esetén, akkor az

X véletlen változó várható értékére vonatkozó teljes informácót a {E(X |Bn)}∞n=1 feltételes
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várható értékek írják le. Ennek az információnak a megadásához tekintsük a következ® módon

de�niált g : Ω→ R lépcs®s függvényt:

g(ω) :=
∞∑
n=1

E(X |Bn)1Bn(ω), ω ∈ Ω.

Ez is nyilván véletlen változó, és még a {Bn}∞n=1 események által generált F σ-algebrára

nézve is mérhet®. Továbbá, a 3.7. Tétel (xi) része alapján

E(|g|)⩽
∞∑
n=1

E(|E(X |Bn)1Bn|)⩽
∞∑
n=1

E(E(|X| |Bn)1Bn) =
∞∑
n=1

E(|X| |Bn)P(Bn)

=
∞∑
n=1

∫
Bn

|X|(ω) P(dω) =
∫
Ω

|X|(ω) P(dω) = E(|X|)<∞.

Így a g véletlen változót a 8.1. Lemma (iii) része alapján egyértelm¶en meghatározzák az

{E(g1B) : B ∈ F} várható értékek, ugyanis F -ben az egyedüli P-null mérték¶ halmaz az

üreshalmaz. Továbbá, ha B ∈ F , akkor tetsz®leges n ∈ N esetén vagy Bn ⊂ B, vagy pedig

Bn∩B = ∅, ezért (8.2) és 1 =
∑∞

n=1 1Bn alapján,

E(g1B) =
∞∑
n=1

E(g1B1Bn) =
∑

{n:Bn⊂B}

E(X |Bn)P(B∩Bn)

=
∑

{n:Bn⊂B}

∫
Bn

X(ω) P(dω) =
∫
B

X(ω) P(dω) = E(X1B).

Tehát a g : Ω→R véletlen változót egyértelm¶en meghatározza a következ® két tulajdonság:

F -mérhet®, és minden B ∈ F esetén E(g1B) = E(X1B).

Az el®z®ek motiválják a σ-algebrára vonatkozó feltételes várható érték de�nícióját.

8.2. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂A rész-σ-algebra, és X : Ω→ R
olyan véletlen változó, melyre E(|X|)<∞. Azt mondjuk, hogy egy XF :Ω→R véletlen változó

az X feltételes várható értéke az F feltételre nézve, ha

(i) XF F-mérhet®, E(|XF |)<∞,

(ii) minden A ∈ F esetén E(XF1A) = E(X1A).

Megjegyezzük, hogy a 8.2. De�nícióban az E(|XF |) < ∞ feltétel valójában redundáns,

ugyanis a de�níció (ii) részében az A = Ω választással kapjuk, hogy E(XF) = E(X), és

így E(XF) is véges, amib®l a 3.6. Megjegyzés (i) része szerint E(|XF |) <∞. Megjegyezzük

továbbá, hogy a fentiekben szerepl® motivációs részben lev® f , illetve g nem más, mint

1A-nak, illetve X-nek a (8.1)-beli F σ-algebrára vonatkozó feltételes várható értéke.
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8.3. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂A rész-σ-algebra, X : Ω→ R olyan

véletlen változó, melyre E(|X|)<∞. Ekkor létezik XF : Ω→R feltételes várható érték, mely

P-m.b. egyértelm¶en meghatározott.

Els® bizonyítás. Legyen A ∈ F esetén QF(A) := E(X1A). Ekkor QF véges (de nem

feltétlenül nemnegatív), σ-additív halmazfüggvény az (Ω,F) mérhet®ségi téren. Valóban,

QF(Ω)=E(X1Ω)=E(X)<∞, és ha An∈F , n∈N, páronként diszjunktak, akkor a dominált

konvergencia tétel alapján (felhasználva az E(|X|)<∞ feltételt) :

QF

(
∞⋃
n=1

An

)
= E

(
X1

⋃∞
n=1 An

)
= E

(
∞∑
n=1

X1An

)
= lim

m→∞
E

(
m∑

n=1

X1An

)

= lim
m→∞

m∑
n=1

E (X1An) = lim
m→∞

m∑
n=1

QF(An) =
∞∑
n=1

QF(An).

Így QF el®jeles mérték, ugyanis QF el®áll QF =Q(1)
F −Q(2)

F alakban, ahol Q(1)
F (A) :=E(X+

+1A), A ∈ F , és Q(2)
F (A) := E(X−

1A), A ∈ F , véges mértékek (Ω,F)-en. Tekintsük a P
valószín¶ségi mérték PF megszorítását is az (Ω,F) mérhet®ségi térre. Ekkor QF ≪PF (azaz

QF abszolút folytonos PF -re nézve, vagyis ha A∈F olyan, hogy PF(A)=0, akkor QF(A)=

=0), ugyanis QF(A)=E(X1A)=
∫
A
X(ω) P(dω), A∈F , és, ha A∈F olyan, hogy PF(A)=0,

akkor P(A) = 0, mely az integrál tulajdonságai alapján maga után vonja, hogy QF(A) = 0.

Ezért a Radon-Nikodym�tétel (3.16. Tétel) alapján létezik olyan PF -m.b. (és így P-m.b.)

egyértelm¶en meghatározott F -mérhet® XF : Ω → R függvény, melyre tetsz®leges A ∈ F
esetén QF(A)=

∫
A
XF dPF =

∫
A
XF dP, vagyis E(X1A)=E(XF1A). Az XF függvény azért

lesz valós érték¶ P-m.m., mert QF valós érték¶; továbbá az is igaz, hogy ha X nemnegatív,

akkor QF nemnegatív, és így a 8.1. Lemma (i) része szerint XF is nemnegatív P-m.m.

Megjegyezzük, hogy a tételnek az a része, hogy a feltételes várható érték P-m.b. egyértelm¶en

meghatározott a 8.1. Lemma (iii) részéb®l is következik, mert ha XF és X̃F is X feltételes

várható értékei F -re nézve, akkor XF és X̃F F -mérhet®ek, E(|XF |) < ∞, E(|X̃F |) < ∞, és

tetsz®leges A ∈ F esetén

E(XF1A) = E(X1A) = E(X̃F1A),

azaz teljesülnek a 8.1. Lemma (iii) részének a feltételei, és így XF = X̃F P-m.m.

Második bizonyítás. Jelölje (rögzített F esetén) H azon X : Ω→R véletlen változók

halmazát, melyekre E(|X|) <∞, és melyekhez létezik XF : Ω→ R feltételes várható érték.

Jelölje H+ a H-beli nemnegatív véletlen változók halmazát.

El®ször belátjuk, hogy H tartalmazza az összes korlátos véletlen változót. Ha X korlátos,

akkor X ∈ L2(Ω,A,P). Nyilván L2(Ω,F ,P) egy zárt altere az L2(Ω,A,P) Hilbert-térnek,

mely a ⟨ξ, η⟩:=E(ξη), ξ, η∈L2(Ω,A,P), bels®szorzattal van ellátva. Jelölje XF a X mer®leges

vetületét az L2(Ω,F ,P) altérre. Ekkor XF nyilván F -mérhet® és négyzetesen integrálható

és így integrálható is. Tetsz®leges A∈F esetén 1A∈L2(Ω,F ,P), ezért XF−X⊥L2(Ω,F ,P)
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miatt ⟨XF −X,1A⟩= 0, így

E(XF1A) =

∫
Ω

XF1A dP= ⟨XF ,1A⟩= ⟨X,1A⟩= E(X1A).

Tehát XF az X-nek egy feltételes várható értéke F -re nézve.

Legyen {Xn}∞n=1⊂H+ egy monoton növekv® sorozat. Jelölje minden n∈N esetén Xn,F a

Xn egy feltételes várható értékét F -re nézve. Ekkor tetsz®leges n∈N esetén 0⩽Xn,F⩽Xn+1,F

teljesül P-m.b., ugyanis a feltételes várható érték de�níciója alapján tetsz®leges A∈F esetén

E(Xn,F1A) = E(Xn1A) és E(Xn+1,F1A) = E(Xn+11A),

így, mivel E(Xn1A) ⩽ E(Xn+11A), kapjuk, hogy E(Xn,F1A) ⩽ E(Xn+1,F1A). Ezért a 8.1.

Lemma (ii) része alapján Xn,F ⩽ Xn+1,F P�m.b. és a szóban forgó P�nullmérték¶ halmaz

F -mérhet® is. Így minden n ∈ N esetén létezik az Xn-nek olyan X̃n,F feltételes várható

értéke F -re nézve, hogy az {X̃n,F}∞n=1 sorozat monoton növekv® (mindenütt). Jelölje X :=

= limn→∞Xn, és tegyük fel, hogy E(|X|) < ∞. Jelölje XF := limn→∞ X̃n,F . Ekkor XF

nyilván F -mérhet®, és tetsz®leges A ∈ F esetén a monoton konvergencia tétel alapján

E(XF1A) = lim
n→∞

E(X̃n,F1A) = lim
n→∞

E(Xn1A) = E(X1A),

tehát XF az X-nek egy feltételes várható értéke F -re nézve, azaz X ∈ H+. Mivel H
tartalmazza az összes korlátos véletlen változót, így az el®z® konstrukció alapján H+ tartal-

mazza az összes P-integrálható nemnegatív véletlen változót (valóban az 1.17. Lemma alapján

egy nemnegatív valószín¶ségi változóhoz létezik egyszer¶ valószín¶ségi változókból álló olyan

sorozat, mely minden ω ∈ Ω-ra monoton növekv®en konvergál hozzá, és egy egyszer¶ véletlen

változó korlátos). Ezért H nyilván tartalmazza az összes P-integrálható véletlen változót.

Az XF : Ω → R véletlen változó P-m.b. egyértelm¶en meghatározott (a de�níciójából

következ®en). □

8.4. De�níció. A 8.3. Tétel alapján létez® XF véletlen változó P szerinti ekvivalencia-

osztályát, és ennek egy tetsz®leges reprezentánsát is E(X | F) fogja jelölni.

A 8.4. De�nícióban az alábbi ekvivalenciareláció által indukált osztályozásról (ekvivalencia

osztályokról) van szó. Egy ξ : Ω → R és η : Ω → R véletlen változóról akkor mondjuk,

hogy relációban állnak, ha ξ = η P-m.b. Ez a reláció re�exív, szimmetrikus és tranzitív, azaz

ekvivalenciareláció a véletlen változók halmazán, így azon indukál egy osztályozást.

A következ® tételben a véletlen változók közötti egyenl®ségek, illetve egyenl®tlenségek min-

dig P-m.m. értend®k, ezt a legtöbb esetben külön nem írjuk ki.

8.5. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂A rész-σ-algebra.

(i) Ha E(|X|)<∞, E(|Y |)<∞ és X ⩽ Y , akkor E(X | F)⩽ E(Y | F).
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(ii) Ha E(|X|)<∞, akkor |E(X | F)|⩽ E(|X| | F).

(iii) Ha E(|X|)<∞, akkor E(X | A) =X.

(iv) Ha X F-mérhet® és E(|X|)<∞, akkor E(X | F) =X.

(v) Ha E(|X|)<∞, akkor E[E(X | F)] = E(X).

(vi) Ha E(|X|)<∞ és X független F-t®l, akkor E(X | F) = E(X).

(vii) Toronyszabály: ha E(|X|)<∞ és G ⊂ F rész-σ-algebra, akkor

E[E(X | F) | G] = E[E(X | G) | F ] = E(X | G).

(viii) Ha E(|X|)<∞ és E(|Y |)<∞, akkor tetsz®leges a, b ∈ R esetén

E(aX+bY | F) = aE(X | F)+bE(Y | F).

(ix) Ha E(|X|)<∞, E(|XY |)<∞ és Y F�mérhet®, akkor E(XY | F) = Y E(X | F).

(x) Ha X1, X2, . . . P-integrálhatók, Xn ↑X P-m.b. és X is P-integrálható, továbbá létezik

olyan Y valószín¶ségi változó, hogy ∀ n ∈ N esetén Xn ⩾ Y P-m.b. és E(|Y |) <∞,

akkor E(Xn | F) ↑ E(X | F) P-m.b.

(xi) Ha X1, X2, . . . P-integrálhatók, ∀n ∈ N esetén Xn ⩾ Y P-m.b., ahol Y egy

olyan valószín¶ségi változó, melyre E(|Y |) < ∞, és E
(∣∣∣lim inf

n→∞
Xn

∣∣∣) < ∞, akkor

E
(
lim inf
n→∞

Xn | F
)
⩽ lim inf

n→∞
E(Xn | F).

(xii) Ha Xn
m.b.−→X, és létezik olyan Y P-integrálható véletlen változó, hogy minden n ∈ N

esetén |Xn|⩽ Y P-m.b., akkor E(Xn | F)
m.b.−→ E(X | F), és E(|Xn−X| | F)

m.b.−→ 0.

(xiii) Ha X1, X2, . . . P-integrálhatók, ∀n ∈ N esetén Xn ⩾ 0 P-m.b., és
∞∑
n=1

Xn is P-

integrálható, akkor E
(

∞∑
n=1

Xn | F
)
=

∞∑
n=1

E(Xn | F).

Bizonyítás. (i). Tetsz®leges A ∈ F esetén

E [(E(Y | F)−E(X | F))1A] = E(E(Y | F)1A)−E(E(X | F)1A) = E(Y 1A)−E(X1A)

= E((Y −X)1A)⩾ 0,

amib®l, felhasználva, hogy E(X | F) és E(Y | F) F -mérhet®ek és integrálhatóak (de�níció

alapján), a 8.1. Lemma (ii) része alapján következik az állítás.

(ii). Következik (i)-b®l, hiszen −|X|⩽X ⩽ |X| alapján

E(−|X| | F)⩽ E(X | F)⩽ E(|X| | F),
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és E(−|X| | F) =−E(|X| | F) (mely a de�níció alapján könnyen ellen®rizhet®).

(iii). Következik a de�nícióból, ugyanis X A-mérhet®, integrálható, és a 8.2. De�níció (ii)

tulajdonsága triviálisan teljesül.

(iv). Hasonlóan következik a de�nícióból.

(v). Az Ω ∈ F eseményre a de�níció alapján teljesül

E[E(X | F)] = E[E(X | F)1Ω] = E(X1Ω) = E(X).

(vi). Nyilván a konstans E(X) véletlen változó F -mérhet®, integrálható és X és F
függetlensége miatt tetsz®leges A ∈ F esetén az X és 1A véletlen változók függetlenek,

ezért E[E(X)1A] = E(X)E(1A) = E(X1A).

(vii). A de�níció alapján nyilván E(X | G) G-mérhet®, integrálható és tetsz®leges A ∈ G
esetén A ∈ F is teljesül, ezért

E[E(X | G)1A] = E[X1A] = E[E(X | F)1A].

Így E(E(X | F) | G) = E(X | G). Az E(E(X | G) | F) = E(X | G) egyenl®ség abból következik,

hogy E(X | G) G-mérhet®, integrálható, és így G ⊂F miatt E(X | G) F -mérhet® is, és ezért

(iv) alkalmazható.

(viii). A de�níció alapján nyilván aE(X | F)+ bE(Y | F) F -mérhet®, integrálható és tet-

sz®leges A ∈ F esetén

E [(aE(X | F)+bE(Y | F))1A] = aE [E(X | F)1A]+bE [E(Y | F)1A]

= aE [X1A]+bE [Y 1A] = E [(aX+bY )1A] .

(ix). A de�níció alapján nyilván Y E(X | F) F -mérhet®. Ha Y egy F -mérhet® indiká-

torváltozó, azaz Y = 1B, ahol B ∈ F , akkor XY = X1B is P-integrálható, és (ii) és (v)
alapján

E(|Y E(X | F)|) = E(|1B E(X | F)|)⩽ E(|E(X | F)|)⩽ E(E(|X| | F)) = E(|X|)<∞.

Tetsz®leges A ∈ F esetén A∩B ∈ F és így

E [Y E(X | F)1A] = E [1B E(X | F)1A] = E [E(X | F)1A∩B] = E [X1A∩B] = E [Y X1A] ,

így ekkor teljesül E(XY | F) = Y E(X | F). Nyilván ez teljesül F -mérhet® indikátorváltozók

véges, lineáris kombinációira is. Például, ha Y = a1B1+b1B2 , ahol B1, B2 ∈F és a, b∈R, akkor
(a1B1 +b1B2)E(X | F) egy F -mérhet® véletlen változó, és a (vii) rész alapján

E(XY | F) = E(X(a1B1 +b1B2) | F) = E(aX1B1 +bX1B2 | F) = aE(X1B1 | F)+bE(X1B2 | F)

= a1B1 E(X | F)+b1B2 E(X | F) = (a1B1 +b1B2)E(X | F) = Y E(X | F).
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Ha Y ⩾ 0 és F -mérhet®, akkor az 1.17. Lemma (F -mérhet® véletlen változókra vonatkozó

verziója) alapján létezik F -mérhet® indikátorváltozók véges, lineáris kombinációinak {Yn}∞n=1

monoton növekv® sorozata úgy, hogy minden n ∈ N esetén Yn ⩾ 0, és limn→∞ Yn = Y . Ha

még az is teljesül, hogy X ⩾ 0, akkor tetsz®leges A ∈ F esetén

E [Y E(X | F)1A] = E
[
( lim
n→∞

Yn)E(X | F)1A

]
= lim

n→∞
E [Yn E(X | F)1A]

= lim
n→∞

E [YnX1A] = E
[
( lim
n→∞

Yn)X1A

]
= E [Y X1A] ,

ahol a második és negyedik egyenl®ség a monoton konvergencia tétel következménye, ugyanis,

mivel X (így E(X | F)) és Yn, n∈N, nemnegatívak, a 0 integrálható alsó korlát. Továbbá

az A= Ω választással

E(|Y E(X | F)|) = E(Y E(X | F)) = E(Y X) = E(|Y X|)<∞,

ezért F -mérhet® nemnegatív Y és nemnegatív X esetén is teljesül, hogy E(XY | F) =

= Y E(X | F). Végül az XY = (X+ −X−)(Y + −Y −) = X+Y + −X+Y − −X−Y + +X−Y −

felbontás alapján kapjuk az általános esetet.

(x). Mivel (Xn)n∈N monoton növekv® P-m.b., az (i) rész alapján E(Xn | F)⩽E(Xn+1 | F),

n ∈ N, P-m.b., így limn→∞ E(Xn | F) létezik P-m.b., és limn→∞ E(Xn | F) F -mérhet®.

Továbbá, az (i) és (ii) részek alapján E(Xn | F)⩾E(Y | F), n∈N, ahol E(|E(Y | F)|)⩽E(|Y |)<
<∞. Így tetsz®leges A ∈ F esetén a monoton konvergencia tétel alapján

E[ lim
n→∞

E(Xn | F)1A] = lim
n→∞

E[E(Xn | F)1A] = lim
n→∞

E[Xn1A] = E[X1A].

Így a feltételes várható érték de�níciója alapján limn→∞ E(Xn | F)=E(X | F) P-m.m., és ezért

E(Xn | F) ↑ E(X | F) P-m.m., ha n→∞.

(xi). Nyilván (i) alapján, felhasználva azt is, hogy megszámlálható sok 1 valószín¶ség¶ ese-

mény metszete is 1 valószín¶ség¶ esemény, kapjuk, hogy

P
(
E( inf

n⩾m
Xn | F)⩽ inf

n⩾m
E(Xn | F), ∀m ∈ N

)
= 1. (8.3)

Az Ym := infn⩾mXn, m ∈ N, sorozatra teljesül, hogy

Y ⩽ Ym ↑ lim
m→∞

inf
n⩾m

Xn = lim inf
n→∞

Xn, ha m→∞,

ahol a feltétel miatt lim infn→∞Xn és így Ym, m ∈ N, P-integrálhatóak. Alkalmazva (x)-et

azt kapjuk, hogy limm→∞ E(Ym | F) = E(lim infn→∞Xn | F), azaz

lim
m→∞

E( inf
n⩾m

Xn | F) = E(lim inf
n→∞

Xn | F),

ezért (8.3) alapján

E(lim inf
n→∞

Xn | F)⩽ lim
m→∞

inf
n⩾m

E(Xn | F) = lim inf
n→∞

E(Xn | F).
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(xii). Nyilván elég a második állítást bizonyítani, hiszen

|E(Xn | F)−E(X | F)|= |E(Xn−X | F)|⩽ E(|Xn−X| | F).

Mivel Xn
m.b.−→X, ha n→∞, a Zn := supm⩾n |Xm−X|, n∈N sorozatra Zn ↓ 0 P-m.b., és

minden n∈N esetén Zn⩾0, ezért (x) alapján E(Zn | F)↓0 P-m.b. A (x) rész alkalmazható,

mert Xn
m.b.−→X és |Xn|⩽ Y P-m.b. miatt |X|⩽ Y , és így |Zn|⩽ supm⩾n(|Xm|+ |X|)⩽ 2Y ,

n ∈ N, ahol E(Y ) <∞. Mivel minden n ∈ N esetén 0 ⩽ |Xn−X| ⩽ Zn, ezért (i) alapján

0⩽ E(|Xn−X| | F)⩽ E(Zn | F), amib®l E(|Xn−X| | F) ↓ 0 P-m.b.

(xiii). Következik (x)-b®l. A nemnegativitás ott van kihasználva, hogy az (X1+· · ·+Xn)n∈N

részletösszeg sorozat monoton növekv®en konvergál
∑∞

n=1Xn-hez, és hogy a részletösszegek 0-

val alulról korlátozhatóak. □

8.6. Tétel. (Feltételes Jensen-egyenl®tlenség többdimenzióban) Legyen (Ω,A,P) egy

valószín¶ségi mez®, F ⊂ A rész-σ-algebra, és X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd véletlen vektor,

melyre E(∥X∥)<∞.

(i) Ha K ⊂ Rd nemüres, konvex, zárt és X ∈K P-m.b., akkor

E(X | F) := (E(X1 | F), . . . ,E(Xd | F)) ∈K P-m.b.

(ii) Továbbá, ha g : Rd → R konvex és E(|g(X)|)<∞, akkor g(E(X | F))⩽ E(g(X) | F).

Bizonyítás. (i). Tetsz®leges ω ∈ Ω esetén alkalmazzuk az A.5. Lemmát x= E(X | F)(ω) és

y =X(ω) szereposztással. Mivel X ∈K P-m.b., azt kapjuk, hogy

E(X | F)(ω)⊤[E(X | F)(ω)−hK(E(X | F)(ω))]

⩾ hK(E(X | F)(ω))⊤[E(X | F)(ω)−hK(E(X | F)(ω))]

⩾X(ω)⊤[E(X | F)(ω)−hK(E(X | F)(ω))] P-m.b.

Feltételes várható értéket véve az F rész-σ-algebrára, felhasználva azt is, hogy hK mérhet®,

mely az A.4. Lemmából következik, adódik, hogy

E(X | F)(ω)⊤[E(X | F)(ω)−hK(E(X | F)(ω))]

⩾ hK(E(X | F)(ω))⊤[E(X | F)(ω)−hK(E(X | F)(ω))]

⩾ E(X | F)(ω)⊤[E(X | F)(ω)−hK(E(X | F)(ω))] P-m.b.

Mivel az els® és harmadik kifejezés megegyezik, így mindkét helyen egyenl®ség van, ezért az

A.5. Lemma szerint E(X | F) ∈K P-m.b.

(ii) Tekintsük a

K := {(x, y) ∈ Rd+1 : x ∈ Rd, y ∈ [g(x),∞)} ⊂ Rd+1
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zárt, konvex halmazt. Valóban konvex halmaz K, ugyanis, ha (x1, y1), (x2, y2) ∈ K, akkor

yi ⩾ g(xi), i= 1,2, és így g konvexsége alapján, minden λ ∈ [0,1] esetén,

g(λx1+(1−λ)x2)⩽ λg(x1)+(1−λ)g(x2)⩽ λy1+(1−λ)y2,

amib®l következik, hogy λ(x1, y1)+ (1−λ)(x2, y2) ∈ K. A K halmaz zártsága abból kö-

vetkezik, hogy ismert, hogy Rd egy konvex, nyílt halmazán értelmezett valós érték¶ konvex

függvény folytonos is. Mivel (X, g(X))∈K P-m.b., E(∥X∥)<∞ és E(|g(X)|)<∞, így (i)

alapján E((X, g(X)) | F) = (E(X | F),E(g(X) | F)) ∈K P-m.b., ezért K de�níciója szerint

E(g(X) | F)⩾ g(E(X | F)) P-m.b. □

8.7. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és F ⊂A rész-σ-algebra. Egy A ∈ A
eseménynek a feltételes valószín¶sége az F feltételre nézve P(A | F) := E(1A | F).

8.8. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, X : Ω → R olyan véletlen változó,

melyre E(|X|)<∞, és Y : Ω→Rd véletlen vektor. Ekkor az X feltételes várható értéke

az Y -ra nézve E(X |Y ) := E(X |σ(Y )).

8.9. Lemma. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, X :Ω→R olyan véletlen változó, melyre

E(|X|)<∞, és Y :Ω→Rd véletlen vektor. Ekkor létezik olyan f :Rd→R mérhet® függvény,

hogy E(X |Y ) = f(Y ). Ez az a PY -m.b. egyértelm¶en meghatározott f : Rd → R mérhet®

függvény, melyre tetsz®leges B ∈ B(Rd) esetén teljesül, hogy∫
B

f(y) PY (dy) = E(X1Y −1(B)), (8.4)

ahol PY az Y eloszlását jelöli, azaz minden B ∈ B(Rd) esetén PY (B) := P(Y ∈B).

Bizonyítás. Mivel E(X |Y ) egy σ(Y )-mérhet® véletlen változó, az 1.18. Állítás (ii) része alap-

ján létezik olyan f : Rd → R mérhet® függvény, hogy E(X |Y ) = f(Y ). Az alábbiakban egy

másik indoklást is adunk, melyb®l (8.4) is következik.

Az (Rd,B(Rd)) mérhet®ségi téren PY valószín¶ségi mérték. Legyen továbbá minden B ∈
∈ B(Rd) esetén Q(B) := E(X1Y −1(B)). Ez véges, σ-additív (nem feltétlenül nemnegatív)

halmazfüggvény az (Rd,B(Rd)) mérhet®ségi téren, melyre Q(∅)=0, ugyanis, ha Bn∈B(Rd),

n∈N, páronként diszjunktak, akkor Y −1(Bn), n∈N, is páronként diszjunktak, így a dominált

konvergenciatétel alapján (felhasználva, hogy tetsz®leges m ∈ N esetén |
∑m

n=1X1Y −1(Bn)|⩽∑m
n=1 |X|1Y −1(Bn) ⩽ |X|, ahol a feltétel alapján E(|X|)<∞):

Q

(
∞⋃
n=1

Bn

)
= E

(
X1Y −1(

⋃∞
n=1 Bn)

)
= E

(
X1

⋃∞
n=1 Y

−1(Bn)

)
= E

(
∞∑
n=1

X1Y −1(Bn)

)

= lim
m→∞

E

(
m∑

n=1

X1Y −1(Bn)

)
= lim

m→∞

m∑
n=1

E
(
X1Y −1(Bn)

)
= lim

m→∞

m∑
n=1

Q(Bn)

=
∞∑
n=1

Q(Bn).
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Továbbá, Q≪ PY , ugyanis

Q(B) =

∫
Ω

X(ω)1Y −1(B)(ω) P(dω) =
∫
Y −1(B)

X(ω) P(dω),

és mértékelméletb®l ismert, hogy ha P(Y −1(B))=PY (B)=0, akkor Q(B)=0. A Q el®jeles

mérték, ugyanis Q el®áll Q=Q1−Q2 alakban, ahol Q1(B) :=E(X+
1Y −1(B)), B∈B(Rd), és

Q2(B) :=E(X−
1Y −1(B)), B ∈B(Rd), véges mértékek (Rd,B(Rd))-n. Ezért a Radon-Nikodym-

tétel (3.16. Tétel) alapján létezik olyan PY -m.b. egyértelm¶en meghatározott f : Rd → R
mérhet® függvény, melyre tetsz®leges B∈B(Rd) esetén Q(B)=

∫
B
f dPY (az f függvény azért

valós érték¶ PY -m.b., mert Q(B) ∈ R, B ∈ B(Rd)), és így f -re teljesül a (8.4) összefüggés.

A következ®kben a de�níció alapján belátjuk, hogy E(X |Y )=f(Y ). A Transzformáció-tétel

(3.8. Tétel) alapján

E(X1Y −1(B)) =Q(B) =

∫
B

f(x) PY (dx) =

∫
Rd

f(x)1B(x) PY (dx) =

∫
Ω

f(Y (ω))1B(Y (ω)) P(dω)

=

∫
Ω

(f ◦Y )(ω)1Y −1(B)(ω) P(dω) =
∫
Y −1(B)

(f ◦Y )(ω) P(dω) = E((f ◦Y )1Y −1(B)).

Mivel σ(Y ) = {Y −1(B) : B ∈ B(Rd)} (lásd 1.13. Megjegyzés (ii) része), így tetsz®leges A ∈
∈σ(Y ) esetén E(X1A)=E((f ◦Y )1A). Nyilván f ◦Y σ(Y )-mérhet®, és E(|f ◦Y |)<∞ (mely

a fentiekben B = Rd választással adódik az E(|X|) <∞ feltétel alapján), így a feltételes

várható érték de�níciója szerint E(X |Y ) = f ◦Y = f(Y ). Ha pedig valamely f̃ : Rd → R
mérhet® függvény esetén E(X |Y )= f̃(Y ), akkor minden A∈σ(Y ) esetén teljesül E(X1A)=

= E(f̃(Y )1A), így minden B ∈ B(Rd) esetén teljesül, hogy E(X1Y −1(B)) = E(f̃(Y )1Y −1(B)),

amib®l a Transzformáció-tétel (3.8. Tétel) alapján következik, hogy

Q(B) = E(X1Y −1(B)) = E(f̃(Y )1Y −1(B)) =

∫
Ω

f̃(Y (ω))1Y −1(B)(ω) P(dω)

=

∫
Rd

f̃(x)1B(x) PY (dx) =

∫
B

f̃ dPY ,

ezért a Radon-Nikodym-tétel egyértelm¶ségi része alapján f̃ = f PY -m.m. □

8.10. Megjegyzés. (i) A 8.9. Lemma bizonyítása szerint (a 8.9. Lemmában szerepl®) f nem-

más, mint a Q(B)=E(X1Y −1(B)), B∈B(Rd), véges, el®jeles (azaz nem feltétlenül nemnegatív)

mértéknek a PY -ra vonatkozó Radon-Nikodym deriváltja az (Rd,B(Rd)) mérhet® téren.

(ii) Ha a 8.9. Lemmában Y olyan diszkrét véletlen vektor, hogy értékkészlete {yi : i∈N},
akkor a B = {yi} választással kapjuk, hogy∫

{yi}
f(y) PY (dy) = E(X1{Y=yi}), i ∈ N,

ahol ∫
{yi}

f(y) PY (dy) = f(yi)PY ({yi}) = f(yi)P(Y = yi), i ∈ N.
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Így

f(yi) =
E(X1{Y=yi})

P(Y = yi)
= E(X |Y = yi), i ∈ N,

és

E(X |Y ) = f(Y ) =
∞∑
i=1

f(yi)1{Y=yi} =
∞∑
i=1

E(X |Y = yi)1{Y=yi}.

Itt
∑∞

i=1 E(X |Y = yi)1{Y=yi} nemmás, mint a 8.2. De�níciót megel®z® motivációs részben

szerepl® g : Ω→R függvény a Bi := {Y = yi}, i∈N, teljes eseményrendszerhez tartozóan. □

8.11. Jelölés. A 8.9. Lemma alapján létez® f függvény PY szerinti ekvivalencia-osztályát,

és ennek egy tetsz®leges reprezentánsát is Rd ∋ y 7→ E(X |Y = y) fogja jelölni.

8.12. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy Ω nemüres halmaz részhalmazainak C rendszere

monoton osztály, ha An ∈ C, n ∈ N, és An ↑ A, amint n→∞ esetén A ∈ C fennáll.

8.13. Tétel. (Monoton osztály tétel) Legyen Ω ̸= ∅, H az Ω részhalmazainak egy hal-

mazalgebrája, C egy monoton osztálya, hogy H⊂ C. Ekkor σ(H)⊂ C.

8.14. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, X : Ω→R olyan véletlen változó, melyre

E(|X|)<∞, és Y : Ω→ Rd véletlen vektor.

(i) Ha g : Rd → R olyan mérhet® függvény, hogy E(|Xg(Y )|)<∞, akkor

E(Xg(Y ) |Y = y) = g(y)E(X |Y = y) PY -m.m. y ∈ Rd.

Másképpen, ha f :Rd →R és f̃ :Rd →R olyan mérhet® függvények, hogy E(X |Y )= f(Y )

és E(Xg(Y ) |Y ) = f̃(Y ), akkor f̃(y) = g(y)f(y) PY -m.m. y ∈ Rd.

(ii) Ha X és Y függetlenek, és g :R×Rd→R olyan mérhet® függvény, hogy E(|g(X,Y )|)<
<∞, akkor

E(g(X, Y ) |Y = y) = E(g(X, y) |Y = y) = E(g(X, y)) PY -m.m. y ∈ Rd,

és E(g(X, Y ) |Y ) = E(g(X, y))
∣∣
y=Y

. Másképpen, ha f : Rd → R olyan mérhet® függvény,

hogy E(X |Y ) = f(Y ), akkor f(y) = E(g(X, y)) PY -m.m. y ∈ Rd.

(iii) Ha g : R×Rd → R olyan mérhet® függvény, hogy E(|g(X,Y )|)<∞, akkor

E(g(X, Y ) |Y ) = E(g(X, y) |Y )
∣∣
y=Y

.

Másképpen, ha f : Rd → R olyan mérhet® függvény, hogy E(g(X,Y ) |Y ) = f(Y ), akkor

f(y) = E(g(X, y) |Y ) PY -m.m. y ∈ Rd.
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Bizonyítás. (i). Következik a 8.5. Tétel (ix) pontjából ugyanis g(Y ) σ(Y )-mérhet®.

(ii). Elég azt bizonyítani, hogy az állítás teljesül egy mérhet® halmaz indikátorfüggvényére,

azaz amikor g = 1B valamely B ∈ B(R×Rd) = B(R)×B(Rd) esetén, ugyanis ebb®l már

levezethet® az állítás a 8.5. Tétel (ix) részének bizonyításában használt gondolatmenettel. Tehát

elég azt bizonyítani, hogy tetsz®leges B ∈ B(R)×B(Rd) esetén

E(1B(X, Y ) |Y = y) = E(1B(X, y) |Y = y) = E(1B(X, y)) PY -m.m. y ∈ Rd. (8.5)

A 8.5. Tétel (xiii) pontja alapján azok a B(R)×B(Rd)-beli halmazok, melyekre teljesül (8.5)

monoton osztályt alkotnak. Valóban, ha Bn, n ∈ N, olyan Borel-mérhet® részhalmazai R×
×Rd-nek, hogy E(1Bn(X, Y ) |Y = y) = E(1Bn(X, y) |Y = y) = E(1Bn(X, y)) PY -m.m. y ∈ Rd,

n ∈ N, és Bn ↑B, amint n→∞, akkor mivel

1Bn+1 −1Bn = 1Bn+1\Bn ,

kapjuk, hogy

E(1Bn+1\Bn(X, Y ) |Y = y) = E(1Bn+1\Bn(X, y) |Y = y)

= E(1Bn+1\Bn(X, y)) PY -m.m. y ∈ Rd, n ∈ N.

Ezért, felhasználva, hogy megszámlálható sok 1 valószín¶ség¶ esemény metszete is 1 valószín¶-

ség¶ esemény, kapjuk, hogy

∞∑
n=1

E(1Bn+1\Bn(X, Y ) |Y = y) =
∞∑
n=1

E(1Bn+1\Bn(X, y) |Y = y)

=
∞∑
n=1

E(1Bn+1\Bn(X, y)) PY -m.m. y ∈ Rd,

és így a 8.5. Tétel (xiii) pontja alapján

E

(
∞∑
n=1

1Bn+1\Bn(X, Y ) |Y = y

)
= E

(
∞∑
n=1

1Bn+1\Bn(X, y) |Y = y

)

= E

(
∞∑
n=1

1Bn+1\Bn(X, y)

)
PY -m.m. y ∈ Rd.

Mivel

B =
∞⋃
n=1

Bn =B1∪

(
∞⋃
n=1

(Bn+1 \Bn)

)
,

és B1, Bn+1 \Bn, n ∈ N, páronként diszjunktak, kapjuk, hogy

E (1B(X, Y ) |Y = y) = E (1B(X, y) |Y = y) = E (1B(X, y)) PY -m.m. y ∈ Rd.
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Ezért a monoton osztály tétel alapján elég (8.5)-t egy olyan halmazalgebrán belátni, mely

generálja a B(R)×B(Rd) σ-algebrát. Megjegyezzük, hogy a 8.5. Tétel (xiii) pontja alapján

az is belátható, hogy azok a B(R)×B(Rd)-beli halmazok, melyekre teljesül (8.5) σ-algebrát

alkotnak, és így a Carathéodory-féle kiterjesztési tételt is használhatnánk. A monoton osztály

tulajdonságot könnyebb belátni, mint azt, hogy a szóban forgó halmazrendszer σ-algebrát

alkot.

Belátjuk, hogy az el®z®ekben említett halmazalgebrának választhatjuk azt a halmazt, mely

a C×D (C ∈ B(R), D ∈ B(Rd)) alakú halmazok páronként diszjunkt, véges unióiból áll. A

H:=
{
a C×D alakú halmazok páronként diszjunkt, véges uniói, ahol C ∈ B(R), D ∈ B(Rd)

}
halmaz valóban halmazalgebra, ugyanis

� R×Rd ∈ B(R)×B(Rd),

� zárt a komplementerképzésre nézve. Azt ellen®rizzük le, hogy ha C×D∈H, ahol C∈B(R)
és D ∈ B(Rd), akkor (R×Rd)\(C×D) ∈H. Ekkor

(R×Rd)\(C×D) = (C×Rd)∪(R×D) = (C×D)∪(C×D)∪(C×D)∪(C×D)

= (C×D)∪(C×D)∪(C×D),

mely unió véges sok páronként diszjunkt, megfelel® típusú halmaz uniója.

� zárt a véges unió képzésre. Azt ellen®rizzük le, hogy ha C×D ∈H és C̃×D̃ ∈H, ahol

C, C̃ ∈ B(R) és D, D̃ ∈ B(Rd), akkor (C×D)∪(C̃×D̃) ∈H. Ekkor

(C×D)∪(C̃×D̃)

=
(
[(C \ C̃)∪(C∩ C̃)]× [(D\D̃)∪(D∩D̃)]

)
∪
(
[(C̃ \C)∪(C̃∩C)]× [(D̃\D)∪(D̃∩D)]

)
= [(C \ C̃)×(D\D̃)]∪ [(C \ C̃)×(D∩D̃)]∪ [(C∩ C̃)×(D\D̃)]∪ [(C∩ C̃)×(D∩D̃)]

∪ [(C̃ \C)×(D̃\D)]∪ [(C̃ \C)×(D̃∩D)]∪ [(C̃∩C)×(D̃\D)],

mely unió véges sok páronként diszjunkt, megfelel® típusú halmaz uniója.

Ezért elég azt belátni, hogy (8.5) teljesül a B = C×D Borel-halmazokra, ahol C ∈ B(R) és

D ∈ B(Rd). A 8.9. Lemma alapján ez pedig azért igaz, mert az

Rd ∋ y 7→ E(1C×D(X, y)) = E [1C(X)1D(y)] = P(X ∈ C)1D(y)

függvény mérhet®, és tetsz®leges D̃ ∈ B(Rd) esetén teljesül, hogy∫
D̃

E(1C×D(X, y)) PY (dy) = E(1C×D(X, Y )1Y −1(D̃)),
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hiszen a baloldal∫
D̃

E(1C(X)1D(y)) PY (dy) =

∫
D̃∩D

E(1C(X)) PY (dy) = P(X ∈ C)PY (D̃∩D)

= P(X ∈ C)P(Y ∈ D̃∩D),

a jobboldal pedig X és Y függetlensége miatt

E(1C(X)1D(Y )1Y −1(D̃)) = E(1C(X)1D̃∩D(Y )) = P(X ∈ C, Y ∈ D̃∩D)

= P(X ∈ C)P(Y ∈ D̃∩D).

Így a 8.9. Lemma alapján E(1C×D(X, Y ) |Y ) = f(Y ), ahol f(y) = E(1C×D(X, y)), y ∈ R.
(iii). Hasonlóan bizonyítható, mint a (ii). □

8.15. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és Y : Ω→ Rd véletlen vektor. Egy

A ∈ A eseménynek a feltételes valószín¶sége az Y -ra nézve

P(A |Y ) := P(A | σ(Y )) := E(1A | σ(Y )).

A 8.9. Lemma alapján létezik olyan PY -m.b. egyértelm¶en meghatározott f : Rd → R
mérhet® függvény, hogy P(A |Y )=f(Y ). Ezen f függvény PY -szerinti ekvivalencia osztályát

és ennek egy tetsz®leges reprezentását is Rd ∋ y 7→ P(A |Y = y) = E(1A |Y = y) fogja jelölni

összhangban a 8.11. Jelöléssel.

8.16. Megjegyzés. Ha A,B ∈ A, akkor

P(A |1B) = P(A | σ(1B)) = P(A | σ({B})) = P(A | {∅,Ω, B,Ω\B}) = E(1A | {∅,Ω, B,Ω\B}).

Ha P(B) ∈ (0,1), akkor a 8.2. De�níció el®tti motivációs rész alapján

P(A |1B) = P(A |B)1B+P(A |Ω\B)1Ω\B = P(A |B)1B+P(A |Ω\B)(1−1B)

= P(A |Ω\B)+(P(A |B)−1)1B = f(1B),
(8.6)

ahol f : R→ R egy olyan mérhet® függvény, melyre

f(0) := P(A |Ω\B) és f(1) := P(A |B)−1.

Láthatjuk, hogy a 8.9. Lemmával összhangban, f csak P1B
-m.m. egyértelm¶en meghatározott,

hiszen P1B
= P(B)δ0+P(Ω\B)δ1.

Ha P(B) = 0, akkor a 8.9. Lemma alapján P(A |1B) = f(1B), ahol f : R → R egy olyan

alkalmas mérhet® függvény, mely P1B
-m.m. egyértelm¶en meghatározott. Tetsz®leges S ∈B(R)
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esetén

P1B
(S) = P(1B ∈ S) =


0 ha 0,1 /∈ S,

P(B) = 0 ha 0 ∈ S, 1 /∈ S,

P(Ω\B) = 1−P(B) = 1 ha 0 /∈ S, 1 ∈ S,

1 ha 0,1 ∈ S

=

0 ha 1 /∈ S,

1 ha 1 ∈ S,
= δ1(S),

azaz P1B
= δ1, és tetsz®leges olyan S ∈ B(R) halmaz, melyre 1 /∈ S δ1-szerint null-mérték¶, így

f -nek csak az 1 pontban felvett értéke érdékes. Ellen®rizzük, hogy f : R → R, f(x) := P(A),
x ∈ R, jó választás. Mivel σ(1B) = {∅,Ω, B,Ω\B}, kapjuk, hogy tetsz®leges C ∈ σ(1B) esetén

E(1A1C) =


0 ha C = ∅,

P(A) ha C = Ω,

P(A∩B) = 0 ha C =B,

P(A∩(Ω\B)) = P(A) ha C = Ω\B,

és

E(P(A)1C) = P(A)P(C) =


0 ha C = ∅,

P(A) ha C = Ω,

P(A) ·0 = 0 ha C =B,

P(A) ·1 = P(A) ha C = Ω\B.

Így a feltételes várhtó érték de�níciója alapján, ha P(B) = 0, akkor

P(A |1B) = E(1A |1B) = P(A) P-m.m.

Felhívjuk a �gyelmet, hogy az is igaz, hogy

E(1A |1B) = P(A |Ω\B)1Ω\B = P(A |Ω\B)(1−1B) = P(A |Ω\B)(= P(A)) P-m.m.

□

8.17. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (X, Y ) : Ω → R2 abszolút folytonos

véletlen vektor. Jelölje (X,Y ) s¶r¶ségfüggvényét fX,Y . De�niáljuk az fX|Y : R2 → [0,∞)

függvényt a következ® módon:

fX|Y (x|y) :=


fX,Y (x, y)

fY (y)
ha fY (y) ̸= 0,

h(x) ha fY (y) = 0,

ahol fY az Y s¶r¶ségfüggvénye, és h : R → [0,∞) tetsz®leges s¶r¶ségfüggvény. Ekkor

érvényesek a következ® állítások:
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(i) Bármely y ∈ R esetén az R ∋ x 7→ fX|Y (x|y) függvény s¶r¶ségfüggvény.

(ii) Bármely A ∈ B(R) esetén P(X ∈ A |Y = y) = E(1A(X) |Y = y) =
∫
A
fX|Y (x|y) dx,

PY -m.m. y ∈ R esetén.

(iii) Ha g :R→R olyan mérhet® függvény, melyre E(|g(X)|)<∞, akkor E(g(X) |Y = y)=

=
∫∞
−∞ g(x)fX|Y (x|y) dx PY -m.m. y ∈ R esetén.

Bizonyítás. (i). A szóban forgó függvény mérhet®sége abból következik, hogy fX,Y és h

mérhet®ek (hiszen s¶r¶ségfüggvények). Az, hogy a szóban forgó függvény integrálja R-en 1

abból következik, hogy fY (y)=
∫∞
−∞ fX,Y (x, y) dx, y∈R, illetve abból, hogy h s¶r¶ségfüggvény.

(ii). Speciális esete (iii)-nak a g = 1A függvénnyel.

(iii). Nyilván R ∋ y 7→
∫∞
−∞ g(x)fX|Y (x|y) dx mérhet® a Fubini-tétel alapján, ugyanis g

mérhet®sége miatt R2 ∋ (x, y) 7→ g(x)fX|Y (x|y) mérhet® függvény. Továbbá minden B ∈B(R)
esetén teljesül, hogy∫

B

(∫ ∞

−∞
g(x)fX|Y (x|y) dx

)
PY (dy) =

∫
B

(∫ ∞

−∞
g(x)fX|Y (x|y) dx

)
fY (y) dy

=

∫
B∩{fY ̸=0}

(∫ ∞

−∞
g(x)fX|Y (x|y) dx

)
fY (y) dy =

∫
B∩{fY ̸=0}

(∫ ∞

−∞
g(x)fX,Y (x, y) dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x)1B∩{fY ̸=0}(y)fX,Y (x, y) dx dy

= E(g(X)1B(Y )1{fY (Y )̸=0}) = E(g(X)1Y −1(B)),

ahol az utolsó egyenl®ség abból következik, hogy

P(fY (Y ) = 0) = E(1{fY (Y )=0}) =

∫ ∞

−∞
1{fY =0}(y)fY (y) dy = 0,

ugyanis 1{fY =0}(y)fY (y) = 0, y ∈ R. Így a 8.9. Lemma alapján következik az állítás. □

8.18. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (X,Y ) :Ω→R2 abszolút folytonos

valószín¶ségi változó. A 8.17. Tételben de�niált fX|Y függvényt az X-nek Y -ra vonatkozó

feltételes s¶r¶ségfüggvényének nevezzük.

8.19. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és Y : Ω → R véletlen változó. Ekkor

érvényesek a következ® állítások:

(i) Teljes valószín¶ség tétele: tetsz®leges A ∈ A eseményre teljesül

P(A) =
∫ ∞

−∞
P(A |Y = y) PY (dy).

Speciálisan, ha Y abszolút folytonos és fY jelöli a s¶r¶ségfüggvényét, akkor

P(A) =
∫ ∞

−∞
P(A |Y = y)fY (y) dy.
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(ii) Teljes várható érték tétele: ha X : Ω→R olyan véletlen változó, hogy E(|X|)<∞,

akkor

E(X) =

∫ ∞

−∞
E(X |Y = y) PY (dy).

Speciálisan, ha Y abszolút folytonos és fY jelöli a s¶r¶ségfüggvényét, akkor

E(X) =

∫ ∞

−∞
E(X |Y = y)fY (y) dy.

Bizonyítás. (i). Speciális esete (ii)-nek az X = 1A indikátorfüggvénnyel.

(ii). Következik a 8.5. Tétel (v) pontjából és a 8.9. Lemmából, ugyanis

E(X) = E(E(X |Y )) = E(f(Y )) =

∫
R
f(y) PY (dy) =

∫
R
E(X |Y = y) PY (dy),

ahol f : R→ R a 8.9. Lemma szerint PY -m.b. egyértelm¶en meghatározott függvény. □

8.20. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (X, Y ) : Ω → R2 abszolút folytonos

véletlen vektor. Jelölje (X, Y ) s¶r¶ségfüggvényét fX,Y , az X s¶r¶ségfüggvényét fX , az

Y -nak X-re vonatkozó feltételes s¶r¶ségfüggvényét pedig fY |X . Ekkor tetsz®leges A ∈ B(R)
Borel-halmaz esetén érvényes Bayes tétele:

P(X ∈ A |Y = y) =

∫
A

fY |X(y|x)fX(x) dx∫ ∞

−∞
fY |X(y|x)fX(x) dx

PY -m.m. y ∈ R esetén.

Bizonyítás. El®ször belátjuk, hogy

fY |X(y|x)fX(x) = fY,X(y, x) Lebesgue-m.m. x, y ∈ R. (8.7)

Egyrészt,

fY |X(y|x)fX(x) =

fY,X(y, x) ha fX(x) ̸= 0,

0 ha fX(x) = 0,
(8.8)

másrészt, ha
∫
B
fX(x) dx= P(X ∈B) = 0, B ∈ B(R), akkor∫

R×B

fY,X(y, x) dy dx= P((Y,X) ∈ Rd×B)⩽ P(X ∈B) = 0

is fennáll, amib®l következik, hogy ha B ∈ B(R) olyan, hogy fX(x)1B(x) = 0 Lebesgue m.m.

x ∈ R, akkor fY,X(y, x)1B(x) = 0 Lebesgue m.m. x, y ∈ R. Így, felhasználva (8.8)-t is, kapjuk

(8.7)-t. Ezért fY (y) ̸= 0 esetén∫
A
fY |X(y|x)fX(x) dx∫∞

−∞ fY |X(y|x)fX(x) dx
=

∫
A
fY,X(y, x) dx∫∞

−∞ fY,X(y, x) dx
=

∫
A
fY,X(y, x) dx

fY (y)
=

∫
A

fX |Y (x | y) dx.

Mivel PY (fY ̸= 0) = P(fY (Y ) ̸= 0) = 1 (lásd a 8.17. Tétel (iii) részének bizonyítását), a 8.17.

Tétel (ii) része alapján kapjuk az állítást. □
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8.21. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F ⊂A rész-σ-algebra, és X : Ω→R
négyzetesen P-integrálható valószín¶ségi változó. Azt mondjuk, hogy egy Y :Ω→R valószín¶ségi

változó az X négyzetes középben vett legjobb F-mérhet® becslése, ha

(i) Y F-mérhet®, négyzetesen P-integrálható,

(ii) tetsz®leges Z :Ω→R F-mérhet®, négyzetesen P-integrálható valószín¶ségi változó esetén

E((X−Y )2)⩽ E((X−Z)2).

Tulajdonképpen az X ∈ L2(Ω,A,P) vektorhoz keresünk olyan Y ∈ L2(Ω,F ,P) vektort,

melyre bármely Z ∈L2(Ω,F ,P) esetén teljesül, hogy ∥X−Y ∥L2 ⩽ ∥X−Z∥L2 , ahol ∥ξ∥L2 :=

= (E(ξ2))1/2, ξ ∈ L2(Ω,A,P) ; ez nyilván X mer®leges vetülete az L2(Ω,F ,P) zárt, lineáris

altérre.

8.22. Tétel. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F⊂A rész-σ-algebra, X :Ω→R négyze-

tesen P-integrálható valószín¶ségi változó. Ekkor létezik X-nek négyzetes középben vett legjobb

F-mérhet® becslése, mégpedig E(X | F) (mely négyzetesen integrálható).

Bizonyítás. Legyen Y := E(X | F), mely a 8.3. Tétel második bizonyítása alapján létezik,

F -mérhet®, és négyzetesen integrálható. Ekkor bármely Z ∈ L2(Ω,F ,P) esetén

E((X−Z)2) = E
[
((X−Y )+(Y −Z))2

]
= E((X−Y )2)+2E[(X−Y )(Y −Z)]+E((Y −Z)2).

Mivel Y és Z is F -mérhet®, így a 8.5. Tétel (ix) pontjának segítségével

E[(X−Y )(Y −Z)] = E
(
E[(X−Y )(Y −Z) | F ]

)
= E

(
(Y −Z)E[X−Y | F ]

)
= 0,

hiszen E[X−Y | F ] = E(X | F)−E(Y | F) = Y −Y = 0. Ezért

E((X−Z)2) = E((X−Y )2)+E((Y −Z)2)⩾ E((X−Y )2),

amib®l következik az állítás. □

8.23. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és X,Y1, . . . , Yn : Ω→ R négyzetesen

P�integrálható véletlen változók. Azt mondjuk, hogy egy Y : Ω → R véletlen változó az X

négyzetes középben vett legjobb lineáris becslése az Y1, . . . , Yn alapján, ha

(i) Y benne van az L2(Ω,A,P) Hilbert-térnek abban a L2(Y1, . . . , Yn) zárt, lineáris alte-

rében, melyet az Y1, . . . , Yn lineáris kombinációi alkotnak,

(ii) tetsz®leges Z ∈ L2(Y1, . . . , Yn) esetén E((X−Y )2)⩽ E((X−Z)2).

Tulajdonképpen az X ∈ L2(Ω,A,P) vektorhoz keresünk olyan Y ∈ L2(Y1, . . . , Yn) vek-

tort, melyre bármely Z ∈ L2(Y1, . . . , Yn) esetén teljesül ∥X−Y ∥L2 ⩽ ∥X−Z∥L2 ; ez nyil-

ván X mer®leges vetülete az L2(Y1, . . . , Yn) zárt, lineáris altérre. Mivel L2(Y1, . . . , Yn) ⊂
⊂ L2(Ω, σ(Y1, . . . , Yn),P), ezért az Y1, . . . , Yn alapján vett legjobb lineáris becslés általában
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�rosszabb�, mint a legjobb σ(Y1, . . . , Yn)-mérhet® becslés (mely a 8.22. Tétel és a 8.9. Lemma

alapján f(Y1, . . . , Yn) alakú valamely PY1,...,Yn-m.m. egyértelm¶en meghatározott f :Rn →R
mérhet® függvénnyel).

8.24. Tétel. Legyen (X, Y1, . . . , Yn) egy n+1�dimenziós normális eloszlású valószín¶ségi

változó, és tegyük fel, hogy E(X) = E(Y1) = . . . = E(Yn) = 0. Ekkor X négyzetes középben

vett legjobb lineáris becslése az Y1, . . . , Yn alapján megegyezik a legjobb σ(Y1, . . . , Yn)�mérhet®

becsléssel, így szintén E(X |Y1, . . . Yn).

Bizonyítás. Mivel X, Y1, . . . , Yn normális eloszlásúak, négyzetesen P-integrálhatóak. Jelölje
Y az X négyzetes középben vett legjobb lineáris becslését az Y1, . . . , Yn alapján. Belátjuk,

hogy X és Y teljesíti a 8.21. De�níció feltételeit az F :=σ(Y1, . . . , Yn) választással, melyb®l

következik az állítás. Nyilván, Y F -mérhet® és négyzetesen integrálható, hiszen F -mérhet®,

négyzetesen integrálható véletlen változók (véges) lineáris kombinációja. Továbbá, tetsz®leges

i∈{1, . . . , n} esetén ⟨X−Y, Yi⟩L2 =0, ahol ⟨ξ, η⟩L2 :=E(ξη), ξ, η∈L2(Ω,A,P). Így, felhasz-

nálva, hogy E(X) =E(Y1) = . . .=E(Yn) = 0, kapjuk, hogy Cov(X−Y, Yi) = 0, i∈{1, . . . , n}.
Mivel (X, Y1, . . . , Yn) normális eloszlású, a 6.7. Következmény szerint X, Y1, . . . , Yn tetsz®-

leges lineáris kombinációja normális eloszlású. Felhasználva, hogy Y az Y1, . . . , Yn valamely

lineáris kombinációja, újra a 6.7. Következmény alapján (X−Y, Y1, . . . , Yn) is normális elosz-

lású (hiszen a koordinátáik tetsz®leges lineáris kombinációja X,Y1, . . . , Yn valamely lineáris

kombinációja). Így a 6.8. Következmény szerint X −Y és (Y1, . . . , Yn) függetlenek, ezért

E(X − Y | σ(Y1, . . . , Yn)) = E(X − Y ) = 0. Ezért alkalmazható a 8.22. Tétel bizonyításában

használt gondolatmenet, amivel azt kapjuk, hogy bármely Z ∈ L2(Ω, σ(Y1, . . . , Yn),P) esetén

E((X−Z)2) = E((X−Y )2)+E((Y −Z)2)⩾ E((X−Y )2),

amib®l következik az állítás. □

8.25. Következmény. Legyen (X, Y ) egy kétdimenziós normális eloszlású valószín¶ségi vál-

tozó, és tegyük fel, hogy D2(Y )> 0. Ekkor

E(X |Y ) = E(X)+
Cov(X,Y )

D2(Y )
(Y −E(Y )).

Bizonyítás. Tegyük fel el®ször, hogy E(X)=E(Y )= 0. A 8.24. Tétel szerint E(X |Y ) az X

mer®leges vetülete a L2(Ω,A,P)-beli {cY : c ∈ R} zárt, lineáris altérre, így E(X |Y ) = cY

valamely c∈R esetén. Továbbá X−E(X |Y )⊥L2(Ω, σ(Y ),P) miatt ⟨X−cY, Y ⟩L2 =0, így

E((X−cY )Y ) = 0, azaz E(XY ) = cE(Y 2), amib®l c=Cov(X, Y )/D2(Y ), és így kapjuk az

állítást.

Az általános esetben legyen X ′ :=X−E(X) és Y ′ :=Y −E(Y ). Ekkor E(X ′)=E(Y ′)=0,

és az el®z®ek alapján

E(X ′ |Y ′) =
Cov(X ′, Y ′)

D2(Y ′)
Y ′.
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Mivel σ(Y ) = σ(Y −E(Y )) = σ(Y ′), kapjuk, hogy

E(X ′ |Y ′) = E(X ′ |Y ) = E(X |Y )−E(E(X) |Y ) = E(X |Y )−E(X),

amib®l

E(X |Y ) = E(X)+
Cov(X ′, Y ′)

D2(Y ′)
(Y −E(Y )).

Felhasználva továbbá, hogy Cov(X′,Y ′)
D2(Y ′)

= Cov(X,Y )
D2(Y )

, kapjuk az általános esetben is a bizonyítandó

állítást. □

8.26. Megjegyzés. Legyen (X, Y ) egy kétdimenziós normális eloszlású valószín¶ségi vál-

tozó, és tegyük fel, hogy (X, Y ) kovariancia mátrixa invertálható, azaz D2(X)D2(Y )−
− (Cov(X, Y ))2 > 0. Ekkor X feltételes eloszlása az Y = y feltételre vonatkozóan normális

eloszlás, mégpedig

N
(
E(X |Y = y),D2(X)−(Cov(X, Y ))2/D2(Y )

)
=N

(
E(X)+

Cov(X,Y )

D2(Y )
(y−E(Y )),D2(X)− (Cov(X,Y ))2

D2(Y )

)
,

ahol y ∈ R. Felhívjuk a �gyelmet, hogy X-nek az Y = y feltételre vonatkozó D2(X |Y =

= y) feltételes szórásnégyzete nem függ y-tól. A bizonyítás gondolatmenete a következ®. A

8.9. Lemma alapján tetsz®leges x ∈ R esetén

P(X < x |Y = y) = E(1{X<x} |Y = y) = f(y),

ahol f : R→ R az a PY -m.m. y ∈ R esetén egyértelm¶en meghatározott függvény, melyre∫
B

f(y) PY (dy) = E(X1Y −1(B)), B ∈ B(R).

Mivel (X, Y ) kovariancia mátrixa invertálható, ezért a 6.3. Tétel alapján (X, Y ) abszolút

folytonos eloszlású, így a 8.17. Tétel (ii) része szerint

f(y) =

∫ x

−∞
fX |Y (u | y) du, PY -m.m. y ∈ R,

ahol

fX |Y (u | y) =
fX,Y (u, y)

fY (y)
, u, y ∈ R.

□

A fejezet hátralev® részében a reguláris feltételes eloszlással és reguláris feltételes eloszlás-

függvénnyel foglalkozunk.

Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez® és F ⊂ A egy rész σ-algebra. Legyen A ∈ A egy

esemény. Ekkor a 8.5. Tétel (i) része alapján, felhasználva, hogy 1A ∈ [0,1], kapjuk, hogy

P(A | F) = E(1A | F) ∈ [0,1] P-m.b. (8.9)
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Hangsúlyozzuk, hogy (8.9) csak P-majdnem biztosan igaz. Esetlegesen azt gondolhatnánk, hogy

létezik olyan N ∈A, hogy P(N )=0 és P(A | F)(ω)∈ [0,1] tetsz®leges A∈A és ω∈Ω\N esetén.

Azonban általában még ez sem teljesül, melynek magyarázata a következ®. Tetsz®leges A ∈ A
egy esemény legyen

NA := {ω ∈ Ω : P(A | F)(ω) /∈ [0,1]}.

Az el®z®ek alapján NA∈A és P(NA)=0. Továbbá, a �kivételes� halmaz
⋃

A∈A NA, mely azonban

nem biztos, hogy esemény, mert a fenti unió nem biztos, hogy megszámlálható (hiszen egy

szigma-algebra számossága vagy véges vagy legalább kontinuum), és a nem megszámlálható

unióképzés m¶velete egy σ-algebrából kivezethet.

Legyenek továbbá Xn, n ∈ N, P-integrálható nemnegatív véletlen változók, hogy
∞∑
n=1

Xn is

P-integrálható. Ekkor a 8.5. Tétel (xiii) része alapján

E

(
∞∑
n=1

Xn | F

)
=

∞∑
n=1

E(Xn | F) P-m.b.

Speciálisan, ha Bn ∈ A, n ∈ N, páronként diszjunkt események, akkor

P

(
∞∑
n=1

Bn | F

)
=

∞∑
n=1

P(Bn | F) P-m.b. (8.10)

Hasonlóan az el®z®ekhez, hangsúlyozzuk, hogy (8.10) csak P-majdnem biztosan igaz, és hogy

egy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén a A ∋ B 7→ P(B | F)(ω) leképezés nem feltétlenül (valószín¶ségi)

mérték. Esetlegesen azt gondolhatnánk, hogy létezik olyan N ∈ A, hogy P(N ) = 0 és A ∋
∋B 7→P(B | F)(ω) (valószín¶ségi) mérték tetsz®leges ω∈Ω\N esetén. Azonban általában még

ez sem teljesül, melynek magyarázata a következ®. Tetsz®leges páronként diszjunkt Bn ∈ A,

n ∈ N, események esetén legyen

N ((Bn)n∈N) :=

{
ω ∈ Ω : P

(
∞∑
n=1

Bn | F

)
(ω) ̸=

∞∑
n=1

P(Bn | F)(ω)

}
.

Az el®z®ek alapján N ((Bn)n∈N) ∈ A és P(N ((Bn)n∈N)) = 0. Továbbá, a �kivételes� halmaz⋃
{Bn ∈ A, n ∈ N : páronként diszjunktak}

N ((Bn)n∈N),

mely azonban nem biztos, hogy esemény, mert a fenti unió nem biztos, hogy megszámlálható, és

a nem megszámlálható unióképzés m¶velete egy σ-algebrából kivezethet. Az alább bevezetend®

reguláris feltételes eloszlás fogalma a fenti problémákat hidalja át.

8.27. De�níció. Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, F⊂A egy rész σ-algebra és X :Ω→R
egy véletlen változó. Egy ν : Ω×B(R) → [0,1] leképezést az X véletlen változó F σ-algebrára

vonatkozó reguláris feltételes eloszlásának nevezünk, ha
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(i) tetsz®leges ω∈Ω esetén, a B(R)∋B 7→ν(ω,B) leképezés valószín¶ségi mérték (R,B(R))-en,

(ii) tetsz®leges B ∈ B(R) esetén, az Ω ∋ ω 7→ ν(ω,B) leképezés a P(X ∈B | F) feltételes való-

szín¶ség egy reprezentánsa, azaz ν(ω,B) = P(X ∈B | F)(ω) P-m.m. ω ∈ Ω esetén.

8.28. De�níció. Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, F⊂A egy rész σ-algebra és X :Ω→R
egy véletlen változó. Egy F :Ω×R→[0,1] leképezést az X véletlen változó F σ-algebrára vonatkozó

reguláris feltételes eloszlásfüggvényének nevezünk, ha

(i) tetsz®leges ω ∈ Ω esetén, az R ∋ x 7→ F (ω, x) leképezés eloszlásfüggvény,

(ii) tetsz®leges x∈R esetén, az Ω∋ω 7→F (ω, x) leképezés a P(X<x | F) feltételes valószín¶ség

egy reprezentánsa, azaz F (ω, x) = P(X < x | F)(ω) P-m.m. ω ∈ Ω esetén.

8.29. Tétel. Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, F⊂A egy rész σ-algebra és X :Ω→R egy

véletlen változó. Ekkor X-nek létezik az F σ-algebrára vonatkozóan reguláris feltételes eloszlása

és reguláris feltételes eloszlásfüggvénye is.

Bizonyítás. Tetsz®leges r ∈Q és ω ∈ Ω esetén legyen

Fr(ω) := P(X < r | F)(ω).

Jelölje (ri)i∈N a racionális számok egy felsorolását. Tetsz®leges i ∈ N esetén legyen

Ai :=
{
ω ∈ Ω : Fri(ω) /∈ [0,1]

}
.

Ekkor Ai∈A, hogy P(Ai)=0 és Fri(ω)∈ [0,1] tetsz®leges ω∈Ω\Ai esetén. Ha ri, rj∈Q olyanok,

hogy ri < rj, akkor

Fri(ω) = P(X < ri | F)(ω)⩽ P(X < rj | F)(ω) = Frj(ω) P-m.m. ω ∈ Ω,

és így

Ai,j :=
{
ω ∈ Ω : Frj(ω)< Fri(ω)

}
∈ A és P(Ai,j) = 0.

Ezért

A :=
∞⋃
i=1

Ai∪
∞⋃

i,j=1

Ai,j ∈ A és P(A) = 0.

Legyen továbbá

Bi :=
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Fri−1/n(ω) ̸= Fri(ω)

}
, i ∈ N,

és B :=
⋃∞

i=1Bi. Mivel 1(−∞,ri−1/n) ↑1(−∞,ri) ha n→∞ tetsz®leges i∈N esetén, a 8.5. Tétel (x)

része alapján (feltételes várható értékre vonatkozó monoton konvergencia tétel) kapjuk, hogy

Fri−1/n(ω) = E(1(−∞,ri−1/n)(X) | F)(ω)

↑ E(1(−∞,ri)(X) | F)(ω) = Fri(ω) ha n→∞ P-m.m. ω ∈ Ω esetén.
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Így Bi ∈ A, i ∈ N, és P(Bi) = 0, i ∈ N, amib®l következik az is, hogy B ∈ A és P(B) = 0.

Legyen továbbá

C :=
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Fn(ω) ̸= 1

}
∪
{
ω ∈ Ω : lim

n→−∞
Fn(ω) ̸= 0

}
.

Mivel {X < n} ↑ Ω, ha n→∞ és {X < n} ↓ ∅, ha n→−∞, kapjuk, hogy

Fn(ω) = E(1(−∞,n)(X) | F)(ω) ↑ E(1 | F)(ω) = 1 ha n→∞ P-m.m. ω ∈ Ω esetén,

és

Fn(ω) = E(1(−∞,n)(X) | F)(ω) ↓ E(0 | F)(ω) = 0 ha n→∞ P-m.m. ω ∈ Ω esetén.

Így C ∈ A és P(C) = 0.

Tekintsük az F : Ω×R→ [0,1]

F (ω, x) :=

sup{Fr(ω) : r < x, r ∈Q}= limr↑x, r∈Q Fr(x) ha ω /∈ A∪B∪C,

G(x) ha ω ∈ A∪B∪C,
(8.11)

függvényt, ahol G :R→ [0,1] egy tetsz®leges eloszlásfüggvény. Belátjuk, hogy F teljesíti a 8.28.

De�níció feltételeit, és így F egy reguláris feltételes eloszlásfüggvénye ξ-nek az F σ-algebrára

nézve.

A konstrukció miatt

P(X < r | F)(ω) = Fr(ω) = F (ω, r), ω /∈ A∪B∪C, r ∈Q. (8.12)

El®ször a 8.28. De�níció (i) feltételét ellen®rizzük le, azaz, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén az

R ∋ x 7→ F (ω, x) leképezés eloszlásfüggvény. Például a monoton növekv®séget az alábbi módon

kaphatjuk. Ha r<s, r, s∈Q, akkor az A halmaz megválasztása miatt Fr(ω)⩽Fs(ω) tetsz®leges

ω /∈ A∪B∪C esetén, amib®l adódik, hogy F (ω, r)⩽ F (ω, s) tetsz®leges ω /∈ A∪B∪C esetén.

Ha x< y, x, y ∈R, akkor léteznek olyan (rn)n∈N és (sn)n∈N racionális számokból álló sorozatok,

hogy rn ↑ x és sn ↑ y, ha n→∞, és feltehetjük azt is, hogy rn< sn, n∈N. Így Frn(ω)⩽Fsn(ω),

n ∈ N, és ezért
F (ω, x) = lim

n→∞
Frn(ω)⩽ lim

n→∞
Fsn(ω) = F (ω, y).

Ha ω∈A∪B∪C, akkor R∋x 7→F (ω, x) automatikusan eloszlásfüggvény, hiszen ekkor F (ω, x)=

=G(x), x ∈ R, ahol G egy eloszlásfüggvény.

A 8.28. De�níció (ii) feltételét az alábbi módon ellen®rizhetjük le. Ha r ∈ Q, akkor (8.12)
alapján F (ω, r) = P(X < r | F)(ω) P-m.m. ω ∈ Ω esetén. Ha x ∈ R, akkor létezik racionális

számoknak olyan (rn)n∈N sorozata, hogy rn ↑ x, ha n→ ∞. Ekkor, felhasználva, hogy a 8.28.

De�níció (ii) feltételét már ellen®riztük, kapjuk, hogy F (ω, rn) ↑ F (ω, r) ha n→∞ tetsz®leges
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ω ∈ Ω esetén. Továbbá, a 8.5. Tétel (x) része alapján (feltételes várható értékre vonatkozó

monoton konvergencia tétel) kapjuk, hogy

F (ω, rn) = P(X < rn | F)(ω)→ P(X < x | F)(ω) P-m.m. ω ∈ Ω.

Ezért, felhasználva a határérték egyértelm¶ségét, kapjuk, hogy

F (ω, x) = P(X < x | F)(ω) P-m.m. ω ∈ Ω.

Az alábbiakban azt mutatjuk meg, hogy X-nek létezik reguláris feltételes eloszlása az F
σ-algebrára nézve. Tekintsük a ν : Ω×B(R)→ [0,1]

ν(ω,B) :=

∫
B

1F (ω, dx), ω ∈ Ω, B ∈ B(R),

függvényt, ahol F : Ω×R → [0,1] a (8.11)-ben de�niált. Mivel tetsz®leges ω ∈ Ω esetén R ∋
∋ x 7→ F (ω, x) eloszlásfüggvény, kapjuk, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén B(R) ∋ B 7→ ν(ω,B)

valószín¶ségi mérték (R,B(R))-en (a Lebesgue-Stieltjes integrál tulajdonságai alapján). Így a

8.27. De�níció (i) feltétele teljesül ν-re.

Belátjuk, hogy ν teljesíti a 8.27. De�níció (ii) feltételét is. Legyen

C :=
{
B ∈ B(R) : ν(ω,B) = P(X ∈B | F)(ω) P-m.m. ω ∈ Ω

}
.

Mivel tetsz®leges x ∈ R esetén

ν(x, (−∞, x)) = F (ω, x) = P(X < x | F)(ω) P-m.m. ω ∈ Ω,

kapjuk, hogy {(−∞, x) : x ∈ R} ⊂ C, melyb®l adódik, hogy{
[a, b) : a < b, a, b ∈ R

}
⊂ C.

Így C tartalmazza a [a, b) (ahol a < b, a, b ∈ R) típusú intervallumok véges diszjunkt unióiból

álló H halmazalgebrát is. Felhasználva, hogy tetsz®leges ω ∈ Ω esetén B(R) ∋ B 7→ ν(ω,B)

valószín¶ségi mérték (R,B(R))-en és azt, hogy B(R)∋B 7→P(X∈B | F)(ω) szintén valószín¶ségi

mérték (R,B(R))-en P-m.m. ω ∈ Ω esetén, belátható, hogy C monoton osztály (lásd, 8.12.

De�níció). Így a monoton osztály tétel (lásd, 8.13. Tétel) alapján, felhasználva azt is, hogy C
tartalmazza a H halmazalgebrát adódik, hogy σ(H) ⊂ C. Mivel σ(H) = B(R), kapjuk, hogy
C = B(R). □

8.30. Megjegyzés. Belátható az is, hogy ha X egy teljes szeparábilis metrikus térbeli érték¶

véletlen változó, akkor X-nek létezik reguláris feltételes eloszlása egy F rész σ-algebrára vo-

natkozóan. Speciálisan, ha X egy Rn-beli érték¶ véletlen vektor, akkor X-nek létezik reguláris

feltételes eloszlása egy F rész σ-algebrára vonatkozóan. □
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8.31. Példa. Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez® és X :Ω→R egy véletlen változó. Legyen

továbbá {An}∞n=1 egy olyan teljes eseményrendszer, melyre P(An)> 0 minden n∈N esetén,

és legyen F := σ({An, n ∈ N}). Ekkor a 8.2. De�níciót megel®z® motivációs rész alapján az F
σ-algebra éppen az {An}∞n=1 eseményekb®l képezett összes megszámlálható unióból áll :

F =

{⋃
ℓ∈F

Aℓ : F ⊂ N, F megszámlálható

}
,

ahol
⋃

ℓ∈∅Aℓ := ∅, és tetsz®leges B ∈ B(R) esetén

P(X ∈B | F)(ω) =
∞∑
n=1

P(X ∈B |An)1An(ω) P-m.m. ω ∈ Ω.

Legyen ν : Ω×B(R)→ [0,1],

ν(ω,B) :=
∞∑
n=1

P(X ∈B |An)1An(ω), ω ∈ Ω, B ∈ B(R).

Ekkor tetsz®leges ω∈Ω esetén egyértlem¶en létezik olyan nω∈N, hogy ω∈Anω , és így ν(ω,B)=

=P(X ∈B |Anω), ahol a jobb oldal, és így a bal oldal is, mint B∈B(R) függvénye valószín¶ségi
mérték (R,B(R))-en. Így ν az X véletlen változónak egy reguláris feltételes eloszlása az F rész

σ-algebrára vonatkozóan. □

8.32. Tétel. Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, F ⊂A egy rész σ-algebra és X : Ω→R
egy véletlen változó. Jelölje ν : Ω×B(R) → [0,1] az X-nek egy reguláris feltételes eloszlását

az F σ-algebrára vonatkozóan. Legyen továbbá f : R→ R egy olyan mérhet® függvény, melyre

E(|f(X)|)<∞. Ekkor

E(f(X) | F)(ω) =

∫
R
f(x) ν(ω, dx) P-m.m. ω ∈ Ω.

Bizonyítás. Legyen el®ször f := 1B, ahol B ∈ B(R). Ekkor azt kell igazolni, hogy

P(X ∈B | F)(ω) = ν(ω,B) P-m.m. ω ∈ Ω,

mely a 8.27. De�níció (ii) feltétele miatt teljesül. Felhasználva a feltételes várható érték, illetve a

várható érték linearitását, kapjuk, hogy a bizonyítandó egyenl®ség egyszer¶ mérhet® függvények

esetén is teljesük.

Legyen most f :R→R+ egy olyan nemnegatívmérhet® függvény, melyre E(f(X))<∞. Ekkor

léteznek olyan nemnegatív egyszer¶ mérhet® függvények fn :R→R+, n∈N, hogy fn(x) ↑ f(x),
ha n→∞ tetsz®leges x∈R esetén. A 8.5. Tétel (x) része (feltételes várható értékre vonatkozó

monoton konvergencia tétel) alapján

E(fn(X) | F)(ω) ↑ E(f(X) | F)(ω) ha n→∞, P-m.m. ω ∈ Ω. (8.13)
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Mivel fn, n∈N, nemnegatív egyszer¶ mérhet® függvények, az el®z®ek alapján tetsz®leges n∈N
esetén teljesül, hogy

E(fn(X) | F)(ω) =

∫
R
fn(x) ν(ω, dx) P-m.m. ω ∈ Ω.

Így, felhasználva, hogy tetsz®leges ω∈Ω esetén A∋B 7→ν(ω,B) valószín¶ségi mérték (R,B(R))-
en, a 3.7. Tétel (x) része alapján (várható értékre vonatkozó monoton konvergencia tétel) adó-

dik, hogy

lim
n→∞

E(fn(X) | F)(ω) = lim
n→∞

∫
R
fn(x) ν(ω, dx)

=

∫
R
lim
n→∞

fn(x) ν(ω, dx) =

∫
R
f(x) ν(ω, dx) P-m.m. ω ∈ Ω.

(8.14)

Így (8.13) and (8.14) alapján kapjuk a bizonyítandó egyenl®séget olyan nemnegatív mérhet®

függvény f : R→ R+ esetén is, melyre E(f(X))<∞.

Ha f valós érték¶, akkor az f = f+−f− felbontást használva kaphatjuk az állítást. □

8.33. De�níció. Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, F⊂A egy rész σ-algebra és X :Ω→R
és Y :Ω→R véletlen változók. Egy µ :R×B(R)→ [0,1] leképezést az X véletlen változó Y véletlen

változóra vonatkozó reguláris feltételes eloszlásának nevezünk, ha

(i) tetsz®leges ω∈Ω esetén, a B(R)∋B 7→µ(Y (ω), B) leképezés valószín¶ségi mérték (R,B(R))-
en,

(ii) tetsz®leges B ∈ B(R) esetén, az Ω ∋ ω 7→ µ(Y (ω), B) leképezés a P(X ∈ B | Y ) feltételes

valószín¶ség egy reprezentánsa, azaz µ(Y (ω), B) =P(X ∈B |Y )(ω) P-m.m. ω ∈Ω esetén.

8.34. Tétel. Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, F ⊂A egy rész σ-algebra és X : Ω→R
és Y : Ω→ R véletlen változók. Ekkor az X véletlen változónak létezik az Y véletlen változóra

vonatkozó reguláris feltételes eloszlása.

8.35. Példa. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és (X, Y ) : Ω → R2 abszolút folytonos

véletlen vektor. Jelölje (X,Y ) s¶r¶ségfüggvényét fX,Y , illetve X-nek az Y -ra vonatkozó

feltételes s¶r¶ségfüggvényét fX|Y , azaz fX|Y : R2 → [0,∞),

fX|Y (x|y) =


fX,Y (x, y)

fY (y)
ha fY (y) ̸= 0,

h(x) ha fY (y) = 0,

ahol fY az Y s¶r¶ségfüggvénye, és h : R → [0,∞) egy tetsz®leges s¶r¶ségfüggvény (lásd

8.17. Tétel és 8.18. De�níció). Legyen µ : R×B(R)→ [0,1],

µ(y,B) :=

∫
B

fX|Y (x|y) dx, y ∈ R, B ∈ B(R).

A 8.17. Tétel (i) és (ii) részei alapján µ az X véletlen változó egy reguláris feltételes eloszlása

az Y véletlen változóra nézve. □
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9. Nagy számok gyenge törvényei

Legyenek X1, X2, . . . véletlen változók, és jelölje

Sn :=X1+ · · ·+Xn, Xn :=
X1+ · · ·+Xn

n
, n ∈ N.

9.1. Tétel. Ha E(X2
n)<∞ minden n∈N esetén és E(XkXℓ)=0 ha k ̸= ℓ, akkor minden

ε > 0 és n ∈ N esetén

P(|Xn|⩾ ε)⩽
1

ε2
E(X2

n)⩽
1

nε2
sup
ℓ⩾1

E(X2
ℓ ).

Speciálisan, ha sup
ℓ⩾1

E(X2
ℓ )<∞, akkor Xn

∥·∥2−→ 0, és így Xn
P−→ 0.

Bizonyítás. Nyilván E(S2
n)=

∑n
k=1

∑n
ℓ=1 E(XkXℓ)=

∑n
ℓ=1 E(X2

ℓ ), így a Markov-egyenl®tlenség

alapján

P(|Xn|⩾ ε)⩽
1

ε2
E(X2

n) =
1

n2ε2
E(S2

n) =
1

n2ε2

n∑
ℓ=1

E(X2
ℓ )⩽

1

nε2
sup
ℓ⩾1

E(X2
ℓ ).

□

9.2. Tétel. (Csebisev) Ha X1, X2, . . . páronként korrelálatlanok, sup
ℓ⩾1

Var(Xℓ) < ∞, és

E(Xn) =m minden n ∈ N esetén, ahol m ∈ R, akkor Xn
∥·∥2−→m, és így Xn

P−→m.

Bizonyítás. A 9.1. Tételt lehet alkalmazni az X1−E(X1), X2−E(X2), . . . sorozatra. Valóban,

a páronkénti korrelálatlanság miatt E((Xk−E(Xk))(Xℓ−E(Xℓ))) = 0, ha k ̸= ℓ, k, ℓ∈N, és

Xn−E(Xn)=Xn−m, n∈N, és supℓ⩾1 E((Xℓ−E(Xℓ))
2)=supℓ⩾1Var(Xℓ)<∞ (így speciálisan

E(X2
ℓ )<∞, ℓ ∈ N). Ezért a 9.1. Tétel alapján Xn−m

∥·∥2−→ 0, azaz Xn
∥·∥2−→m. □

9.3. Tétel. (Markov) Ha X1, X2, . . . páronként korrelálatlanok, sup
ℓ⩾1

Var(Xℓ)<∞, és létezik

a lim
n→∞

E(Xn) =:m ∈ R határérték, akkor Xn
∥·∥2−→m, és így Xn

P−→m.

Bizonyítás. A 9.1. Tételt lehet alkalmazni az X1−E(X1), X2−E(X2), . . . sorozatra. Valóban,

a páronkénti korrelálatlanság miatt E((Xk−E(Xk))(Xℓ−E(Xℓ))) = 0, ha k ̸= ℓ, k, ℓ ∈ N, és
Xn−E(Xn) =Xn−E(Xn), n ∈ N, és supℓ⩾1 E((Xℓ−E(Xℓ))

2) = supℓ⩾1Var(Xℓ) <∞. Így a

9.1. Tétel alapján Xn−E(Xn)
∥·∥2−→ 0. Ezért a Minkowski-egyenl®tlenség alapján kapjuk, hogy

∥Xn−m∥2 ⩽ ∥Xn−E(Xn)∥2+∥E(Xn)−m∥2 = ∥Xn−E(Xn)∥2+ |E(Xn)−m| → 0,

ha n→∞. □

A 9.1. � 9.3. Tételekben szerepl® nagy számok gyenge törvényeiben az alapul vett véletlen

változók második momentuma véges. Felmerül a kérdés, hogy elegend®-e feltenni pusztán az els®

momentum végességét? Kiderült, hogy páronként független, azonos eloszlású véletlen változók

esetén igen, err®l szól az alábbi eredmény.
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9.4. Tétel. (Hincsin, 1929) Ha X1, X2, . . . páronként független, azonos eloszlású véletlen

változók és E(|X1|)<∞, akkor Xn
P−→ E(X1).

9.5. Tétel. Ha X1, X2, . . . egyenletesen integrálható, független véletlen változók, akkor

Xn−E(Xn)
∥·∥1−→ 0, és így Xn−E(Xn)

P−→ 0.

Speciálisan, ha X1, X2, . . . független, azonos eloszlású véletlen változók és E(|X1|)<∞, akkor

Xn
∥·∥1−→ E(X1), és így Xn

P−→ E(X1).

Bizonyítás.Mivel {Xk, k∈N} egyenletesen integrálható, a 7.10. Tétel alapján supk∈N E(|Xk|)<
<∞, így az E(Xk), k ∈N, várható értékek léteznek és végesek. Elegend® E(Xk) = 0, k ∈N
esetén bizonyítani, hiszen ha X1, X2, . . . egyenletesen integrálható, független véletlen változók,

akkor X1−E(X1), X2−E(X2), . . . is egyenletesen integrálható, 0 várható érték¶, független

véletlen változók. Valóban, E(Xk−E(Xk)) = 0, k ∈ N, és {−E(Xk), k ∈ N} egyenletesen

integrálható, mert

sup
k∈N

E(|−E(Xk)|)⩽ sup
k∈N

E(|Xk|)<∞,

és

0⩽ lim
P(A)→0

sup
k∈N

E(|−E(Xk)|1A)⩽ sup
k∈N

E(|Xk|) lim
P(A)→0

P(A) = 0,

ugyanis {Xk, k∈N} egyenletesen integrálható és használhatjuk a 7.10. Tételt. Végezetül, {Xk−
−E(Xk), k ∈ N} egyenletes integrálhatósága a 7.11. Tétel (ii) része alapján következik abból,

hogy {Xk, k∈N} egyenletesen integrálható és az el®z®ekben beláttuk, hogy {−E(Xk), k∈N}
is egyenletesen integrálható.

Legyen R∈(0,∞) és t∈R esetén fR(t):=t·1[−R,R](t) (ez egy úgynevezett nyírófüggvény).

Jelölje

m
(R)
k := E(fR(Xk)), X

(R)
k := fR(Xk)−m(R)

k , Y
(R)
k :=Xk−X(R)

k ,

X
(R)

n :=
1

n

n∑
k=1

X
(R)
k , Y

(R)

n :=
1

n

n∑
k=1

Y
(R)
k .

Megjegyezzük, hogy a fentiekben a jelölés egyszer¶sítése végett írtunk X
(R)

n -et X
(R)
n helyett

(a fejezet elején bevezetett jelölésbeli konvenció alapján az utóbbit kellett volna használnunk).

Nyilván

|m(R)
k |⩽ E(|fR(Xk)|)⩽ E(R) =R,

E((X(R)
k )2)⩽ 2

(
E((fR(Xk))

2)+(m
(R)
k )2

)
⩽ 2(E(X2

k1{|Xk|⩽R})+R
2)⩽ 4R2 <∞,

E(|Y (R)
k |) = E(|Xk−(fR(Xk)−m(R)

k )|)
⩽ E(|Xk−fR(Xk)|)+ |m(R)

k |= E(|Xk|1{|Xk|>R})+ |m(R)
k |,
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ahol

|m(R)
k |= |E(fR(Xk))|=

∣∣E(Xk1{|Xk|⩽R})
∣∣= ∣∣E(Xk−Xk1{|Xk|>R})

∣∣
=
∣∣E(Xk)−E(Xk1{|Xk|>R})

∣∣= ∣∣0−E(Xk1{|Xk|>R})
∣∣⩽ E(|Xk|1{|Xk|>R}),

ahol a legutolsó egyenl®tlenségnél felhasználtuk, hogy E(Xk) = 0. Így tetsz®leges R ∈ (0,∞)

esetén

E(|Y (R)
k |)⩽ 2E(|Xk|1{|Xk|>R}),

és ezért

E(|Y (R)

n |)⩽ 1

n

n∑
k=1

E(|Y (R)
k |)⩽ 2

n

n∑
k=1

E(|Xk|1{|Xk|>R})⩽ 2 max
1⩽k⩽n

E(|Xk|1{|Xk|>R}), n ∈ N.

Ezért Xn =X
(R)
n +Y

(R)
n és a Lyapunov-egyenl®tlenség alapján

E(|Xn|) = E(|X(R)

n +Y
(R)

n |)⩽ E(|X(R)

n |)+E(|Y (R)

n |)

⩽

√
E
[
(X

(R)

n )2
]
+2 max

1⩽k⩽n
E(|Xk|1{|Xk|>R}),

(9.1)

ahol az alábbiakból az is kiderül, hogy E
[
(X

(R)

n )2
]
<∞. Továbbá, X

(R)
k , k ∈ N, független, 0

várható érték¶ véletlen változók, hiszen Xk, k ∈ N, függetlenek, a R ∋ t 7→ fR(t)−m(R)
k , k ∈ N,

függvények mérhet®ek, és így a 2.3. Lemma alapján X(R)
k =fR(Xk)−m(R)

k , k∈N, is függetlenek.
Ezért

E
[
(X

(R)

n )2
]
=

1

n2
E

( n∑
k=1

X
(R)
k

)2
=

1

n2
Var

[
n∑

k=1

X
(R)
k

]

=
1

n2

n∑
k=1

Var(X
(R)
k ) =

1

n2

n∑
k=1

E
[(
X

(R)
k

)2]
⩽

4R2

n
,

így (9.1) alapján következik, hogy

E(|Xn|)⩽
2R√
n
+2 max

1⩽k⩽n
E(|Xk|1{|Xk|>R}).

Ezért

lim sup
n→∞

E(|Xn|)⩽ 2 sup
k∈N

E(|Xk|1{|Xk|>R}),

így az egyenletes integrálhatóság alapján R → ∞ esetén lim supn→∞ E(|Xn|) ⩽ 0. Így

limn→∞ E(|Xn|) = 0, azaz Xn
∥·∥1−→ 0 = E(X1), ha n→∞.

A speciális esetben a 7.9. De�níció után írottak alapján {Xn, n ∈ N} egyenletesen integ-

rálható. □
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10. Nagy számok er®s törvényei

Legyenek X1, X2, . . . véletlen változók, és jelölje

Sn :=X1+ · · ·+Xn, Xn :=
X1+ · · ·+Xn

n
, n ∈ N.

10.1. Tétel. Ha X1, X2, . . . független véletlen változók és E(Xn)=0 minden n∈N esetén,

akkor minden ε > 0 és n ∈ N esetén

P(|Xn|⩾ ε)⩽
E(X4

n)

ε4
⩽

3

n2ε4
sup
ℓ⩾1

E(X4
ℓ ).

Speciálisan, ha sup
ℓ⩾1

E(X4
ℓ )<∞, akkor Xn

∥·∥4−→ 0 és Xn
m.b.−→ 0.

Bizonyítás. Az els® egyenl®tlenség a Markov�egyenl®tlenség következménye. A második egyen-

l®tlenséghez elég belátni, hogy E(S4
n)⩽3n2M4, ahol M4 :=sup

ℓ⩾1
E(X4

ℓ ). Teljes indukcióval bizo-

nyítunk. A bizonyítandó egyenl®tlenség n=1 esetén triviális. Tegyük fel, hogy E(S4
k)⩽3k2M4,

k = 1, . . . , n. Ekkor

S4
n+1 = (Sn+Xn+1)

4 = S4
n+4S3

nXn+1+6S2
nX

2
n+1+4SnX

3
n+1+X

4
n+1.

Mivel Sn és Xn+1 függetlenek és E(Xn+1) = E(Sn) = 0, így

E(S4
n+1) = E(S4

n)+6E(S2
nX

2
n+1)+E(X4

n+1) = E(S4
n)+6E(S2

n)E(X2
n+1)+E(X4

n+1)

= E(S4
n)+6

n∑
k=1

E(X2
k)E(X2

n+1)+E(X4
n+1)⩽ E(S4

n)+(6n+1)M4,

hiszen

E(S2
n) =

n∑
k=1

E(X2
k)+

n∑
i,j=1, i̸=j

E(XjXj) =
n∑

k=1

E(X2
k)+

n∑
i,j=1, i̸=j

E(Xj)E(Xj) =
n∑

k=1

E(X2
k),

és a Ljapunov-egyenl®tlenség (3.7. Tétel (xvii) része) alapján E(X2
k)⩽

√
E(X4

k)⩽
√
M4. Így

E(S4
n+1)⩽ (3n2+6n+1)M4 ⩽ 3(n+1)2M4.

Így sup
ℓ⩾1

E(X4
ℓ )<∞ esetén E(X4

n)→ 0, azaz Xn
∥·∥4−→ 0. Továbbá, tetsz®leges ε > 0 esetén

a már bizonyított egyenl®tlenségek felhasználásával

∞∑
n=1

P(|Xn|⩾ ε)⩽
1

ε4

∞∑
n=1

E(|Xn|4)⩽
3M4

ε4

∞∑
n=1

1

n2
=
M4π

2

2ε4
<∞,

így a 7.6. Tétel (iii) része alapján Xn
m.b.−→ 0. □

Az alábbiakban egy nagy számok er®s törvényét bizonyítunk második momentum feltétel

mellett.
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10.2. Tétel. Ha X1, X2, . . . páronként független, azonos eloszlású véletlen változók és E(X2
1 )<

<∞, akkor Xn
m.b.−→ E(X1).

Bizonyítás. Feltehet®, hogy az Xn, n ∈ N, véletlen változók nemnegatívak, hiszen az Xn =

= X+
n −X−

n , n ∈ N, felbontásból következik az állítás az általános esetben. Valóban, X+
n ⩾ 0,

X−
n ⩾ 0, n ∈ N,

E((X+
1 )

2)⩽ E((X+
1 +X−

1 )
2) = E(|X1|2) = E(X2

1 )<∞,

hasonlóan E((X−
1 )

2)<∞, Xn=X+
n−X−

n, n∈N, E(X1)=E(X+
1 )−E(X−

1 ), {X+
n , n∈N} páron-

ként független, azonos eloszlásúak, és {X−
n , n ∈ N} is páronként független, azonos eloszlásúak.

Így, felhasználva azt is, hogy két 1 valószín¶ség¶ esemény metszete 1 valószín¶ség¶ esemény,

kapjuk, hogy

Xn =X+
n−X−

n
m.b.−→ E(X+

1 )−E(X−
1 ) = E(X1).

Feltehetjük azt is, hogy E(X1)>0, hiszen az E(X1)=0 esetben triviálisan teljesül az állítás,

ugyanis ekkor (X1 feltételezett nemnegativitása miatt) P(X1 = 0) = 1, mely alapján P(Xn =

= 0, n ∈ N) = 1.

Tetsz®leges ε > 0 esetén, a Csebisev-egyenl®tlenség és a páronkénti függetlenség alapján

kapjuk, hogy

P
(
|Sk2 −k2 E(X1)|

k2
> ε

)
= P

(∣∣∣∣∣
k2∑
i=1

Xi−E

(
k2∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
)
> εk2

)

⩽
Var(

∑k2

i=1Xi)

ε2k4
=

∑k2

i=1 Var(Xi)

ε2k4
=
k2Var(X1)

ε2k4
=

Var(X1)

ε2
· 1
k2
, k ∈ N.

Mivel
∑∞

k=1
1
k2
<∞, kapjuk, hogy

∞∑
k=1

P
(∣∣∣∣Sk2

k2
−E(X1)

∣∣∣∣> ε

)
=

∞∑
k=1

P
(
|Sk2 −k2 E(X1)|

k2
> ε

)
<∞, ε > 0.

Ezért a 7.6. Tétel (iii) része alapján (melynek hátterében a Borel-Cantelli lemma áll) adódik,

hogy Sk2

k2
m.b.−→ E(X1), ha k→∞. Ennélfogva létezik olyan A ∈ A, hogy P(A) = 1 és tetsz®leges

ω ∈A és tetsz®leges ε ∈ (0,E(X1)) esetén létezik olyan K1 ∈N (mely függhet ω-tól és ε-tól is),

hogy ∣∣∣∣Sk2(ω)

k2
−E(X1)

∣∣∣∣< ε, ha k ⩾K1, k ∈ N.

Legyen ω ∈A és legyenek k⩾K1, k∈N, és n∈N olyanok, hogy k2⩽n⩽ (k+1)2. Felhasználva,

hogy Xm ⩾ 0, m ∈ N, kapjuk, hogy

Sk2(ω)

(k+1)2
⩽
Sn(ω)

n
⩽
S(k+1)2(ω)

k2
,

ahol
S(k+1)2(ω)

k2
=
S(k+1)2(ω)

(k+1)2
(k+1)2

k2
< (E(X1)+ε)

(
1+

1

k

)2
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és
Sk2(ω)

(k+1)2
=
Sk2(ω)

k2
k2

(k+1)2
> (E(X1)−ε)

(
1− 1

k

)2

.

Következésképpen, tetsz®leges ω ∈ A és tetsz®leges ε ∈ (0,E(X1)) esetén létezik olyan K1 ∈ N
(mely függhet ω-tól és ε-tól is), hogy

(E(X1)−ε)
(
1− 1

k

)2

<
Sn(ω)

n
<(E(X1)+ε)

(
1+

1

k

)2

, ha k2 ⩽ n⩽ (k+1)2, k ⩾K1, k, n ∈ N.

Továbbá, tetsz®leges δ ∈ (0,1) esetén létezik olyan K2 ∈ N, hogy

1−δ <
(
1− 1

k

)2

és

(
1+

1

k

)2

< 1+δ, ha k ⩾K2, k ∈ N.

Így tetsz®leges ω ∈ A és tetsz®leges ε ∈ (0,E(X1)) és δ ∈ (0,1) esetén létezik olyan K :=

= max(K1, K2) ∈ N (mely függhet ω-tól és ε-tól is), hogy

(1−δ)(E(X1)−ε)<
Sn(ω)

n
< (1−δ)(E(X1)+ε), ha n⩾K2, n ∈ N,

melyb®l következik az állítás. □

10.3. Tétel. (Kolmogorov-egyenl®tlenség) Ha X1, . . . , Xn független véletlen változók és

E(X2
k)<∞ minden k = 1, 2, . . . , n esetén, akkor tetsz®leges ε > 0 esetén

P
(
max
1⩽k⩽n

|Sk−E(Sk)|⩾ ε

)
⩽

Var(Sn)

ε2
.

Bizonyítás. Elegend® E(Xk)= 0, k=1, 2, . . . , n, esetén bizonyítani. Valóban, ha X1, . . . , Xn

függetlenek, E(X2
k)<∞, k = 1, . . . , n, akkor X1−E(X1), . . . , Xn−E(Xn) is függetlenek, nulla

várható érték¶ek,
∑k

i=1(Xi−E(Xi))=Sk−E(Sk), k=1, . . . , n, és Var(Sn−E(Sn))=Var(Sn).

A továbbiakban tegyük fel, hogy E(Xk) = 0, k=1, 2, . . . , n. Tetsz®leges 1⩽ k⩽n esetén

S2
n−S2

k = (Sn−Sk)
2+2(Sn−Sk)Sk ⩾ 2(Sn−Sk)Sk.

Mivel Sn − Sk független a σ(X1, . . . , Xk) σ-algebrától, kapjuk, hogy tetsz®leges Ak ∈
∈ σ(X1, . . . , Xk) esemény esetén Sn −Sk és Sk1Ak

függetlenek. Így felhasználva azt is,

hogy E(Sn−Sk) = 0, adódik, hogy

E
[
(S2

n−S2
k)1Ak

]
⩾ E [2(Sn−Sk)Sk1Ak

] = 2E(Sn−Sk)E(Sk1Ak
) = 0,

ezért

E(S2
n1Ak

)⩾ E(S2
k1Ak

).

Ha speciálisan

A1 = {|S1|⩾ ε}, Ak =

{
|Sk|⩾ ε, max

1⩽j⩽k−1
|Sj|< ε

}
, k ∈ {2, . . . , n},
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akkor Ak ∈ σ(X1, . . . , Xk), k = 1, . . . , n, páronként diszjunktak és

B :=

{
max
1⩽j⩽n

|Sj|⩾ ε

}
=

n⋃
k=1

Ak.

Ezért

E(S2
n1B) =

n∑
k=1

E(S2
n1Ak

)⩾
n∑

k=1

E(S2
k1Ak

)⩾ ε2
n∑

k=1

P(Ak) = ε2 P(B),

tehát

P
(
max
1⩽k⩽n

|Sk|⩾ ε

)
= P(B)⩽

1

ε2
E(S2

n1B)⩽
1

ε2
E(S2

n) =
1

ε2
Var(Sn),

ami a bizonyítandó állítás. □

Megjegyezzük, hogy a 10.3. Tétel feltételei mellett a Kolmogorov-egyenl®tlenségb®l n =

= 1 választással következik a Csebisev-egyenl®tlenség. Továbbá, felhasználva, hogy |Sn −
−E(Sn)|⩽max1⩽k⩽n |Sk−E(Sk)|, tetsz®leges ε > 0 esetén kapjuk, hogy

P(|Sn−E(Sn)|⩾ ε)⩽ P
(
max
1⩽k⩽n

|Sk−E(Sk)|⩾ ε

)
⩽

Var(Sn)

ε2
.

10.4. Tétel. (Kolmogorov egy sor tétele) Ha X1, X2, . . . független véletlen változók és
∞∑
n=1

Var(Xn)<∞ (speciálisan E(X2
n)<∞, n ∈ N), akkor

P

(
∞∑
n=1

(Xn−E(Xn)) konvergens

)
= 1.

Bizonyítás. Elegend® E(Xk) = 0, k ∈N, esetén bizonyítani. Mivel minden N ∈N és ε > 0

esetén {
sup
k⩾1

|SN+k−SN |> ε

}
=

∞⋃
ℓ=1

{
max
1⩽k⩽ℓ

|SN+k−SN |> ε

}
és {

max
1⩽k⩽n

|SN+k−SN |> ε

}
↑

∞⋃
ℓ=1

{
max
1⩽k⩽ℓ

|SN+k−SN |> ε

}
, ha n→∞,

a valószín¶ség folytonossága alapján kapjuk, hogy

lim
n→∞

P
(
max
1⩽k⩽n

|SN+k−SN |> ε

)
= P

(
∞⋃
ℓ=1

{
max
1⩽k⩽ℓ

|SN+k−SN |> ε

})

= P
(
sup
k⩾1

|SN+k−SN |> ε

) (10.1)

tetsz®leges N∈N és ε>0 esetén. A Kolmogorov-egyenl®tlenséget alkalmazva az XN+1, . . . , XN+n

független változókra:

P
(
max
1⩽k⩽n

|SN+k−SN |> ε

)
⩽

1

ε2
Var(XN+1+ · · ·+XN+n) =

1

ε2

N+n∑
j=N+1

Var(Xj),
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így tetsz®leges ε > 0 esetén, felhasználva a
∞∑
n=1

Var(Xn) sor konvergenciáját és (10.1)-et,

kapjuk, hogy

P
(
sup
k⩾1

|SN+k−SN |> ε

)
⩽

1

ε2

∞∑
j=N+1

Var(Xj), N ∈ N, ε > 0,

amib®l

lim
N→∞

P
(
sup
k⩾1

|SN+k−SN |> ε

)
= 0.

Ezért a 7.6. Tétel (ii) része alapján az S1, S2, . . . sorozat 1 valószín¶séggel konvergens. □

10.5. Tétel. (Kolmogorov két sor tétele) Ha X1, X2, . . . független véletlen változók, hogy
∞∑
n=1

E(Xn) konvergens és
∞∑
n=1

Var(Xn)<∞, akkor

P

(
∞∑
n=1

Xn konvergens

)
= 1.

Bizonyítás. Mivel Xn−E(Xn), n∈N, függetlenek, 0 várható érték¶ek és
∑∞

n=1Var(Xn−

−E(Xn))=
∞∑
n=1

Var(Xn)<∞, a Kolmogorov egy sor tétel alapján
∑∞

n=1(Xn−E(Xn)) konvergens

P-m.m. Mivel
∑∞

n=1 E(Xn) konvergens, kapjuk, hogy
∑∞

n=1Xn konvergens P-m.m. □

10.6. Tétel. (Kolmogorov három sor tétele) Ha X1, X2, . . . független véletlen változók,

hogy létezik olyan c > 0, hogy

(1)
∞∑
n=1

E(X(c)
n ) konvergens,

(2)
∞∑
n=1

Var(X
(c)
n )<∞,

(3)
∞∑
n=1

P(|Xn|⩾ c)<∞,

ahol

X(c)
n :=Xn1{|Xn|<c} =

Xn, ha |Xn|< c,

0, ha |Xn|⩾ c,

akkor

P

(
∞∑
n=1

Xn konvergens

)
= 1.

Bizonyítás. Mivel X
(c)
n , n ∈ N, függetlenek (hiszen X(c)

n = h(Xn), ahol h : R → R, h(x) :=
=x1(−c,c)(x), x∈R, Borel-mérhet® függvény, így használhatjuk a 2.3. Lemmát), Kolmogorov két

sor tétele alapján (10.5. Tétel) kapjuk, hogy
∑∞

n=1X
(c)
n konvergens P-m.m. Mivel

∞∑
n=1

P(|Xn|⩾
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c)<∞, a Borel-Cantelli lemma alapján P(lim supn→∞{|Xn|⩾c})=0, azaz P(
⋂∞

n=1

⋃∞
k=n{|Xn|⩾

c}) = 0. Így P(
⋃∞

n=1

⋂∞
k=n{|Xn| < c}) = 1. Mivel {|Xn| < c} = {X(c)

n = Xn}, n ∈ N, adódik,

hogy P(
⋃∞

n=1

⋂∞
k=n{X

(c)
n =Xn})= 1. Ezért P-m.m. ω∈Ω esetén Xn(ω)=X

(c)
n (ω) legfeljebb

véges sok n∈N-et kivéve. Így, mivel
∑∞

n=1X
(c)
n konvergens P-m.m., kapjuk, hogy

∑∞
n=1Xn

is konvergens P-m.m.

Megjegyezzük, hogy a fenti bizonyítás azt is mutatja, hogy a tételben szerepl® X(c)
n véletlen

változó (csonkítás) helyett tekinthetnénk az

Xn1{|Xn|<c}+c1{|Xn|⩾c} =

Xn, ha |Xn|< c,

c, ha |Xn|⩾ c,

véletlen változót (csonkítást) is, melyre szintén teljesül, hogy az {|Xn| < c} halmazon egyezik

meg Xn-nel. □

10.7. Lemma. (Kronecker) Legyen b1, b2, . . . pozitív számokból álló sorozat, bn ↑ ∞, és

jelölje n ∈ N esetén βn := bn−bn−1, ahol b0 := 0.

(i) Ha s1, s2, . . . valós számsorozat és sn → s ∈ R, akkor 1
bn

n∑
ℓ=1

βℓsℓ → s. Speciálisan, ha

s1, s2, . . . valós számsorozat és sn → s ∈ R, akkor 1
n

∑n
ℓ=1 sℓ → s, azaz a számtani

közepekb®l álló sorozat is konvergens ugyanazzal a határértékkel.

(ii) Ha x1, x2, . . . valós számsorozat és
∞∑
n=1

xn

bn
konvergens, akkor 1

bn

n∑
ℓ=1

xℓ → 0.

(iii) (Diszkrét L'Hôspital szabály) Tegyük fel, hogy βn > 0, n ∈ N, és legyen (xn)n∈N

egy olyan valós sorozat, hogy xn

βn
→ c ∈ R. Ekkor

1

bn

n∑
ℓ=1

xℓ =

∑n
ℓ=1 xℓ∑n
ℓ=1 βℓ

→ c.

Azért hívják diszkrét L'Hôspital szabálynak, mert az xn

βn
→ c ∈ R feltétel írható

∆(
∑n

ℓ=1 xℓ)

∆ (
∑n

ℓ=1 βℓ)
→ c ∈ R

alakban is, ahol tetsz®leges (zn)n∈N valós sorozat esetén ∆zn := zn− zn−1, n ∈ N, a

z0 := 0 jelöléssel.

Bizonyítás. (i). Nyilván βn ⩾ 0, n ∈ N, és
∑n

ℓ=1 βℓ = bn−b0 = bn, n ∈ N. Elegend® s= 0

esetén bizonyítani. Valóban, ha s ̸= 0, akkor sn−s→ 0, ha n→∞, és így

1

bn

n∑
ℓ=1

βℓ(sℓ−s)→ 0, ha n→∞,
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ahol 1
bn

n∑
ℓ=1

βℓ(sℓ− s) = 1
bn

n∑
ℓ=1

βℓsℓ− s, n ∈ N, amib®l következik, hogy 1
bn

n∑
ℓ=1

βℓsℓ → s, ha

n→∞. A továbbiakban feltesszük tehát, hogy s= 0. Ekkor tetsz®leges ε > 0 esetén létezik

olyan n0 ∈ N, hogy minden ℓ⩾ n0 esetén |sℓ|< ε, ezért n⩾ n0 esetén∣∣∣∣∣ 1bn
n∑

ℓ=1

βℓsℓ

∣∣∣∣∣⩽ 1

bn

n0∑
ℓ=1

βℓ|sℓ|+
1

bn

n∑
ℓ=n0+1

βℓ|sℓ|⩽
1

bn

(
sup
ℓ⩾1

|sℓ|
) n0∑

ℓ=1

βℓ+
ε

bn

n∑
ℓ=n0+1

βℓ

=
bn0

bn
sup
ℓ⩾1

|sℓ|+
ε

bn
(bn−bn0)⩽

bn0

bn
sup
ℓ⩾1

|sℓ|+ε,

ahol supℓ⩾1 |sℓ|<∞, mert egy konvergens sorozat korlátos. Mivel bn ↑∞, tetsz®leges ε > 0

esetén

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1bn
n∑

ℓ=1

βℓsℓ

∣∣∣∣∣⩽ ε,

tehát következik az állítás.

(ii). �Parciális szummázással� :

1

bn

n∑
ℓ=1

xℓ =
1

bn

n∑
ℓ=1

bℓ
xℓ
bℓ

=
1

bn

n∑
ℓ=1

xℓ
bℓ

ℓ∑
j=1

βj =
1

bn

n∑
j=1

βj

n∑
ℓ=j

xℓ
bℓ

=
1

bn

n∑
j=1

βj

(
n∑

ℓ=1

xℓ
bℓ

−
j−1∑
ℓ=1

xℓ
bℓ

)
=

1

bn

n∑
j=1

βj

n∑
ℓ=1

xℓ
bℓ

− 1

bn

n∑
j=1

βj

j−1∑
ℓ=1

xℓ
bℓ

=
n∑

ℓ=1

xℓ
bℓ

− 1

bn

n∑
j=1

βj

j−1∑
ℓ=1

xℓ
bℓ
.

Jelölje s :=
∞∑
ℓ=1

xℓ

bℓ
. Alkalmazva az (i) állítást az sn :=

n−1∑
ℓ=1

xℓ

bℓ
→ s sorozatra, kapjuk, hogy

1

bn

n∑
j=1

βj

j−1∑
ℓ=1

xℓ
bℓ

→ s, ha n→∞.

Így 1
bn

n∑
ℓ=1

xℓ → s−s= 0.

(iii). Az (i) részb®l adódik az sn :=
xn

βn
→ c sorozat választásával. □

10.8. Tétel. (Kolmogorov, 1929) Legyenek X1, X2, . . . független véletlen változók. Legyen

b1, b2, . . . pozitív számokból álló sorozat, hogy bn ↑∞. Ha
∞∑
n=1

Var(Xn)
b2n

<∞, akkor

P

(
lim
n→∞

1

bn

n∑
ℓ=1

(Xℓ−E(Xℓ)) = 0

)
= 1.

Speciálisan, ha
∞∑
n=1

Var(Xn)
n2 < ∞, akkor Xn −E(Xn)

m.b.−→ 0. Speciálisan, ha Xn, n ∈ N,

független, azonos eloszlású véletlen változók, hogy E(X2
1 )<∞, akkor Xn

m.b.−→ E(X1).
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Bizonyítás.Kolmogorov egy sor tételét (a 10.4. Tételt) alkalmazhatjuk az X1

b1
, X2

b2
, . . . független

véletlen változókól álló sorozatra, mert
∑∞

n=1Var(
Xn

bn
) =

∑∞
n=1

Var(Xn)
b2n

<∞. Így

P

(
∞∑
n=1

1

bn
(Xn−E(Xn)) konvergens

)
= 1.

Ebb®l a Kronecker�lemma (ii) részének felhasználásával következik az állítás els® része. Az

állítás második része egyszer¶en adódik az els® részb®l. HaXn, n∈N, független, azonos eloszlású
véletlen változók, hogy E(X2

1 )<∞, akkor

∞∑
n=1

Var(Xn)

n2
=Var(X1)

∞∑
n=1

1

n2
=Var(X1)

π2

6
<∞,

és így az állítás második része alapján Xn−E(Xn)=Xn−E(X1)
m.b.−→0, amib®l következik, hogy

Xn
m.b.−→ E(X1). □

10.9. Tétel. (Kolmogorov, 1933) Legyenek X1, X2, . . . független, azonos eloszlású véletlen

változók.

(i) Ha E(|X1|)<∞, akkor Xn
m.b.−→ E(X1).

(ii) Ha P
(
(Xn)n⩾1 konvergens

)
> 0, akkor E(|X1|)<∞.

Bizonyítás. (i). Elegend® E(X1) = 0 esetén bizonyítani, ugyanis E(Xn−E(Xn)) = 0, n ∈N,
és Xn−E(Xn) =Xn−E(X1), n ∈ N. Jelölje

Yn :=Xn1{|Xn|⩽n} =

Xn, ha |Xn|⩽ n,

0, ha |Xn|> n,
n ∈ N,

azaz Yn az Xn-nek a [−n, n] intervallumon kívüli csonkítása. Ekkor Yn, n ∈N, függetlenek,
de nem feltétlenül azonos eloszlásúak. Továbbá

∞∑
n=1

P(Yn ̸=Xn) =
∞∑
n=1

P(|Xn|> n) =
∞∑
n=1

P(|X1|> n) =
∞∑
n=1

∞∑
k=n

P(k < |X1|⩽ k+1)

=
∞∑
k=1

k∑
n=1

P(k < |X1|⩽ k+1) =
∞∑
k=1

k P(k < |X1|⩽ k+1)

=
∞∑
k=1

E(k1{k<|X1|⩽k+1})⩽
∞∑
k=1

E(|X1|1{k<|X1|⩽k+1}) = E

(
|X1|

∞∑
k=1

1{k<|X1|⩽k+1}

)
= E(|X1|1{|X1|>1})⩽ E(|X1|)<∞,

ahol felhasználtuk a 3.7. Tétel (xi) részét is. Ezért a Borel�Cantelli-lemma alapján

P(lim sup
n→∞

{Yn ̸=Xn}) = 0,
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és így

P(Yn ̸=Xn véges sok n ∈ N esetén) = 1. (10.2)

Ezért az

Y n :=
1

n

n∑
k=1

Yk, n ∈ N

jelöléssel, P(Xn → 0) = 1 ekvivalens azzal, hogy P(Y n → 0) = 1. Valóban, (10.2) alapján

P-m.m. ω∈Ω esetén létezik olyan n(ω)∈N, hogy tetsz®leges n⩾n(ω) esetén Yn(ω)=Xn(ω),

továbbá 1
n

∑n(ω)−1
k=1 Xk(ω)→ 0, ha n→∞, és 1

n

∑n(ω)−1
k=1 Yk(ω)→ 0, ha n→∞.

Tehát elegend® azt belátni, hogy P(Y n → 0) = 1. Mivel E(|X1|) < ∞, a majoráns

konvergencia-tétellel

lim
n→∞

E(Yn) = lim
n→∞

E(Xn1{|Xn|⩽n}) = lim
n→∞

E(X11{|X1|⩽n}) = E(X1) = 0,

ahol a második egyenl®ségnél felhasználtuk azt is, hogy Xn1{|Xn|⩽n} és X11{|X1|⩽n} azonos el-

oszlásúak, hiszen X1 és Xn azonos eloszlásúk, Xn1{|Xn|⩽n}=h(Xn) és X11{|X1|⩽n}=h(X1),

ahol h : R→ R, h(x) := x1{|x|⩽n}, x ∈ R, egy Borel-mérhet® függvény. Így a Kronecker-lemma

(i) részét alkalmazva

lim
n→∞

E(Y n) = lim
n→∞

1

n

n∑
ℓ=1

E(Yℓ) = lim
n→∞

E(Yn) = 0.

Ezért a 10.8. Tétel alapján elegend® azt belátni, hogy
∞∑
n=1

Var(Yn)
n2 <∞, ugyanis ekkor Y n−

−E(Y n)
m.b.−→ 0, és mivel E(Y n)→ 0, kapjuk, hogy Y n

m.b.−→ 0. A
∞∑
n=1

Var(Yn)
n2 sor konvergenciája

pedig abból következik, hogy Var(Yn) = E(Y 2
n )−(E(Yn))2 ⩽ E(Y 2

n ), n ∈ N, és

∞∑
n=1

E(Y 2
n )

n2
=

∞∑
n=1

1

n2
E(X2

n1{|Xn|⩽n}) =
∞∑
n=1

1

n2
E(X2

n1{0<|Xn|⩽n})

=
∞∑
n=1

1

n2

n∑
ℓ=1

E(X2
n1{ℓ−1<|Xn|⩽ℓ}) =

∞∑
n=1

1

n2

n∑
ℓ=1

E(X2
11{ℓ−1<|X1|⩽ℓ})

=
∞∑
ℓ=1

(
E(X2

11{ℓ−1<|X1|⩽ℓ})
∞∑
n=ℓ

1

n2

)
=

∞∑
ℓ=1

(
1

ℓ
E(X2

11{ℓ−1<|X1|⩽ℓ}) ·ℓ
∞∑
n=ℓ

1

n2

)

⩽

(
sup
ℓ⩾1

ℓ
∞∑
n=ℓ

1

n2

)
∞∑
ℓ=1

1

ℓ
E(X2

11{ℓ−1<|X1|⩽ℓ})<∞,

ugyanis egyrészt

∞∑
ℓ=1

1

ℓ
E(X2

11{ℓ−1<|X1|⩽ℓ})⩽
∞∑
ℓ=1

E(|X1|1{ℓ−1<|X1|⩽ℓ}) = E

(
|X1|

∞∑
ℓ=1

1{ℓ−1<|X1|⩽ℓ}

)
= E(|X1|1{|X1|>0}) = E(|X1|)<∞,
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másrészt
∑∞

n=1
1
n2 =

π2

6
<∞, és

sup
ℓ⩾2

ℓ

∞∑
n=ℓ

1

n2
⩽ sup

ℓ⩾2
ℓ

∞∑
n=ℓ

1

n(n−1)
= sup

ℓ⩾2

ℓ

ℓ−1
= 2,

ahol felhasználtuk, hogy

∞∑
n=ℓ

1

n(n−1)
= lim

N→∞

N∑
n=ℓ

1

n(n−1)
= lim

N→∞

N∑
n=ℓ

(
1

n−1
− 1

n

)
= lim

N→∞

(
1

ℓ−1
− 1

N

)
=

1

ℓ−1
.

(ii). A 2.13. Példa alapján P((Xn)n⩾1 konvergens) ∈ {0, 1}, így a feltétel alapján csak

P((Xn)n⩾1 konvergens) = 1

lehetséges. Így, felhasználva újra a 2.13. Példaban látottakat, létezik c∈R úgy, hogy Xn
m.b.−→c.

Ebb®l
Xn

n
=
Sn−Sn−1

n
=
nXn−(n−1)Xn−1

n
=Xn−

n−1

n
Xn−1

alapján az is következik, hogy
Xn

n

m.b.−→ 0.

Így az An := {ω ∈ Ω : |Xn(ω)|⩾ n}, n= 1, 2, . . . független események közül 1 valószín¶séggel

csak véges sok következik be. Valóban, mivel Xn

n

m.b.−→ 0, kapjuk, hogy P-m.m. ω ∈ Ω esetén

létezik olyan n0(ω)∈N, hogy
∣∣∣Xn(ω)

n

∣∣∣<1, ha n⩾n0(ω), azaz |Xn(ω)|<n, ha n⩾n0(ω). Ezért

a Borel�Cantelli-lemma szerint
∑∞

n=1 P(An)<∞, hiszen
∑∞

n=1 P(An)=∞ esetén (felhasználva

azt is, hogy An, n∈N, függetlenek) P(lim supn→∞An)=1 teljesülne, azaz P-m.m. ω∈Ω esetén

|Xn(ω)| ⩾ n végtelen sok n ∈ N esetén fennállna, mely az el®z®ek miatt nem lehetséges. Így a

3.7. Tétel (xxii) része alapján

E(|X1|) =
∫ ∞

0

P(|X1|⩾ x) dx=
∞∑
n=0

∫ n+1

n

P(|X1|⩾ x) dx⩽ 1+
∞∑
n=1

∫ n+1

n

P(|X1|⩾ n) dx

= 1+
∞∑
n=1

P(|X1|⩾ n) = 1+
∞∑
n=1

P(|Xn|⩾ n) = 1+
∞∑
n=1

P(An)<∞.

□

10.10. Megjegyzés. A 10.9. Tétel (i) része bizonyításának els® része mutatja, hogy ha Xn,

n ∈ N, független véletlen változók, hogy E(Xn) = 0, n ∈ N, és cn, n ∈ N, egy olyan pozitív

számokból álló sorozat, hogy
∑∞

n=1 P(|Xn|>cn)<∞, akkor P(Xn→0)=1 akkor és csak akkor

teljesül, ha P(Y n → 0) = 1, ahol vagy

Yn :=

Xn, ha |Xn|⩽ cn,

0, ha |Xn|> cn,
n ∈ N,
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vagy

Yn :=

Xn, ha |Xn|⩽ cn,

cn, ha |Xn|> cn,
n ∈ N.

□

További nagy számok er®s törvényei is ismeretesek.

10.11. Tétel. (Etemadi, 1981) Legyenek X1, X2, . . . páronként független, azonos eloszlású

véletlen változók, hogy E(|X1|)<∞. Ekkor Xn
m.b.−→ E(X1).

10.12. Tétel. (Chandra és Goswami, 1992) Legyenek X1, X2, . . . páronként független vé-

letlen változók, hogy ∫ ∞

0

sup
n∈N

P(|Xn|> t) dt <∞.

Ekkor Sn−E(Sn)
n

m.b.−→ 0.

Megjegyezzük, hogy ha Xn, n ∈ N, azonos eloszlásúak, akkor a 3.7. Tétel (xxii) része

alapján ∫ ∞

0

sup
n∈N

P(|Xn|> t) dt=

∫ ∞

0

P(|X1|> t) dt=

∫ ∞

0

P(|X1|⩾ t) dt= E(|X1|),

így ebben az esetben a 10.12. Tételben szerepl®
∫∞
0

supn∈N P(|Xn|>t) dt<∞ feltétel azt jelenti,

hogy E(|X1|)<∞. Ezért a Chandra és Goswami tételb®l következik az Etemadi tétel.
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11. Centrális határeloszlás-tétel és Poisson konvergenciaté-

tel

11.1. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®. Azt mondjuk, hogy az X : Ω → Rd

véletlen vektor elfajult (degenerált), ha létezik olyan x0 ∈ Rd, hogy P(X = x0) = 1, azaz

PX = δx0.

Egy X=(X(1), . . . , X(d)):Ω→Rd véletlen vektor akkor és csak akkor elfajult, ha Cov(X)=

= 0 ∈ Rd×d. Valóban, ha X elfajult, akkor létezik olyan x0 ∈ Rd, hogy P(X = x0) = 1, és így

Cov(X) = E((X −E(X))(X −E(X))⊤) = E((x0−x0)(x0−x0)
⊤) = 0 ∈ Rd×d. Megfordítva, ha

Cov(X) = 0 ∈ Rd×d, akkor E((X(i) −E(X(i)))2) = 0, i = 1, . . . , d, melyb®l következik, hogy

P(X(i) = E(X(i))) = 1, i= 1, . . . , d, és így P(X = E(X)) = 1.

Minden n ∈N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn független (valós érték¶) véletlen változók,

melyek nem mind elfajultak, E(X2
n,j) <∞ és σn,j :=

√
Var(Xn,j) tetsz®leges j = 1, . . . , kn

esetén. Jelölje

Sn :=Xn,1+ · · ·+Xn,kn ,

Dn :=
√

Var(Sn) =

√√√√ kn∑
j=1

σ2
n,j > 0,

Ŝn :=
Sn−E(Sn)

Dn

,

ahol Dn pozitivitása abból következik, hogy Xn,1, . . . , Xn,kn nem mind elfajultak. Nyilván

E(Ŝn) = 0 és Var(Ŝn) = 1. Legyen továbbá n ∈ N és ε > 0 esetén

rn :=
1

Dn

max
1⩽j⩽kn

σn,j

és

Ln(ε) :=
1

D2
n

kn∑
j=1

E
[
(Xn,j−E(Xn,j))

2
1{|Xn,j−E(Xn,j)|⩾εDn}

]
=

kn∑
j=1

E

[∣∣∣∣Xn,j−E(Xn,j)

Dn

∣∣∣∣2 1{∣∣∣∣Xn,j−E(Xn,j)

Dn

∣∣∣∣⩾ε

}
]
.

Legyen Y ∼N (0,1).

11.2. Tétel. (Lindeberg) Minden n∈N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen

változók, melyek nem mind elfajultak, és E(X2
n,j) < ∞, j = 1, . . . , kn. Legyen g : R → R

háromszor folytonosan di�erenciálható függvény.
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(i) Tetsz®leges n ∈ N és ε > 0 esetén∣∣∣E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]
∣∣∣⩽ (ε

6
+
rn
2

)
∥g′′′∥∞+Ln(ε)∥g′′∥∞,

ahol h : R→ R esetén ∥h∥∞ := sup
x∈R

|h(x)|.

(ii) Ha ∥g′′∥∞ <∞, ∥g′′′∥∞ <∞, és teljesül az ún. Lindeberg-feltétel : tetsz®leges ε > 0

esetén lim
n→∞

Ln(ε) = 0, akkor lim
n→∞

E[g(Ŝn)] = E[g(Y )].

Bizonyítás. Elegend® E(Xn,j) = 0, n ∈ N, j = 1, . . . , kn, esetén bizonyítani, hiszen az

állításokban szerepl® Ŝn nemmás, mint Sn-nek a standardizáltja.

(i). Legyenek {Yn,j}knj=1 olyan független, standard normális eloszlású véletlen változók,

melyek függetlenek az {Xn,j}knj=1 valószín¶ségi változóktól is. Jelölje

X̂n,j :=
Xn,j

Dn

, Ŷn,j :=
σn,jYn,j
Dn

.

Ekkor Ŝn =
∑kn

j=1 X̂n,j, és

T̂n :=
kn∑
j=1

Ŷn,j ∼N (0, 1),

ezért

∆n :=
∣∣∣E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]

∣∣∣= ∣∣∣E[g(Ŝn)]−E[g(T̂n)]
∣∣∣ .

Az {Yn,j : j = 1, . . . , kn, n ∈ N} család egy olyan normális eloszlású valószín¶ségi változókból

álló ún. kísér® háromszögrendszer, hogy alkalmas normalizálás után az egymásnak megfelel-

tethet® valószín¶ségi változók, X̂n,j és Ŷn,j, els® és második momentumai megegyeznek, és

a normalizált normálisok sorösszegeinek az eloszlása standard normális. Jelölje ℓ = 1, . . . , kn

esetén

Un,ℓ :=
ℓ−1∑
j=1

X̂n,j+
kn∑

j=ℓ+1

Ŷn,j,

ahol
∑0

j=1 := 0 és
∑kn

j=kn+1 := 0. Ekkor

Un,kn +X̂n,kn = Ŝn, Un,1+ Ŷn,1 = T̂n, n ∈ N.

Így a harmonika elv alapján

∆n =

∣∣∣∣∣
kn∑
ℓ=1

(E[g(Un,ℓ+X̂n,ℓ)]−E[g(Un,ℓ+ Ŷn,ℓ)])

∣∣∣∣∣⩽
kn∑
ℓ=1

∆n,ℓ,

ahol

∆n,ℓ :=
∣∣∣E[g(Un,ℓ+X̂n,ℓ)]−E[g(Un,ℓ+ Ŷn,ℓ)]

∣∣∣ .
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Valóban,

kn∑
ℓ=1

(E[g(Un,ℓ+X̂n,ℓ)]−E[g(Un,ℓ+ Ŷn,ℓ)])

= E[g(Ŝn)]−E[g(X̂n,1+ · · ·+X̂n,kn−1+ Ŷn,kn)]

+E[g(X̂n,1+ · · ·+X̂n,kn−2+ Ŷn,kn +X̂n,kn−1)]−E[g(X̂n,1+ · · ·+X̂n,kn−2+ Ŷn,kn + Ŷn,kn−1)]

+ · · ·+
+E[g(X̂n,1+ Ŷn,3+ · · ·+ Ŷn,kn +X̂n,2)]−E[g(X̂n,1+ Ŷn,3+ · · ·+ Ŷn,kn + Ŷn,2)]
+E[g(Ŷn,2+ · · ·+ Ŷn,kn +X̂n,1)]−E[g(T̂n)].

Legyen x, y ∈ R esetén

R(x, y) := g(x+y)−g(y)−xg′(y)− 1

2
x2g′′(y).

Mivel E(Ŷn,j) = E(X̂n,j) = 0, E(Ŷ 2
n,j) = E(X̂2

n,j), így ℓ= 1, . . . , kn esetén

E[g(Un,ℓ+X̂n,ℓ)]−E[g(Un,ℓ+ Ŷn,ℓ)] = E[R(X̂n,ℓ, Un,ℓ)]−E[R(Ŷn,ℓ, Un,ℓ)].

Valóban, felhasználva azt is, hogy Un,ℓ és X̂n,ℓ függetlenek, illetve, hogy Un,ℓ és Ŷn,ℓ

függetlenek, kapjuk, hogy ℓ= 1, . . . , kn esetén

E[R(X̂n,ℓ, Un,ℓ)]−E[R(Ŷn,ℓ, Un,ℓ)]

= E(g(X̂n,ℓ+Un,ℓ))−E(g(Un,ℓ))−E(X̂n,ℓg
′(Un,ℓ))−

1

2
E((X̂n,ℓ)

2g′′(Un,ℓ))

−E(g(Ŷn,ℓ+Un,ℓ))+E(g(Un,ℓ))+E(Ŷn,ℓg′(Un,ℓ))+
1

2
E((Ŷn,ℓ)2g′′(Un,ℓ))

= E(g(X̂n,ℓ+Un,ℓ))−E(X̂n,ℓ)E(g′(Un,ℓ))−
1

2
E((X̂n,ℓ)

2)E(g′′(Un,ℓ))

−E(g(Ŷn,ℓ+Un,ℓ))+E(Ŷn,ℓ)E(g′(Un,ℓ))+
1

2
E((Ŷn,ℓ)2)E(g′′(Un,ℓ))

= E[g(Un,ℓ+X̂n,ℓ)]−E[g(Un,ℓ+ Ŷn,ℓ)].

Ezért ℓ= 1, . . . , kn esetén

∆n,ℓ = |E[R(X̂n,ℓ, Un,ℓ)]−E[R(Ŷn,ℓ, Un,ℓ)]|⩽ E(|R(X̂n,ℓ, Un,ℓ)|)+E(|R(Ŷn,ℓ, Un,ℓ)|).

A Taylor-tétel alapján tetsz®leges x, y ∈ R esetén

|R(x, y)|⩽ ∥g′′∥∞ x2, |R(x, y)|⩽ ∥g′′′∥∞
6

|x|3.

Valóban, tetsz®leges x, y ∈ R esetén létezik olyan z1, z2 ∈ R, hogy

R(x, y) =
1

6
x3g′′′(y+z1), és g(x+y)−g(y)−xg′(y) = 1

2
x2g′′(y+z2).
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Ezért tetsz®leges ε > 0 esetén

kn∑
ℓ=1

E[|R(X̂n,ℓ, Un,ℓ)|] =
kn∑
ℓ=1

E
[
|R(X̂n,ℓ, Un,ℓ)|1{|X̂n,ℓ|<ε}

]
+

kn∑
ℓ=1

E
[
|R(X̂n,ℓ, Un,ℓ)|1{|X̂n,ℓ|⩾ε}

]
⩽

∥g′′′∥∞
6

kn∑
ℓ=1

E
[
|X̂n,ℓ|31{|X̂n,ℓ|<ε}

]
+∥g′′∥∞

kn∑
ℓ=1

E
[
X̂2

n,ℓ1{|X̂n,ℓ|⩾ε}

]
⩽

∥g′′′∥∞
6

kn∑
ℓ=1

εE
[
X̂2

n,ℓ

]
+
∥g′′∥∞
D2

n

kn∑
ℓ=1

E
[
X2

n,ℓ1{|Xn,ℓ|⩾εDn}
]

=
ε∥g′′′∥∞

6

kn∑
ℓ=1

σ2
n,ℓ

D2
n

+Ln(ε)∥g′′∥∞ =
ε

6
∥g′′′∥∞+Ln(ε)∥g′′∥∞.

Továbbá σn,ℓ ⩽ rnDn alkalmazásával

kn∑
ℓ=1

E[|R(Ŷn,ℓ, Un,ℓ)|]⩽
∥g′′′∥∞

6

kn∑
ℓ=1

E
[
|Ŷn,ℓ|3

]
=

∥g′′′∥∞
6

E
[
|Y1,1|3

] kn∑
ℓ=1

σ3
n,ℓ

D3
n

⩽
rn∥g′′′∥∞

2

kn∑
ℓ=1

σ2
n,ℓ

D2
n

=
rn
2
∥g′′′∥∞,

ahol az utolsó el®tti lépés abból következik, hogy a Ljapunov-egyenl®tlenség (3.7. Tétel (xvii)

része) alapján E(|Y1,1|3)⩽ (E(|Y1,1|4))
3
4 = 3

3
4 < 3.

(ii). Tetsz®leges ε > 0 esetén, felhasználva, hogy E[Xn,ℓ] = 0, kapjuk, hogy

σ2
n,ℓ = E[X2

n,ℓ] = E
[
X2

n,ℓ1{|Xn,ℓ|<εDn}
]
+E

[
X2

n,ℓ1{|Xn,ℓ|⩾εDn}
]
⩽ ε2D2

n+Ln(ε)D
2
n,

ezért

r2n =
1

D2
n

max
1⩽j⩽kn

σ2
n,j ⩽ ε2+Ln(ε).

Így az (i) rész alapján minden n ∈ N és ε > 0 esetén∣∣∣E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]
∣∣∣⩽(ε

6
+

√
ε2+Ln(ε)

2

)
∥g′′′∥∞+Ln(ε)∥g′′∥∞,

ezért a feltételek alapján kapjuk, hogy minden ε > 0 esetén

lim sup
n→∞

∣∣∣E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]
∣∣∣⩽ (ε

6
+
ε

2

)
∥g′′′∥∞.

Végezetül, az ε ↓ 0 határátmenetet véve kapjuk az állítást. □

Megjegyezzük, hogy a 11.2. Tétel (ii) részéb®l direkt módon még nem következik, hogy

Ŝn
D−→N (0,1), ha n→∞, ugyanis a 7.16. Tétel szerint ez azzal ekvivalens, hogy tetsz®leges

g : R → R korlátos, folytonos függvény esetén limn→∞ E(g(Ŝn)) = E(g(Y )). A 11.2. Tétel

(ii) része alapján azt állíthatjuk csak, hogy a Lindeberg-feltétel fennállása esetén tetsz®leges

olyan g : R → R háromszor folytonosan di�erenciálható függvény esetén, melynek második

és harmadik deriváltja korlátos, teljesül, hogy limn→∞ E(g(Ŝn)) = E(g(Y )). A következ® tétel

speciális eseteként adódik majd, hogy Ŝn
D−→N (0,1), ha n→∞.
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11.3. Tétel. (Lindeberg centrális határeloszlás-tétele) Minden n ∈ N esetén legyenek

Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen változók, melyek nem mind elfajultak, és E(X2
n,j)<∞, j =

= 1, . . . , kn. Ha tetsz®leges ε > 0 esetén lim
n→∞

Ln(ε) = 0, és g : R → C olyan folytonos

függvény, melyre

sup
x∈R

|g(x)|
1+x2

<∞,

akkor

lim
n→∞

E[g(Ŝn)] = E[g(Y )].

Speciálisan, Ŝn
D−→N (0,1).

Bizonyítás. Válasszunk egy olyan ϱ :R→ [0,∞) végtelen sokszor di�erenciálható függvényt,

hogy ϱ(x)=0 ha |x|⩾1, és
∫∞
−∞ ϱ(x) dx=1. Olyan folytonosan di�erenciálható ϱ :R→ [0,∞)

függvényt könny¶ választani, melyre ϱ(x) = 0 ha |x| ⩾ 1, és
∫∞
−∞ ϱ(x) dx = 1, például

R ∋ x 7→ 1∫ 1
−1(x−1)2(x+1)2 dx

(x− 1)2(x+1)21[−1,1](x) megfelel. A szóban forgó végtelen sokszor

di�erenciálható ϱ függvény létezése az alábbi topológiából tanult állításból következik: Legyen

K ⊂R egy kompakt halmaz, U pedig a K-t tartalmazó nyílt halmaza R-nek. Ekkor létezik
olyan f :R→ [0,1] végtelen sokszor di�erenciálható függvény, melyre teljesül, hogy f(x)> 0,

x∈K, és f(x)=0, x∈R\U . A K=[−1
2
, 1
2
] és U=(−1,1) választásokkal kapjuk, hogy létezik

olyan ϱ̃ : R→ [0,1] végetlen sokszor di�erenciálható függvény, melyre ϱ̃(x) > 0, x ∈ [−1
2
, 1
2
],

és ϱ̃(x) = 0, ha |x|⩾ 1. Mivel
∫∞
−∞ ϱ̃(x) dx=

∫ 1

−1
ϱ̃(x) dx∈ (0,2], így a ϱ := (

∫ 1

−1
ϱ̃(x) dx)−1ϱ̃

választás megfelel®.

Legyen minden k ∈ N és x ∈ R esetén

gk(x) := k

∫ k

−k

ϱ(k(x−y))g(y) dy =
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z)g
(
x− z

k

)
dz.

Megmutatjuk, hogy a gk, k∈N, függvények a [−R,R] alakú intervallumokon, ahol R>0,

egyenletesen közelítik a g függvényt, azaz bármilyen R > 0 esetén

lim
k→∞

sup
|x|⩽R

|gk(x)−g(x)|= 0. (11.1)

A paraméteres integrálok di�erenciálhatósági tétele alapján gk : R→ C végtelen sokszor dif-

ferenciálható függvény. A teljesség kedvéért megadjuk a gk függvény (egyszeri) di�erenci-

álhatóságának a bizonyítását. Legyen x0 ∈ R rögzített. Mivel ϱ′ egyenletesen folytonos a

[k(x0−k), k(x0+k)] intervallumon, tetsz®leges ε > 0 esetén létezik olyan δ > 0, hogy

|ϱ′(y1)−ϱ′(y2)|< ε, ha |y1−y2|< δ, y1, y2 ∈ [k(x0−k), k(x0+k)].

Minden x ∈ R, x ̸= x0 esetén

gk(x)−gk(x0)
x−x0

= k

∫ k

−k

ϱ(k(x−y))−ϱ(k(x0−y))
x−x0

g(y) dy = k

∫ k

−k

kϱ′(k(ξ(y)−y))g(y) dy,
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ahol ξ(y) az x és x0 közé esik. Így, ha 0< |x−x0|< δ
k
, akkor∣∣∣∣gk(x)−gk(x0)x−x0

−k
∫ k

−k

kϱ′(k(x0−y))g(y) dy
∣∣∣∣= ∣∣∣∣k ∫ k

−k

k(ϱ′(k(ξ(y)−y))−ϱ′(k(x0−y)))g(y) dy
∣∣∣∣

⩽ k

∫ k

−k

kε|g(y)| dy ⩽ k2ε sup
|y|⩽k

|g(y)|(2k),

ugyanis

|k(ξ(y)−y)−k(x0−y)|= k|ξ(y)−x0|⩽ k
δ

k
= δ,

és g folytonossága miatt sup|y|⩽k |g(y)|<∞. Mindezek miatt

g′k(x0) = k

∫ k

−k

kϱ′(k(x0−y))g(y) dy, x0 ∈ R.

A gk függvény kompakt tartójú is, hiszen gk(x) = 0, ha |x| ⩾ k+1/k, ugyanis ekkor

[k(x−k), k(x+k)]∩(−1,1) = ∅. Továbbá,

gk(x)−g(x) =
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z)
(
g
(
x− z

k

)
−g(x)

)
dz−g(x)

(
1−
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z) dz

)
,

ezért, felhasználva, hogy ϱ(z) = 0, ha |z| ⩾ 1, és, hogy
∫∞
−∞ ϱ(x) dx = 1, kapjuk, hogy

tetsz®leges R ∈ (0,∞) esetén

sup
|x|⩽R

|gk(x)−g(x)|⩽ sup
|x|⩽R
|z|⩽1

∣∣∣g (x− z

k

)
−g(x)

∣∣∣ ∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z) dz+ sup
|x|⩽R

|g(x)|

(
1−
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z) dz

)

⩽ sup
|x|⩽R
|z|⩽1

∣∣∣g (x− z

k

)
−g(x)

∣∣∣+ sup
|x|⩽R

|g(x)|

(
1−
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z) dz

)
.

Mivel g folytonos és [−R−1, R+1] kompakt, a Heine-Cantor tétel alapján g egyenletesen

folytonos a [−R−1, R+1] intervallumon, így

lim
k→∞

sup
|x|⩽R
|z|⩽1

∣∣∣g (x− z

k

)
−g(x)

∣∣∣= 0.

Továbbá a

K := sup
x∈R

|g(x)|
1+x2

<∞

jelöléssel

sup
|x|⩽R

|g(x)|⩽ sup
|x|⩽R

(1+x2)K ⩽ (1+R2)K,
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ezért

sup
|x|⩽R

|g(x)|

(
1−
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z) dz

)
⩽K(1+R2) sup

|x|⩽R

(
1−
∫ k2+kx

−k2+kx

ϱ(z) dz

)

=K(1+R2)

(
1− inf

|x|⩽R

∫ k2+kx

−k2+kx

ϱ(z) dz

)
.

Mivel elegend®en nagy k ∈ N esetén (−1,1) ⊂ (−k2+kx, k2+kx) tetsz®leges x ∈ [−R,R]
esetén, kapjuk, hogy ekkor∫ k2+kx

−k2+kx

ϱ(z) dz =

∫ 1

−1

ϱ(z) dz = 1, |x|⩽R,

amib®l következik, hogy elegend®en nagy k ∈ N esetén

sup
|x|⩽R

|g(x)|

(
1−
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z) dz

)
= 0.

Így kapjuk (11.1)-et.

Megmutatjuk, hogy létezik olyan K ′ ∈ (0,∞), hogy

sup
k⩾1

|gk(x)−g(x)|⩽K ′(1+x2), x ∈ R. (11.2)

Minden k ∈ N és x ∈ R esetén

|gk(x)−g(x)|⩽
∣∣∣ ∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z)g
(
x− z

k

)
dz−g(x)

∣∣∣
⩽
∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z)
∣∣∣g(x− z

k

)∣∣∣ dz+ |g(x)|

⩽K

∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z)
(
1+
(
x− z

k

)2)
dz+K(1+x2)

=K

∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z)
(
1+
(
x− z

k

)2)
1[−1,1](z) dz+K(1+x2)

⩽K sup
|z|⩽1

(
1+
(
x− z

k

)2)∫ k(x+k)

k(x−k)

ϱ(z) dz+K(1+x2)

⩽K
(
2+x2+ sup

|z|⩽1

(
x− z

k

)2)
.

Mivel

sup
|z|⩽1

(
x− z

k

)2
⩽ 2 sup

|z|⩽1

(
x2+

z2

k2

)
⩽ 2
(
x2+

1

k2

)
⩽ 2(x2+1),

kapjuk, hogy |gk(x)−g(x)|⩽K(2+x2+2x2+2) =K(3x2+4)⩽ 4K(x2+1), k ∈N, x∈R, és

így élhetünk a K ′ := 4K választással.
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Tetsz®leges n, k ∈ N esetén

|E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]|⩽ |E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|+ |E[gk(Ŝn)]−E[gk(Y )]|+ |E[gk(Y )]−E[g(Y )]|.

Tetsz®leges k∈N esetén a gk függvény valós és képzetes részeire alkalmazhatjuk a Lindeberg-

tételt (11.2. Tételt), hiszen gk végtelen sokszor di�erenciálható és kompakt tartójú, ugyanis

gk(x)=0, ha |x|⩾k+ 1
k
, és következésképpen ∥g′′k∥∞<∞ és ∥g′′′k ∥∞<∞. Így lim

n→∞
|E[gk(Ŝn)]−

−E[gk(Y )]|= 0, k ∈ N, ezért

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]|⩽ lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|+ |E[gk(Y )]−E[g(Y )]|,

amib®l

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]|⩽lim sup
k→∞

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|+lim sup
k→∞

|E[gk(Y )]−E[g(Y )]|.

Tetsz®leges k ∈ N és R ∈ (0,∞) esetén, felhasználva a 3.45. Állítást és (11.2)-t, kapjuk,

hogy

|E[gk(Y )]−E[g(Y )]|= |E[(gk(Y )−g(Y ))]|⩽ E[|gk(Y )−g(Y )|]
= E

[
|gk(Y )−g(Y )|1{|Y |⩽R}

]
+E

[
|gk(Y )−g(Y )|1{|Y |>R}

]
⩽ sup

|x|⩽R

|gk(x)−g(x)|+K ′ E
[
(1+Y 2)1{|Y |>R}

]
,

így (11.1) alapján tetsz®leges R ∈ (0,∞) esetén

lim sup
k→∞

|E[gk(Y )]−E[g(Y )]|⩽K ′ E
[
(1+Y 2)1{|Y |>R}

]
.

A majoráns konvergencia-tétel segítségével

lim
R→∞

E
[
(1+Y 2)1{|Y |>R}

]
= 0, (11.3)

ezért

lim
k→∞

|E[gk(Y )]−E[g(Y )]|= 0.

Hasonlóan, (11.2) alapján tetsz®leges k, n ∈ N és R ∈ (0,∞) esetén

|E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|= |E[g(Ŝn)−gk(Ŝn)]|⩽ E[|g(Ŝn)−gk(Ŝn)|]
= E[|g(Ŝn)−gk(Ŝn)|1{|Ŝn|⩽R}]+E[|g(Ŝn)−gk(Ŝn)|1{|Ŝn|>R}]

⩽ sup
|x|⩽R

|gk(x)−g(x)|+K ′ E
[
(1+ Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
,

ezért (11.1) alapján tetsz®leges R ∈ (0,∞) esetén

lim sup
k→∞

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|⩽K ′ lim sup
n→∞

E
[
(1+ Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
.
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Mivel az R ∋ x 7→ (1+x2)1{|x|>R} függvény nem folytonos (mindenütt), a Lindeberg-tételt

(11.2. Tételt) nem tudjuk direktben alkalmazni lim supn→∞ E
[
(1+ Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
vizsgálatára.

Válasszunk egy olyan h :R→ [0, 1] végtelen sokszor di�erenciálható függvényt, hogy h(x)= 0

ha |x|⩽1/2, és h(x)=1 ha |x|⩾1. Legyen x∈R és R∈(0,∞) esetén hR(x):=(1+x2)h(x/R),

melyre

h′R(x) = 2xh(x/R)+(1+x2)h′(x/R)
1

R
, x ∈ R,

és

h′′R(x) = 2h(x/R)+4xh′(x/R)
1

R
+(1+x2)h′′(x/R)

1

R2
, x ∈ R.

Ekkor a hR függvényre alkalmazhatjuk a Lindeberg-tételt (11.2. Tételt), hiszen |x|>R esetén

h′′R(x) = 2, h′′′R(x) = 0, és h′′R, h
′′′
R korlátosak a [−R,R] intervallumon, mert folytonosak, így

lim
n→∞

|E[hR(Ŝn)]−E[hR(Y )]|= 0. Ezért felhasználva, hogy

(1+x2)1{|x|>R} ⩽ hR(x) = hR(x)1{|x|>R/2} ⩽ (1+x2)1{|x|>R/2}, x ∈ R,

ahol a második egyenl®tlenség h(x) ∈ [0,1], x ∈ R, következménye, kapjuk, hogy

lim sup
n→∞

E
[
(1+ Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
⩽ lim sup

n→∞
E
[
hR(Ŝn)

]
= E[hR(Y )]⩽ E

[
(1+Y 2)1{|Y |>R

2
}

]
.

Ezért (11.3) alapján

lim
R→∞

lim sup
n→∞

E
[
(1+ Ŝ2

n)1{|Ŝn|>R}

]
= 0,

amib®l következik, hogy

lim sup
k→∞

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[gk(Ŝn)]|= 0,

így végülis

lim sup
n→∞

|E[g(Ŝn)]−E[g(Y )]|= 0.

Ha g :R→R korlátos, folytonos függvény, akkor supx∈R
|g(x)|
1+x2 <∞, és így a már bizonyítottak

alapján limn→∞ E[g(Ŝn)]=E[g(Y )], melyb®l a 7.16. Tétel segítségével kapjuk az Ŝn
D−→N (0,1)

eloszlásbeli konvergenciát. □

A következ®kben a 11.3. Tétel egy általánosabb verzióját közöljük bizonyítás nélkül.

11.4. Tétel. (Lindeberg centrális határeloszlás-tétele) Minden n ∈ N esetén legyenek

Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen változók, melyek nem mind elfajultak, és E(X2
n,j)<∞, j =

=1, . . . , kn. Ha tetsz®leges ε>0 esetén lim
n→∞

Ln(ε)=0, és gn :R→C, n∈N, olyan folytonos

függvények, hogy

sup
n∈N

sup
x∈R

|gn(x)|
1+x2

<∞,

és gn kompakt halmazokon egyenletesen konvergál valamely g :R→C folytonos függvényhez,

amint n→∞ (azaz bármilyen K ⊂R kompakt halmaz esetén gn|K egyenletesen konvergál

191



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

g|K-hoz, amint n→∞, azaz bármilyen K⊂R kompakt halmaz esetén limn→∞ supx∈K |gn(x)−
−g(x)|= 0), akkor

lim
n→∞

E[gn(Ŝn)] = E[g(Y )].

Speciálisan, Ŝn
D−→N (0,1).

11.5. Tétel. (Ljapunov centrális határeloszlás-tétele) Minden n ∈ N esetén legyenek

Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen változók, melyek nem mind elfajultak. Ha valamely δ > 0

esetén E(|Xn,j|2+δ)<∞, n ∈ N, j = 1, . . . , kn, és

1

D2+δ
n

kn∑
j=1

E
[
|Xn,j−E(Xn,j)|2+δ

]
→ 0, amint n→∞,

akkor Ŝn =
Sn−E(Sn)

Dn

D−→N (0, 1). (Itt Dn =
√

Var(Sn), n ∈ N.)

Bizonyítás. A 11.3. Tételb®l következik az állítás. Valóban, mivel E(|Xn,j|2+δ) <∞, kapjuk,

hogy E(X2
n,j)<∞, és megmutatjuk, hogy teljesül a limn→∞ Ln(ε)=0, ∀ε>0, Lindeberg-feltétel,

így valóban alkalmazható a 11.3. Tétel. Tetsz®leges n ∈ N és j = 1, . . . , kn esetén

E
[
(Xn,j−E(Xn,j))

2
1{|Xn,j−E(Xn,j)|⩾εDn}

]
⩽

1

εδDδ
n

E
[
|Xn,j−E(Xn,j)|2+δ

]
,

ezért

Ln(ε)⩽
1

εδD2+δ
n

kn∑
j=1

E
[
|Xn,j−E(Xn,j)|2+δ

]
→ 0

amint n→∞. □

11.6. Tétel. (Lévy centrális határeloszlás-tétele: FAE eset) Legyenek X1, X2, . . . füg-

getlen, azonos eloszlású véletlen változók, és jelölje Sn:=X1+· · ·+Xn, n∈N, a részletösszegeket.

Ha E(X2
1 )<∞ és Var(X1)> 0, akkor Sn−E(Sn)√

VarSn

D−→N (0,1). Továbbá,

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
Sn−E(Sn)√

VarSn

< x

)
−Φ(x)

∣∣∣∣∣→ 0, amint n→∞. (11.4)

1. Bizonyítás. Elegend® E(X1)=0 esetén bizonyítani az állítást. Alkalmazzuk a 11.3. Tételt

Xn,j :=Xj, j=1, . . . , n, n∈N, választásokkal (és ekkor kn=n, n∈N). Jelölje σ :=
√

Var(X1).

Nyilván D2
n =Var(Sn)=nσ2. Felhasználva, hogy Xj, j ∈N, azonos eloszlásúak és E(X2

1 )<∞,

a majoráns konvergencia-tétel alapján, tetsz®leges ε > 0 esetén

Ln(ε) =
1

D2
n

n∑
j=1

E
[
(Xn,j−E(Xn,j))

2
1{|Xn,j−E(Xn,j)|⩾εDn}

]
=
kn
D2

n

E
[
(Xn,1−E(Xn,1))

2
1{|Xn,1−E(Xn,1)|⩾εDn}

]
=

1

σ2
E
[
X2

11{|X1|⩾εσ
√
n}
]
→ 0
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amint n→∞. Így teljesül a Lindeberg-feltétel, és ezért valóban alkalmazható a 11.3. Tétel,

melyb®l következik, hogy Sn−E(Sn)√
VarSn

D−→N (0,1).

Rátérünk (11.4) bizonyítására. Legyen ε> 0 tetsz®legesen rögzített. Mivel limx→∞ Φ(x)=1

és limx→−∞Φ(x) = 0, léteznek olyan (ε-tól függ®) a, b ∈ R konstansok, hogy Φ(a) < ε és

1−Φ(b)< ε. Mivel Φ folytonos, kapjuk, hogy Φ egyenletesen folytonos az [a, b] (kompakt)

intervallumon, így létezik olyan k ∈N és olyan a=: x0<x1<x2< . . . < xk := b pontok, hogy

Φ(xj)−Φ(xj−1)< ε, j = 1, . . . , k.

Valóban, ε > 0-hoz létezik olyan δ > 0, hogy |Φ(x)−Φ(y)| < ε, ha |x−y| < δ, x, y ∈ R. Így, ha
k ∈ N olyan, hogy b−a

k
< δ és xj := a+ b−a

k
j, j = 0,1, . . . , k, akkor

Φ(xj)−Φ(xj−1) = |Φ(xj)−Φ(xj−1)|< ε, j = 1, . . . , k.

Mivel Sn−E(Sn)√
VarSn

D−→N (0,1), kapjuk, hogy létezik olyan nε ∈ N, hogy

|Fn(xj)−Φ(xj)|< ε, n⩾ nε, j ∈ {0,1, . . . , k},

ahol Fn(x) := P
(

Sn−E(Sn)√
VarSn

< x
)
, x ∈ R. Belátjuk, hogy

|Fn(x)−Φ(x)|< 2ε, x ∈ R, n⩾ nε,

melyb®l következik (11.4).

Ha x < x0 = a, akkor

0⩽ Φ(x)⩽ Φ(x0) = Φ(a)< ε és 0⩽ Fn(x)⩽ Fn(x0)< Φ(x0)+ε < 2ε, n⩾ nε,

melyb®l következik, hogy |Fn(x)−Φ(x)|< 2ε tetsz®leges n⩾ nε esetén.

Hasonlóan látható be, hogy x⩾ xk = b esetén |Fn(x)−Φ(x)|< 2ε tetsz®leges n⩾ nε esetén.

Ha x ∈ [x0, xk), akkor létezik olyan j ∈ {1, . . . , k}, hogy x ∈ [xj−1, xj), és így

Φ(xj−1)⩽ Φ(x)⩽ Φ(xj)< Φ(xj−1)+ε,

és

Φ(xj−1)−ε < Fn(xj−1)⩽ Fn(x)⩽ Fn(xj)< Φ(xj)+ε < Φ(xj−1)+2ε, n⩾ nε.

Ebb®l következik, hogy |Fn(x)−Φ(x)| < 2ε, ha n ⩾ nε, ugyanis, ha Φ(xj−1)− ε < Fn(x) <

<Φ(xj−1)+ε, akkor Φ(x) és Fn(x) is Φ(xj−1)-nek az ε sugarú nyílt környezetébe esik; ha pedig

Φ(xj−1)+ε⩽Fn(x)<Φ(xj−1)+2ε, akkor Φ(x) és Fn(x) is (Φ(xj−1)+ε)-nak az ε sugarú balról

zárt, jobbról nyílt környzetébe esik.

2. Bizonyítás (a tétel els® részére). A folytonossági tétel (4.16. Tétel) miatt elegend®

belátni, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén

φSn−E(Sn)√
Var(Sn)

(t)→ φX(t), ha n→∞,
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ahol X egy standard normális eloszlású véletlen változó.

A 4.19. Állítás alapján φX(t) = e−
t2

2 , t ∈ R. Továbbá, az m := E(X1) és σ :=
√

Var(X1)

jelöléseket használva, a 4.2. Tétel (viii) része alapján, tetsz®leges n ∈ N és t ∈ R esetén

φSn−E(Sn)√
Var(Sn)

(t) = E

(
exp

{
it
Sn−E(Sn)√

Var(Sn)

})
= E

(
exp

{
it
Sn−nm√

nσ

})
=

n∏
j=1

E
(
exp

{
i
t√
nσ

(Xj−m)

})
=

(
φX1−m

(
t√
nσ

))n

.

A 4.2. Tétel (ix) része alapján, felhasználva, hogy E((X1−m)2)<∞ és E(X1−m)= 0, kapjuk,

hogy

φX1−m(t) = 1+ itE(X1−m)+
(it)2

2
E((X1−m)2)+R2(t) = 1− σ2

2
t2+R2(t), t ∈ R,

ahol R2(t) = o(t2), ha t→ 0 (felhívjuk továbbá a �gyelmet, hogy R2(t) ∈ C, t ∈ R, általában
véve). Így tetsz®leges n ∈ N és t ∈ R esetén

φSn−E(Sn)√
Var(Sn)

(t) =

(
1− σ2

2

(
t√
nσ

)2

+R2

(
t√
nσ

))n

=

1+
− t2

2
+nR2

(
t√
nσ

)
n

n

,

ahol

lim
n→∞

(
−t

2

2
+nR2

(
t√
nσ

))
=−t

2

2
.

Valóban, ha t= 0, akkor

lim
n→∞

nR2

(
t√
nσ

)
= lim

n→∞
nR2(0) = lim

n→∞
n ·0 = 0,

ha pedig t ̸= 0, akkor

lim
n→∞

nR2

(
t√
nσ

)
= lim

n→∞

t2

σ2

R2

(
t√
nσ

)
(

t√
nσ

)2 =
t2

σ2
·0 = 0.

Végezetül, felhasználva az 5.13. Lemmát, kapjuk a bizonyítandó állítást. □

11.7. Megjegyzés. A 11.6. Tétel feltételei mellett, a 7.16. Tétel alapján, tetsz®leges x ∈ R
esetén

P
(
Sn−E(Sn)√

VarSn

< x

)
→ Φ(x), amint n→∞,

és

P
(
Sn−E(Sn)√

VarSn

⩽ x

)
→ Φ(x), amint n→∞,

hiszen Φ folytonos, így PN (0,1)(∂(−∞, x)) = PN (0,1)(∂(−∞, x]) = PN (0,1)({x}) = 0, x ∈ R. □
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11.8. Állítás. Minden n ∈ N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen változók,

melyek nem mind elfajultak, és E(X2
n,j) <∞, j = 1, . . . , kn. Ha teljesül a Lindeberg-feltétel,

azaz bármely ε> 0 esetén Ln(ε)→ 0, akkor teljesül az ún. egyenletesen aszimptotikusan

elhanyagolhatósági feltétel, azaz bármely ε > 0 esetén

max
1⩽j⩽kn

P

(∣∣∣∣∣Xn,j−E(Xn,j)√
Var(Sn)

∣∣∣∣∣⩾ ε

)
→ 0.

Bizonyítás. A Csebisev-egyenl®tlenség alapján bármilyen ε > 0 esetén

max
1⩽j⩽kn

P

(∣∣∣∣∣Xn,j−E(Xn,j)√
Var(Sn)

∣∣∣∣∣⩾ ε

)
⩽ max

1⩽j⩽kn

Var(Xn,j)

ε2Var(Sn)
=
r2n
ε2

→ 0, ha n→∞,

ugyanis a 11.2. Tétel (ii) részének bizonyításában beláttuk, hogy r2n⩽η
2+Ln(η), n∈N, η>0,

így a Lindeberg-feltétel teljesülése esetén rn → 0, ha n→∞. □

Az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatósági feltételt in�nitezimalitási feltételnek is

szokás hívni.

11.9. Tétel. (Feller tétele, 1935) Minden n∈N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn független

véletlen változók, melyek nem mind elfajultak, E(X2
n,j) <∞, j = 1, . . . , kn, és jelölje Sn =

=Xn,1+· · ·+Xn,kn. Ha Ŝn=
Sn−E(Sn)√

Var(Sn)

D−→N (0, 1) és teljesül az egyenletesen aszimptotikusan

elhanyagolhatósági feltétel, azaz bármely ε > 0 esetén

max
1⩽j⩽kn

P

(∣∣∣∣∣Xn,j−E(Xn,j)√
Var(Sn)

∣∣∣∣∣⩾ ε

)
→ 0,

akkor teljesül a Lindeberg-feltétel, azaz bármely ε > 0 esetén Ln(ε)→ 0.

11.10. Megjegyzés. Minden n∈N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn független véletlen válto-

zók, melyek nem mind elfajultak, E(X2
n,j)<∞, j=1, . . . , kn, és jelölje Sn=Xn,1+· · ·+Xn,kn .

Ha rn = 1
Dn

max1⩽j⩽kn σn,j → 0, amint n→∞, akkor a 11.8. Állítás bizonyítása alapján teljesül

az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatósági feltétel. Továbbá, ha fennáll az egyenlete-

sen aszimptotikusan elhanyagolhatósági feltétel, akkor Lindeberg centrális határeloszlás-tétele

(11.3. Tétel) és Feller tétele (11.9. Tétel) alapján kapjuk, hogy Ŝn
D−→N (0,1), amint n→∞

akkor és csak akkor áll fenn, ha teljesül a Lindeberg-feltétel. □

11.11. Tétel. (Lindeberg többdimenziós centrális határeloszlás-tétele) Minden n∈N
esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn független d-dimenziós véletlen vektorok, és E(∥Xn,j∥2)<∞,

j = 1, . . . , kn. Ha

(i)
kn∑
j=1

Var(Xn,j)→ Σ, ha n→∞, ahol Σ ∈ Rd×d invertálható,
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(ii) Lindeberg-feltétel : minden ε > 0 esetén

kn∑
j=1

E
[
∥Xn,j−E(Xn,j)∥21{∥Xn,j−E(Xn,j)∥⩾ ε}

]
→ 0, ha n→∞,

akkor Sn−E(Sn)
D−→N (0,Σ), ahol N (0,Σ) a 0 ∈ Rd várható érték vektorú és Σ ∈ Rd×d

kovariancia mátrixú d-dimenziós normális eloszlást jelöli.

Megjegyezzük, hogy a 11.11. Tétel (i) feltételében szerepl® Σ mátrix pozitív szemide�-

nit is, így minden f®minorja nemnegatív, és mivel feltettük, hogy invertálható, kapjuk, hogy

det(Σ) > 0. Továbbá, a 11.11. Tétel (i) feltételéb®l következik, hogy létezik olyan n0 ∈ N,
hogy tetsz®leges n⩾ n0 esetén Xn,1, . . . , Xn,kn nem mind elfajultak, ugyanis a szóban forgó

feltételb®l következik, hogy létezik olyan n0 ∈ N, hogy det(
∑kn

j=1Var(Xn,j)) >
1
2
det(Σ) > 0,

ha n ⩾ n0, és ha valamely n ⩾ n0 esetén Xn,1, . . . , Xn,kn mind elfajultak lennének, ak-

kor
∑kn

j=1Var(Xn,j) = 0∈Rd×d lenne, mely ellentmondás. A 11.11. Tételben szerepl® N (0,Σ)

határeloszlás abszolút folytonos, hiszen Σ invertálható (lásd, a 6.3. Tételt). A 6.3. Tétel bi-

zonyításában azt is beláttuk, hogy mivel Σ invertálható, létezik olyan A ∈ Rd×d invertálható

mátrix, melyre Σ=AA⊤ és így N (0,Σ)
D
=A·N (0, Id). Ezért a folytonos leképezések tétele (7.17.

Tétel) alapján A−1(Sn−E(Sn))
D−→ N (0, Id), ha n→ ∞, hiszen az Rd ∋ x 7→ A−1x leképezés

folytonos, ahol Id a d×d-s egységmátrixot jelöli.

11.12. Tétel. (Többdimenziós centrális határeloszlás-tétel : FAE eset) Legyenek Xn,

n∈N, független, azonos eloszlású d-dimenziós véletlen változók, és jelölje Sn=X1+· · ·+Xn,

n ∈ N, a részletösszegeket. Ha E(∥X1∥2)<∞ és Var(X1) ∈ Rd×d invertálható, akkor

1√
n
(Sn−E(Sn))

D−→N (0,Var(X1)), ha n→∞,

ahol N (0,Var(X1)) a 0 ∈ Rd várható érték vektorú és Var(X1) kovariancia mátrixú d-

dimenziós normális eloszlást jelöli.

Bizonyítás. A 11.11. Tételt alkalmazzuk az Xn,j :=
1√
n
Xj, j=1, . . . , n, n∈N, választásokkal

(azaz ekkor kn = n, n ∈ N). A 11.11. Tétel (i) feltétele triviális módon teljesül, ugyanis∑kn
j=1Var(Xn,j) = nVar( 1√

n
X1) = Var(X1), n ∈ N. A 11.11. Tétel (ii) feltételének teljesülése

hasonlóan látható be, mint a 11.6. Tételben az egydimenziós esetben: a majoráns konvergencia

tétel alapján tetsz®leges ε > 0 esetén

kn∑
j=1

E
[
∥Xn,j−E(Xn,j)∥21{∥Xn,j−E(Xn,j)∥⩾ ε}

]
= E

[
∥X1−E(X1)∥21{∥X1−E(X1)∥⩾ ε

√
n}
]
→ 0,

ha n→∞. □
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11.13. Tétel. (Poisson konvergenciatétel) Minden n∈N esetén legyenek Xn,1, . . . , Xn,kn

független véletlen változók, melyekre P(Xn,j=1)=pn,j=1−P(Xn,j=0), j=1, . . . , kn, és jelölje

Sn =Xn,1+ · · ·+Xn,kn. Ha
kn∑
j=1

pn,j → λ ∈ R+ és max
1⩽j⩽kn

pn,j → 0, akkor Sn
D−→ Poisson(λ).

Megjegyezzük, hogy a 11.13. Tételben pn,j =E(Xn,j), n∈N, j=1, . . . , kn, és
∑kn

j=1 pn,j =

= E(Sn), n ∈ N.

11.14. Lemma. Ha m ∈ N és a1, . . . , am, b1, . . . , bm ∈ [−1, 1], akkor∣∣∣∣∣
m∏
j=1

aj−
m∏
j=1

bj

∣∣∣∣∣⩽
m∑
j=1

|aj−bj|.

Bizonyítás. A harmonika elv alapján

m∏
j=1

aj−
m∏
j=1

bj =
m∑
j=1

(
j−1∏
i=1

ai

)
(aj−bj)

(
m∏

i=j+1

bi

)
,

ahol az üres szorzat értéke de�níció szerint 1. Valóban,

m∑
j=1

(
j−1∏
i=1

ai

)
(aj−bj)

(
m∏

i=j+1

bi

)
= (a1−b1)b2 · · · bm+a1(a2−b2)b3 · · · bm+ · · ·+

+a1 · · · am−2(am−1−bm−1)bm+a1 · · · am−1(am−bm)
=−b1b2 · · · bm+a1 · · · am−1am.

Így ∣∣∣∣∣
m∏
j=1

aj−
m∏
j=1

bj

∣∣∣∣∣⩽
m∑
j=1

∣∣∣∣∣
j−1∏
i=1

ai

∣∣∣∣∣ |aj−bj|
∣∣∣∣∣

m∏
i=j+1

bi

∣∣∣∣∣⩽
m∑
j=1

|aj−bj|.

□

A 11.13. Tétel (Poisson konvergenciatétel) bizonyítása. A λ paraméter¶ Poisson-

eloszlás generátorfüggvénye

R ∋ x 7→
∞∑
k=0

xk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(xλ)k

k!
= e−λexλ = eλ(x−1),

lásd az 5.11. Állítást is. Az Xn,j véletlen változó generátorfüggvénye

R ∋ x 7→ E(xXn,j) = 1−pn,j+pn,jx= 1+pn,j(x−1),

ezért a 4.21. Tétel (v) része alapján az Sn véletlen változó generátorfüggvénye

R ∋ x 7→
kn∏
j=1

[1+pn,j(x−1)].
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A generátorfüggvényekre vonatkozó folytonossági tétel alapján (lásd, 4.22. Tétel) az állítás

bizonyításához elegend® belátni, hogy tetsz®leges x ∈ [−1, 1] esetén

lim
n→∞

kn∏
j=1

[1+pn,j(x−1)] = eλ(x−1).

Tekintsük a ∣∣∣∣∣
kn∏
j=1

[1+pn,j(x−1)]−eλ(x−1)

∣∣∣∣∣⩽ An(x)+Bn(x), x ∈ [−1,1],

becslést, ahol

An(x) :=

∣∣∣∣∣
kn∏
j=1

[1+pn,j(x−1)]−
kn∏
j=1

epn,j(x−1)

∣∣∣∣∣ , Bn(x) :=

∣∣∣∣∣
kn∏
j=1

epn,j(x−1)−eλ(x−1)

∣∣∣∣∣ .
Itt minden x ∈ [−1,1] esetén

Bn(x) =
∣∣∣e(x−1)

∑kn
j=1 pn,j −eλ(x−1)

∣∣∣→ 0, ha n→∞,

mert
∑kn

j=1 pn,j → λ. Mivel |x|⩽ 1 esetén |epn,j(x−1)|= epn,j(x−1) ⩽ e0 = 1 és

−1⩽ 1−2pn,j = 1+pn,j(−1−1)⩽ 1+pn,j(x−1)⩽ 1+pn,j(1−1) = 1,

azaz |1+pn,j(x−1)|⩽ 1, a 11.14. Lemma alapján kapjuk, hogy

An(x)⩽
kn∑
j=1

∣∣epn,j(x−1)−1−pn,j(x−1)
∣∣ .

Az exponenciális függvény de�níciója alapján tetsz®leges y ∈ R esetén

|ey−1−y|=
∣∣∣ ∞∑
ℓ=2

yℓ

ℓ!

∣∣∣= y2

2

∣∣∣ ∞∑
ℓ=2

2
yℓ−2

ℓ!

∣∣∣⩽ y2

2

∞∑
ℓ=0

2
|y|ℓ

(ℓ+2)!
⩽
y2

2

∞∑
ℓ=0

|y|ℓ

ℓ!
=
y2

2
e|y|,

ezért tetsz®leges x ∈ [−1, 1] esetén

An(x)⩽
1

2
(x−1)2

kn∑
j=1

p2n,j e
pn,j |x−1| ⩽

e2

2
(x−1)2

kn∑
j=1

p2n,j,

ahol felhasználtuk, hogy pn,j|x−1|⩽ 2. Itt

kn∑
j=1

p2n,j ⩽

(
max

1⩽j⩽kn
pn,j

) kn∑
j=1

pn,j → 0 ·λ= 0,

ezért An(x)→ 0, ha n→∞ minden x ∈ [−1,1] esetén. □

198



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

12. Sztochasztikus folyamatok, véges dimenziós eloszlások

12.1. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, T tetsz®leges nemüres halmaz, és

minden t∈T esetén ξt :Ω→R valószín¶ségi változó. Ekkor ezek {ξt :t∈T} seregét sztochasz-

tikus folyamatnak nevezzük. Azt mondjuk, hogy T a folyamat paraméterhalmaza (vagy

indexhalmaza), R pedig a fázistere (vagy állapottere).

Természetes módon lehet de�niálni olyan sztochasztikus folyamatokat, melyek fázistere egy

(X,X ) mérhet® tér.

Azt mondjuk, hogy a {ξt : t∈T} sztochasztikus folyamat a t∈T paraméterben (ha T id®

jelleg¶, akkor a t ∈ T id®pontban) az x ∈R állapotban van, ha a realizált ω ∈Ω kimenetel

mellett ξt(ω) = x. A folyamat értékének jelölésére használni fogjuk a ξ(t)(ω), illetve ξ(t, ω),

t ∈ T , ω ∈ Ω jelöléseket is (ugyanis a folyamatot lehet tekinteni természetes módon egyetlen

ξ : T ×Ω→ R leképezésnek is: ξ(t, ω) := ξt(ω) ).

12.2. De�níció. Rögzített ω ∈ Ω esetén a T ∋ t 7→ ξt(ω) ∈ R függvényt a folyamat egy

trajektóriájának (realizációjának, mintafüggvényének) nevezzük.

Csak olyan folyamatokról lesz szó, amikor T ⊂ R, azaz a paraméter id® jelleg¶, például

T = [0,∞), T = {0,1,2, . . .}. Mivel a valós számok halmazán adott egy természetes rendezés,

beszélhetünk egy folyamat jöv®jér®l, illetve múltjáról. Amennyiben egy rögzített t∈T ⊂ [0,∞)

paramétert tekintünk jelen id®pillanatnak, akkor a {ξs : s> t} valószín¶ségi változók családját

a sztochasztikus folyamat jöv®jének, a {ξs : s < t} valószín¶ségi változók családját pedig

a sztochasztikus folyamat múltjának nevezzük.

12.3. Példa. Legyenek ξn, n ∈ N, teljesen független, azonos eloszlású, valós érték¶ való-

szín¶ségi változók egy sorozata. Ekkor {ξn : n ∈ N} sztochasztikus folyamat T = N para-

méterhalmazzal és R fázistérrel. A trajektóriák ebben az esetben valós számsorozatok. Ha

E(ξ1) = 0 és E(ξ21)<∞ is teljesül, akkor a {ξn : n∈N} sztochasztikus folyamatot független,

azonos eloszlású fehér zajnak is szokás nevezni az id®soranalízisben. Valójában, id®soranalízis-

ben kicsit általánosabban egy (páronként) korrelálatlan, nulla várható érték¶, véges második

momentummal rendelkez® sorozatot értenek fehér zaj alatt. □

12.4. Példa. Rögzítsünk egy tetsz®leges p∈ (0,1) számot, és tekintsünk Z1, Z2, . . . független

és azonos eloszlású véletlen változókat

P(Zn = 1) = p, P(Zn =−1) = 1−p, n ∈ N,

eloszlással. Legyen Sn, n ∈ Z+, a kapcsolatos részletösszeg-sorozat, azaz S0 := 0 és Sn :=

= Z1+ · · ·+Zn, n ∈ N. Ekkor minden n ∈ N esetén σ(S0, S1, . . . , Sn) = σ(Z1, . . . , Zn), és a
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Zn+1 valószín¶ségi változó független ett®l a σ-algebrától. Valóban,

S1

...

Sn

=


1 0 · · · 0

1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1


Z1

...

Zn

 és

Z1

...

Zn

=


1 0 · · · 0

1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1


−1S1

...

Sn

 .

Így

P(Sn+1 = Sn+1 |Sn, Sn−1, . . . , S0) = P(Zn+1 = 1) = p,

P(Sn+1 = Sn−1 |Sn, Sn−1, . . . , S0) = P(Zn+1 =−1) = 1−p.

Így az {Sn :n∈Z+} sztochasztikus folyamat a valós egyenes egész rácspontjain lépked, deter-

minisztikusan a 0 pontból indul, és minden egyes id®pontban a korábbi lépésekt®l függetlenül p

valószín¶séggel eggyel jobbra ugrik, és 1−p valószín¶séggel pedig eggyel balra. Az {Sn :n∈Z+

+} sztochasztikus folyamatot (egydimenziós) véletlen bolyongásnak nevezzük. Ha p=1/2,

akkor szimmetrikus, egyébként nem szimmetrikus bolyongásról beszélünk. □

12.5. De�níció. Legyen T ⊂ R+ és {ξt : t ∈ T} egy valós érték¶ sztochasztikus folyamat.

Azt mondjuk, hogy a folyamat diszkrét idej¶, ha T megszámlálható halmaz. Ekkor általában

T = Z+, tehát a folyamat véletlen változóknak egy sorozata. A folyamat folytonos idej¶, ha T

a nemnegatív félegyenes egy véges vagy végtelen részintervalluma. Ekkor például T =R+ vagy

T = [0,1].

12.6. Példa. Megmérjük a küls® (véletlen) h®mérsékletet egy T ⊂ [0,24] indexhalmaz által

meghatározott id®pontokban, és legyen ξt, t ∈ T , a mérések eredménye. Ekkor a {ξt : t ∈ T}
család egy sztochasztikus folyamat. Ha a h®mérsékletet például 0 órakor, 1 órakor és 13 órakor

mérjük, akkor T = {0,1,13} ⊂ Z+ diszkrét halmaz, tehát diszkrét idej¶ folyamatról van szó.

Ha a h®mérsékletet folyamatosan mérjük, tehát T = [0,24], akkor a folyamat folytonos idej¶.

Ha a mérést egy digitális h®mér®vel végezzük, akkor a lehetséges értékek halmaza elméletileg

megszámlálható, gyakorlatilag véges. Ha analóg h®mér®t használunk, és képesek vagyunk az

értékeket tetsz®leges pontossággal leolvasni, akkor a folyamat állapottere nem megszámlálható.

□

Egy {ξt : t ∈ T} sztochasztikus folyamat viselkedésér®l sok információt tartalmaznak a

folyamat ún. véges dimenziós eloszlásai.

12.7. De�níció. Legyen T ⊂R. Egy {ξt : t∈ T} sztochasztikus folyamat véges dimenziós

eloszlásai alatt a

{(ξt1 , . . . , ξtk) : k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T}

valószín¶ségi vektorváltozók eloszlásait értjük (ahol az 1.22. Állítás alapján (ξt1 , . . . , ξtk) való-

ban valószín¶ségi vektorváltozó).
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Egy {ξt : t ∈ T} sztochasztikus folyamat véges dimenziós eloszlásait az{
Fξt1 ,...,ξtk

: k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T
}

eloszlásfüggvény-sereggel is meg lehet ekvivalens módon adni (lásd 1.28. Állítás). Természetes

módon felmerülhet az a kérdés, hogy ha megadjuk eloszlásfüggvényeknek egy

{Ft1,...,tk : k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T}

seregét, akkor létezik-e olyan (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és rajta olyan {ξt : t ∈ T} szto-

chasztikus folyamat, melynek véges dimenziós eloszlásai éppen az adott eloszlások:

Fξt1 ,...,ξtk
= Ft1,...,tk , k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T.

A következ® fejezetben (Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétel) részletesen megvizsgál-

juk ezt a kérdést (lásd a 13.15. Tételt). Felhívjuk továbbá a �gyelmet, hogy a véges dimenziós

eloszlássereg ismeretében általában még nem lehet eldönteni, hogy milyen tulajdonságokkal

bírnak a folyamat trajektóriái.

12.8. De�níció. Legyen T egy nemüres halmaz. Azt mondjuk, hogy a {ξt :t∈T} és {ηt :t∈T}
sztochasztikus folyamatok

(i) tágabb értelemben ekvivalensek, ha megegyeznek a véges dimenziós eloszlásaik.

(ii) ekvivalensek, ha ugyanazon valószín¶ségi mez®n értelmezettek és P(ξt = ηt) = 1 tel-

jesül tetsz®leges t ∈ T esetén. Az ekvivalens folyamatokat egymás modi�kációinak is

nevezzük.

(iii) megkülönböztethetetlenek, ha ugyanazon valószín¶ségi mez®n értelmezettek és P(ξt =
= ηt, ∀ t ∈ T ) = 1.

Ellen®rizhet®, hogy a 12.8. De�nícióban megadott relációk ekvivalencia-relációk a sztochasz-

tikus folyamatok között.

12.9. Állítás. Legyen T egy nemüres halmaz.

(i) Ha a {ξt : t∈T} és {ηt : t∈T} sztochasztikus folyamatok ekvivalensek (azaz egymás mo-

di�kációi), akkor tágabb értelemben is ekvivalensek (azaz megegyeznek a véges dimenziós

eloszlásaik).

(ii) Ha a {ξt : t ∈ T} és {ηt : t ∈ T} sztochasztikus folyamatok megkülönböztethetetlenek,

akkor ekvivalensek is (azaz egymás modi�kációi).
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Bizonyítás. (i). Tetsz®leges n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T, és x1, . . . , xn ∈ R esetén

Fξt1 ,...,ξtn
(x1, . . . , xn) = P(ξt1 < x1, . . . , ξtn < xn)

= P(ξt1 < x1, . . . , ξtn < xn, ξt1 = ηt1 , . . . , ξtn = ηtn)

= P(ηt1 < x1, . . . , ηtn < xn, ξt1 = ηt1 , . . . , ξtn = ηtn)

= P(ηt1 < x1, . . . , ηtn < xn) = Fηt1 ,...,ηtn
(x1, . . . , xn),

ahol felhasználtuk, hogy P(A)=P(A∩B), ∀A,B∈A, P(B)=1 esetén, mely abból következik,

hogy P(A) = P(A∩B)+P(A∩B) és P(A∩B)⩽ P(B) = 0.

(ii). Mivel tetsz®leges t0 ∈ T esetén

{ξt = ηt, ∀ t ∈ T} ⊂ {ξt0 = ηt0},

a valószín¶ség monotonitása alapján 1 = P(ξt = ηt, ∀ t ∈ T )⩽ P(ξt0 = ηt0), melyb®l következik

az állítás. □

A 12.9. Állításban sem az (i), sem a (ii) részt nem lehet megfordítani általában, mind a két

esetben ellenpéldát adunk a következ® megjegyzésben.

12.10. Megjegyzés. (i). Ellenpélda arra, hogy a 12.9. Állításban az (i) rész nem megfordít-

ható. Legyenek ξ0 és η0 azonos eloszlású véletlen változók ugyanazon valószín¶ségi mez®n,

ξt := ξ0, t∈T , és ηt := η0, t∈T . Ekkor {ξt : t∈T} és {ηt : t∈T} véges dimenziós eloszlásai

megegyeznek, de semmi sem garantálja, hogy egymás modi�kációi lennének. Például, ha ξ0

standard normális eloszlású véletlen változó és η0 :=−ξ0, akkor P(ξ0 = η0) = P(ξ0 = 0) = 0.

(ii). Ellenpélda arra, hogy a 12.9. Állításban a (ii) rész nem megfordítható. Legyen T := [0,1]

és U egyenletes eloszlású T -n. Legyen továbbá ξt := 0, t ∈ T , és

ηt :=

1 ha t= U ,

0 ha t ̸= U ,
t ∈ T.

Ekkor tetsz®leges t ∈ [0,1] = T esetén P(ξt = ηt) = P(U ̸= t) = 1, így {ξt : t ∈ T} és {ηt : t ∈
∈ T} egymás modi�kációi. Azonban P(ξt = ηt, ∀ t ∈ T ) = 0, mert tetsz®leges ω ∈ Ω esetén

{ξt(ω) : t ∈ T} és {ηt(ω) : t ∈ T} a t= U(ω) pontban különböz® értékeket vesznek fel. □

12.11. De�níció. Azt mondjuk, hogy a {ξt : t⩾0} sztochasztikus folyamat független növek-

mény¶, ha P(ξ0 =0)= 1, és tetsz®leges k ∈N és tetsz®leges 0⩽ t1< t2< . . . < tk id®pontok

esetén a ξt1 , ξt2 −ξt1, . . . , ξtk −ξtk−1
növekmények (teljesen) függetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {ξt : t⩾0} sztochasztikus folyamat független, stacionárius növek-

mény¶, ha független növekmény¶, és a növekmények eloszlása id®eltolással szemben invariáns,

azaz tetsz®leges t, h⩾0 id®pontok esetén ξt+h−ξt eloszlása nem függ t-t®l (következésképpen

megegyezik ξh eloszlásával).
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12.12. Állítás. Legyenek X és Y független (valós érték¶) valószín¶ségi változók F és G

eloszlásfüggvényekkel. Jelölje X+Y eloszlásfüggvényét H, melyet az F és a G eloszlás-

függvények konvolúciójának nevezünk, és F ∗G módon jelölünk. Ekkor

H(z) =

∫ ∞

−∞
F (z−y) dG(y), z ∈ R. (12.1)

Bizonyítás. Bevezetve a

Bz :=
{
(x, y) ∈ R2 : x+y < z

}
, z ∈ R,

jelölést, a Transzformáció-tétel (3.8. Tétel) és a Fubini-tétel alapján kapjuk, hogy tetsz®leges

z ∈ R esetén

H(z) = P(X+Y < z) = P((X, Y ) ∈Bz) = E(1Bz(X, Y )) =

∫
R2

1Bz(x, y) dFX,Y (x, y)

=

∫
R2

1Bz(x, y) d(FX(x)FY (y)) =

∫
R

(∫
R
1Bz(x, y) dFX(x)

)
dFY (y).

Mivel

1Bz(x, y) =

1 ha x < z−y,

0 ha x⩾ z−y,

és FX balról folytonos, kapjuk, hogy∫
R
1Bz(x, y) dFX(x) =

∫
(−∞,z−y)

1 dFX(x) = FX(z−y)− lim
u↓−∞

FX(u) = FX(z−y),

és így

H(z) =

∫
R
F (z−y) dG(y), z ∈ R.

□

Megjegyezzük, hogy ha X és Y független, abszolút folytonos (valós érték¶) véletlen

változók f és g s¶r¶ségfüggvénnyel, akkor a 12.12. Állításból következik a 3.25. Állítás (i)

része, ugyanis a paraméteres integrálok di�erenciálhatósági tétele alapján

H ′(z) =

∫ ∞

−∞
F ′(z−y)g(y) dy =

∫ ∞

−∞
f(z−y)g(y) dy, z ∈ R.

A C Appendixben részletesen foglalkozunk a konvolúcióval és tulajdonságaival.

A következ®kben azt vizsgáljuk, hogy egy független növekmény¶, illetve egy független, sta-

cionárius növekmény¶ sztochasztikus folyamat véges dimenziós eloszlásait milyen véletlen vál-

tozók eloszlása határozza meg egyértelm¶en.

12.13. Állítás. Egy {ξt :t⩾0} független növekmény¶ sztochasztikus folyamat véges dimenziós

eloszlásait egyértelm¶en meghatározzák a ξt−ξs, 0⩽ s < t, növekmények eloszlásai.
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Bizonyítás. Tetsz®leges k ∈ N és 0 ⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ . . . ⩽ tk esetén a ξt − ξs, 0 ⩽ s < t,

növekmények eloszlása egyértelm¶en meghatározza (ξt1 , ξt2−ξt1 , . . . , ξtk−ξtk−1
) eloszlását, mely

egyértelm¶en meghatározza (ξt1 , . . . , ξtk) eloszlását is. Valóban, a független növekmény¶ség

de�níciója alapján ξt1 , ξt2−ξt1 , . . . , ξtk−ξtk−1
függetlenek (ha ti = ti+1, akkor ξti+1

−ξti =0,

mely független minden véletlen változótól), így bármilyen x1, . . . , xk ∈ R esetén

P(ξt1 < x1, ξt2 −ξt1 < x2, . . . ,ξtk −ξtk−1
< xk)

= P(ξt1 < x1)P(ξt2 −ξt1 < x2) · · ·P(ξtk −ξtk−1
< xk).

Mivel 
ξt1
ξt2
...

ξtk

=


1 0 · · · 0

1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1




ξt1
ξt2 −ξt1

...

ξtk −ξtk−1

 , (12.2)

kapjuk, hogy tetsz®leges x1, . . . , xk ∈ R esetén

P(ξt1 < x1, ξt2 < x2, . . . , ξtk < xk) = P



ξt1
ξt2
...

ξtk

<


x1

x2
...

xk




= P




ξt1
ξt2 −ξt1

...

ξtk −ξtk−1

<


1 0 · · · 0

1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1


−1

x1

x2
...

xk


 ,

és így (ξt1 , ξt2 , . . . , ξtk) eloszlását egyértelm¶en meghatározza (ξt1 , ξt2 − ξt1 , . . . , ξtk − ξtk−1
)

eloszlása, melyet pedig, mint láttuk a ξt−ξs, 0⩽ s⩽ t, növekmények eloszlása. Végezetül, ha

k ∈N és t1, . . . , tk ⩾ 0 tetsz®legesek (azaz nem feltétlenül rendezettek), akkor nagyság szerint

növekv® sorrendbe való rendezés után alkalmazhatóak az el®z®ekben leírtak. □

12.14. Állítás. Egy {ξt : t ⩾ 0} független, stacionárius növekmény¶ sztochasztikus folyamat

véges dimenziós eloszlásait egyértelm¶en meghatározzák a ξt, t⩾0, véletlen változók eloszlásai

(azaz az egydimenziós eloszlások). Továbbá, az {Fξt : t⩾ 0} eloszlásfüggvényekb®l álló családra

teljesül, hogy Fξs+t=Fξs∗Fξt tetsz®leges s, t⩾0 esetén (ahol ∗ eloszlásfüggvények konvolúcióját

jelöli).

Bizonyítás. A 12.13. Állítás alapján {ξt : t ⩾ 0} véges dimenziós eloszlásait egyértelm¶en

meghatározzák a ξt−ξs, 0⩽s<t, növekmények eloszlásai. Mivel a stacionárius növekmény¶ség

miatt tetsz®leges 0 ⩽ s < t esetén ξt−ξs eloszlása megegyezik ξt−s eloszlásával, kapjuk az

állítás els® részét. Továbbá, ξs+t = (ξs+t−ξt)+ξt, ahol ξs+t−ξt és ξt = ξt−ξ0 függetlenek,
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és ξs+t−ξt eloszlása megegyezik ξs−ξ0 = ξs eloszlásával, így kapjuk az állítás második részét

is. □

12.15. De�níció. Azt mondjuk, hogy (egydimenziós) eloszlásfüggvényeknek egy {Ft : t ⩾ 0}
családja egyparaméteres konvolúciós félcsoportot alkot, ha Fs+t=Fs∗Ft tetsz®leges s, t⩾0

esetén, és F0 = 1(0,∞).

12.16. Megjegyzés. A 12.15. De�nícióban az F0=1(0,∞) megkötés már következik az Fs+t=

= Fs ∗Ft, s, t ⩾ 0 feltételb®l. Ugyanis az s = t = 0 választással kapjuk, hogy F0 = F0 ∗F0.

Jelölje φ0 egy F0 eloszlásfüggvény¶ ζ valószín¶ségi változó karakterisztikus függvényét.

Ekkor F0 = F0 ∗F0 miatt ζ
D
= ζ+ ζ̃, ahol ζ̃

D
= ζ és ζ̃ és ζ függetlenek, így φ0(t) = φ2

0(t),

t∈R. Felhasználva, hogy φ0(0)=1 és φ0 folytonos, kapjuk, hogy φ0(t)=1 bármilyen t∈R
esetén, azaz F0 az azonosan 0 véletlen változó eloszlásfüggvénye. □

12.17. De�níció. Legyen T ̸= ∅ és {ξt : t ∈ T} valós érték¶ sztochasztikus folyamat, hogy

E(|ξt|)<∞, t∈ T . Ekkor az m : T →R, m(t) :=E(ξt), t∈ T , függvényt a folyamat várható

érték függvényének hívjuk. Továbbá, ha E(ξ2t )<∞, t ∈ T , akkor a K : T ×T → R,

K(s, t) := Cov(ξs, ξt), (s, t) ∈ T ×T,

függvényt a folyamat kovariancia függvényének hívjuk.

12.18. Megjegyzés. Ha {ξt : t ∈ T} egy olyan valós érték¶ sztochasztikus folyamat, hogy

E(ξ2t )<∞, t∈T , akkor E(|ξt|)<∞, t∈T , is teljesül, ugyanis a Cauchy-Schwarz-egyenl®tlenség
alapján E(|ξt|)⩽

√
E(ξ2t )E(12)<∞. □

12.19. Állítás. Legyen T ̸= ∅ és {ξt : t∈ T} egy olyan valós érték¶ sztochasztikus folyamat,

hogy E(ξ2t )<∞, t ∈ T . Ekkor K kovariancia függvényére teljesül, hogy

(i) K(s, t) =K(t, s), s, t ∈ T (azaz K szimmetrikus),

(ii) ∀ k ∈ N, ∀ t1, . . . , tk ∈ T , ∀ λ1, . . . , λk ∈ C esetén

k∑
i,j=1

λiλjK(ti, tj)⩾ 0.

Speciálisan, tetsz®leges k ∈ N és t1, . . . , tk ∈ T esetén a (K(tj, tl))j,l=1,...,k mátrix

pozitív szemide�nit.

Bizonyítás. (i). K(s, t) = Cov(ξs, ξt) = Cov(ξt, ξs) =K(t, s), s, t ∈ T ,
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(ii). A várható érték linearitása alapján

k∑
i,j=1

λiλjK(ti, tj) =
k∑

i,j=1

λiλj Cov(ξti , ξtj) =
k∑

i,j=1

λiλj E
(
(ξti −E(ξti))(ξtj −E(ξtj))

)
= E

(
k∑

i,j=1

λiλj(ξti −E(ξti))(ξtj −E(ξtj))

)

= E

(
k∑

i=1

λi(ξti −E(ξti))
k∑

j=1

λj(ξtj −E(ξtj))

)

= E

 k∑
i=1

λi(ξti −E(ξti))
k∑

j=1

λj(ξtj −E(ξtj))


= E

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

λi(ξti −E(ξti))

∣∣∣∣∣
2
⩾ 0.

□
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13. Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétel

Legyen ξ := {ξt : t ∈ T} egy tetsz®leges valós érték¶ sztochasztikus folyamat, ahol T egy

nemüres indexhalmaz. Jelölje RT a T indexhalmazon értelmezett valós érték¶ x : T → R
függények halmazát, azaz legyen RT :={x | x :T→R}. Vegyük észre, hogy a ξ sztochasztikus

folyamat úgy is felfogható, mint egy olyan függvény, mely az Ω eseménytéren van értelmezve,

és az RT térben veszi fel értékeit, nevezetesen

ξ : Ω→ RT , Ω ∋ ω 7→ ξ(ω),

ahol ξ(ω) :T →R, T ∋ t 7→ ξ(ω)(t) := ξt(ω). Természetesen a további munka szempontjából az

lenne kényelmes, ha ξ az RT tér véletlen eleme lenne, tehát ha a ξ :Ω→RT függvény mérhet®

lenne valamilyen alkalmasan de�niált mérhet®ségi struktúrára vonatkozóan. A kés®bbiekben

látni fogjuk, hogy ez nem is egyszer¶en egy kényelmi követelmény, hanem a ξ leképezés

mérhet®sége elengedhetetlen egyes eredmények bizonyítása során.

Abban a speciális esetben amikor T egy véges indexhalmaz, azaz T = {t1, . . . , td}, ahol

d ∈N, kapjuk, hogy a (ξt1 , . . . , ξtd) : Ω→Rd leképezés valószín¶ségi vektorváltozó (lásd 1.22.

Állítás), azaz mérhet® az (Ω,A) és (Rd,B(Rd)) mérhet®ségi struktúrákra nézve, ahol B(Rd)

az Rd szorzattér Borel σ-algebráját jelöli.

Természetes módon adódik a kérdés, hogy mit állíthatunk akkor, ha T nem véges halmaz.

Ekkor megadunk az RT téren egy σ(C) módon jelölt σ-algebrát, az ún. cilinderhalmazok

(hengerhalmazok) által generált σ-algebrát. Ehhez el®ször bevezetjük az ún. (végesdimenziós)

projekciókat.

13.1. De�níció. Legyen T egy nemüres indexhalmaz, n ∈ N és S = {s1, . . . , sn} ⊂ T . A

pS : RT → RS,

(pS(x))(si) := x(si), i= 1, . . . , n, x ∈ RT ,

leképezést az RS-re való projekciónak vagy vetítésnek nevezzük. (A fentiekben de�niált

pS(x) függvényt röviden (xs1 , . . . , xsn) módon is írhatjuk, ahol xsi az x függvénynek az si

pontban felvett x(si) helyettesítési értékét jelöli rövidített módon, ahol i= 1, . . . , n.)

Megjegyezzük, hogy a 13.1. De�nícióban bevezetett pS(x) valóban függvény tetsz®leges

x∈RT esetén, ugyanis az S halmaz elemei páronként különböz®ek (egy halmaz megadásának

konvencióit �gyelembe véve).

Az alábbiakban felidézzük mértékelméletb®l a mérhet® terek szorzatát és a cilinderhalmaz

(hengerhalmaz) fogalmát.

13.2. De�níció. Legyenek (X1,A1) és (X2,A2) mérhet® terek. A

T := {A1×A2 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}
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halmaz elemeit mérhet® tégláknak hívjuk, az (X1×X2, σ(T )) mérhet® teret pedig az (X1,A1)

és (X2,A2) mérhet® terek szorzatának nevezzük. A σ(T ) σ-algebrát A1×A2 (vagy A1⊗A2)

módon szokás jelölni. A de�níció értelemszer¶en kiterjeszthet® véges sok (Xi,Ai), i=1, . . . , n,

mérhet® tér szorzatára is.

Ha (Xα,Aα)α∈T végtelen sok mérhet® tér, ahol T egy tetsz®leges (nem feltétlenül véges)

indexhalmaz, akkor szorzatukon azt az (X, σ(C)) mérhet® teret értjük, melyre X :=
∏

α∈T Xα és

σ(C) az ún. cilinderhalmazok (hengerhalmazok) által generált σ-algebra. A cilinderhalmazok

olyan C ⊂X halmazok, melyekhez létezik olyan n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ T , αi ̸= αj, ha i ̸= j,

i, j ∈ {1, . . . , n}, és B ∈
∏n

k=1Aαk
:=Aα1 ×· · ·×Aαn, hogy

C = {x ∈X : (xα1 , . . . , xαn) ∈B}.

Az α1, . . . , αn indexeket a C tartópontjainak (koordinátáinak), a B halmazt pedig a C egy

tartóhalmazának (alapjának) mondjuk. A cilinderhalmazok összességét C-vel jelöljük.

13.3. Megjegyzés. (i) : Amennyiben Xα :=R, α∈T , úgy a 13.2. De�nícióbeli X szorzattér

nemmás, mint a T halmazon értelmezett R-beli érték¶ függvények halmaza, azaz RT . Ekkor

tetsz®leges α1, α2 ∈ T , α1 ̸= α2, esetén

C :=
{
x : T → R : (xα1 , xα2) ∈ [0,1]2

}
egy cilinderhalmaz. Mértékelméletb®l ismert, hogy tetsz®leges n ∈ N esetén B(Rn) = B(R)n,
így, ha T egy n-elem¶ halmaz, akkor RT -t beazonosítva Rn-nel, kapjuk, hogy B(RT )

beazonosítható B(R)n-nel.
(ii) : Legyen T :={1,2,3} és Xi :=R, i=1,2,3. Ekkor tetsz®leges r>0 esetén

{
(x1, x2, x3)∈

∈ R3 : x21+x
2
2 ⩽ r2

}
cilinderhalmaz, ugyanis{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : x21+x
2
2 ⩽ r2

}
=
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1, x2) ∈B

}
,

ahol B az (x1, x2) sík origó középpontú r-sugarú körlapja (a határt is beleértve). A szóban

forgó cilinderhalmaz nemmás, mint az x3-tengelyre forgásszimmetrikus, r-sugarú henger.

(iii) : Egy cilinderhalmaz többféleképpen is megadható. Például:{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x21+x

2
2 ⩽ r2

}
=
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1, x2, x3) ∈B×R

}
,

ahol B a (ii)-ben de�niált.

(iv): Véges sok cilinderhalmaz mindig tekinthet® azonos koordináták felettinek, azonos �dimen-

ziójú� tartóhalmazokkal. Például, ha T := N, Xi := R, i ∈ N, és

C1 := {x ∈X : (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B1},
C2 := {x ∈X : (xβ1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B2},
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ahol X a 13.2. De�nícióbeli szorzattér, n ∈ N, αi, βi ∈ T , i = 1, . . . , n, αi ̸= αj, β1 ̸= αj,

j = 1, . . . , n, és B1, B2 ∈ B(Rn), akkor legyen w1 := α1, . . . , wn := αn, wn+1 := β1. Ekkor

{x ∈X : (xw1 , xw2 , . . . , xwn+1) ∈B1×R}= {x ∈X : (xw1 , xw2 , . . . , xwn) ∈B1}
= {x ∈X : (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B1}= C1,

és

{x ∈X : (xwn+1 , xw2 , . . . , xwn , xw1) ∈B2×R}= {x ∈X : (xβ1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B2}= C2.

Így C1, illetve C2 tekinthet® {w1, . . . , wn, wn+1} tartópontokhoz tartozóaknak, azonos di-

menziójú B1×R, illetve B2×R tartóhalmazokkal. Más a tartópontok sorrendje, de ugyanazon

tartópontokról van szó. Azon is lehet segíteni, hogy nem ugyanaz a sorrend. Legyen ρ :Xα2 ×
×· · ·×Xαn ×Xβ1 →Xβ1 ×Xα2 ×· · ·×Xαn ,

ρ(xα2 , . . . , xαn , xβ1) := (xβ1 , xα2 , . . . , xαn), (xα2 , . . . , xαn , xβ1) ∈Xα2 ×· · ·×Xαn ×Xβ1 .

Ekkor

{x ∈X : (xw1 , xw2 , . . . , xwn , xwn+1) ∈ R×ρ−1(B2)}= {x ∈X : (xα2 , . . . , xαn , xβ1) ∈ ρ−1(B2)}
= {x ∈X : ρ(xα2 , . . . , xαn , xβ1) ∈B2}
= {x ∈X : (xβ1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B2}= C2.

Ha a tartópontok száma különböz®, akkor a kevesebb számú tartóponttal rendelkez® cilinder-

halmaz tartóhalmazát ki lehet b®víteni B×R×· · ·×R módon (a direkt szorzatban hozzávett

R-ekhez tartozó tartópontokat tetsz®legesen választhatjuk), és alkalmazható a fenti levezetés.

(v): Legyen T egy nemüres indexhalmaz, és tekintsük az RT téren a 13.2. De�nícióban

bevezetett hengerhalmazok által generált σ(C) σ-algebrát. Egy S = {s1, . . . , sn} ⊂ T index-

halmaz elemeihez, mint tartópontokhoz és egy B ∈ B(Rn) = B(R)n Borel-halmazhoz, mint

tartóhalmazhoz tartozó cilinderhalmaz felírható

p−1
S (B) = {x ∈ RT : (xs1 , . . . , xsn) ∈B}

alakban is, ahol pS a 13.1. De�nícióban bevezetett (végesdimenziós) projekció. A cilinder-

halmazok (hengerhalmazok) által generált σ(C) σ-algebra nemmás, mint az a legsz¶kebb

σ-algebra RT -n, melyre nézve minden (végesdimenziós) projekció mérhet®. Ha T véges, akkor

σ(C) = B(RT ). □

13.4. Lemma. A 13.2. De�níció jelöléseit használva, a cilinderhalmazok C-vel jelölt összessége
halmazalgebra.
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Bizonyítás. (i). X ∈ C, mert X = {x ∈X : xα ∈Xα} fennáll minden α ∈ T esetén.

(ii). Ha C ∈ C, ahol C := {x ∈X : (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B}, n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ T , αi ̸= αj,

ha i ̸= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, és B ∈
∏n

k=1Aαk
, akkor

X \C = {x ∈X : (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ̸∈B}

=

{
x ∈X : (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ∈

(
n∏

i=1

Xαi

)
\B

}
∈ C.

Így C-nek és X \C-nek ugyanazok a tartópontjai, X \C tartóhalmaza pedig C tartóhal-

mazának
∏n

i=1Xαi
-ben vett komplementere.

(iii). Ha C1, C2 ∈ C, ahol

C1 := {x ∈X : (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B1}, B1 ∈
n∏

k=1

Aαk
,

C2 := {x ∈X : (xβ1 , xβ2 , . . . , xβm) ∈B2}, B2 ∈
m∏
ℓ=1

Aβℓ
,

akkor a 13.3. Megjegyzés (iv) része alapján elérhetjük, hogy a C1 és C2 cilinderhalmazok

azonos tartópontokkal és azonos �dimenziójú� tartóhalmazokkal rendelkezzenek. Azaz feltehet®,

hogy n=m, és αi = βi, i= 1, . . . , n. Így

C1∪C2 = {x ∈X : (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ∈B1∪B2} ∈ C,

ugyanis B1∪B2 ∈
∏n

k=1Aαk
. □

13.5. Állítás. A 13.2. De�níció jelöléseit használva egy B ⊂X halmaz pontosan akkor mér-

het®, azaz B ∈ σ(C) pontosan akkor teljesül, ha létezik olyan (αk)
∞
k=1 indexsorozat és B̃ ∈

∈
∏∞

k=1Aαk
, hogy p−1

(αk)
∞
k=1

(B̃)=B, ahol p(αk)
∞
k=1

:
∏

α∈T Xα→
∏∞

k=1Xαk
, p(αk)

∞
k=1

(x):=(xαk
)∞k=1,

x ∈
∏

α∈T Xα (vagyis a B halmaz �csak megszámlálható sok koordinátától függ�).

A 13.5. Állítás az Xα:=R, α∈T , esetben szemléletesen azt jelenti, hogy egy B⊂RT halmaz

pontosan akkor σ(C)-mérhet®, ha a B-hez tartozó függvények oly módon vannak de�niálva,

hogy megszámlálható sok pontban közös módon el®írjuk az értéküket, a többi helyen pedig az

értékek tetsz®legesek lehetnek.

Ezek után már van értelme azt kérdezni, hogy egy ξ : Ω→RT függvény mérhet®-e, melyet

a következ® állításban válaszolunk meg.

13.6. Állítás. Legyen ξ := {ξt : t ∈ T} egy valós érték¶ sztochasztikus folyamat, ahol T egy

nemüres indexhalmaz. Ekkor ξ : Ω → RT mérhet® az (Ω,A) és (RT , σ(C)) mérhet®ségi

terekre (struktúrákra) vonatkozóan.
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Bizonyítás. Mivel a cilinderhalmazok C összessége halmazalgebra (lásd 13.4. Lemma), mely

generálja a σ(C) σ-algebrát, a �jó halmazok� módszere alapján (lásd 1.19. Állítás) elég azt

megmutatni, hogy tetsz®leges cilinderhalmaz ξ általi ®sképe A-mérhet®. Jelöljön C egy

cilinderhalmazt, melynek tartópontjai egy S = {s1, . . . , sn} ⊂ T véges halmaz elemei (ahol

n ∈ N) és tartóhalmaza egy B ∈ B(Rn) Borel-halmaz. Ekkor

ξ−1(C) = {ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ C}= {ω ∈ Ω : (ξs1(ω), . . . , ξsn(ω)) ∈B}
= (ξs1 , . . . , ξsn)

−1(B) ∈ A,

mert (ξs1 , . . . , ξsn) : Ω → Rn mérhet®, ugyanis Rn-beli érték¶ véletlen változó (lásd 1.22.

Állítás). □

Tekintettel arra, hogy már de�niáltunk egy mérhet®ségi struktúrát RT -n, a cilinderhal-

mazok által generált σ(C) σ-algebrát, de�niálhatjuk egy ξ sztochasztikus folyamat, mint

RT -beli érték¶ véletlen változó, eloszlását is az (RT , σ(C)) téren. Az alábbi de�níció valójában

az 1.10. De�níció speciális esete.

13.7. De�níció. Egy ξ := {ξt : t ∈ T} (valós érték¶) sztochasztikus folyamat (ahol T egy

nemüres indexhalmaz) eloszlásán az (RT , σ(C)) téren de�niált alábbi valószín¶ségi mértéket

értjük:

Pξ(M) := P(ξ ∈M) = P(ξ−1(M)), M ∈ σ(C).

A következ® állítás egy sztochasztikus folyamat eloszlása és a végesdimenziós eloszlásai

közötti kapcsolatot tárgyalja.

13.8. Állítás. Legyen ξ := {ξt : t∈T} egy (valós érték¶) sztochasztikus folyamat, ahol T egy

nemüres indexhalmaz.

(i) Ekkor ξ eloszlása egyértelm¶en meghatározza ξ végesdimenziós eloszlásait.

(ii) Ha η := {ηt : t ∈ T} egy olyan (valós érték¶) sztochasztikus folyamat, melynek végesdi-

menziós eloszlásai megegyeznek ξ végesdimenziós eloszlásaival, akkor ξ és η eloszlása

megegyezik, azaz Pξ = Pη. (Tehát egy sztochasztikus folyamat végesdimenziós eloszlásai

egyértelm¶en meghatározzák a folyamat eloszlását az (RT , σ(C)) téren.)

Bizonyítás. (i). Legyen S = {s1, . . . , sn} ⊂ T , ahol n ∈ N és B ∈ B(Rn). Ekkor

Pξs1 ,...,ξsn
(B) = P((ξs1 , . . . , ξsn) ∈B) = P(ξ ∈ C) = Pξ(C),

ahol C az S indexhalmazhoz, mint tartóponthalmazhoz és B-hez, mint tartóhalmazhoz

tartozó cilinderhalmaz.

(ii). Mivel a cilinderhalmazok C összessége halmazalgebra (lásd 13.4. Lemma), mely generálja

a σ(C) σ-algebrát, és Pξ és Pη σ-véges mértékek (RT , σ(C))-n, a Carathéodory-tétel szerint
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(lásd 1.8. Tétel) elég azt megmutatni, hogy Pξ és Pη megegyezik a C halmazalgebrán. Ez

viszont teljesül, ugyanis, ha C egy S={s1, . . . , sn} indexhalmazhoz, mint tartóponthalmazhoz

és B ∈ B(Rn)-hez, mint tartóhalmazhoz tartozó cilinderhalmaz (ahol n ∈ N), akkor

Pξ(C) = P(ξ ∈ C) = P((ξs1 , . . . , ξsn) ∈B) = Pξs1 ,...,ξsn
(B) = Pηs1 ,...,ηsn

(B)

= P((ηs1 , . . . , ηsn) ∈B) = P(η ∈ C) = Pη(C).

□

A következ®kben azt az el®z® fejezetben felvetett kérdést vizsgáljuk meg, hogy mi egy olyan

minimális feltétel, melyet egy valószín¶ségeloszlás családnak teljesítenie kell ahhoz, hogy a csa-

lád elemei egy sztochasztikus folyamat végesdimenziós eloszlásai (másként szólva a szóban forgó

sztochasztikus folyamat eloszlásának, mint valószín¶ségi mértéknek a marginálisai) legyenek.

Ez a Kolmogorov konzisztenciatétel, illetve egzisztenciatétel témaköre.

13.9. De�níció. Legyen T ̸= ∅ indexhalmaz. Legyen

T ∗ :=
{
(t1, . . . , tn) ∈ T n : n ∈ N, ti ̸= tj, ha i ̸= j, i, j ∈ {1, . . . , n}

}
,

és minden (t1, . . . , tn)∈T ∗ esetén legyen adott egy Pt1,...,tn valószín¶ségi mérték az (Rn,B(Rn))

mérhet® téren. A {Pt1,...,tn :(t1, . . . , tn)∈T ∗, n∈N} családot konzisztensnek hívjuk, ha kielégíti

az alábbi két feltételt :

(a) permutáció invariancia : ha π az (1,2, . . . , n) egy permutációja, akkor tetsz®leges

Ai ∈B(R), i= 1, . . . , n, Borel-mérhet® halmazok esetén a Pt1,...,tn és Ptπ(1),...,tπ(n)
való-

szín¶ségi mértékekre fennáll, hogy

Pt1,...,tn(A1×A2×· · ·×An) = Ptπ(1),...,tπ(n)
(Aπ(1)×Aπ(2)×· · ·×Aπ(n)),

(b) kompatibilitási feltétel : minden n∈N, (t1, . . . , tn, tn+1)∈T ∗ és tetsz®leges A∈B(Rn)

esetén

Pt1,...,tn(A) = Pt1,...,tn,tn+1(A×R).

13.10. Megjegyzés. (i). A 13.9. De�níció (a) feltétele szemléletesen azt jelenti, hogy egy

téglatest mértéke nem függ a koordináták sorrendjét®l, a (b) feltétele pedig a �hasábok térfogata

egyenl® az alapterület szorozva a magassággal� elv általánosítása. A 13.9. De�níció (b) feltételét

azért szokás kompatibilitási feltételnek hívni, mert különböz® dimenziós Euklideszi tereken

adott valószín¶ségi mértékek közötti kapcsolatról szól.

(ii). A következ®kben példát mutatunk valószín¶ségi mértékek konzisztens (azaz a 13.9. De�-

níció (a) és (b) feltételeit teljesít®) családjára. Legyen T ̸=∅, f :R→[0,∞) egy s¶r¶ségfüggvény,

legyen továbbá tetsz®leges (t1, . . . , tn) ∈ T ∗, n ∈ N, és A ∈ B(Rn) esetén

Pt1,...,tn(A) :=

∫
A

f(x1) · · · f(xn) dx1dx2 . . . dxn.
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Ha n ∈ N és ξ1, . . . , ξn független, azonos eloszlású valószín¶ségi változók, hogy a közös

eloszlás abszolút folytonos f s¶r¶ségfüggvénnyel, akkor felhasználva, hogy ekkor (ξ1, . . . , ξn)

is abszolút folytonos eloszlású és s¶r¶ségfüggvénye fξ1 · · · fξn , kapjuk, hogy

Pt1,...,tn(A) =

∫
A

f(ξ1,...,ξn)(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn = P((ξ1, . . . , ξn) ∈ A)

minden n∈N és A∈B(Rn) esetén. Ekkor (t1, . . . , tn, tn+1)∈T ∗, n∈N és A∈B(Rn) esetén,

a Fubini-tétel alapján

Pt1,...,tn,tn+1(A×R) =
∫
A×R

f(x1) · · · f(xn)f(xn+1) dx1dx2 . . . dxndxn+1

=

∫
A

f(x1) · · · f(xn)
(∫

R
f(xn+1) dxn+1

)
dx1dx2 . . . dxn

=

∫
A

f(x1) · · · f(xn) dx1dx2 . . . dxn = Pt1,...,tn(A).

Így teljesül a 13.9. De�níció (b) feltétele. A 13.9. De�níció (a) feltételét hasonlóan ellen®rizhet-

jük le. □

13.11. Állítás. Legyen T ̸= ∅ egy indexhalmaz. Legyen továbbá P egy valószín¶ségi mérték

az
(
RT , σ(C)

)
szorzattéren, ahol σ(C) a cilinderhalmazok által generált σ-algebrát jelöli (lásd

a 13.2. De�níciót). Minden (t1, . . . , tn) ∈ T ∗, n ∈ N, esetén legyen

Pt1,...,tn(A) := P
({
x ∈ RT : (xt1 , . . . , xtn) ∈ A

})
, A ∈ B(Rn).

Ekkor a {Pt1,...,tn : (t1, . . . , tn) ∈ T ∗, n ∈ N} valószín¶ségi mértékekb®l álló család konzisztens.

Bizonyítás. Permutáció invariancia: Legyen (t1, . . . , tn) ∈ T ∗, n ∈N, Ai ∈ B(R), i= 1, . . . , n,

és π az (1, . . . , n) egy permutációja. Ekkor

Pt1,...,tn(A1×· · ·×An) = P
({
x ∈ RT : (xt1 , . . . , xtn) ∈ A1×· · ·×An

})
= P

({
x ∈ RT : xti ∈ Ai, i= 1, . . . , n

})
,

és

Ptπ(1),...,tπ(n)
(Aπ(1)×· · ·×Aπ(n)) = P

({
x ∈ RT : (xtπ(1)

, . . . , xtπ(n)
) ∈ Aπ(1)×· · ·×Aπ(n)

})
= P

({
x ∈ RT : xtπ(i)

∈ Aπ(i), i= 1, . . . , n
})

= P
({
x ∈ RT : xtj ∈ Aj, j = 1, . . . , n

})
,

ahol az utolsó lépésben az i := π−1(j) helyettesítéssel éltünk.

Kompatibilitás: Legyen (t1, . . . , tn, tn+1) ∈ T ∗, n ∈ N, A ∈ B(Rn). Ekkor

Pt1,...,tn,tn+1(A×R) = P
({
x ∈ RT : (xt1 , . . . , xtn , xtn+1) ∈ A×R

})
= P

({
x ∈ RT : (xt1 , . . . , xtn) ∈ A

})
= Pt1,...,tn(A).
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□

Sokkal érdekesebb a fordított állítás, mely Kolmogorov konzisztenciatétel néven ismert.

13.12. Tétel. (Kolmogorov konzisztenciatétele) Legyen T ̸= ∅ egy indexhalmaz, és min-

den (t1, . . . , tn)∈T ∗, n∈N esetén Pt1,...,tn egy valószín¶ségi mérték az (Rn,B(Rn)) mérhet®

téren. Tegyük fel, hogy a {Pt1,...,tn : (t1, . . . , tn)∈T ∗, n∈N} család konzisztens. Ekkor egyértel-

m¶en létezik olyan P valószín¶ségi mérték az (RT , σ(C)) mérhet® téren (ahol σ(C) a cilin-

derhalmazok által generált σ-algebra, lásd a 13.2. De�níciót), amelyre minden (t1, . . . , tn)∈T ∗,

n ∈ N esetén

Pt1,...,tn(A) = P
({
x ∈ RT : (xt1 , . . . , xtn) ∈ A

})
, ∀ A ∈ B(Rn).

Bizonyítás. El®ször de�niálunk egy P halmazfüggvényt a cilinderhalmazok C halmazalgeb-

ráján. Ha

C =
{
x ∈ RT : (xt1 , xt2 , . . . , xtn) ∈ A

}
,

ahol (t1, . . . , tn)∈T ∗, n∈N, A∈B(Rn), egy cilinderhalmaz, akkor legyen P(C) :=Pt1,...,tn(A).

Egy C cilinderhalmaz mértéke úgy van de�niálva, hogy megkeressük milyen tartópontok és

tartóhalmaz tartozik hozzá, vesszük a tartópontokhoz tartozó Pt1,...,tn valószín¶ségi mértéket,

majd e szerint a tartóhalmaz mértékét. Felhívjuk a �gyelmet, hogy mivel egy C cilinderhalmazt

többféle módon is meg lehet adni, ezért nem evidens, hogy P(C) de�níciója értelmes. Azonban,

mivel a {Pt1,...,tn : (t1, . . . , tn) ∈ T ∗, n ∈ N} család konzisztens, végiggondolható, hogy P(C)
jólde�niált, vagyis értéke nem függ a cilinderhalmaz megadási módjától. Például, a fenti C a

C =
{
x ∈ RT : (xt1 , xt2 , . . . , xtn , xtn+1) ∈ A×R

}
alakban is megadható, így a de�níció szerint P(C)=Pt1,t2,...,tn,tn+1(A×R), mely a kompatibilitási

feltétel miatt megegyezik Pt1,...,tn(A)-val.

Belátjuk, hogy P(RT ) = 1. Nyilván minden t ∈ T esetén RT = {x ∈ RT : xt ∈ R}, és így

P(RT ) = Pt(R) = 1, hiszen Pt valószín¶ségi mérték (R,B(R))-en.
Megmutatjuk, hogy P végesen additív halmazfüggvény C-n. A 13.3. Megjegyzés (iv) része

alapján véges sok cilinderhalmazról feltehet®, hogy ugyanazokkal a tartópontokkal rendelkez-

nek, azt, hogy véges sok ilyen tulajdonságú, páronként diszjunkt cilinderhalmazt tekinthetünk

olyan tartóhalmazokkal, melyek páronként diszjunktak, és felhasználva azt is, hogy ezen rögzí-

tett tartópontokhoz a feltétel alapján tartozó valószín¶ségi mérték speciálisan végesen additív

is, adódik, hogy P végesen additív halmazfüggvény C-n.
Megmutatjuk, hogy P σ-additív is C-n. A B.4. Tétel alapján ehhez elég belátni, hogy

létezik egy olyan K ⊂ C σ-kompakt család, hogy a P : C → [0,1] végesen additív (véges

értékeket felvev®) halmazfüggvény belülr®l reguláris K-ra nézve.

Jelölje K a kompakt tartóhalmazokkal rendelkez® cilinderhalmazok családját.
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Megmutatjuk el®ször, hogy K σ-kompakt család. Legyen Kn ∈ K, n ∈ N, olyan sorozat,

hogy
⋂∞

n=1Kn = ∅, azonban ∀ N ∈N-re
⋂N

n=1Kn ̸= ∅. Ellentmondásra szeretnénk jutni. Az

egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy K1⊃K2⊃· · ·⊃Kn⊃· · · , n∈N, és Kn ̸= ∅, n∈N. (Ezt

megtehetjük, mert a K̃1 :=K1, K̃2 :=K1∩K2, . . . , K̃n :=K1∩· · ·∩Kn, n ∈ N, választásokkal
K̃n ∈ K, n ∈ N, és

⋂∞
n=1 K̃n =

⋂∞
n=1Kn = ∅,

⋂N
n=1 K̃n = K̃N ̸= ∅, N ∈ N.) A Kn, n ∈ N,

halmazok tartóindexeit oly módon vegyük sorra, hogy el®ször a K1 tartóindexeit, majd a

K2 tartóindexeit, stb. vesszük sorra. Természetesen mindig csak a �szükséges� tartóindexeket

vesszük hozzá, és mivel K1⊃K2⊃· · ·⊃Kn⊃· · · , n∈N, minden egyes lépésben a már meglév®

tartóindexek sorozata csak b®vülhet, és felhasználva, hogy megszámlálható sok véges halmaz

uniója is megszámlálható, kapjuk, hogy Kn, n ∈ N, tartóindexeit ilyen módon sorra véve

valóban egy (tn)n∈N módon jelölt sorozatot kapunk. Ez a sorozat megszámlálhatóan végtelen

sok (azaz nem véges sok) tagból áll, ugyanis ha csak véges sok tagból állna, akkor a Cantor-féle

közösrész- (metszet) tétel alapján a Kn, n ∈ N, család metszete egy olyan cilinderhalmaz

lenne, melynek tartóponthalmaza a szóban forgó véges sok pontból álló halmaz, tartóhalmaza

pedig egy nemüres halmaz lenne, mely ellentmondt annak, hogy
⋂∞

n=1Kn = ∅. Vegyük az

els® t1 indexet, és tekintsük a p{t1}(Kn), n ∈ N, halmazokat (vetületeket), ahol p{t1}(Kn)

(a 13.1. De�níció szerint) azon y ∈ R pontokból áll, melyekhez létezik olyan ỹ ∈ RT\{t1},

hogy y-t és ỹ-t "alkalmas" módon összerakva a kapott pont benne van Kn-ben. Mivel

(Kn)n∈N cilinderhalmazok olyan nemüres monoton csökken® rendszere, melyek tartóhalmazai

kompakt halmazok, kapjuk, hogy a szóban forgó vetületek nemüres, monoton csökken® kompakt

részhalmazai R-nek. Így Cantor-féle közösrész (metszet) tétel alapján a metszetük nem üres

halmaz, legyen x∗t1 a metszet egy eleme, és jelölje Ct1 az {x∗t1} egy pontból álló halmazhoz,

mint tartóhalmazhoz tartozó cilinderhalmazt, azaz

Ct1 :=
{
x ∈ RT : xt1 = x∗t1

}
.

Felhívjuk a �gyelmet, hogy az x∗t1 létezésének indoklásakor (a metszet nemüres) használtuk

fel, hogy
⋂N

n=1Kn ̸= ∅, ∀ N ∈ N, (vagy ami ezzel ekvivalens, hogy Kn ̸= ∅, n ∈ N, hiszen

feltettük, hogy Kn, n ∈N, monoton csökken® halmazrendszer). Ha a Kn, n ∈N, halmazokat

elmetsszük a Ct1 halmazzal, úgy továbbra is fennáll, hogy K1∩Ct1 ⊃K2∩Ct1 ⊃ · · · ⊃Kn∩
∩Ct1 ⊃ · · · ,

⋂∞
n=1(Kn∩Ct1) = ∅ és az is, hogy ∀ N ∈ N-re

⋂N
n=1(Kn∩Ct1) ̸= ∅, ugyanis

a monoton csökken®ség miatt
⋂N

n=1(Kn∩Ct1) = KN ∩Ct1 , és x∗t1 ∈ p{t1}(KN), azaz x∗t1-ot

ki lehet úgy "egészíteni", hogy a kiegészítés után kapott pont KN eleme legyen, és ez a pont

nyilván eleme Ct1-nek is. Vegyük ezt követ®en a t2 indexet és ismételjük meg az eljárást a

Kn, n ∈ N, család helyett a Kn∩Ct1 , n ∈ N, családra: x∗t2 eleme a p{t2}(Kn∩Ct1), n ∈ N
halmazok (vetületek) metszetének, továbbá a

Ct1,t2 :=
{
x ∈ RT : xt1 = x∗t1 , xt2 = x∗t2

}
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jelöléssel

∞⋂
n=1

(Kn∩Ct1,t2) = ∅, és
N⋂

n=1

(Kn∩Ct1,t2) =KN ∩Ct1,t2 ̸= ∅, ∀ N ∈ N.

Mivel csak megszámlálható sok indexen kell végigmennünk, teljes indukciót használva kapjuk,

hogy létezik egy olyan (x∗tm)m∈N sorozat, hogy a

Ct1,...,tm :=
{
x ∈ RT : xti = x∗ti , i= 1, . . . ,m

}
jelöléssel, tetsz®leges m ∈ N esetén x∗tm+1

benne van a (p{tm+1}(Kn∩Ct1,...,tm))n∈N halmaz-

rendszer metszetében, és

∞⋂
n=1

(Kn∩Ct1,...,tm) = ∅, és
N⋂

n=1

(Kn∩Ct1,...,tm) =KN ∩Ct1,...,tm ̸= ∅, ∀ N ∈ N.

Legyen C az (x∗tn)n∈N ponthoz tartozó alábbi cilinderhalmaz:

C :=
{
x ∈ RT : (xtn)n∈N = (x∗tn)n∈N

}
.

Végiggondoljuk, hogy tetsz®leges x ∈ C esetén x ∈
⋂∞

n=1Kn, ami ellentmondás, hiszen⋂∞
n=1Kn = ∅. Adott n0 ∈ N esetén Kn0 felírható

Kn0 =
{
x ∈ RT : (xs1 , . . . , xsmn0

) ∈ C(n0)
}

alakban,

ahol s1, . . . , smn0
∈ T a Kn0 páronként különböz® tartópontjai (ahol mn0 ∈ N), C(n0) ∈

∈ B(Rmn0 ) pedig egy tartóhalmaza. Az (x∗tn)n∈N sorozat de�níciója miatt és felhasználva azt

is, hogy az s1, . . . , smn0
tartópontok szerepelnek a konstrukció miatt a (tn)n∈N sorozatban,

kapjuk, hogy (x∗s1 , . . . , x
∗
smn0

)∈C(n0), vagy ezzel ekvivalens módon x∈Kn0 tetsz®leges x∈C
esetén. Így C ⊂

⋂∞
n=1Kn, mely ellentmondás, ugyanis C nemüres. Beláttuk tehát, hogy K

egy σ-kompakt család.

Megmutatjuk most, hogy P belülr®l reguláris K-ra nézve a C halmazalgebrán. Mivel Rn

teljes szeparábilis metrikus tér, a B.6. Tétel alapján az (Rn,B(Rn)) mérhet® téren bármely

valószín¶ségi mérték kompakt reguláris. Felhasználva P de�nícióját, ez azt jelenti, hogy P
belülr®l reguláris K-ra nézve C-n. Valóban, a B.3. De�níció jelöléseivel legyen X :=RT , A :=

=C, µ :=P, és K a kompakt tartóhalmazokkal rendelkez® (C-beli) cilinderhalmazok családja.

Ha A ∈ C, akkor létezik olyan n ∈ N, (t1, . . . , tn) ∈ T ∗ és BA ∈ B(Rn), hogy A = {x ∈
∈ RT : (xt1 , . . . , xtn) ∈ BA}, és így P(A) = Pt1,...,tn(BA). Ezért a B.6. Tétel alkalmazható az

(Rn,B(Rn), Pt1,...,tn) valószín¶ségi mez® esetén:

Pt1,...,tn(BA) = sup{Pt1,...,tn(B) :B ⊂BA, B ∈ B(Rn) kompakt},

és így

P(A) = sup{P(K) :K ⊂ A, K ∈ K}.
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A B.4. Tétel minden feltétele teljesül tehát, így P σ-additív C-n.
Felhasználva, hogy C halmazalgebra, P σ-additív C-n és azt, hogy P valószín¶ségi mérték

C-n, az 1.8. Tétel (Carathéodory-tétel) alapján kapjuk, hogy P egyértelm¶en kiterjeszthet®

σ(C)-re. □

13.13. Példa. A Kolmogorov konzisztenciatételben legyen T :=N, továbbá minden n∈N és

(t1, . . . , tn) ∈ T ∗ esetén legyen Pt1,...,tn egy n-dimenziós standard normális eloszlású véletlen

vektor eloszlása (Rn,B(Rn))-en. Mivel

Pt1,...,tn(B) =

∫
B

f(x1) · · · f(xn) dx1 · · · dxn, B ∈ B(Rn),

ahol f(x) := 1√
2π
e−

x2

2 , x∈R, a 13.10. Megjegyzés (ii) része alapján a {Pt1,...,tn : (t1, . . . , tn)∈
∈ T ∗, n ∈ N} család konzisztens. Ezért a Kolmogorov konzisztenciatétel szerint (RN, σ(C))-n
létezik olyan P valószín¶ségi mérték, hogy minden p{j} : RN → R, j ∈ N, koordinátaleképe-

zésnek (projekciónak) a P-szerinti eloszlása 1-dimenziós standard normális eloszlás. Valóban,

tetsz®leges j ∈ N és B ∈ B(R) esetén

Pp{j}(B) = P(p{j} ∈B) = P({x ∈ RN : xj ∈B}) = Pj(B) =

∫
B

1√
2π

e−
x2

2 dx.

A Kolmogorov konzisztenciatétel jelen esetben valójában egy független, azonos standard nor-

mális eloszlású véletlen változókból álló sorozat létezését állítja. □

13.14. Példa. Tekintsük az (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®t, ahol Ω := [0,1], A := B([0,1])
és P := λ|A, ahol λ az egydimenziós Lebesgue-mértéket jelöli. Megmutatjuk, hogy nem

lehetséges olyan független, azonos eloszlású véletlen változókból álló {ξt:t∈[0,1]} sztochasztikus

folyamatot megadni (Ω,A,P)-n, hogy ξt-k közös eloszlása nemdegenerált legyen. Indirekt

módon tegyük fel, hogy lehetséges. Ekkor, mivel Pξ1 nemdegenerált, létezik olyan A ∈ B(R),
hogy Pξ1(A) = P(ξ1 ∈A) = P(ξt ∈A)∈ (0,1), t∈ [0,1]. Továbbá, tetsz®leges s ̸= t, s, t∈ [0,1],

esetén, felhasználva, hogy ξs és ξt függetlenek és azonos eloszlásúak, kapjuk, hogy

E((1A(ξs)−1A(ξt))
2) = E(1A(ξs)−21A(ξs)1A(ξt)+1A(ξt))

= P(ξs ∈ A)−2P(ξs ∈ A)P(ξt ∈ A)+P(ξt ∈ A)
= 2P(ξ1 ∈ A)−P(ξ1 ∈ A)2 = 2P(ξ1 ∈ A)(1−P(ξ1 ∈ A)) := cA ∈ (0,1).

Mivel L2(Ω,A,P) egy végtelen dimenziós, szeparábilis Hilbert-tér, létezik benne egy φn, n∈
∈N, módon jelölt teljes ortonormált sorozat, és így tetsz®leges f ∈L2(Ω,A,P) esetén teljesül

az ∥f∥2L2
=
∑∞

n=1 |⟨f, φn⟩|2L2
Parseval-egyenl®ség. Speciálisan, tetsz®leges s ̸= t, s, t ∈ [0,1],

esetén

cA = E((1A(ξs)−1A(ξt))
2) = ∥1A(ξs)−1A(ξt)∥2L2

=
∞∑
n=1

|⟨1A(ξs)−1A(ξt), φn⟩L2|2.
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Itt tetsz®leges n ∈ N esetén, mivel ξs és ξt azonos eloszlásúak,

⟨1A(ξs)−1A(ξt), φn⟩L2 = ⟨1A(ξs), φn⟩L2 −⟨1A(ξt), φn⟩L2 = E(1A(ξs)φn)−E(1A(ξs)φn) = 0,

mely ellentmondás, ugyanis cA ∈ (0,∞). □

13.15. Tétel. (Kolmogorov egzisztenciatétele) Legyen T ⊂ [0,∞) egy nemüres halmaz.

Tetsz®leges k∈N, t1, . . . , tk∈T, t1<· · ·<tk esetén legyen Ft1,t2,...,tk :Rk→[0,1] egy k-dimenziós

eloszlásfüggvény. Tegyük fel, hogy az

{Ft1,t2,...,tk : k ∈ N, t1, t2, . . . , tk ∈ T, t1 < t2 < · · ·< tk}

család kompatibilis, azaz tetsz®leges k∈N, t1, . . . , tk∈T , ℓ∈{1, . . . , k}, és 1⩽i1<i2<. . .<iℓ⩽k

egészek esetén

lim
xj→∞, j ̸∈{i1,...,iℓ}

Ft1,...,tk(x1, . . . , xk) = Fti1 ,...,tiℓ
(xi1 , . . . , xiℓ), ∀ xi1 , . . . , xiℓ ∈ R.

Ekkor létezik olyan (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és rajta olyan {ξt : t ∈ T} valós érték¶

sztochasztikus folyamat, melyre tetsz®leges k∈N, t1, . . . , tk∈T , t1< · · ·<tk esetén ξt1 , . . . , ξtk
eloszlásfüggvénye Ft1,...,tk (melyb®l következik, hogy {ξt :t∈T} végesdimenziós eloszlásai éppen

az adott eloszlásfüggvényekkel vannak megadva).

Bizonyítás. Kolmogorov konzisztenciatételét (a 13.12. Tételt) fogjuk alkalmazni. Minden k∈
∈N, t1, . . . , tk ∈ T, t1 < · · ·< tk esetén legyen Pt1,...,tk az Ft1,...,tk eloszlásfüggvényhez tartozó

Lebesgue-Stieltjes mérték (Rk,B(Rk))-n, azaz Pt1,...,tk az az egyértelm¶en meghatározott

valószín¶ségi mérték az (Rk,B(Rk)) mérhet® téren, melyre

Pt1,...,tk

({
(y1, . . . , yk) ∈ Rk : y1 < x1, . . . , yk < xk

})
= Pt1,...,tk

(
(−∞, x1)×(−∞, x2)×· · ·×(−∞, xk)

)
= Ft1,t2,...,tk(x1, . . . , xk)

(13.1)

teljesül minden x1, . . . , xk ∈ R esetén. Ha k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T és ti ̸= tj, ha i ̸= j, i, j ∈
∈ {1, . . . , k}, akkor Pt1,...,tk legyen az Ft∗1,...,t

∗
k

eloszlásfüggvényhez tartozó Lebesgue-Stieltjes

mérték (Rk,B(Rk))-n, ahol t∗1<· · ·<t∗k a t1, . . . , tk számok nagyság szerint növekv® sorrendje.

Felhasználva, hogy az

{Ft1,t2,...,tk : k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T, t1 < · · ·< tk}

család kompatibilis, kapjuk, hogy a

{Pt1,t2,...,tk : k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T, ti ̸= tj, i, j = 1, . . . , k}

valószín¶ségi mértékekb®l álló család konzisztens a 13.9. De�níció értelmében. Például a 13.9.

De�nícióbeli (a) feltétel, a permutáció invariancia n = 2 esetén az alábbi módon igazolható:

minden t1 < t2, t1, t2 ∈ T esetén a de�níció értelmében

Pt2,t1((−∞, x2)×(−∞, x1)) = Ft1,t2(x1, x2) = Pt1,t2((−∞, x1)×(−∞, x2)), x1, x2 ∈ R.
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A 13.9. De�nícióbeli (b) feltétel, az ottani kompatibilitási feltétel n=2 esetén az alábbi módon

igazolható: minden t1<t2<t3, t1, t2, t3∈T , és A := (−∞, x1)×(−∞, x2)∈B(R2), x1, x2∈R,
esetén

Pt1,t2,t3(A×R) = lim
x3→∞

Pt1,t2,t3((−∞, x1)×(−∞, x2)×(−∞, x3)) = lim
x3→∞

Ft1,t2,t3(x1, x2, x3)

= Ft1,t2(x1, x2) = Pt1,t2((−∞, x1)×(−∞, x2)) = Pt1,t2(A).

Így a 13.12. Tétel alapján egyértelm¶en létezik olyan P valószín¶ségi mérték az (RT , σ(C))
mérhet® téren, amelyre minden k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T , ti ̸= tj, i, j = 1, . . . , k, esetén

Pt1,...,tk(A) = P
({
x ∈ RT : (xt1 , . . . , xtk) ∈ A

})
, ∀ A ∈ B(Rk). (13.2)

Így az Ω :=RT és A :=σ(C) választásokkal (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®. Minden t∈T
esetén legyen ξt : Ω→ R,

ξt(ω) := ωt, ω ∈ Ω.

(Itt ω ∈ Ω nemmás, mint egy T -b®l R-be képez® függvény, és a korábbiakhoz hasonlóan

tesz®leges t∈T esetén ωt az ω értékét jelöli t-ben.) Ekkor ξt valószín¶ségi változó, hiszen

tetsz®leges v ∈ R esetén

{ω ∈ Ω : ξt(ω)< v}= {ω ∈ Ω : ωt < v}=
{
x ∈ RT : xt < v

}
=
{
x ∈ RT : xt ∈ (−∞, v)

}
,

ami pedig egy cilinderhalmaz, így benne van σ(C)-ben (a cilinderhalmazok által generált σ-

algebrában). Ezért (ξt)t∈T egy sztochasztikus folyamat. Végezetül, tetsz®leges k∈N, t1, . . . , tk∈
∈ T, t1 < · · ·< tk, v1, . . . , vk ∈ R esetén, a (13.1) és (13.2) összefüggések alapján

P(ξt1 < v1, . . . , ξtk < vk) = P
({
x ∈ RT : xt1 < v1, . . . , xtk < vk

})
= P

({
x ∈ RT : (xt1 , . . . , xtk) ∈ (−∞, v1)×· · ·×(−∞, vk)

})
= Pt1,...,tk

(
(−∞, v1)×· · ·×(−∞, vk)

)
= Ft1,...,tk(v1, . . . , vk).

□

13.16. Állítás. Legyen {Ft : t⩾ 0} eloszlásfüggvényeknek egy egyparaméteres konvolúciós fél-

csoportja. Ekkor létezik olyan (Ω,A,P) valószín¶ségi mez® és rajta olyan {ξt :t⩾0} független,

stacionárius növekmény¶ sztochasztikus folyamat, hogy Fξt=Ft tetsz®leges t⩾0 esetén. (Ekkor

a 12.14. Állítás alapján {ξt : t ⩾ 0} végesdimenziós eloszlásait egyértelm¶en meghatározza az

{Ft : t⩾ 0} család.)

Bizonyítás. Legyen k ∈ N tetsz®legesen rögzített. Legyen 0 ⩽ t1 < t2 < . . . < tk esetén

(η1, η2, . . . , ηk) egy olyan valószín¶ségi vektorváltozó, melynek koordinátái függetlenek és rend-

re Ft1 , Ft2−t1 , . . . , Ftk−tk−1
eloszlásúak. Megjegyezzük, hogy létezik olyan valószín¶ségi mez®,

melyen η1, . . . , ηk a feltételeknek megfelel®en de�niálhatóak. Jelölje Ft1,t2,...,tk az

(η1, η1+η2, . . . , η1+η2+ · · ·+ηk)
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véletlen vektor eloszlásfüggvényét. Belátjuk, hogy az{
Ft1,...,tk : k ∈ N, 0⩽ t1 < · · ·< tk

}
családra teljesül a 13.15. Tételbeli kompatibilitási feltétel. Azt kell megmutatni, hogy ha k∈N,
ℓ∈ {1, . . . , k}, és 1⩽ i1 < i2 < . . . < iℓ ⩽ k egészek, akkor az (η1, η1+η2, . . . , η1+η2+ · · ·+ηk)
véletlen vektor i1, i2, . . . , iℓ sorszámú koordinátáinak együttes eloszlása megegyezik egy olyan

(η̃i1 , η̃i1 + η̃i2 , . . . , η̃i1 + η̃i2 + · · ·+ η̃iℓ)

véletlen vektor eloszlásával, ahol (η̃i1 , η̃i2 , . . . , η̃iℓ) egy olyan véletlen vektor, melynek koordi-

nátái függetlenek és rendre Fti1
, Fti2−ti1

, . . . , Ftiℓ−tiℓ−1
eloszlásúak. (Hasonlóan az el®z®ekhez

olyan valószín¶ségi mez® is létezik, melyen η̃i1 , η̃i2 , . . . , η̃iℓ a feltételeknek megfelel®en de�ni-

álhatóak. Ez nem feltétlenül ugyanaz, mint az el®z® valószín¶ségi mez®, de ez nem baj, mert

minket úgy is csak az eloszlása érdekel a szóban forgó valószín¶ségi változóknak.) Ekkor a

feltételek alapján

ηij+1+ηij+2+ · · ·+ηij+1
, j = 0, . . . , ℓ−1,

eloszlásfüggvénye

Ftij+1−tij
∗Ftij+2−tij+1

∗· · ·∗Ftij+1
−tij+1−1

= Ftij+1
−tij

, j = 0, . . . , ℓ−1,

mely éppen η̃ij+1
eloszlásfüggvénye (ahol az i0 := 0 és t0 := 0 jelölésekkel élünk). Ezt

felhasználva a kompatibilitás könnyen következik, ugyanis j = 0-ra kapjuk, hogy ηi0+1+ · · ·+
+ηi0+1 =η1+· · ·+ηi1 eloszlásfüggvénye Fti1

, és így az eloszlása megegyezik η̃i1 eloszlásával. A

j = 1 választással kapjuk, hogy ηi1+1+ · · ·+ηi2 eloszlásfüggvénye Fti2
−Fti1

, és így eloszlása

megegyezik η̃i2 eloszlásával. Felhasználva azt, hogy η1, . . . , ηi2 függetlenek és azt, hogy η̃i1
és η̃i2 is függetlenek kapjuk, hogy

(η1+ · · ·+ηi1 , η1+ · · ·+ηi1 +ηi1+1+ · · ·+ηi2) = (η1+ · · ·+ηi1 , η1+ · · ·+ηi2)

eloszlása megegyezik (η̃i1 , η̃i1 + η̃i2) eloszlásával. A j = 2, · · · , ℓ− 1 választással hasonló

gondolatmenetet használva adódik a kompatibilitási feltétel.

A Kolmogorov egzisztenciatétel (13.15. Tétel) alapján létezik olyan (Ω,A,P) valószín¶ségi

mez® és ezen olyan {ξt : t ⩾ 0} sztochasztikus folyamat, hogy Fξt1 ,...,ξtk
= Ft1,...,tk minden

k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ T, 0 ⩽ t1 < · · · < tk esetén. Speciálisan, Fξt = Ft, t ⩾ 0. Legyen k ∈ N
tetsz®legesen rögzített, ekkor a konstrukció alapján 0⩽t1<t2<. . .<tk esetén (ξt1 , ξt2 , . . . , ξtk)

eloszlása megegyezik az (η1, η1+ η2, . . . , η1+ η2+ · · ·+ ηk) véletlen vektor eloszlásával, ezért

(ξt1 , ξt2−ξt1 , . . . , ξtk −ξtk−1
) eloszlása megegyezik (η1, η2, . . . , ηk) eloszlásával. Valóban, (12.2)
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alapján


ξt1

ξt2 −ξt1
...

ξtk −ξtk−1

=


1 0 · · · 0

1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1


−1

ξt1
ξt2
...

ξtk

=


1 0 0 · · · 0

−1 1 0 · · · 0

0 −1 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · −1 1




ξt1
ξt2
...

ξtk

 , (13.3)

és mivel (ξt1 , ξt2 , . . . , ξtk) eloszlása megegyezik az (η1, η1+η2, . . . , η1+η2+ · · ·+ηk) véletlen

vektor eloszlásával, (13.3) jobboldalának eloszlása megegyezik az alábbi véletlen vektor elosz-

lásával : 
1 0 0 · · · 0

−1 1 0 · · · 0

0 −1 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · −1 1




η1

η1+η2
...

η1+η2+ · · ·+ηk

=


η1

η2
...

ηk

 .

Ezért {ξt:t⩾0} független, stacionárius növekmény¶, hiszen η1, . . . , ηk függetlenek és tetsz®leges

i∈{1, . . . , k} esetén ηi eloszlásfüggvénye Fti−ti−1
, mely a konstrukció miatt megegyezik ξti−ti−1

eloszlásfüggvényével, ill. a fentiek miatt ξti −ξti−1
eloszlásfüggvényével is. □

221



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

14. Poisson-folyamat (homogén, inhomogén, összetett)

14.1. De�níció. Legyen λ>0 és legyenek ηn, n∈N, független, λ paraméter¶ exponenciális

eloszlású valószín¶ségi változók. Legyen Tk := η1+ · · ·+ηk, k ∈ N, és T0 := 0. Legyen

ξt := max{k ∈ Z+ : Tk ⩽ t}, t⩾ 0.

A {ξt : t⩾ 0} sztochasztikus folyamatot λ paraméter¶ Poisson-folyamatnak nevezzük.

14.2. Megjegyzés. Nyilván, P(ξ0 = 0) = 1, hiszen T0 = 0 és k ⩾ 1 esetén P(Tk = 0) = 0,

ugyanis k ⩾ 1 esetén Tk abszolút folytonos eloszlású. □

A következ®kben olyan eredményeket tárgyalunk, melyek a Poisson-folyamat alternatív de-

�nícióira adnak lehet®séget (szám szerint további három alternatív de�nícióra, lásd 14.3. Tétel,

14.6. Tétel és 14.8. Tétel).

14.3. Tétel. Legyen λ > 0. Egy {ξt : t⩾ 0} sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor λ

paraméter¶ Poisson-folyamat, ha

(i) független, stacionárius növekmény¶,

(ii) tetsz®leges 0 ⩽ s < t id®pontok esetén ξt−ξs ∼ Poiss(λ(t−s)) (azaz ξt−ξs Poisson

eloszlású λ(t−s) paraméterrel),

(iii) a [0,∞) ∋ t 7→ ξt trajektóriák jobbról folytonosak.

Bizonyítás. Tegyük fel el®ször, hogy {ξt : t⩾ 0} egy λ paraméter¶ Poisson-folyamat. Ekkor

η1, η2, . . . , ηk+1, k ∈ Z+, függetlensége miatt

P(ξt = k) = P(η1+ · · ·+ηk ⩽ t < η1+ · · ·+ηk+ηk+1)

=

∫
· · ·
∫

x1+···+xk⩽t<x1+···+xk+xk+1
x1,...,xk+1⩾0

λk+1e−λ(x1+···+xk+xk+1) dx1 . . . dxk dxk+1.

Kiintegrálva az xk+1 változó szerint (az integrálási tartományon t−x1−· · ·−xk ⩾ 0) :∫ ∞

t−x1−···−xk

λe−λxk+1 dxk+1 = e−λ(t−x1−···−xk),

így

P(ξt = k) =

∫
· · ·
∫

x1+···+xk⩽t
x1,...,xk⩾0

λke−λt dx1 . . . dxk. (14.1)
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Ha bevezetjük az yj := x1 + · · ·+ xj, j = 1, . . . , k, új változókat, akkor a transzformáció

Jacobi-determinánsa 1. Valóban,
y1

y2
...

yk

=


1 0 · · · 0

1 1 · · · 0
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1



x1

x2
...

xk

 ,

és így


x1

x2
...

xk

=


1 0 0 · · · 0

−1 1 0 · · · 0

0 −1 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · −1 1




y1

y2
...

yk

 ,

mely alapján a transzformáció Jacobi-determinánsa:

det


1 0 0 · · · 0

−1 1 0 · · · 0

0 −1 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · −1 1

= 1.

Így ∫
· · ·
∫

x1+···+xk⩽t
x1,...,xk⩾0

1 dx1 . . . dxk =

∫
· · ·
∫

0⩽y1⩽y2⩽...⩽yk⩽t

1 dy1 . . . dyk.

Végiggondoljuk, hogy az 1,2, . . . , k számok tetsz®leges i1, i2, . . . , ik permutációja esetén∫
· · ·
∫

0⩽yi1⩽yi2⩽...⩽yik⩽t

1 dy1 . . . dyk =

∫
· · ·
∫

0⩽y1⩽y2⩽...⩽yk⩽t

1 dy1 . . . dyk. (14.2)

Vezessük be az 
u1

u2
...

uk

= A


y1

y2
...

yk


helyettesítést, ahol A az a k×k-típusú mátrix, melynek ℓ-edik sorában az iℓ-edik elem 1,

a többi pedig 0 (ℓ = 1, . . . , k). Mivel i1, . . . , ik egy permutációja az 1, . . . , k számoknak,

kapjuk, hogy A determinánsa (−1)I(i1,...,ik), ahol I(i1, . . . , ik) az i1, . . . , ik permutáció
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összes inverzióinak a számát jelöli. Így a transzformáció Jacobi-determinánsának abszolútértéke

1 és az integrálási tartomány is megfelel®en alakul. Tekintve az 1, . . . , k számok összes

i1, . . . , ik permutációját, az ezekre vonatkozó, (14.2)-típusú integráloknak az összege éppen a

t élhosszúságú k-dimenziós kocka térfogata, s mivel minden ilyen integrál egymással egyenl®

adódik, hogy ∫
· · ·
∫

0⩽y1⩽y2⩽...⩽yk⩽t

1 dy1 . . . dyk =
tk

k!
.

Tehát végülis (14.1) alapján

P(ξt = k) =
(λt)k

k!
e−λt, k ∈ Z+,

azaz ξt ∼ Poiss(λt).

Tetsz®leges 0⩽ t1< t2< . . . < tn, n∈N, és 0⩽ k1 ⩽ k2 ⩽ . . .⩽ kn, k1, . . . , kn ∈Z+ esetén,

η1, η2, . . . függetlensége alapján

P(ξt1 = k1, ξt2 = k2, . . . , ξtn = kn) = P(Tki ⩽ ti < Tki+1, i= 1, . . . , n)

= P(η1+ · · ·+ηki ⩽ ti < η1+ · · ·+ηki+1, i= 1, . . . , n)

=

∫
· · ·
∫

x1+···+xki
⩽ti<x1+···+xki+1, i=1,...,n
x1,...,xkn+1⩾0

λkn+1e−λ(x1+···+xkn+1) dx1 . . . dxkn+1.

Kiintegrálva az xkn+1 változó szerint (az integrálási tartományon tn−x1−· · ·−xkn ⩾ 0) :∫ +∞

tn−x1−···−xkn

λe−λxkn+1 dxkn+1 = e−λ(tn−x1−···−xkn ),

és így

P(ξt1 = k1, ξt2 = k2, . . . , ξtn = kn) =

∫
· · ·
∫

x1+···+xki
⩽ti<x1+···+xki+1, i=1,...,n−1

x1+···+xkn⩽tn, x1,...,xkn⩾0

λkne−λtn dx1 . . . dxkn .

Az el®z®höz hasonló gondolatmenettel megmutatjuk, hogy

P(ξt1 = k1, ξt2 = k2, . . . , ξtn = kn)

=
tk11 (t2− t1)k2−k1 · · · (tn− tn−1)

kn−kn−1

k1! (k2−k1)! · · · (kn−kn−1)!
λkne−λtn . (14.3)

A levezetést csak az n=2 esetben írjuk le. Vezessük be ekkor az yi=x1+· · ·+xi, i=1, . . . , k2

helyettesítést. Hasonlóan az el®z®ekhez a transzformáció Jacobi-determinánsa 1, így∫
· · ·
∫

x1+···+xk1
⩽t1<x1+···+xk1+1

x1+···+xk2
⩽t2, x1,...,xk2

⩾0

1 dx1 . . . dxk2 =

∫
· · ·
∫

0⩽yk1⩽t1<yk1+1

yk2⩽t2, 0⩽y1⩽y2⩽···⩽yk2

1 dy1 . . . dyk2

=

∫
· · ·
∫

0⩽y1⩽y2⩽···⩽yk1⩽t1
t1<yk1+1⩽yk1+2⩽···⩽yk2⩽t2

1 dy1 . . . dyk2 .
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A (14.2) levezetésének gondolatmenetéhez hasonlóan, külön végrehajtva permutációkat az els®

k1 darab változóra, majd a maradék k2−k1 darab változóra adódik, hogy∫
· · ·
∫

0⩽y1⩽y2⩽···⩽yk1⩽t1
t1<yk1+1⩽yk1+2⩽···⩽yk2⩽t2

1 dy1 . . . dyk2 =
tk11
k1!

(t2− t1)k2−k1

(k2−k1)!
.

Ezért (14.3) alapján tetsz®leges 0⩽ t1 < t2 < . . . < tn, n ∈ N és ℓ1, ℓ2, . . . , ℓn ∈ Z+ esetén

P(ξt1 = ℓ1, ξt2 −ξt1 = ℓ2, . . . , ξtn −ξtn−1 = ℓn)

= P(ξt1 = ℓ1, ξt2 = ℓ1+ℓ2, . . . , ξtn = ℓ1+ℓ2+ · · ·+ℓn)

=
tℓ11 (t2− t1)ℓ2 · · · (tn− tn−1)

ℓn

ℓ1! ℓ2! · · · ℓn!
λℓ1+ℓ2+···+ℓne−λtn .

Speciálisan tetsz®leges 0⩽ s < t esetén ξt−ξs ∼ Poiss(λ(t−s)), hiszen a

P(ξt1 = ℓ1, ξt2 −ξt1 = ℓ2) =
tℓ11 (t2− t1)ℓ2

ℓ1! ℓ2!
λℓ1+ℓ2e−λt2

egyenl®ség mindkét oldalát szummázva ℓ1 szerint 1-t®l ∞-ig kapjuk, hogy

P(ξt2 −ξt1 = ℓ2) =
(t2− t1)ℓ2

ℓ2!
λℓ2e−λt2

∞∑
ℓ1=0

(λt1)
ℓ1

ℓ1!
=

(λ(t2− t1))ℓ2
ℓ2!

e−λ(t2−t1).

Ezért

P(ξt1 = ℓ1, ξt2 −ξt1 = ℓ2, . . . , ξtn −ξtn−1 = ℓn)

= P(ξt1 = ℓ1)P(ξt2 −ξt1 = ℓ2) · · ·P(ξtn −ξtn−1 = ℓn).

Ebb®l következik, hogy a folyamat valóban független, stacionárius növekmény¶.

A trajektóriák jobbról folytonossága rajz alapján könnyen látható.

Megfordítva, tegyük fel, hogy {ξt : t⩾0} olyan sztochasztikus folyamat, mely rendelkezik a

tételben szerepl® (i), (ii) és (iii) tulajdonságokkal. Ekkor a trajektóriák nemnegatív egész érték¶

függvények, hiszen s = 0-val (ii)-b®l látjuk, hogy ξt ∼ Poiss(λt). Másrészt a trajektóriák

monoton növekv® függvények, mert (ii) alapján a növekmények is Poisson eloszlásúak. Legyen

Tk := inf{t⩾ 0 : ξt ⩾ k}, k = 0,1, . . . ,

és ηk := Tk−Tk−1, k = 1,2, . . .. Ekkor (i) alapján P(ξ0 = 0) = 1, így P(T0 = 0) = 1, és a

trajektóriák monoton növekv®sége miatt ηk ⩾ 0, k = 1,2, . . . . Megmutatjuk, hogy tetsz®leges

t⩾ 0 és k ∈ N esetén

{ω ∈ Ω : Tk(ω)⩽ t}= {ω ∈ Ω : ξt(ω)⩾ k}. (14.4)
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Egyrészt, Tk de�níciója alapján adódik, hogy

{ω ∈ Ω : Tk(ω)⩽ t} ⊇ {ω ∈ Ω : ξt(ω)⩾ k}.

Másrészt, ha ω∈Ω olyan, hogy Tk(ω)<t, akkor mivel Tk(ω)= inf{s⩾ 0 : ξs(ω)⩾k} adódik,

hogy létezik olyan t1 ⩾ 0, hogy Tk(ω)⩽ t1 < t és ξt1(ω)⩾ k. Mivel a trajektóriák monoton

növekv® függvények ξt(ω)⩾ ξt1(ω), így ξt(ω)⩾ k. Ha ω ∈ Ω olyan, hogy Tk(ω) = t, akkor

létezik olyan (tn)n∈N sorozat, hogy tn ↓ t, úgy, hogy ξtn(ω)⩾ k, n∈N. Mivel a trajektóriák

jobbról folytonosak limn→∞ ξtn(ω) = ξt(ω), és így ξt(ω)⩾ k. Ellen®riztük tehát (14.4)-t.

Mivel ξt egész érték¶, így az is teljesül, hogy

ξt(ω) = max{k ∈ Z+ : Tk(ω)⩽ t},

ugyanis (14.4) alapján

max{k ∈ Z+ : Tk(ω)⩽ t}=max{k ∈ Z+ : ξt(ω)⩾ k}= ξt(ω).

Azt kell még belátni, hogy η1, η2, . . . független λ paraméter¶ exponenciális eloszlású va-

lószín¶ségi változók. El®ször megmutatjuk, hogy tetsz®leges k ∈ N esetén (T1, T2, . . . , Tk)

s¶r¶ségfüggvénye

fT1,T2,...,Tk
(u1, u2, . . . , uk) =

λke−λuk ha 0< u1 < u2 < . . . < uk,

0 egyébként.
(14.5)

Tetsz®leges 0 = t0 ⩽ t1 < t2 < . . . < tk esetén, (14.4) alapján

P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tk ⩽ tk) = P(ξt1 ⩾ 1, ξt2 ⩾ 2, . . . , ξtk ⩾ k)

=
∑

0⩽i1⩽i2⩽...⩽ik
iℓ⩾ℓ, ℓ=1,...,k

P(ξt1 = i1, ξt2 = i2, . . . , ξtk = ik), (14.6)

és az (i),(ii) tulajdonságok alapján

P(ξt1 = i1, ξt2 = i2, . . . , ξtk = ik)

= P(ξt1 = i1, ξt2 −ξt1 = i2− i1, . . . , ξtk −ξtk−1
= ik− ik−1)

= P(ξt1 = i1)P(ξt2 −ξt1 = i2− i1) · · ·P(ξtk −ξtk−1
= ik− ik−1)

=
ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk− tk−1)

ik−ik−1

i1! (i2− i1)! · · · (ik− ik−1)!
λike−λtk . (14.7)

A következ®kben belátjuk, hogy∑
0⩽i1⩽i2⩽···⩽ik
iℓ⩾ℓ, ℓ=1,...,k

ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk− tk−1)
ik−ik−1

i1! (i2− i1)! · · · (ik− ik−1)!
λike−λtk=

∫
· · ·
∫

0<u1<u2<···<uk
u1⩽t1,...,uk⩽tk

λke−λuk du1 . . . duk. (14.8)
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Ha k = 1, úgy (14.8) baloldala:
∞∑

i1=1

(λt1)
i1

i1!
e−λt1 = e−λt1(eλt1 −1) = 1−e−λt1 ,

illetve (14.8) jobboldala: ∫ t1

0

λe−λu1 du1 =
[
−e−λu1

]t1
0
= 1−e−λt1 .

Ha k = 2, úgy (14.8) baloldala:∑
0⩽i1⩽i2

i1⩾1, i2⩾2

ti11 (t2− t1)i2−i1

i1! (i2− i1)!
λi2e−λt2

=
∞∑

i2=2

t1(t2− t1)i2−1

(i2−1)!
λi2e−λt2 +

∞∑
i1=2

∞∑
i2=i1

ti11 (t2− t1)i2−i1

i1! (i2− i1)!
λi2e−λt2

=
∞∑

i2=1

t1(t2− t1)i2
i2!

λi2+1e−λt2 +
∞∑

i1=2

∞∑
i2=0

ti11 (t2− t1)i2
i1! i2!

λi2+i1e−λt2

= t1λe
−λt2(eλ(t2−t1)−1)+

∞∑
i1=2

(t1λ)
i1

i1!
e−λt2eλ(t2−t1)

= t1λ(e
−λt1 −e−λt2)+

∞∑
i1=2

(t1λ)
i1

i1!
e−λt1

= t1λ(e
−λt1 −e−λt2)+e−λt1

(
eλt1 −1−λt1

)
= 1−e−λt1 −λt1e−λt2 .

Illetve k = 2 esetén (14.8) jobboldala:∫∫
0<u1<u2

u1⩽t1,u2⩽t2

λ2e−λu2 du1du2 =

∫ t1

0

∫ t2

u1

λ2e−λu2 du1du2 =

∫ t1

0

[
−λe−λu2

]u2=t2

u2=u1
du1

=

∫ t1

0

λ(e−λu1 −e−λt2) du1 =
[
−e−λu1 −λu1e−λt2

]u1=t1

u1=0

= 1−e−λt1 −λt1e−λt2 .

A k ⩾ 3 esetben az alábbi módon ellen®rizhet® le (14.8). A következ® gondolatmenet Iglói

Endrét®l származik. Jelöljük az (14.8)-beli baloldali összeget Sk-val, a jobboldali integrált pedig

Ik-val. Ekkor Sk és Ik is t1, . . . , tk-tól függ. Továbbá

Ik = λk
∫ t1

0

∫ t2

u1

· · ·
∫ tk−1

uk−2

∫ tk

uk−1

e−λuk dukduk−1 . . . du2du1

= λk−1

∫ t1

0

∫ t2

u1

· · ·
∫ tk−1

uk−2

e−λuk−1 duk−1 . . . du2du1

−e−λtkλk−1

∫ t1

0

∫ t2

u1

· · ·
∫ tk−1

uk−2

1 duk−1 . . . du2du1.
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Bevezetve a

Jk−1 :=

∫ t1

0

∫ t2

u1

· · ·
∫ tk−1

uk−2

1 duk−1 . . . du2du1, k = 2,3, . . . ,

jelölést kapjuk, hogy

Ik = Ik−1−e−λtkλk−1Jk−1, k ∈ N. (14.9)

Írjuk fel Sk-t is olyan alakban, mint az Ik-t, azaz úgy, hogy az ik (azaz a tk-t tartalmazó

tényez®) szerinti összegzés legyen a legbels®. Bevezetve a max(a, b) :=m(a, b) jelölést,

Sk =
∞∑

i1=1

∞∑
i2=m(i1,2)

· · ·
∞∑

ik−1=m(ik−2,k−1)

∞∑
ik=m(ik−1,k)

ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk−1− tk−2)
ik−1−ik−2

i1! (i2− i1)! · · · (ik−1− ik−2)!

× (tk− tk−1)
ik−ik−1

(ik− ik−1)!
λike−λtk

=
∞∑

i1=1

∞∑
i2=m(i1,2)

· · ·
∞∑

ik−1=m(ik−2,k−1)

ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk−1− tk−2)
ik−1−ik−2

i1! (i2− i1)! · · · (ik−1− ik−2)!

∞∑
ik=m(ik−1,k)

(tk− tk−1)
ik−ik−1

(ik− ik−1)!
λike−λtk .

Bevezetve az

A :=
∞∑

ik=m(ik−1,k)

(tk− tk−1)
ik−ik−1

(ik− ik−1)!
λik jelölést,

kapjuk, hogy

A=
∞∑

ik−ik−1=m(0,k−ik−1)

(λ(tk− tk−1))
ik−ik−1

(ik− ik−1)!
λik−1 =

∞∑
j=m(0,k−ik−1)

(λ(tk− tk−1))
j

j!
λik−1

=


∑∞

j=1
(λ(tk−tk−1))

j

j!
λik−1 ha ik−1 = k−1,∑∞

j=0
(λ(tk−tk−1))

j

j!
λik−1 ha ik−1 ⩾ k,

=

(eλ(tk−tk−1)−1)λik−1 ha ik−1 = k−1,

eλ(tk−tk−1)λik−1 ha ik−1 ⩾ k.

Így

Sk =
∞∑

i1=1

∞∑
i2=m(i1,2)

· · ·
∞∑

ik−1=m(ik−2,k−1)

ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk−1− tk−2)
ik−1−ik−2

i1! (i2− i1)! · · · (ik−1− ik−2)!

×
(
e−λtk−1λik−11{ik−1⩾k}+(e−λtk−1 −e−λtk)λik−11{ik−1=k−1}

)
.
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Felhasználva, hogy

e−λtk−1λik−11{ik−1⩾k}+(e−λtk−1 −e−λtk)λik−11{ik−1=k−1}

= e−λtk−1λik−11{ik−1⩾k−1}−e−λtkλik−11{ik−1=k−1},

kapjuk, hogy

Sk=Sk−1−e−λtkλk−1

k−1∑
i1=1

k−1∑
i2=m(i1,2)

· · ·
k−1∑

ik−2=m(ik−3,k−2)

ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk−1− tk−2)
k−1−ik−2

i1! (i2− i1)! · · · (k−1− ik−2)!
.

Bevezetve minden k = 2,3, . . . , esetén a

Qk−1 =
k−1∑
i1=1

k−1∑
i2=m(i1,2)

· · ·
k−1∑

ik−2=m(ik−3,k−2)

ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk−1− tk−2)
ik−1−ik−2

i1! (i2− i1)! · · · (ik−1− ik−2)!
,

jelölést, kapjuk, hogy

Sk = Sk−1−e−λtkλk−1Qk−1, k ∈ N. (14.10)

Ha megmutatjuk, hogy Jk = Qk, k ∈ N, úgy (14.9) és (14.10) alapján teljes indukcióval

befejezhet® a bizonyítás. Az alábbiakban Jk=Qk, k∈N, igazolásával foglalkozunk. Ismert, hogy

ha X1, . . . , Xn független, a [0, t] intervallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi változók,

úgy az X∗
1 , . . . , X

∗
n rendezett mintára vonatkozóan, tetsz®leges 0⩽ t1⩽ t2⩽ · · ·⩽ tn⩽ t esetén

P
(
X∗

1 < t1, X
∗
2 < t2, . . . , X

∗
n < tn

)
=
n!

tn

∫ t1

0

∫ t2

x1

· · ·
∫ tn

xn−1

1 dx1 . . . dxn.

(Ez utóbbi tényt az 14.17. Tétel bizonyításában mi is megmutatjuk, lásd (14.19).) Így, ha

0⩽ t1 < t2 < · · ·< tk, úgy 0⩽ t1
tk
< t2

tk
< · · ·< tk−1

tk
< 1, és

Jk =
tkk
k!

P
(
X∗

1 < t1, . . . , X
∗
k < tk

)
,

ahol X1, . . . , Xk független, a [0, tk] intervallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi változók.

Mivel X1

tk
, . . . , Xk

tk
független, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi változók,

Jk =
tkk
k!

P
(
U∗
1 <

t1
tk
, . . . , U∗

k−1 <
tk−1

tk
, U∗

k < 1
)
=
tkk
k!

P
(
U∗
1 <

t1
tk
, . . . , U∗

k−1 <
tk−1

tk

)
,

ahol U1, . . . , Uk−1, Uk független, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi vál-

tozók. Továbbá megmutatjuk, hogy az U1, . . . , Uk mintát alapul véve

Qk =
tkk
k!

P

(
k−1⋂
i=1

{[
0,
ti
tk

)
-ba legalább i mintaelem esik

})
.
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Felhasználva, hogy [
0,
t1
tk

)
⊆
[
0,
t2
tk

)
⊆ · · · ⊆

[
0,
tk−1

tk

)
,

kapjuk, hogy (gondoljunk a polinomiális eloszlásra)

P

(
k−1⋂
i=1

{[
0,
ti
tk

)
-ba legalább i mintaelem esik

})

=
k∑

i1=1

k∑
i2=m(i1,2)

· · ·
k∑

ik−1=m(ik−2,k−1)

k!

i1! (i2− i1)! · · · (ik−1− ik−2)! (k− ik−1)!

×
(
t1
tk

)i1 ( t2
tk
− t1
tk

)i2−i1

· · ·
(
tk−1

tk
− tk−2

tk

)ik−1−ik−2
(
1− tk−1

tk

)k−ik−1

=
k!

tkk

k∑
i1=1

k∑
i2=m(i1,2)

· · ·
k∑

ik−1=m(ik−2,k−1)

ti11 (t2− t1)i2−i1 · · · (tk−1− tk−2)
ik−1−ik−2(tk− tk−1)

k−ik−1

i1! (i2− i1)! · · · (ik−1− ik−2)!

=
k!

tkk
Qk.

Felhasználva, hogy az

P
(
U∗
1 <

t1
tk
, . . . , U∗

k−1 <
tk−1

tk

)
= P

(
k−1⋂
i=1

{[
0,
ti
tk

)
-ba legalább i mintaelem esik

})

egyenl®ség triviális módon igaz, kapjuk, hogy Jk = Qk, k ∈ N. Tehát (T1, T2, . . . , Tk) s¶r¶-

ségfüggvénye valóban a megadott alakú.

Megjegyezzük (bár nem fogjuk felhasználni), fennáll az is, hogy

P(ξt1 = i1, ξt2 −ξt1 = i2− i1, . . . , ξtk −ξtk−1
= ik− ik−1)

= P(Tij ⩽ tj < Tij+1, j = 1, . . . , k).

Ugyanis, például k = 2-re, (14.4) alapján és felhasználva azt, hogy ξt egész érték¶

P(Ti1 ⩽ t1 < Ti1+1, Ti2 ⩽ t2 < Ti2+1) = P(ξt1 ⩾ i1, ξt1 < i1+1, ξt2 ⩾ i2, ξt2 < i2+1)

= P(ξt1 = i1, ξt2 = i2) = P(ξt1 = i1, ξt2 −ξt1 = i2− i1).

Visszatérve annak indoklásához, hogy η1, η2, . . . független λ paraméter¶ exponenciális

eloszlású valószín¶ségi változók, (14.5) alapján tetsz®leges x1, . . . , xk ⩾ 0 esetén

P(η1 < x1, η2 < x2, . . . , ηk < xk) = P(T1 < x1, T2−T1 < x2, . . . , Tk−Tk−1 < xk)

=

∫
· · ·
∫

0<y1<y2<...<yk
y1<x1, y2−y1<x2,...,yk−yk−1<xk

λke−λyk dy1dy2 . . . dyk.
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Végrehajtva az yi=u1+· · ·+ui, i=1, . . . , k helyettesítést kapjuk, hogy tetsz®leges x1, . . . , xk⩾0

esetén

P(η1 < x1, η2 < x2, . . . , ηk < xk) =

∫
· · ·
∫

0<uj<xj , j=1,...,k

λke−λ(u1+u2+···+uk) du1du2 . . . duk

=
k∏

j=1

∫ xj

0

λe−λuj duj =
k∏

j=1

(1−e−λxj),

amib®l következik, hogy η1, η2, . . . valóban független, λ paraméter¶ exponenciális eloszlású

valószín¶ségi változók. □

Az alábbiakban a Poisson-folyamat egy újabb (sorrendben a harmadik) de�niálására lehe-

t®séget adó állítást tárgyalunk. Szükségünk lesz arra a fogalomra, hogy egy f(x) függvény

o(x) tulajdonságú, amint x→ 0.

14.4. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy f :R→R függvény o(x) tulajdonságú, amint x→0,

ha

lim
x→0

f(x)

x
= 0.

14.5. Megjegyzés. (i) Az a tény, hogy egy f függvény o(x) tulajdonságú, amint x→ 0

heurisztikusan azt jelenti, hogy f(x) gyorsabban tart a 0-hoz, mint az x függvény, ha

x→ 0.

(ii) Az f(x) = x2 függvény o(x) tulajdonságú, amint x→ 0, mert

lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0
x= 0.

(iii) Az f(x) = x függvény nem o(x) tulajdonságú, amint x→ 0, mert

lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0
1 = 1 ̸= 0.

(iv) Ha f és g o(x) tulajdonságúak, amint x→ 0, akkor f +g és cf (c ∈ R) is o(x)

tulajdonságú, amint x→ 0.

□

14.6. Tétel. Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy valós érték¶ sztochasztikus folyamat. Ekkor a következ®

állítások ekvivalensek:

(i) {ξt : t⩾ 0} λ paraméter¶ Poisson-folyamat,

(ii) (a) független, stacionárius növekmény¶,

(b) nemnegatív egész érték¶, P(ξt⩾2)=o(t) amint t↓0 és P(ξt=1)=λt+o(t) amint

t ↓ 0,
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(c) a [0,∞) ∋ t 7→ ξt trajektóriák jobbról folytonosak.

14.7. Megjegyzés. (i). A 14.6. Tétel (ii)/(b) részében a P(ξt⩾2)=o(t) és P(ξt=1)=λt+o(t)

amint t ↓ 0 feltételek részletesebben kiírva azt jelentik, hogy

lim
t↓0

P(ξt ⩾ 2)

t
= 0 és lim

t↓0

P(ξt = 1)

t
= λ.

(ii). A következ®kben a 14.6. Tétel (ii)/(b) részének P(ξt ⩾ 2) = o(t) amint t ↓ 0 feltételét

világítjuk meg. Legyen {ξt : t⩾ 0} egy független, stacionárius növekmény¶ nemnegatív egész

érték¶ sztochasztikus folyamat, hogy a trajektóriák monoton növekv®ek és jobbról folytonosak,

továbbá limt↓0
1
t
P(ξt ⩾ 2) = 0 teljesül. Megmutatjuk, hogy ekkor

P

(
sup
t∈(0,1]

(ξt−ξt−)⩾ 2

)
= 0. (14.11)

Mivel feltételeztük, hogy a trajektóriák monoton növekv®ek, és ismert, hogy egy monoton nö-

vekv® függvénynek legfeljebb megszámlálható sok szakadási helye lehet, a (14.11) összefüggés

azt jelenti, hogy (ξt)t⩾0 P-m.m. trajektóriájának legfeljebb csak megszámlálható sok szakadási

helye lehet és minden ugrás nagysága legfeljebb 1. Rátérve (14.11) bizonyítására, a valószín¶ség

folytonossága miatt

P

(
sup
t∈(0,1]

(ξt−ξt−)⩾ 2

)
= P

(
sup
t∈(0,1]

(ξt−ξt−)> 1

)

⩽ P

(
∞⋂
n=1

2n−1⋃
k=0

{
ξ k+1

2n
−ξ k

2n
> 1
})

= P

(
∞⋂
n=1

2n−1⋃
k=0

{
ξ k+1

2n
−ξ k

2n
⩾ 2
})

= lim
n→∞

P

(
2n−1⋃
k=0

{
ξ k+1

2n
−ξ k

2n
⩾ 2
})

= 1− lim
n→∞

P

(
2n−1⋂
k=0

{
ξ k+1

2n
−ξ k

2n
⩽ 1
})

= 1− lim
n→∞

2n−1∏
k=0

P(ξ k+1
2n

−ξ k
2n

⩽ 1)

= 1− lim
n→∞

(
P(ξ2−n ⩽ 1)

)2n
= 1− lim

n→∞

(
1−P(ξ2−n ⩾ 2)

)2n
= 1− lim

n→∞

(
1− 2n P(ξ2−n ⩾ 2)

2n

)2n

= 1−e−0 = 0,

mert

lim
n→∞

2n P(ξ2−n ⩾ 2) = lim
n→∞

1

2−n
P(ξ2−n ⩾ 2) = 0,

hiszen limt↓0
1
t
P(ξt ⩾ 2) = 0, és alkalmazhatjuk a 5.13. Lemmát.

(iii). A következ®kben a 14.6. Tétel (ii) részének feltételeit együttesen világítjuk meg, részben

heurisztikusan. A (b) feltételb®l nyilván következik, hogy P(ξt=0)=1−λt+o(t), amint t ↓ 0.
Legyen T > 0 és osszuk fel a [0, T ] intervallumot n darab egyenl®, T

n
hosszúságú részre. A
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feltételek alapján elég nagy n-re a szóbanforgó T
n

hosszúságú intervallumok mindegyikében

0 vagy 1 ugráshelye van {ξt : t⩾ 0}-nek nagy valószín¶séggel. A szóbanforgó intervallumok

( (k−1)T
n

, kT
n
], k = 1, . . . , n, alakúak, és {ξt : t⩾ 0} stacionárius növekmény¶sége miatt

P(ξ kT
n
−ξ (k−1)T

n

= 1) = P(ξT
n
= 1) = λ

T

n
+o

(
T

n

)
, ha n→∞, k = 1, . . . , n.

Továbbá, mivel {ξt : t ⩾ 0} független növekmény¶ is, az az esemény, hogy egy adott inter-

vallumban van ugráshelye {ξt : t ⩾ 0}-nak független attól, hogy más intervallumokban van-e

ugráshelye. Így elég nagy n ∈ N esetén a

ζ
(n)
k :=

1 ha (ξt)t⩾0-nak van ugráshelye ( (k−1)T
n

, kT
n
]-ben,

0 ha (ξt)t⩾0-nak nincs ugráshelye ( (k−1)T
n

, kT
n
]-ben,

k = 1, . . . , n,

�jó közelítéssel� független, Bernoulli eloszlású valószín¶ségi változók, közös paraméterük pn :=

= λT
n
+o
(
T
n

)
. Így ξt eloszlása �közelíthet®� ζ

(n)
1 + · · ·+ζ(n)n eloszlásával elég nagy n ∈ N-re,

mely nemmás, mint az n-edrend¶ és pn-paraméter¶ binomiális eloszlás. Mivel

npn = λT +n ·o
(
T

n

)
→ λT, ha n→∞,

az 5.12. Állítás alapján ζ
(n)
1 + · · ·+ ζ

(n)
n konvergál eloszlásban a λT -paraméter¶ Poisson-

eloszláshoz, ha n→∞. Így a 14.6. Tétel (i) részében természetes azt várni, hogy a (ii) részbeli

feltételek teljesülése esetén ξT Poisson-eloszlású λT paraméterrel tetsz®leges T > 0 esetén.

□

Az alábbi eredmény a Poisson-folyamat egy újabb (sorrendben a negyedik) de�niálására ad

lehet®séget.

14.8. Tétel. Legyen λ>0 és Ln, X
(n)
k , k, n∈N, független valószín¶ségi változók, hogy Ln

Poisson eloszlású λ paraméterrel és X
(n)
k egyenletes eloszlású az (n−1, n] intervallumon.

Ekkor

ξt := ♯
{
(k, n) ∈ N2 : k ⩽ Ln és X

(n)
k ⩽ t

}
, t⩾ 0,

egy λ paraméter¶ Poisson-folyamat.

14.9. Állítás. (Poisson-folyamat Markov tulajdonsága) Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy λ > 0

paraméter¶ Poisson-folyamat. Tetsz®leges k ∈N, 0⩽ s1 ⩽ s2 ⩽ · · ·⩽ sk ⩽ t és 0⩽m1 ⩽m2 ⩽

· · ·⩽mk ⩽ n, ahol m1, . . . ,mk, n ∈ Z+, teljesül, hogy

P(ξt = n | ξsk =mk, . . . , ξs1 =m1) = P(ξt = n | ξsk =mk) = P(ξt−sk = n−mk)

=
(λ(t−sk))n−mk

(n−mk)!
e−λ(t−sk),

azaz {ξt : t ⩾ 0} egy folytonos idej¶ Markov-lánc a fenti formulában szerepl® átmenetvalószí-

n¶ségekkel.

233



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

Bizonyítás. A 14.3. Tétel alapján {ξt : t⩾ 0} független, stacionárius növekmény¶ folyamat,

így

P(ξt = n | ξsk =mk, . . . , ξs1 =m1) =
P(ξt = n, ξsk =mk, . . . , ξs1 =m1)

P(ξsk =mk, . . . , ξs1 =m1)

=
P(ξt−ξsk = n−mk, ξsk −ξsk−1

=mk−mk−1, . . . , ξs1 −ξ0 =m1)

P(ξsk −ξsk−1
=mk−mk−1, . . . , ξs1 −ξ0 =m1)

=
P(ξt−ξsk = n−mk)P(ξsk −ξsk−1

=mk−mk−1) · · ·P(ξs1 −ξ0 =m1)

P(ξsk −ξsk−1
=mk−mk−1) · · ·P(ξs1 −ξ0 =m1)

= P(ξt−ξsk = n−mk) = P(ξt−sk = n−mk) =
(λ(t−sk))n−mk

(n−mk)!
e−λ(t−sk).

Hasonlóan gondolatmenettel következik, hogy

P(ξt = n | ξsk =mk) =
P(ξt = n, ξsk =mk)

P(ξsk =mk)
=

P(ξt−ξsk = n−mk, ξsk =mk)

P(ξsk =mk)

=
P(ξt−ξsk = n−mk)P(ξsk =mk)

P(ξsk =mk)
= P(ξt−ξsk = n−mk)

=
(λ(t−sk))n−mk

(n−mk)!
e−λ(t−sk).

□

14.10. Állítás. Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶ Poisson-folyamat. Ekkor a 14.1.

De�nícióban bevezetett Tn, n ∈ N, valószín¶ségi változók n-edrend¶, λ paraméter¶ Gam-

ma eloszlásúak. A Tn valószín¶ségi változót a Poisson-folyamathoz tartozó n-edik �esemény

(felújítás)� várakozási idejének szokás nevezni.

Bizonyítás. Az állítás rögtön következik abból, hogy Tn= η1+· · ·+ηn, n∈N, ahol η1, . . . , ηn
független, λ paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változók; tudva azt, hogy n da-

rab független, λ paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó összegének eloszlása

n-edrend¶, λ paraméter¶ Gamma eloszlás.

Az érdekesség kedvéért adunk egy �elemibb� bizonyítást is. Felhasználva (14.4)-t, kapjuk,

hogy minden n ∈ N esetén

{ξt ⩾ n}= {Tn ⩽ t}.

Tudva azt, hogy Tn, n ∈ N, eloszlása abszolút folytonos, hiszen abszolút folytonos eloszlások

konvolúciója, kapjuk, hogy Tn eloszlásfüggvénye a t > 0 helyen

FTn(t) = P(Tn < t) = P(Tn ⩽ t) = P(ξt ⩾ n).

(Ha t ⩽ 0, akkor FTn(t) = 0, hiszen Tn nemnegatív.) Mivel ξt Poisson eloszlású λt

paraméterrel, kapjuk, hogy

FTn(t) =
∞∑
j=n

(λt)j

j!
e−λt, t > 0.
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Felhasználva, hogy egy hatványsor a konvergencia tartományán belül "tagonként" di�eren-

ciálható, a t változó szerint di�erenciálva kapjuk, hogy ha t> 0, akkor Tn s¶r¶ségfüggvénye

fTn(t) =
∞∑
j=n

(
λ
(λt)j−1

(j−1)!
e−λt+

(λt)j

j!
e−λt(−λ)

)
= λe−λt

∞∑
j=n

(λt)j−1

(j−1)!
−λe−λt

∞∑
j=n+1

(λt)j−1

(j−1)!
= λe−λt (λt)

n−1

(n−1)!

=
λntn−1e−λt

(n−1)!
,

ami pontosan egy n-edrend¶, λ paraméter¶ Gamma eloszlású valószín¶ségi változó s¶r¶ség-

függvénye a t > 0 helyen. □

Megjegyezzük, hogy amikor a Gamma eloszlás rendje egy pozitív egész szám, akkor a Gam-

ma eloszlást Erlang eloszlásnak is nevezik, így a 14.10. Állítás szerint a 14.1. De�nícióban

bevezetett Tn, n ∈ N, valószín¶ségi változók Erlang eloszlásúak.

14.11. Állítás. Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶ Poisson-folyamat. Tetsz®leges

k, n ∈ N esetén legyen

Y
(n)
k := Tn+k+1−Tn+1 =

n+k+1∑
j=n+2

ηj,

ahol Tn, n ∈ N a 14.1. De�nícióban bevezetett valószín¶ségi változók. Ekkor Y
(n)
k független

a σ(η1, . . . , ηn+1) σ-algebrától és Gamma-eloszlású k és λ paraméterekkel, azaz Y
(n)
k

s¶r¶ségfüggvénye

f
Y

(n)
k

(u) =

λkuk−1e−λu

(k−1)!
ha u > 0,

0 ha u⩽ 0.

Továbbá, minden θ > 0 és k ∈ N esetén

P(Y (n)
k > θ) =

(
k−1∑
j=0

(λθ)j

j!

)
e−λθ. (14.12)

Bizonyítás. Az, hogy Y
(n)
k Gamma-eloszlású a megadott paraméterekkel következik a 14.10.

Állítás bizonyításából. Legyen n ∈ N tetsz®leges. Ha k = 1, akkor

P(Y (n)
1 > θ) = P(ηn+2 > θ) = 1−Fηn+2(θ) = 1−(1−e−λθ) = e−λθ.

Tegyük fel, hogy (14.12) igaz 1,2, . . . , k-ra, és mutassuk meg, hogy fennáll k+1-re is. Mivel

Y
(n)
k és ηn+k+2 függetlenek, a teljes várható érték tétele (lásd 8.19. Tétel) alapján kapjuk,
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hogy

P(Y (n)
k+1 > θ) = P(Y (n)

k +ηn+k+2 > θ) =

∫ ∞

−∞
P(Y (n)

k +u > θ | ηn+k+2 = u)fηn+k+2
(u) du

=

∫ ∞

−∞
P(Y (n)

k > θ−u)fηn+k+2
(u) du=

∫ θ

0

P(Y (n)
k > θ−u)λe−λu du+

∫ ∞

θ

λe−λu du

=

∫ θ

0

k−1∑
j=0

(λ(θ−u))j

j!
e−λ(θ−u)λe−λu du+e−λθ =

k−1∑
j=0

λj+1

j!
e−λθ

∫ θ

0

(θ−u)j du+e−λθ

=
k−1∑
j=0

(λθ)j+1

(j+1)!
e−λθ+e−λθ =

k∑
j=0

(λθ)j

j!
e−λθ.

□

14.12. Állítás. (Poisson-folyamat eltolása) Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶

Poisson-folyamat és τ egy t®le független nemnegatív érték¶ valószín¶ségi változó. Legyen ξ′t :=

= ξτ+t − ξτ , t ⩾ 0. Ekkor {ξ′t : t ⩾ 0} λ paraméter¶ Poisson-folyamat, mely független a

{τ,Nt, t ∈ [0, τ ]} véletlen változóktól.

Bizonyítás. El®ször megmutatjuk, hogy {ξ′t : t ⩾ 0} λ paraméter¶ Poisson-folyamat. Mivel

tetsz®leges ω∈Ω esetén a [0,∞)∋t 7→ξ′t(ω)=ξτ(ω)+t(ω)−ξτ(ω)(ω) trajektória jobbról folytonos,

a 14.3. Tétel alapján elég azt megmutatni, hogy {ξ′t :t⩾0} független, stacionárius növekmény¶

és tetsz®leges t⩾ 0 esetén ξ′t Poisson eloszlású λt paraméterrel.

Legyenek 0< s < t és 0< s∗ < t∗ olyanok, hogy t∗−s∗ = t−s. Ekkor

ξ′t−ξ′s = ξτ+t−ξτ −(ξτ+s−ξτ ) = ξτ+t−ξτ+s,

ξ′t∗ −ξ′s∗ = ξτ+t∗ −ξτ −(ξτ+s∗ −ξτ ) = ξτ+t∗ −ξτ+s∗ .

Továbbá tetsz®leges x ∈ R esetén

P(ξτ+t−ξτ+s < x) = E(P(ξτ+t−ξτ+s < x) | τ) = E
(
P(ξu+t−ξu+s < x)|u=τ

)
= E

(
P(ξt−s < x)|u=τ

)
= P(ξt−s < x) = P(ξt∗−s∗ < x)

= P(ξt∗ −ξs∗ < x) = P(ξτ+t∗ −ξτ+s∗ < x),

azaz ξτ+t− ξτ+s és ξτ+t∗ − ξτ+s∗ eloszlásaik megegyeznek. Ezért {ξ′t : t ⩾ 0} stacionárius

növekmény¶.

Nyilván, ξ′0 = 0. Tetsz®leges 0 ⩽ s1 < t1 ⩽ s2 < t2 esetén megmutatjuk, hogy ξ′t1 −ξ
′
s1
=

= ξτ+t1 − ξτ+s1 és ξ′t2 − ξ′s2 = ξτ+t2 − ξτ+s2 függetlenek. Tetsz®leges B1, B2 ∈ B(R) esetén,

felhasználva, hogy {ξt : t⩾ 0} független növekmény¶, hasonlóan az el®z®ekhez kapjuk, hogy

P(ξτ+t1 −ξτ+s1 ∈B1, ξτ+t2 −ξτ+s2 ∈B2) = E(P(ξτ+t1 −ξτ+s1 ∈B1, ξτ+t2 −ξτ+s2 ∈B2) | τ)
= P(ξt1−s1 ∈B1)P(ξt2−s2 ∈B2)

= P(ξτ+t1 −ξτ+s1 ∈B1)P(ξτ+t2 −ξτ+s2 ∈B2).
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A független növekmény¶ség 12.11. De�níciójában szerepl® általánosabb tulajdonság hasonlóan

látható be.

Végezetül, tetsz®leges t⩾ 0 és n ∈ N esetén

P(ξ′t = n) = P(ξτ+t−ξτ = n) = E(P(ξτ+t−ξτ = n) | τ) = P(ξt = n) =
(λt)n

n!
e−λt,

azaz ξ′t Poisson-eloszlású λt paraméterrel.

A következ®kben megmutatjuk, hogy {ξ′t : t ⩾ 0} független a {τ, ξt, t ∈ [0, τ ]} véletlen

változóktól. A 2. ábra alapján végiggondolható, hogy

(i) σ(τ, ξt, t ∈ [0, τ ]) = σ(τ, ξτ , η1, . . . , ηξτ ),

(ii) σ(ξt, t ∈ R+) = σ(ηℓ, ℓ ∈ N),

(iii) σ(ξ′t, t ∈ R+) = σ(η′ℓ, ℓ ∈ N),

ahol η′ℓ, ℓ∈N, jelöli a {ξ′t : t⩾0} Poisson folyamat esetén a 14.1. De�níció szerinti értelemben

az egyes felújítások közötti id®tartamokat.

2. ábra. Poisson-folyamat eltolása.

Az (i) rész esetén formai okok miatt megjegyezzük, hogy σ(τ, ξt, t∈ [0, τ ])=σ(τ, ξ̃t, t∈R+),

ahol ξ̃t := ξt, ha t∈ [0, τ ] és ξ̃t :=0, ha t> τ , így σ(τ, ξt, t∈ [0, τ ]) az 1.12. De�níció szerint
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értelmezett. Felhasználva (i)-t és (iii)-t, kapjuk, hogy ahhoz, hogy {ξ′t : t ∈ R+} független a

{τ, ξt, t ∈ [0, τ ]} véletlen változóktól azt kell megmutatnunk, hogy

η′ℓ, ℓ ∈ N és τ, ξτ , η1, . . . , ηξτ függetlenek.

Legyen n ∈ Z+ és x1, . . . , xn ∈R+, és legyen továbbá tn := x1+ · · ·+xn. A 2. ábra alapján,

ha ξτ = n, akkor η′1 = ηn+1− (τ −Tn). Mivel {ξt, t ∈ R+} és τ függetlenek, (ii) alapján

{ηn, n∈N} és τ is függetlenek. Így a 8.14. Tétel (ii) része és az exponenciális eloszlás örökifjú

tulajdonsága alapján (5.20. Állítás (ii) része) kapjuk, hogy tetsz®leges y ∈ R+ esetén

P(ξ′1 > y | τ = t, ξτ = n, η1 = x1, . . . , ηn = xn)

= P(ηn+1−(τ−Tn)> y | τ = t, Tn ⩽ τ < Tn+1, η1 = x1, . . . , ηn = xn)

= P(ηn+1−(τ−Tn)> y | τ = t, Tn ⩽ t < Tn+1, η1 = x1, . . . , ηn = xn)

= P(ηn+1 > (τ−Tn)+y | τ = t, 0⩽ t− tn < ηn+1, η1 = x1, . . . , ηn = xn)

= P(ηn+1 > (t− tn)+y | 0⩽ t− tn < ηn+1)

= P(ηn+1 > y) = e−λy.

(14.13)

Megjegyezzük, hogy a fentiekben megjelen® E(Y |X=x,A) típusú kifejezés, ahol Y,X olyan

véletlen változók és A ∈ A olyan esemény, hogy E(|Y |) < ∞, P(A) > 0, és X és A

függetlenek, speciális esete a feltételes várható értéknél tanultaknak (lásd 8.9. Lemma és 8.11.

Jelölés), ugyanis E(Y |X,1A)=f(X,1A), ahol az f :R2→R függvény PX,1A
-m.m. (x, z)∈R2

esetén egyértelm¶en meghatározott. Mivel X és A függetlenek, kapjuk, hogy PX,1A
= PX ⊗

⊗P1A
, ahol

P1A
(S) = P(1A ∈ S) =


1 ha 0,1 ∈ C,

P(A) ha 1 ∈ C, 0 /∈ C,

1−P(A) ha 1 /∈ C, 0 ∈ C,

0 ha 0,1 /∈ C,

= P(A)1{1}(S)+(1−P(A))1{0}(S), S ∈ B(R),

és így E(Y |X = x,1A = z)= f(x, z) PX-m.m. x∈R és z ∈{0,1} esetén. Felhasználva, hogy

{1A = 1}= A, kapjuk, hogy E(Y |X = x,A) = f(y,1) PX-m.m. x ∈ R esetén.

A feltétel és (ii) alapján ηn+2, ηn+3, . . . függetlenek a τ, η1, . . . , ηn+1 véletlen változóktól,

így a láncszabály, (14.13) és a 8.14. Tétel (ii) része alapján kapjuk, hogy tetsz®leges m,n∈N,
y1, . . . , ym ∈ R+ esetén

P(η′1 > y1, . . . , η
′
m > ym | τ = t, ξτ = n, η1 = x1, . . . , ηn = xn)

= P(η′1 > y1 | τ = t, ξτ = n, η1 = x1, . . . , ηn = xn)

×P(η′2 > y2, . . . , η
′
m > ym | τ = t, ξτ = n, η1 = x1, . . . , ηn = xn, η

′
1 > y1)

= e−λy1 P(ηn+2 > y2, . . . , ηn+m > ym | τ = t, Tn ⩽ τ < Tn+1, η1 = x1, . . . , ηn = xn,

ηn+1−(τ−Tn)> y1) =
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= e−λy1 P(ηn+2 > y2, . . . , ηn+m > ym | τ = t, 0⩽ t− tn < ηn+1, η1 = x1, . . . , ηn = xn,

ηn+1−(τ− tn)> y1)

= e−λy1 P(ηn+2 > y2, . . . , ηn+m > ym) = e−λy1 P(ηn+2 > y2) · · ·P(ηn+m > ym)

= e−λy1e−λy2 · · · e−λym .

Ezért tetsz®leges m∈N esetén η′1, . . . , η
′
m függetlenek a τ, ξτ , η1, . . . , ηn véletlen változóktól,

és így η′ℓ, ℓ ∈ N, függetlenek a τ, ξτ , η1, . . . , ηn véletlen változóktól. □

Legyen {ξt : t⩾0} λ paraméter¶ Poisson-folyamat és legyen 0<p<1 rögzített. A Poisson-

folyamat 14.1. De�nícióját alapul véve, ξt interpretálható úgy, mint a t id®pontig bekövetkez®

�események� száma valamely kísérletben, ahol az �események� bekövetkezési id®pontjai Tn, n∈
∈ N. Például, ha ξt a t id®pontig egy adott áruházba betér® emberek számát jelöli, akkor

egy vásárlónak az aruházba történ® belépése felel meg egy �eseménynek�. Tegyük fel, hogy

minden alkalommal, mikor egy �esemény� bekövetkezik azt vagy I-es típusúnak vagy II-es

típusúnak min®sítjük. Feltételezzük, hogy egy eseményt I-es típusúnak p, II-es típusúnak 1−
−p valószín¶séggel min®sítünk és ezek a min®sítések egymástól teljesen függetlenül történnek.

Tekintsük mintaként az el®z® példát. Tegyük fel, hogy egy eseményt, azaz egy vásárló érkezését

aszerint min®sítjük, osztályozzuk, hogy ® fér� vagy n®. Jelen esetben p = 1/2 természetes

választás. (A p ̸= 1/2 eset annak felelhetne meg, hogy az áruházat kicseréljük például egy n®i

fodrász szalonra.) A továbbiakban újra az általános konstrukciót tekintjük. Tetsz®leges t ⩾ 0

esetén jelölje ξ
(1)
t a t id®pontig I-típusúnak min®sített események, ξ(2)t pedig a II-típusúnak

min®sített események számát. Nyilván ξt = ξ
(1)
t +ξ

(2)
t minden t⩾ 0 esetén.

14.13. Állítás. (Poisson-folyamat ritkítása) Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶

paraméter¶ Poisson-folyamat és legyen 0<p<1. Ekkor {ξ(1)t :t⩾0} λp paraméter¶, {ξ(2)t :t⩾0}
λ(1−p) paraméter¶, egymástól független Poisson-folyamatok. Továbbá, tetsz®leges t> 0 esetén

P(ξ(1)t = k | ξt = n) =

(
n

k

)
pk(1−p)n−k, n ∈ Z+, k ∈ {0,1, . . . , n},

azaz ξ(1)t -nek az {ξt = n} eseményre vonatkozó feltételes eloszlása n-edrend¶, p-paraméter¶ bi-

nomiális eloszlás.

Bizonyítás. Felhasználva ξ
(1)
t és ξ

(2)
t konstrukcióját az könnyen adódik, hogy {ξ(1)t : t⩾ 0}

és {ξ(2)t : t ⩾ 0} független növekmény¶ folyamatok, és a trajektóriák jobbról folytonossága is

nyilvánvaló. A következ®kben meghatározzuk ξ
(1)
t és ξ

(2)
t együttes eloszlását, azaz a

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m), n,m ∈ Z+

valószín¶ségeket. A teljes valószín¶ség tétele alapján kapjuk, hogy

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m) =

∞∑
k=0

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m | ξt = k)P(ξt = k).
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Ahhoz, hogy a t id®pontig n darab I-típusú és m darab II-típusú esemény következzen be

szükséges, hogy összesen n+m esemény következzen be a t id®pontig, így

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m | ξt = k) = 0, ha k ̸= n+m.

Ezért, felhasználva, hogy ξt Poisson eloszlású λt paraméterrel, kapjuk, hogy minden n,m∈Z+

esetén

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m) = P(ξ(1)t = n, ξ

(2)
t =m | ξt = n+m)P(ξt = n+m)

= P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m | ξt = n+m)

(λt)n+m

(n+m)!
e−λt.

Mivel minden eseményt p valószín¶séggel I-típusúnak, (1−p) valószín¶séggel II-típusúnak

osztályozunk, feltételezve, hogy összesen n+m esemény következett be, az I-típusú események

száma (n+m)-edrend¶ és p-paraméter¶ binomiális eloszlást követ. Ezért annak a valószín¶sége,

hogy n+m eseményb®l n-et I-típusúnak, m-et II-típusúnak osztályozunk(
n+m

n

)
pn(1−p)m.

Így

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m) =

(
n+m

n

)
pn(1−p)m (λt)n+m

(n+m)!
e−λt

=
(λtp)n

n!
e−λtp (λt(1−p))m

m!
e−λt(1−p). (14.14)

Összegezve ezen egyenlet két oldalát m szerint

P(ξ(1)t = n) =
∞∑

m=0

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m)

=
(λtp)n

n!
e−λtp

∞∑
m=0

(λt(1−p))m

m!
e−λt(1−p) =

(λtp)n

n!
e−λtp, n ∈ Z+.

Hasonlóan

P(ξ(2)t =m) =
(λt(1−p))m

m!
e−λt(1−p), m ∈ Z+.

Ezért (14.14) alapján

P(ξ(1)t = n, ξ
(2)
t =m) = P(ξ(1)t = n)P(ξ(2)t =m), t⩾ 0, n,m ∈ Z+. (14.15)

Hasonlóan beláthatjuk, hogy 0⩽ s < t, n, m ∈ Z+, esetén

P(ξ(1)t −ξ(1)s = n, ξ
(2)
t −ξ(2)s =m) =

(λ(t−s)p)n

n!
e−λ(t−s)p (λ(t−s)(1−p))m

m!
e−λ(t−s)(1−p).
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(Az s id®pont után a t id®pontig bekövetkez® I-típusú, illetve II-típusú eseményeket kell

�gyelni.) Ebb®l az is következik, hogy tetsz®leges 0⩽ s < t esetén

ξ
(1)
t −ξ(1)s ∼ ξ

(1)
t−s ∼ Poiss(λ(t−s)p),

ξ
(2)
t −ξ(2)s ∼ ξ

(2)
t−s ∼ Poiss

(
λ(t−s)(1−p)

)
.

Azaz {ξ(1)t : t⩾ 0} és {ξ(2)t : t⩾ 0} stacionárius növekmény¶ folyamatok is és a növekmények

eloszlása a 14.3. Tétel (ii) részében megkívánt. A 14.3. Tétel alapján {ξ(1)t :t⩾0} λp paraméter¶

Poisson-folyamat, {ξ(2)t : t⩾ 0} pedig λ(1−p) paraméter¶ Poisson-folyamat.

A következ®kben, felhasználva (14.14)-t, megmutatjuk, hogy a {ξ(1)t : t⩾0} és {ξ(2)t : t⩾0}
Poisson-folyamatok függetlenek. Azt kell megmutatnunk, hogy a σ(ξ

(1)
t , t⩾0) és a σ(ξ

(2)
t , t⩾0)

σ-algebrák függetlenek. El®ször megmutatjuk, hogy tetsz®leges s, t ⩾ 0 esetén ξ
(1)
s és ξ

(2)
t

függetlenek. Feltehet®, hogy 0⩽ s < t. Ekkor tetsz®leges n,m ∈ Z+ esetén

P(ξ(1)s = n, ξ
(2)
t =m) =

m∑
k=0

P(ξ(1)s = n, ξ(2)s = k, ξ
(2)
t =m)

=
m∑
k=0

P(ξ(1)s = n, ξ(2)s = k, ξ
(2)
t −ξ(2)s =m−k).

Hasonlóan az el®z® számolásokhoz

P(ξ(1)s = n, ξ(2)s = k, ξ
(2)
t −ξ(2)s =m−k)

=
∞∑

ℓ=m−k

P(ξ(1)s = n, ξ(2)s = k, ξ
(2)
t −ξ(2)s =m−k | ξs = n+k, ξt−ξs = ℓ)

×P(ξs = n+k, ξt−ξs = ℓ)

=
∞∑

ℓ=m−k

P(ξ(1)s = n, ξ(2)s = k, ξ
(2)
t −ξ(2)s =m−k | ξs = n+k, ξt−ξs = ℓ)

× (λs)n+k

(n+k)!
e−λs (λ(t−s))ℓ

ℓ!
e−λ(t−s)

=
∞∑

ℓ=m−k

(
n+k

n

)
pn(1−p)k

(
ℓ

m−k

)
pℓ−(m−k)(1−p)m−kλ

n+k+ℓsn+k(t−s)ℓ

(n+k)! ℓ!
e−λt

=
∞∑

ℓ=m−k

1

n! k! (m−k)! (ℓ−m+k)!
pn+ℓ−m+k(1−p)mλn+k+ℓsn+k(t−s)ℓe−λt
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=
pn−m+k(1−p)mλn+ksn+ke−λt

n! k! (m−k)!

∞∑
ℓ=m−k

1

(ℓ−m+k)!
pℓλℓ(t−s)ℓ

=
pn−m+k(1−p)mλn+ksn+ke−λt

n! k! (m−k)!

∞∑
ℓ=0

(pλ(t−s))ℓ+m−k

ℓ!

=
pn−m+k(1−p)mλn+ksn+ke−λt

n! k! (m−k)!
(pλ(t−s))m−kepλ(t−s)

=
pn(1−p)mλn+msn+k(t−s)m−k

n! k! (m−k)!
e−λ(t−p(t−s)),

mely megegyezik az alábbival :

P(ξ(1)s = n)P(ξ(2)s = k)P(ξ(2)t −ξ(2)s =m−k)

=
(λsp)n

n!
e−λsp · (λs(1−p))

k

k!
e−λs(1−p) · (λ(t−s)(1−p))

m−k

(m−k)!
e−λ(t−s)(1−p)

= P(ξ(1)s = n)P(ξ(2)s = k, ξ
(2)
t −ξ(2)s =m−k).

Így

P(ξ(1)s = n, ξ
(2)
t =m) =

m∑
k=0

P(ξ(1)s = n)P(ξ(2)s = k, ξ
(2)
t −ξ(2)s =m−k)

=
m∑
k=0

P(ξ(1)s = n)P(ξ(2)s = k, ξ
(2)
t =m)

= P(ξ(1)s = n)P(ξ(2)t =m).

Tehát ξ(1)t és ξ(2)s függetlenek tetsz®leges s, t⩾0 esetén. Ebb®l már következik, hogy a szóban-

forgó σ-algebrák is függetlenek (a pontos bizonyítás a Kolmogorov 0-1 törvény bizonyításánál

látottaknak megfelel®en történhet). □

14.14. Megjegyzés. Nem az a meglep®, hogy {ξ(1)t :t⩾0} és {ξ(2)t :t⩾0} Poisson-folyamatok,

hanem az, hogy függetlenek. Jelölje például ξt a t id®pontig egy bankba érkez® ügyfelek

számát (az id®t mérjük órában). Tegyük fel, hogy {ξt : t⩾ 0} 1 paraméter¶ Poisson-folyamat.

Tételezzük fel továbbá azt is, hogy minden egyes ügyfél 1/2 valószín¶séggel fér�, ill. n®.

Tudjuk, hogy a bank nyitása utáni 10 órában 100 fér� érkezett. Várhatóan mennyi n®

érkezett ez id® alatt a bankba? Egy téves érvelés a következ®, mivel 100 fér� érkezett és

minden érkez® 1/2 valószín¶séggel fér�, várhatóan összesen 200-an érkeztek, ezért várhatóan

100 n® érkezett ez id® alatt. Azonban ez hibás érvelés. A helyes gondolatmenet a következ®. A

14.13. Állítás alapján, ha ξ
(2)
t jelöli a t id®pontig a bankba érkez® n®i ügyfelek számát, akkor

{ξ(2)t : t ⩾ 0} 1/2 paraméter¶ Poisson-folyamat. Így az els® 10 órában érkez® n®i ügyfelek

száma Poisson eloszlású 10 ·1/2 = 5 paraméterrel. S mivel a Poisson eloszlás várható értéke

megegyezik a paraméterével kapjuk, hogy várhatóan 5 n® érkezik a bankba az els® 10 órában

(és ez független az ez id® alatt a bankba érkez® fér� ügyfelek számától). □
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A 14.13. Állítás szerint, ha egy λ paraméter¶ Poisson-folyamat minden egyes �eseményét�

egymástól függetlenül I. vagy II. típusúnak osztályozzuk p, ill. 1−p valószín¶séggel, akkor az

I-típusú, ill. II-típusú eseményeket számláló folyamatok egymástól független λp, ill. λ(1−p)
paraméter¶ Poisson-folyamatok. Vizsgáljunk most egy kicsit összetettebb helyzetet. Tegyük fel,

hogy a bekövetkez® eseményeket k darab, egymástól különböz® típusúnak osztályozhatjuk és

az, hogy egy eseményt milyen típusúnak min®sítünk függ attól is, hogy mikor következik be.

Tegyük fel, hogy ha egy esemény az y id®pontban következik be, akkor ®t pi(y) valószín¶séggel

min®sítjük i-edik típusúnak (i=1, . . . , k), minden olyan eseményt®l (és annak min®sítését®l)

függetlenül, ami el®tte következett be. (Nyilván
∑k

i=1 pi(y)=1 minden y⩾0 esetén.) A 14.13.

Állítás alapján bizonyítható a következ® állítás.

14.15. Állítás. (Poisson-folyamat ritkítása, általános eset) Legyen {ξt : t⩾0} egy λ>0

paraméter¶ Poisson-folyamat és tekintsük az állítás el®tt szerepl® konstrukciót. Jelölje ξi(t),

i = 1, . . . , k a t ⩾ 0 id®pontig bekövetkez® i-edik típusú események számát. Ekkor minden

t⩾ 0 esetén ξi(t), i= 1, . . . , k, független Poisson eloszlású valószín¶ségi változók E(ξi(t)) =
= λ

∫ t

0
pi(s) ds paraméterekkel.

14.16. Megjegyzés. (Független Poisson-folyamatokra vonatkozó várakozási id®k)

Legyenek {ξ(1)t : t ⩾ 0} és {ξ(2)t : t ⩾ 0} független λ1 > 0, ill. λ2 > 0 paraméter¶ Poisson-

folyamatok. Jelölje T
(1)
n , ill. T (2)

n , n∈N az els®, ill. második folyamatra vonatkozó várakozási

id®ket. A P(T (1)
n <T

(2)
m ), n,m∈N valószín¶ség kiszámításával foglalkozunk. (Azaz arra keres-

sük a választ, mi annak a valószín¶sége, hogy egy Poisson-folyamatban hamarabb következik

be n darab esemény, mint egy másik, t®le független Poisson-folyamatban m darab esemény.)

Tekintsük el®ször az n = m = 1 esetet. Ekkor T
(1)
1 λ1 paraméter¶ exponenciális eloszlá-

sú valószín¶ségi változó, T
(2)
1 pedig t®le független λ2 paraméter¶ exponenciális eloszlású

valószín¶ségi változó. Így a teljes várható érték tétele (lásd 8.19. Tétel) alapján kapjuk, hogy

P(T (1)
1 < T

(2)
1 ) =

∫ ∞

0

P(T (1)
1 < T

(2)
1 |T (2)

1 = x)f
T

(2)
1
(x) dx.

Felhasználva azt, ha ξ és η független valószín¶ségi változók és g :R×R→R olyan mérhet®

függvény, hogy E(|g(ξ, η)|) <∞, akkor E(g(ξ, η) | η = y) = E(g(ξ, y)) Pη-m.m. y ∈ R (lásd

8.14. Tétel (ii) része), kapjuk, hogy

P(T (1)
1 < T

(2)
1 |T (2)

1 = x) = P(T (1)
1 < x), P

T
(2)
1
-m.m. x ∈ R. (14.16)

Felhasználva, hogy P
T

(2)
1

abszolút folytonos az R-en adott Lebesgue-mértékre nézve, kapjuk,

hogy

P(T (1)
1 < T

(2)
1 ) =

∫ ∞

0

P(T (1)
1 < x)λ2e

−λ2x dx=

∫ ∞

0

(1−e−λ1x)λ2e
−λ2x dx

=

∫ ∞

0

λ2e
−λ2x dx−

∫ ∞

0

λ2e
−(λ1+λ2)x dx= 1−λ2

1

λ1+λ2
=

λ1
λ1+λ2

.
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Így

P(T (1)
1 < T

(2)
1 ) =

λ1
λ1+λ2

. (14.17)

Határozzuk meg most annak a valószín¶ségét, hogy a {ξ(1)t : t ⩾ 0} Poisson-folyamatban

2 esemény is bekövetkezik, miel®tt a {ξ(2)t : t ⩾ 0} Poisson-folyamatban egy esemény is

bekövetkezne, azaz a P(T (1)
2 < T

(2)
1 ) valószín¶ségre vagyunk kíváncsiak. Tekintsük az alábbi

(kicsit heurisztikus) gondolatmenetet. Ahhoz, hogy a {ξ(1)t : t ⩾ 0} Poisson-folyamatban 2

esemény is azel®tt következzen be, hogy a {ξ(2)t : t⩾ 0} Poisson-folyamatban egy esemény is

bekövetkezne szükséges, hogy az els® esemény a {ξ(1)t : t⩾ 0} Poisson-folyamatból következzen

be, ennek valószín¶sége (14.17) alapján λ1/(λ1+λ2). Feltételezve, hogy az els® esemény a

{ξ(1)t : t⩾ 0} Poisson-folyamatból következik be, ahhoz, hogy T
(1)
2 < T

(2)
1 legyen szükséges és

elégséges, hogy a második esemény is a {ξ(1)t : t ⩾ 0} folyamatból következzen be. Azonban

az els® esemény bekövetkezésekor mindkét folyamat újjászületik (emlékezet nélküliség), így ez

a feltételes valószín¶ség is λ1/(λ1+λ2). Így a keresett valószín¶ség

P(T (1)
2 < T

(2)
1 ) =

(
λ1

λ1+λ2

)2

.

A pontos indoklás a következ®. A teljes várható érték tétele alapján

P(T (1)
2 < T

(2)
1 ) =

∫ +∞

0

P(T (1)
2 < T

(2)
1 |T (2)

1 = x)λ2e
−λ2x dx

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

P(T (1)
2 < T

(2)
1 |T (2)

1 = x, T
(1)
1 = y)λ1λ2e

−λ1ye−λ2x dx dy

= λ1λ2

∫ +∞

0

(∫ x

0

P(T (1)
2 < T

(2)
1 |T (2)

1 = x, T
(1)
1 = y)e−λ1y dy

)
e−λ2x dx,

hiszen, ha x < y, akkor P(T (1)
2 < T

(2)
1 |T (2)

1 = x, T
(1)
1 = y) = 0, mert T

(1)
1 ⩽ T

(1)
2 .

Ha x⩾ y ⩾ 0, akkor

P(T (1)
2 < T

(2)
1 |T (2)

1 = x, T
(1)
1 = y) = P(T (1)

2 −T (1)
1 < T

(2)
1 −y |T (2)

1 = x, T
(1)
1 = y)

= P(T (1)
2 −T (1)

1 < T
(2)
1 −y |T (2)

1 = x)

= P(T (1)
2 −T (1)

1 < x−y) = 1−e−λ1(x−y),

ahol felhasználtuk, hogy T
(2)
1 független T

(1)
1 -t®l (az alapul vett Poisson-folyamatok függet-

lensége miatt), azt, hogy T
(1)
2 −T (1)

1 független T
(1)
1 -t®l, ill. T (2)

1 -t®l (hiszen az 14.1. De�níció

alapján {ξ(1)t :t⩾0} független növekmény¶ folyamat, ill. az alapul vett Poisson-folyamatok füg-

getlenek), valamint a legvégén azt, hogy T
(1)
2 −T (1)

1 exponenciális eloszlású λ1 paraméterrel.
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Így

P(T (1)
2 < T

(2)
1 ) = λ1λ2

∫ ∞

0

(∫ x

0

(1−e−λ1(x−y))e−λ1y dy

)
e−λ2x dx

= λ1λ2

∫ ∞

0

([e−λ1y

−λ1

]x
0
−e−λ1x

∫ x

0

1 dy

)
e−λ2x dx

= λ1λ2

∫ ∞

0

(
− 1

λ1
(e−λ1x−1)−e−λ1xx

)
e−λ2x dx.

Innen egyszer¶ számolás mutatja, hogy

P(T (1)
2 < T

(2)
1 ) =

(
λ1

λ1+λ2

)2

.

Általában megmutatható, hogy tetsz®leges n,m ∈ Z+ esetén

P(T (1)
n < T (2)

m ) =
n+m−1∑
k=n

(
n+m−1

k

)(
λ1

λ1+λ2

)k (
λ2

λ1+λ2

)n+m−1−k

.

□

A Poisson-folyamattal nemcsak a Poisson eloszlás és az exponenciális eloszlás áll kapcsolat-

ban. Megmutatjuk, hogyan jön itt el® az egyenletes és a binomiális eloszlás.

14.17. Tétel. Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶ Poisson-folyamat. Ekkor minden

n ∈ N és t > 0 esetén (T1, T2, . . . , Tn) feltételes eloszlása a {ξt = n} feltételre vonatkozóan

megegyezik a (0, t) intervallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi változók n elem¶ rendezett

mintájának eloszlásával, ahol T1, . . . , Tn a 14.1. De�nícióban szerepl® valószín¶ségi változók.

Azaz minden n ∈ N, t > 0 és 0⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ · · ·⩽ tn ⩽ t esetén

P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tn ⩽ tn | ξt = n) =
n!

tn

∫
· · ·
∫

x1+···+xi⩽ti
xi⩾0,i=1,...,n

1 dx1 . . . dxn.

Bizonyítás. A feltételes várható érték de�níciója alapján és felhasználva, hogy ξt Poisson

eloszlású λt paraméterrel kapjuk, hogy

P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tn ⩽ tn | ξt = n) =
P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tn ⩽ tn, ξt = n)

P(ξt = n)

=
P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tn ⩽ tn, ξt = n)

(λt)n

n!
e−λt

.

Felhasználva a Tn, n ∈ N, de�nícióját és azt, hogy a de�niálásában szerepl® η1, η2, . . .

245



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

valószín¶ségi változók független, λ paraméter¶ exponenciális eloszlásúak kapjuk, hogy

P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tn ⩽ tn, ξt = n)

= P(η1 ⩽ t1, η1+η2 ⩽ t2, . . . , η1+ · · ·+ηn ⩽ tn, η1+ · · ·+ηn+1 > t)

=

∫
(0,∞)n+1

1{x1⩽t1,x1+x2⩽t2,...,x1+···+xn⩽tn,x1+···+xn+1>t}f(η1,...,ηn+1)(x1, . . . , xn+1) dx1 · · · dxn+1

=

∫ t1

0

∫ t2−x1

0

· · ·
∫ tn−x1−···−xn−1

0

∫ ∞

t−x1−···−xn

λn+1e−λ(x1+···+xn+1) dx1 · · · dxn+1

= λn+1

∫ t1

0

∫ t2−x1

0

· · ·
∫ tn−x1−···−xn−1

0

e−λ(x1+···+xn)
[e−λu

−λ

]u=∞

u=t−x1−···−xn

dx1 · · · dxn

= λne−λt

∫ t1

0

∫ t2−x1

0

· · ·
∫ tn−x1−···−xn−1

0

1 dx1 · · · dxn.

Így

P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tn ⩽ tn | ξt = n) =
n!

tn

∫ t1

0

∫ t2−x1

0

· · ·
∫ tn−x1−···−xn−1

0

1 dx1 · · · dxn

=
n!

tn

∫
· · ·
∫

x1+···+xi⩽ti
xi⩾0,i=1,...,n

1 dx1 . . . dxn.

Végrehajtva az x1+ · · ·+xi = yi, i = 1, . . . , n helyettesítést, a helyettesítés Jacobi-mátrixa

determinánsának abszolút értéke 1, és az x1+ · · ·+xi ⩽ ti, xi ⩾ 0, i = 1, . . . , n integrálási

tartomány az yi⩽ ti, i=1, . . . , n, 0⩽ y1⩽ y2⩽ · · ·⩽ yn integrálási tartományba megy át. Így

P(T1 ⩽ t1, T2 ⩽ t2, . . . , Tn ⩽ tn | ξt = n) =
n!

tn

∫ t1

0

∫ t2

y1

· · ·
∫ tn

yn−1

1 dy1 · · · dyn. (14.18)

Azt kell még megmutatni, hogy a (14.18) formula jobb oldala megegyezik a (0, t) inter-

vallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi változók n elem¶ rendezett mintájának eloszlás-

függvényének a (t1, . . . , tn) helyen felvett értékével. Legyenek X1, . . . , Xn független, a (0, t)

intervallumon egyenletes eloszlású valószín¶ségi változók. Meghatározzuk az X∗
1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n

rendezett minta elemeinek együttes s¶r¶ségfüggvényét. El®ször az együttes eloszlásfüggvényü-

ket határozzuk meg:

FX∗
1 ,X

∗
2 ,...,X

∗
n
(x1, . . . , xn) = P(X∗

1 < x1, X
∗
2 < x2, . . . , X

∗
n < xn), x1, . . . , xn ∈ R.

Csak olyan x1, . . . , xn-ekre vizsgálódunk, melyekre 0⩽x1⩽x2⩽· · ·⩽xn⩽t. Az, hogy xi∈(0, t)
annak a következménye, hogy a mintánk (0, t)-n egyenletes eloszlásra van. A növekv® sorrend

pedig annak, hogy ha például x1 > x2, akkor X∗
1 ⩽X∗

2 < x2 < x1 miatt X∗
1 < x1, így

P(X∗
1 < x1, X

∗
2 < x2, . . . , X

∗
n < xn) = P(X∗

2 < x2, . . . , X
∗
n < xn).
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Ezért amikor az együttes s¶r¶ségfüggvényt határozzuk meg deriválással, az x1 változó szerint

konstans függvényt kell deriválni, így az ilyen helyeken a s¶r¶ségfüggvény nulla.

Tehát 0⩽ x1 ⩽ x2 ⩽ · · ·⩽ xn ⩽ t esetén

P(X∗
1 < x1, X

∗
2 < x2, . . . , X

∗
n < xn) =

∫
· · ·
∫

(y1,...,yn)∈(0,t)n
y∗i <xi, i=1,...,n

1

tn
dy1 . . . dyn

= n!

∫
· · ·
∫

(y1,...,yn)∈(0,t)n
y1⩽···⩽yn, yi<xi, i=1,...,n

1

tn
dy1 . . . dyn,

ugyanis P(X∗
1 < x1, X

∗
2 < x2, . . . , X

∗
n < xn) az X1, . . . , Xn minta egy függvényének várható

értékeként írható fel, és az X1, . . . , Xn minta együttes s¶r¶ségfüggvénye:

fX1,...,Xn(y1, . . . , yn) =


1
tn

ha yi ∈ (0, t), i= 1, . . . , n,

0 egyébként,

az utolsó lépésben pedig az integrandus y1, . . . , yn-ben való szimmetriáját, illetve azt használ-

tuk fel, hogy egy permutáció mátrix determinánsának abszolútértéke 1-el egyenl®.

Ezért

fX∗
1 ,...,X

∗
n
(x1, . . . , xn) =


n!
tn

ha 0⩽ x1 ⩽ x2 ⩽ · · ·⩽ xn ⩽ t,

0 egyébként.

Összefoglalva, minden n ∈ N és 0⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ · · ·⩽ tn ⩽ t esetén

P(X∗
1 < t1, X

∗
2 < t2, . . . , X

∗
n < tn) =

n!

tn

∫
· · ·
∫

xi⩽ti,i=1,...,n
0⩽x1⩽···⩽xn⩽t

1 dx1 . . . dxn

=
n!

tn

∫ t1

0

∫ t2

x1

· · ·
∫ tn

xn−1

1 dx1 . . . dxn.

(14.19)

Ez utóbbi pedig megegyezik (14.18) jobboldalával. □

14.18. Következmény. Legyen {ξt : t⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶ Poisson-folyamat. Ekkor

minden n∈N és t>0 esetén T1, . . . , Tn−1 együttes eloszlása a {Tn=t} feltételre vonatkozóan

megegyezik a (0, t) intervallumon egyenletes eloszlásból vett n− 1 elem¶ rendezett minta

együttes eloszlásával.

Bizonyítás. Hasonlóan bizonyítható, mint a 14.17. Tétel. □

14.19. Megjegyzés. Ha például ξ1=3, és arra vagyunk kíváncsiak, hogy a (0,1) id®interval-

lumban várhatóan milyen id®pontokban következett be a ξ1 =3 által jelzett 3 darab esemény,

247



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

akkor azt mondhatjuk, hogy a bekövetkezési id®pontok együttes eloszlása a (0,1) intervallu-

mon egyenletes eloszlásra vett 3 elem¶ rendezett minta eloszlásával egyezik meg. Jelölje X∗
1 ,

X∗
2 , X

∗
3 a szóbanforgó rendezett mintát. Ismert, hogy EX∗

i =
i
4
, i= 1,2,3. Így a szóbanforgó

3 darab esemény várhatóan az 1/4, 2/4 és 3/4 id®pontokban következett be. □

Az alábbiakban azt vizsgáljuk meg, hogyan jön be a Poisson-folyamatnál a binomiális el-

oszlás.

14.20. Állítás. Legyen {ξt : t⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶ Poisson-folyamat. Ekkor minden

0<u< t és n∈N esetén ξu feltételes eloszlása a ξt = n feltételre vonatkozóan n-edrend¶,

u/t paraméter¶ binomiális eloszlás. Azaz minden 0< u < t és k ⩽ n, k, n ∈ N esetén

P(ξu = k | ξt = n) =

(
n

k

)(u
t

)k (
1− u

t

)n−k

=

(
n

k

)
uk(t−u)n−k

tn
.

Bizonyítás. A Poisson-folyamat tulajdonságai alapján

P(ξu = k | ξt = n) =
P(ξu = k, ξt = n)

P(ξt = n)
=

P(ξu = k, ξt−ξu = n−k)
P(ξt = n)

=
P(ξu = k)P(ξt−ξu = n−k)

P(ξt = n)
=

=

(λu)k

k!
e−λu (λ(t−u))n−k

(n−k)!
e−λ(t−u)

(λt)n

n!
e−λt

=

(
n

k

)
uk(t−u)n−k

tn
.

□

14.21. Állítás. (Poisson-folyamatra vonatkozó nagy számok er®s törvénye) Legyen

{ξt : t⩾ 0} egy λ > 0 paraméter¶ Poisson-folyamat. Ekkor

P
({

ω ∈ Ω : lim
t→∞

ξt(ω)

t
= λ

})
= 1.

Bizonyítás. Legyen t > 0 tetsz®legesen rögzített. Ekkor ξt de�níciója miatt Tξt ⩽ t < Tξt+1.

Ha ω ∈ Ω olyan, hogy ξt(ω)> 0, úgy

Tξt(ω)(ω)

ξt(ω)
⩽

t

ξt(ω)
<
Tξt(ω)+1(ω)

ξt(ω)
=
Tξt(ω)+1(ω)

ξt(ω)+1

ξt(ω)+1

ξt(ω)
. (14.20)

Megmutatjuk, hogy P(limt→∞ ξt = +∞) = 1. Tudjuk, hogy P-m.m. ω ∈ Ω esetén a t ∈
∈ [0,∞) 7→ ξt(ω) trajektória monoton növekv®. Tegyük fel, hogy valamely ω ∈ Ω esetén a

t∈ [0,∞) 7→ ξt(ω) trajektória korlátos. Ekkor létezik olyan (ω-tól függ®) n0∈N és t0∈ [0,∞),

hogy ξt0(ω) = n0 és ξt(ω) ⩽ n0 bármilyen t ∈ [0,∞) esetén. Így ξt de�níciója alapján

Tn0+1(ω)> t, ha t ∈ [0,∞). Felhasználva, hogy

P
(
∃ n0 ∈ N : Tn0+1 > t, ∀ t ∈ [0,∞)

)
⩽ P(∃ n0 ∈ N : Tn0+1 > t), t ∈ [0,∞),
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és limt→∞ P(∃ n0 ∈ N : Tn0+1 > t) = 0, kapjuk, hogy P(∃ n0 ∈ N : Tn0+1 > t, ∀ t ∈ [0,∞)) = 0.

Ezért P-m.m. ω ∈ Ω esetén a t ∈ [0,∞) 7→ ξt(ω) trajektória nem korlátos. Felhasználva,

hogy egy monoton növekv®, nem korlátos (valós) sorozat +∞-hez konvergál, kapjuk, hogy

P(limt→∞ ξt =+∞) = 1. A nagy számok er®s törvénye alapján tudjuk, hogy

Tn
n

=

∑n
k=1 ηk
n

→ E η1 =
1

λ
, P-m.m.

Mivel P(limt→∞ ξt =+∞) = 1 és ξt nemnegatív egész érték¶, kapjuk, hogy

Tξt
ξt

→ 1

λ
, P-m.m. (14.21)

Mivel P(limt→∞ ξt =+∞) = 1, az is következik, hogy

P
({
ω ∈ Ω | ∃ t0 ⩾ 0 : ξt(ω)> 0, ∀ t⩾ t0

})
= 1.

Így (14.20) és (14.21) alapján P-m.m. ω ∈ Ω esetén

1

λ
⩽ lim inf

t→∞

t

ξt(ω)
⩽ lim sup

t→∞

t

ξt(ω)
⩽

1

λ
.

Ezért P-m.m. ω ∈ Ω esetén létezik a limt→∞
t

ξt(ω)
határérték és 1

λ
-val egyenl®. Ebb®l már

következik a bizonyítandó állítás. □

14.22. Példa. (Születésnapi probléma és Poisson-folyamat) Valószín¶ségszámításból is-

merjük azt a problémát, hogy legalább hány embert kell elhelyezni egy szobában, hogy annak

a valószín¶sége, hogy legalább két embernek ugyanakkor van a születésnapja legalább 0.5 le-

gyen (az éveket és szök®napokat nem számítva)? Jelölje k az elhelyezend® emberek számát,

k ∈ {1, . . . ,365}. Ekkor

P(legalább két embernek ugyanakkor van a születésnapja)

= 1−P(mind a k embernek máskor van a születésnapja)

= 1−
k−1∏
i=0

365− i
365

= 1− 365!

(365−k)! 365k
,

mely valószín¶ség k = 22 esetén 0,476 körüli, illetve k = 23 esetén 0,507 körüli. Tehát

legalább 23 embert kell elhelyezni a szobában.

Tekintsük a következ® változatát a születésnapi problémának. Feltételezzük, hogy egy vélet-

lenszer¶en kiválasztott ember születésnapja az év 365 napján egyenletes eloszlású. Az emberek

egyesével lépnek be egy szobába, és jelölje K azt, hogy hányadik embernél teljesül el®ször az,

hogy a szobában lev® emberek közül legalább két embernek ugyanakkor van a születésnapja.

Határozzuk meg K várható értéket! A kérdést úgy válaszoljuk meg, hogy tekintjük a feladat

egy folytonos idej¶ változatát (beágyazását). Legyen {ξt : t ⩾ 0} egy λ = 1 paraméter¶
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Poisson-folyamat, és tegyük fel, hogy az emberek ezen Poisson-folyamat szerint (a Poisson-

folyamathoz tartozó egymást követ® �felújítási� id®pontokban) lépnek be a szobába. Minden

egyes embert egymástól függetlenül megjelölünk a 365 születésnap egyikével, mind a 365 szü-

letésnapot egyenl®s eséllyel választva. Ilyen módon az eredeti {ξt : t⩾ 0} Poisson-folyamatnak

365 darab ritkítását kapjuk, melyek a 14.13. Állítás szerint egymástól független 1
365

-paramétre¶

Poisson-folyamatok. Jelölje (ηn)n∈N az egyes emberek érkezései között eltelt id®tartamokat (a

{ξt :t⩾0} Poisson-folyamatban), azaz ηn az n-edik és (n−1)-edik ember érkezése között eltelt

id®tartam, ahol n∈N. A feltételezéseink miatt (ηn)n∈N független, 1-paraméter¶ exponenciális

eloszlású valószín¶ségi változók. Jelölje továbbá T az els® olyan id®pontot, amikor a szobában

lev® emberek közül legalább két embernek ugyanakkor van a születésnapja. Ekkor

T =
K∑
i=1

ηi,

ahol (ηi)i∈N és K függetlenek. Továbbá,

E(T ) = E(E(T |K)) = E(K E(η1)) = E(K),

ahol felhasználtuk, hogy η1 1-paramér¶ exponenciális eloszlású, és így várható értéke E(η1)=1.

Tetsz®leges k = 1, . . . ,365 esetén jelölje Zk az els® olyan id®pontot, amikor a második olyan

ember belép a szobába, akinek a k-adik napon van a születésnapja (�k-típusú születésnap�).

Ekkor T =mink=1,...,365 Zk, Továbbá, Zk egy 1
365

-paraméter¶ Poisson-folyamatban a második

�esemény (felújítás)� id®pontja, és ezért a 14.10. Állítás alapján Zk 2-odrend¶, 1
365

-paraméter¶

Gamma eloszlású minden k = 1, . . . , 365 esetén, azaz Zk s¶r¶ségfüggvénye

fZk
(x) =

( 1
365)

2
x2−1e−

1
365x

Γ(2)
= xe−

x
365

3652
, ha x > 0,

0, ha x⩽ 0,

és tetsz®leges x⩾ 0 esetén, parciális integrálással,

P(Zk < x) =

∫ x

0

te−
t

365

3652
dt=

1

3652

([
−365te−

t
365

]x
0
+365

∫ x

0

e−
t

365 dt

)
= 1− (x+365)e−

x
365

365
.

A Z1, . . . , Zk valószín¶ségi változók függetlenek is, ugyanis azon 1
365

-paraméter¶ Poisson-

folyamatok, melyeknél a második �esemény (felújítás)� id®pontjai, függetlenek egymástól (lásd

14.13. Állítás). Így tetsz®leges x⩾ 0 esetén

P(T ⩾ x) = P
(

min
k=1,...,365

Zk ⩾ x

)
= P(Z1 ⩾ x, . . . , Z365 ⩾ x) = (P(Z1 ⩾ x))365

=

(
(x+365)e−

x
365

365

)365

=
(
1+

x

365

)365
e−x.

Ezért a 3.7. Tétel (xxii) része alapján

E(K) = E(T ) =
∫ ∞

0

P(T ⩾ x) dx=

∫ ∞

0

(
1+

x

365

)365
e−x dx,

mely integrál értéke közelít®leg 24,6166 (numerikusan számolva). □

250



Barczy Mátyás, Pap Gyula Valószín¶ségelmélet

14.23. Példa. (Várakozási paradoxon és Poisson-folyamat) Legyen {ξt :t⩾0} egy λ>0

paraméter¶ Poisson-folyamat. Tetsz®leges t > 0 esetén, a t id®ponttal bezárólag a legutolsó

felújítás id®pontja Tξt , a következ® felújítás pedig a Tξt+1 id®pontban fog bekövetkezni.

Nyilván Tξt ⩽ t < Tξt+1. Amennyiben ξt-re úgy gondolunk, mint egy buszmegállóban az

egymást követ® buszok száma a t id®ponttal bezárólag, akkor rögzített t > 0 esetén

• t−Tξt : a t id®pontbeli érkezésünk és az ezel®tt érkezett busz érkezési ideje között eltelt

id®,

• Tξt+1− t : a t id®pontbeli érkezésünk után a következ® busz érkezéséig eltelt id®,

• Tξt+1−Tξt : a t id®pontbeli érkezésünk el®tt és után érkez® két busz követési ideje.

Mivel Tξt+1−Tξt =ηξt+1, természetes lehet azt várni, hogy E(Tξt+1−Tξt)= 1
λ
, azonban kiderül,

hogy ez hibás, ugyanis a helyes formula

E(Tξt+1−Tξt) =
2−e−λt

λ
,

melyet az alábbiakban belátunk. Ezt a meglep® eredményt hívják várakozási paradoxonnak

vagy Feller-paradoxonnak.

Meghatározzuk az E(Tξt+1) és E(Tξt) várható értekeket külön-külön. Ekkor E(Tξt+1) =

= E(E(Tξt+1 | ξt)), és belátjuk, hogy tetsz®leges k ∈ Z+ esetén

E(Tξt+1 | ξt = k) = E(Tk+1 | ξt = k) = t+
1

λ
.

Tetsz®leges b > 0 és k ∈ Z+ esetén,

P(Tk+1 < b, ξt = k) = P(Tk+1 < b, Tk ⩽ t < Tk+1) = P(Tk+ηk+1 < b, Tk ⩽ t < Tk+ηk+1)

= P(t−Tk < ηk+1 < b−Tk, Tk ⩽ t),

mely 0-val egyenl®, ha t⩾b, és t<b esetén, mivel Tk és ηk+1 függetlenek, és Tk k-adrend¶

és λ-paraméter¶ Gamma-eloszlású (lásd 14.10. Állítás),

P(Tk+1 < b, ξt = k) =

∫ t

0

(∫ b−s

t−s

fTk,ηk+1
(s, x) dx

)
ds

=

∫ t

0

(∫ b−s

t−s

λksk−1e−λs

(k−1)!
λe−λx dx

)
ds =

∫ t

0

λksk−1e−λs

(k−1)!

(
e−λ(t−s)−e−λ(b−s)

)
ds

=
λk

(k−1)!

∫ t

0

sk−1(e−λt−e−λb) ds=
λk

(k−1)!
(e−λt−e−λb)

∫ t

0

sk−1 ds

=
(λt)k

k!
(e−λt−e−λb) =

(λt)k

k!
e−λt(1−e−λ(b−t))

= P(ξt = k)P(η1 < b− t).
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Így tetsz®leges b > 0 és k ∈ Z+ esetén,

P(Tk+1 < b | ξt = k) =

1−e−λ(b−t) ha t < b,

0 ha t⩾ b,

és ezért

E(Tk+1 | ξt = k) =

∫ ∞

t

b(1−e−λ(b−t)) db=

∫ ∞

0

(̃b+ t)(1−e−λb̃) db̃=
1

λ
+ t.

Következésképpen, E(Tξt+1 | ξt) = t+ 1
λ
, melyb®l következik, hogy

E(Tξt+1) = t+
1

λ
. (14.22)

Továbbá, E(Tξt) = E(E(Tξt | ξt)), ahol belátjuk, hogy

E(Tξt | ξt = k) =
tk

k+1
, k ∈ Z+.

A k = 0 esetben ez triviálisan teljesül, ugyanis T0 = 0. A továbbiakban tegyük fel, hogy

k ∈N. A 14.17. Tétel alapján a {ξt = k} feltétel mellett Tξt eloszlása megegyezik k darab,

a (0, t) intervallumon vett egyenletes eloszlású véletlen változó maximumának az eloszlásá-

val, azaz max(X1, . . . , Xk) eloszlásával, ahol X1, . . . , Xk független, a (0, t) intervallumon

egyenletes eloszlású véletlen változók. Így E(Tξt | ξt = k) =E(max(X1, . . . , Xk)), k ∈N. Mivel

max(X1, . . . , Xk) eloszlásfüggvénye Fmax(X1,...,Xk) : R→ [0,1],

Fmax(X1,...,Xk)(x) = P(max(X1, . . . , Xk)< x) = (P(X1 < x))k =


0, ha x < 0,(
x
t

)k
ha 0⩽ x⩽ t,

1, ha x > t,

a 3.7. Tétel (xxii) része alapján

E(max(X1, . . . , Xk)) =

∫ ∞

0

(1−Fmax(X1,...,Xk)(x)) dx=

∫ t

0

(
1−
(x
t

)k)
dx=

kt

k+1
.

Ezért

E(Tξt | ξt) =
tξt
ξt+1

= t− t

ξt+1
,

amib®l

E(Tξt) = t− tE
(

1

ξt+1

)
.

Itt

E
(

1

ξt+1

)
=

∞∑
k=0

1

k+1

(λt)k

k!
e−λt = e−λt

∞∑
k=0

(λt)k

(k+1)!
= e−λt

∞∑
k=1

(λt)k−1

k!

=
e−λt

λt
(eλt−1) =

1−e−λt

λt
,
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így

E(Tξt) = t− 1−e−λt

λ
= t− 1

λ
+
e−λt

λ
. (14.23)

Következésképpen, (14.22) és (14.23) alapján kapjuk, hogy

E(Tξt+1−Tξt) = E(Tξt+1)−E(Tξt) =
2

λ
− e−λt

λ
.

Látható az is, hogy

lim
t→∞

E(Tξt+1−Tξt) =
2

λ
=

E(η21)
E(η1)

> E(η1) =
1

λ
.

Továbbá,

E(Tξt+1− t) =
1

λ
= E(η1),

és

E(t−Tξt) =
1

λ
− e−λt

λ
<

1

λ
= E(η1).

□

A következ®kben a nemstacionárius Poisson-folyamattal és az összetett Poisson-folyamattal

foglalkozunk.

14.24. De�níció. Azt mondjuk, hogy {ξt : t ⩾ 0} nemstacionárius (más néven inho-

mogén) Poisson-folyamat λ(t), t ⩾ 0, intenzitásfüggvénnyel (ahol λ(t), t ⩾ 0, egy

nemnegatív, lokálisan integrálható függvény), ha

(i) ξ0 = 0 és nemnegatív egész érték¶,

(ii) független növekmény¶,

(iii) tetsz®leges t⩾ 0 esetén P(ξt+h−ξt ⩾ 2)= o(h) és P(ξt+h−ξt =1)= λ(t)h+o(h) amint

h→ 0,

(iv) a [0,∞) ∋ t 7→ ξt trajektóriák jobbról folytonosak.

(Azon, hogy λ(t), t ⩾ 0, lokálisan integrálható azt értjük, hogy [0,∞) minden véges részin-

tervallumán integrálható függvény.)

Vezessük be az m(t) :=
∫ t

0
λ(s) ds, t⩾ 0, jelölést. Mivel λ(t), t⩾ 0, lokálisan integrálható,

m(t) ∈ [0,∞), t⩾ 0. Megmutatható, hogy minden n ∈ N és s, t⩾ 0 esetén

P(ξt+s−ξt = n) =
(m(t+s)−m(t))n

n!
e−(m(t+s)−m(t)). (14.24)

Tehát ξt+s−ξs Poisson eloszlású m(t+s)−m(t) paraméterrel. Speciálisan ξt Poisson eloszlású

m(t) várható értékkel, ezért az m(t) függvényt a folyamat várható érték függvényének is

szokás hívni. Abban a speciális esetben mikor λ(t)≡ λ (azaz {ξt : t⩾ 0} egy λ paraméter¶

Poisson-folyamat), m(t) = λt.
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14.25. De�níció. Azt mondjuk, hogy az {Xt :t⩾0} sztochasztikus folyamat λ paraméter¶

összetett Poisson-folyamat, ha el®állítható

Xt =

ξt∑
i=1

Yi, t⩾ 0 (14.25)

alakban, ahol {ξt : t⩾0} λ paraméter¶ Poisson-folyamat, Y1, Y2, . . . , Yn, . . . független, azonos

eloszlású valószín¶ségi változók, melyek függetlenek a {ξt : t⩾ 0} Poisson-folyamattól is.

14.26. Megjegyzés. (i) Az Yn ≡ 1, n ∈ N választással Xt = ξt, t⩾ 0, így visszakapjuk

a szokásos Poisson-folyamatot.

(ii) Tegyük fel, hogy egy sporteseményre buszok szállítják a néz®ket. Jelölje ξt a t id®pontig

induló buszok számát és tegyük fel, hogy {ξt :t⩾0} Poisson-folyamat. Tegyük fel továbbá,

hogy az egyes buszok által szállított utasok számát leíró valószín¶ségi változók egymástól

függetlenek és azonos eloszlásúak. Jelölje Xt a t id®pontig a rendezvényre megérkezett

néz®k számák. Ekkor {Xt : t⩾ 0} összetett Poisson-folyamat, a (14.25) reprezentációban

Yn jelenti az n-edik busszal érkez® utasok számát.

□
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15. Diszkrét idej¶ martingálok

Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér. Az 1, 2, . . . pozitív egészeket id®pontoknak nevezzük. Jelölje

minden n∈N esetén Fn azoknak az eseményeknek a halmazát, melyekr®l az n id®pontban

már tudjuk, hogy bekövetkeztek-e, vagy sem. Ekkor (Fn)n∈N monoton növekv® rész-σ-algebra

sereg A-ban, azaz Fn ⊂Fn+1 ⊂A minden n ∈ N esetén.

15.1. De�níció. Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér, és minden n ∈ N esetén Fn ⊂A rész-σ-

algebra.

Azt mondjuk, hogy az (Fn)n∈N sorozat �ltráció (sz¶rés), ha F1 ⊂F2 ⊂ · · · .
Azt mondjuk, hogy véletlen változók (Xn)n∈N sorozata adaptált az (Fn)n∈N �ltrációhoz, ha

minden n ∈ N esetén Xn Fn-mérhet®, azaz σ(Xn)⊂Fn.

Véletlen változók (Xn)n∈N sorozata akkor és csak akkor adaptált az (Fn)n∈N �ltrációhoz,

ha tetsz®leges n∈N id®pontban a rendelkezésre álló információk alapján tudjuk Xn értékét.

Nyilván véletlen változók tetsz®leges (Xn)n∈N sorozata adaptált a (FX
n )n∈N természetes

�ltrációhoz, ahol FX
n := σ(X1, . . . , Xn), és ez a legsz¶kebb sz¶rés, melyhez az (Xn)n∈N

sorozat adaptált.

15.2. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, (Xn)n∈N véletlen változók sorozata,

mely adaptált valamely F1⊂F2⊂· · ·⊂A �ltrációhoz, és minden n∈N esetén E(|Xn|)<∞.

Azt mondjuk, hogy az (Xn,Fn)n∈N sorozat

(i) martingál, ha minden n ∈ N esetén E(Xn+1 | Fn) =Xn P-m.m.,

(ii) szubmartingál, ha minden n ∈ N esetén E(Xn+1 | Fn)⩾Xn P-m.m.,

(iii) szupermartingál, ha minden n ∈ N esetén E(Xn+1 | Fn)⩽Xn P-m.m.

Azt mondjuk, hogy a (Xn)n∈N sorozat martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál, ha az

(Xn,FX
n )n∈N sorozat martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál.

Ha Xn egy játékos el®jeles vagyona az n id®pontban, akkor martingál esetén a játék igaz-

ságos, szubmartingál esetén a játék el®nyös, szupermartingál esetén pedig hátrányos a játékos

számára.

Nyilván

(i) martingál esetén E(X1) = E(X2) = E(X3) = . . . ;

(ii) szubmartingál esetén E(X1)⩽ E(X2)⩽ E(X3)⩽ . . . ;

(iii) szupermartingál esetén E(X1)⩾ E(X2)⩾ E(X3)⩾ . . . .
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Ha az (Xn,Fn)n∈N sorozat martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál, akkor az

(Xn)n∈N sorozat is martingál, szubmartingál, illetve szupermartingál. Valóban, mivel Xn FX
n -

mérhet®, azt kell csak ellen®riznünk, hogy tetsz®leges n ∈N esetén E(Xn+1 | FX
n ) =Xn P-m.m.

Mivel FX
n ⊂Fn, n ∈ N, a toronyszabály (8.5. Tétel (vii) rész) alapján

E(Xn+1 | FX
n ) = E

(
E(Xn+1 | Fn) | FX

n

)
= E(Xn | FX

n ) =Xn P-m.m.

Ha (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, akkor (−Xn,Fn)n∈N szupermartingál.

15.3. Tétel. Ha az (Xn,Fn)n∈N sorozat

(i) martingál, akkor minden n, k ∈ N esetén E(Xn+k | Fn) =Xn ;

(ii) szubmartingál, akkor minden n, k ∈ N esetén E(Xn+k | Fn)⩾Xn ;

(iii) szupermartingál, akkor minden n, k ∈ N esetén E(Xn+k | Fn)⩽Xn.

Bizonyítás. Teljes indukcióval igazoljuk az (i) részt. Tetsz®leges n∈N és k=1 esetén teljesül az

állítás a martingál de�níciója miatt. Tegyük fel, hogy tetsz®leges n∈N és 1, . . . , k esetén teljesül

az állítás, és mutassuk meg, hogy tetsz®leges n∈N és k+1 esetén is teljesül. Felhasználva, hogy

Fn ⊂Fn+1, a toronyszabály és az indukciós feltevés alapján kapjuk, hogy

E(Xn+k+1 | Fn) = E(E(Xn+1+k | Fn+1) | Fn) = E(Xn+1 | Fn) =Xn,

ahol az utolsó egyenl®ségnél azt használtuk, hogy Xn mérhet® Fn-re nézve a martingál de�ní-

ciója miatt.

A (ii) és (iii) részek hasonlóan igazolhatóak. □

15.4. Példa. Legyenek Y1, Y2, . . . független, integrálható véletlen változók, és legyen Xn :=

=
n∑

k=1

Yk, n ∈ N. Ekkor belátjuk, hogy az (Xn)n∈N sorozat

(i) martingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) = 0 ;

(ii) szubmartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk)⩾ 0 ;

(iii) szupermartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk)⩽ 0.

Nyilván, FX
n = σ(X1, . . . , Xn) = σ(Y1, . . . , Yn) = FY

n , mert

X1

...

Xn

=


1 0 0 · · · 0

1 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 1


Y1...
Yn

 .
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Az Xn véletlen változó FX
n -mérhet®, és

E(|Xn|)⩽
n∑

i=1

E(|Yi|)<∞, n ∈ N.

Továbbá, tetsz®leges n∈N esetén, felhasználva, hogy FX
n =FY

n és Yn+1 független FY
n -tól, kapjuk,

hogy

E(Xn+1 | FX
n ) =

n+1∑
i=1

E(Yi | FX
n ) =

n+1∑
i=1

E(Yi | FY
n ) = Y1+ · · ·+Yn+E(Yn+1) =Xn+E(Yn+1),

melyb®l következik az állítás. □

15.5. Példa. Legyenek Y1, Y2, . . . független, integrálható pozitív véletlen változók, és legyen

Xn :=
n∏

k=1

Yk, n ∈ N. Ekkor az (Xn)n∈N sorozat

(i) martingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk) = 1 ;

(ii) szubmartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk)⩾ 1 ;

(iii) szupermartingál, ha minden k ∈ N esetén E(Yk)⩽ 1.

Nyilván, FX
n = σ(X1, . . . , Xn) = σ(Y1, . . . , Yn) = FY

n , mert ha (Y1, . . . , Yn) adott, akkor

(X1, . . . , Xn) kifejezhet® a de�níció alapján, illetve ha (X1, . . . , Xn) ismert, akkor

Y1 =X1, Y2 =
X2

X1

, Yn =
Xn

Xn−1

,

melyek jól de�niáltak, mert Yi, i = 1, . . . , n, pozitívak, és így Xi, i = 1, . . . , n, is pozitívak. Az

Xn véletlen változó FX
n -mérhet®, és

E(|Xn|) = E(Xn) =
n∏

i=1

E(Yi)<∞, n ∈ N.

Továbbá, tetsz®leges n∈N esetén, felhasználva, hogy FX
n =FY

n és Yn+1 független FY
n -tól, kapjuk,

hogy

E(Xn+1 | FX
n ) = E(Yn+1Yn · · ·Y1 | FX

n ) = E(Yn+1Xn | FX
n ) =Xn E(Yn+1 | FX

n )

=Xn E(Yn+1 | FY
n ) =Xn E(Yn+1),

melyb®l következik az állítás. □

15.6. Példa. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ A �ltráció, Y olyan

véletlen változó, hogy E(|Y |)<∞, és legyen Xn :=E(Y | Fn), n∈N. Ekkor az (Xn,Fn)n∈N

sorozat martingál.
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Az Xn véletlen változó Fn-mérhet® a feltételes várható érték de�níciója miatt. Továbbá,

E(|Xn|) = E(|E(Y | Fn)|)⩽ E(E(|Y | | Fn)) = E(|Y |)<∞,

és

E(Xn+1 | Fn) = E(E(Y | Fn+1) | Fn) = E(Y | Fn) =Xn.

□

15.7. Állítás. Ha (Xn,Fn)n∈N martingál, és minden k ∈ N esetén E(X2
k) <∞, akkor az

X1, X2−X1, X3−X2, . . . véletlen változók páronként korrelálatlanok.

Bizonyítás. Nyilván E(Xk−Xk−1)=0 minden k⩾ 2, k∈N esetén, így tetsz®leges 2⩽ j <k

esetén

Cov(Xj−Xj−1, Xk−Xk−1) = E
[
(Xj−Xj−1)(Xk−Xk−1)

]
= E

[
E
[
(Xj−Xj−1)(Xk−Xk−1) | Fk−1

]]
= E

[
(Xj−Xj−1)E(Xk−Xk−1 | Fk−1)

]
= 0,

hiszen egyrészt j ⩽ k−1 miatt σ(Xj−Xj−1)⊂Fj ⊂Fk−1, másrészt E(Xk−Xk−1 | Fk−1) = 0.

A Cov(X1, Xk−Xk−1), k ⩾ 2, kovarianciák hasonlóan kezelhet®ek. □

Tehát a négyzetesen integrálható martingálok el®állnak páronként korrelálatlan valószín¶-

ségi változók részletösszeg�sorozataként, ugyanis,

Xn =X1+(X2−X1)+(X3−X2)+ · · ·+(Xn−Xn−1).

15.8. Tétel. Legyen I⊂R (nem feltétlenül korlátos) intervallum, g:I→R konvex függvény, és

X1, X2, . . . olyan véletlen változók, hogy minden k∈N esetén Xk∈I m.b., és E(|g(Xk)|)<∞.

Ekkor (g(Xn),Fn)n∈N szubmartingál, ha az alábbi feltételek valamelyike teljesül :

(i) (Xn,Fn)n∈N szubmartingál és g monoton növekv®;

(ii) (Xn,Fn)n∈N martingál.

Bizonyítás. A feltételek miatt E(|g(Xk)|) <∞, k ∈ N. Továbbá, mivel g : I → R konvex, így

Borel-mérhet® is, melyb®l következik, hogy g(Xn) mérhet® Fn-re nézve. Legyen j ⩽ k. Ekkor

(i) esetén (Xn,Fn)n∈N szubmartingálsága miatt Xj ⩽ E(Xk | Fj), így g monotonitása

miatt g(Xj) ⩽ g
(
E(Xk | Fj)

)
. Továbbá (ii) esetén (Xn,Fn)n∈N martingálsága miatt Xj =

= E(Xk | Fj), így g(Xj) = g
(
E(Xk | Fj)

)
. Mindkét esetben g konvexsége miatt a feltételes

Jensen-egyenl®tlenség alapján

g(Xj)⩽ g
(
E(Xk | Fj)

)
⩽ E

(
g(Xk) | Fj

)
,

tehát (g(Xn),Fn)n∈N szubmartingál. □

Például ha (Xn,Fn)n∈N martingál, akkor (|Xn|,Fn)n∈N szubmartingál.
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15.9. De�níció. Legyen (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®, és (Zn)n∈N véletlen változók sorozata,

mely adaptált valamely F1 ⊂F2 ⊂ · · · ⊂ A �ltrációhoz.

Azt mondjuk, hogy a (Zn,Fn)n∈N sorozat

� növekv®, ha minden n ∈ N esetén Zn ⩽ Zn+1 m.b.,

� el®rejelezhet® (prediktálható), ha Z1 = 0 m.b., és minden n ∈ N esetén Zn+1

Fn-mérhet®.

Nyilván, ha (Zn,Fn)n∈N növekv®, akkor Z1⩽Z2⩽. . . teljesül 1 valószín¶séggel, hiszen meg-

számlálható sok 1-valószín¶ség¶ esemény metszete is 1-valószín¶ség¶ esemény. Ha (Zn,Fn)n∈N

el®rejelezhet®, akkor a Zn értékét már az n−1 id®pontban tudjuk.

15.10. Tétel. (Doob-felbontás) Tetsz®leges (Xn,Fn)n∈N szubmartingál esetén léteznek olyan

(Yn)n∈N és (Zn)n∈N véletlen változókból álló sorozatok, hogy

(i) Xn = Yn+Zn tetsz®leges n ∈ N esetén,

(ii) (Yn,Fn)n∈N martingál,

(iii) (Zn,Fn)n∈N növekv®, el®rejelezhet® sorozat. (Ilyenkor Zn ⩾ 0 P-m.m. tetsz®leges n ∈ N
esetén.)

Ilyen tulajdonságokkal rendelkez® (Yn)n∈N és (Zn)n∈N sorozatok P-m.b. egyértelm¶en meg-

határozottak.

Bizonyítás. Tekintsük Xn-nek az alábbi felbontását:

Xn =X1+
n∑

k=2

(Xk−Xk−1) =X1+
n∑

k=2

(
(Xk−E(Xk | Fk−1))+(E(Xk | Fk−1)−Xk−1)

)
,

mely motiválja az alábbi Yn és Zn véletlen változók bevezetését. Legyen Z1 := 0, Y1 :=X1, és

n⩾ 2 esetén

Yn :=X1+
n∑

k=2

[
Xk−E(Xk | Fk−1)

]
, Zn :=

n∑
k=2

[
E(Xk | Fk−1)−Xk−1

]
.

Ekkor nyilván minden n ∈ N esetén E(|Yn|)<∞, Yn mérhet® Fn-re nézve, és

E(Yn+1−Yn | Fn) = E
[
Xn+1−E(Xn+1 | Fn) | Fn

]
= E(Xn+1 | Fn)−E(Xn+1 | Fn) = 0,

melyb®l következik, hogy E(Yn+1 | Fn)=E(Yn | Fn)=Yn, tehát (Yn,Fn)n∈N martingál. Továbbá

minden n ∈ N esetén Zn ⩾ 0, mert minden k ∈ N esetén E(Xk | Fk−1)−Xk−1 ⩾ 0, hiszen

(Xn,Fn)n∈N szubmartingál. Az indoklásból az is következik, hogy Zn⩽Zn+1 P-m.m. tetsz®leges

n ∈ N esetén. Mivel minden k ∈ N esetén E(Xk | Fk−1)−Xk−1 Fk−1-mérhet®, ezért minden
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n ∈ N esetén Zn+1 Fn-mérhet®, tehát (Zn,Fn)n∈N növekv®, el®rejelezhet® sorozat. Végül

minden k ∈ N esetén

Yn+Zn =X1+
n∑

k=2

(Xk−Xk−1) =Xn,

tehát az (Yn)n∈N és (Zn)n∈N sorozatok rendelkeznek a megfelel® tulajdonságokkal.

A P-m.b. egyértelm¶ség bizonyításához tegyük fel, hogy az (Ỹn)n∈N és (Z̃n)n∈N sorozatokra

is teljesülnek az (i)�(iii) tulajdonságok ugyanazzal az (Fn)n∈N �ltrációval. Ekkor minden n∈N
esetén

Z̃n+1− Z̃n = (Xn+1− Ỹn+1)−(Xn− Ỹn) = (Yn+1+Zn+1− Ỹn+1)−(Yn+Zn− Ỹn)
= (Zn+1−Zn)+(Yn+1−Yn)−(Ỹn+1− Ỹn).

Felhasználva, hogy Zn+1, Zn, Z̃n+1, Z̃n mérhet®ek Fn-re nézve a prediktálhatóság miatt, véve az

el®z® az egyenletnek a feltételes várható értékét az Fn σ-algebrára vonatkozóan, azt kapjuk,

hogy

Z̃n+1− Z̃n = Zn+1−Zn.

Mivel Z1= Z̃1=0, így minden n∈N esetén Z̃n=Zn, ezért Ỹn=Xn−Z̃n=Xn−Zn=Yn. □

ADoob-felbontásban szerepl® (Zn)n∈N sorozatra nyilván teljesül E(|Zn|)<∞, hiszen |Zn|⩽
|Xn|+|Yn|, melyb®l következik, hogy E(|Zn|)⩽E(|Xn|)+E(|Yn|)<∞, hiszen a szubmartingálság

miatt E(|Xn|)<∞ és a martingálság miatt E(|Yn|)<∞.

Ha az (Xn)n∈N sorozat növekv® és adaptált az (Fn)n∈N rész-σ-algebra sereghez és E(|Xn|)<
<∞, n∈N, akkor E(Xn+1−Xn | Fn)⩾0 (hiszenXn+1−Xn⩾0) miatt E(Xn+1 | Fn)⩾E(Xn | Fn)=

=Xn, melyb®l következik, hogy (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, de nem feltétlenül el®rejelezhet®,

ezért nem feltétlenül Xn = 0+Xn a Doob-felbontása!

15.11. De�níció. Legyen (Ω,A) mérhet®ségi tér, F1⊂F2⊂· · ·⊂A �ltráció. Azt mondjuk,

hogy az α : Ω → N∪{∞} véletlen változó (opcionális, vagyis választható, azaz megengedett)

megállási id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, ha minden n∈N esetén {ω∈Ω:α(ω)⩽n}∈
∈ Fn.

Vagyis tetsz®leges n id®pontban a rendelkezésre álló információk alapján el lehet dönteni,

hogy már elérkezett-e az α véletlen id®pont, vagy sem.

15.12. Példa. (i) Ha véletlen változók (Xn)n∈N sorozata adaptált egy (Fn)n∈N �ltrációra

nézve, akkor tetsz®leges B ∈ B(R) halmazba való els® megérkezési id®pont:

αB(ω) := inf{n ∈ N :Xn(ω) ∈B}=min{n ∈ N :Xn(ω) ∈B}
(ahol inf ∅ := ∞) megállási id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, hiszen tetsz®leges n ∈ N
esetén

{ω ∈ Ω : αB(ω)⩽ n}= Ω\{ω ∈ Ω : αB(ω)> n}
= Ω\{ω ∈ Ω :X1(ω) /∈B, . . . , Xn(ω) /∈B} ∈ Fn.
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Vegyük észre, hogy az Fn := FX
n , n ∈ N, választás mindig lehetséges.

(ii) Ha c∈N∪{∞} és α(ω) := c, ω ∈Ω, akkor α megállási id®pont tetsz®leges (Fn)n∈N

�ltrációra nézve, hiszen minden n ∈ N esetén

{ω ∈ Ω : α(ω)⩽ n}=

∅ ha n < c,

Ω ha n⩾ c.

Tehát minden determinisztikus id®pont egyúttal megállási id®pont is. □

15.13. De�níció. Ha α megállási id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, akkor az α-ig

bekövetkez® események (vagyis azok az események, melyekr®l az α id®pontban meg tudjuk

állapítani, hogy bekövetkeztek-e vagy sem):

Fα :=
{
A ∈ A : ∀ n ∈ N esetén A∩{ω ∈ Ω : α(ω)⩽ n} ∈ Fn

}
.

15.14. Állítás. Ha α megállási id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, akkor az Fα halmaz

egy σ-algebra. Speciálisan, ha N∈N és α(ω):=N , ω∈Ω, akkor Fα valóban megegyezik FN -nel.

Bizonyítás. Belátjuk, hogy Ω ∈ Fα. Mivel Ω ∈ A és α megállási id®pont, kapjuk, hogy

Ω∩{α⩽ n}= {α⩽ n} ∈ Fn, n ∈ N.

Legyen most A ∈ Fα. Belátjuk, hogy Ω\A ∈ Fα. Ekkor Ω\A ∈ A és felhasználva, hogy

{α⩽ n}= (A∩{α⩽ n})∪((Ω\A)∩{α⩽ n}),

kapjuk, hogy

(Ω\A)∩{α⩽ n}= {α⩽ n}\(A∩{α⩽ n}) ∈ Fn,

hiszen {α ⩽ n} ∈ Fn (mert α megállási id®pont), A∩{α ⩽ n} ∈ Fn (mert A ∈ Fα), és az Fn

σ-algebra zárt a különbségképzésre.

Legyenek most Ai ∈ Fα, i ∈ N. Ekkor
⋃∞

i=1Ai ∈ Fα, hiszen
⋃∞

i=1Ai ∈ A és(
∞⋃
i=1

Ai

)
∩{α⩽ n}=

∞⋃
i=1

(Ai∩{α⩽ n}) ∈ Fn,

ugyanis Fα de�níciója miatt Ai∩{α⩽n}∈Fn, i∈N, és az Fn σ-algebra zárt a megszámlálható

unióképzésre.

Legyen a továbbiakban N ∈ N és α(ω) :=N , ω ∈ Ω. Ekkor

A∩{α⩽ n}=

A∩∅= ∅ ha n < N ,

A∩Ω = A ha n⩾N ,
n ∈ N,

és így

Fα =
{
A ∈ A : ∀ n ∈ N esetén A∩{ω ∈ Ω : α(ω)⩽ n} ∈ Fn

}
=
{
A ∈ A : A ∈ Fn, ∀n⩾N

}
= FN ,

ahol felhasználtuk, hogy FN ⊂FN+j, j ∈ Z+. □
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15.15. Állítás. Ha véletlen változók (Xn)n∈N sorozata adaptált az (Fn)n∈N �ltrációhoz és

α megállási id®pont az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, hogy P(α<∞) = 1, akkor az Xα : Ω→R,

(Xα)(ω) :=
∞∑
n=1

Xn(ω)1{α=n}(ω), ω ∈ Ω

leképezés mérhet®, tehát véletlen változó, s®t Fα-mérhet® is, azaz σ(Xα)⊂Fα.

Bizonyítás. Tetsz®leges x ∈ R esetén

{Xα < x}=
∞⋃
n=1

{Xα < x, α= n}=
∞⋃
n=1

{Xn < x, α= n} ∈ A,

hiszen {Xn<x, α=n}={Xn<x}∩{α=n}∈Fn⊂A, n∈N, mert Xn Fn-mérhet® (adaptáltság)

és α megállási id®pont. Továbbá, tetsz®leges N ∈ N esetén

{Xα < x}∩{α⩽N}=
N⋃

n=1

{Xn < x}∩{α = n} ∈ FN ,

hiszen {Xn < x}∩{α = n} ∈ Fn ⊂FN , n= 1, . . . , N . □

Ha α korlátos, azaz α ⩽ m valamely m ∈ N esetén, és E(|Xn|) <∞, n ∈ N, akkor

E(|Xα|)<∞, hiszen |Xα|⩽max{|X1|, . . . , |Xm|}.

15.16. Példa. Legyenek Yk, k∈N független véletlen változók, P(Yk=2k)=P(Yk=−2k)= 1
2
,

Xn :=
n∑

j=1

Yj. Ekkor (Xn)n∈N martingál, FX
n = σ(Y1, . . . , Yn), és

α(ω) :=

min{n :Xn(ω)> 0} ha ∃ n ∈ N melyre Xn(ω)> 0,

∞ ha ∀ n ∈ N esetén Xn(ω)⩽ 0

megállási id®pont az (FX
n )n∈N �ltrációra nézve (alkalmazhatjuk a 15.12. Példa (i) részét B :=

= (0,∞) választással). Továbbá, α 1 valószín¶séggel véges: P(α <∞) = 1, de nem korlátos,

hiszen

P(α =∞) = P(Xn ⩽ 0, n ∈ N) = P(Yk =−2k, k ∈ N)⩽
n∏

k=1

P(Yk =−2k) =
1

2n
→ 0 ha n→∞.

Továbbá Xα = 2 m.b. Ugyan 1 és α olyan megállási pillanatok, hogy 1⩽ α m.b., viszont

mégsem teljesül, hogy E(Xα | F1) = X1, mert a bal oldal 2-vel egyenl® 1 valószín¶séggel, a

jobb oldal pedig 2 1/2 valószín¶séggel és -2 1/2 valószín¶séggel Ezért a következ® tétel nem

feltétlenül teljesül nem korlátos megállási id®pontokra. □

15.17. Tétel. (Opcionális megállási tétel) Legyen (Xn,Fn)n∈N

(i) martingál, (ii) szubmartingál, (iii) szupermartingál,
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és legyenek α és β olyan megállási id®pontok (Fn)n∈N-re nézve, hogy α⩽β, P(β <∞)=1,

E(|Xα|)<∞, E(|Xβ|)<∞, és

lim inf
n→∞

E(|Xn|1{β>n}) = 0,

mely utóbbi feltétel automatikusan teljesül, ha β korlátos. Ekkor (Xα, Xβ;Fα,Fβ)

(i) martingál, (ii) szubmartingál, (iii) szupermartingál,

és így, speciálisan:

(i) E(Xβ | Fα) =Xα, (ii) E(Xβ | Fα)⩾Xα, (iii) E(Xβ | Fα)⩽Xα.

Bizonyítás. Az állítást elegend® szubmartingál esetén belátni (hiszen egy szubmartingál (−1)-

szerese szupermartingál). Elegend® azt belátni, hogy tetsz®leges A ∈ Fα esetén E(Xβ1A) ⩾

E(Xα1A). Ehhez pedig elegend® azt megmutatni, hogy minden n∈N esetén E(Xβ1A∩{α=n})⩾

E(Xα1A∩{α=n}), hiszen n ∈ N-re szummázva és �gyelembe véve azt is, hogy P(α < ∞) = 1,

megkapjuk az el®z® egyenl®tlenséget. Nyilván A∩{α=n}=A∩{α⩽n}∩(Ω\{α⩽n−1})∈Fn.

Így, felhasználva azt is, hogy α⩽ β, és, hogy (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, kapjuk, hogy

E(Xα1A∩{α=n}) = E(Xn1A∩{α=n}) = E(Xn1A∩{α=n}∩{β=n})+E(Xn1A∩{α=n}∩{β>n})

⩽ E(Xn1A∩{α=n}∩{β=n})+E
[
E(Xn+1 | Fn)1A∩{α=n}∩{β>n})

]
.

Vegyük észre, hogy A∩{α = n}∩{β = n} ∈ Fn, hiszen A ∈ Fα miatt A∩{α = n} ∈ Fn és,

mivel β megállási id®pont (Fn)n∈N-re, {β >n}=Ω\{β⩽n}∈Fn. Így a feltételes várható érték

de�níciója alapján

E
[
E(Xn+1 | Fn)1A∩{α=n}∩{β>n})

]
= E(Xn+11A∩{α=n}∩{β⩾n+1}).

Ezért, felhasználva újra, hogy (Xn,Fn)n∈N szubmartingál és azt, hogy

A∩{α = n}∩{β ⩾ n+2}= A∩{α= n}∩(Ω\{β ⩽ n+1}) ∈ Fn+1,

kapjuk, hogy

E(Xα1A∩{α=n}) = E(Xβ1A∩{α=n}∩{β=n})+E(Xn+11A∩{α=n}∩{β⩾n+1})

= E(Xβ1A∩{α=n}∩{n⩽β⩽n+1})+E(Xn+11A∩{α=n}∩{β⩾n+2})

⩽ E(Xβ1A∩{α=n}∩{n⩽β⩽n+1})+E(Xn+21A∩{α=n}∩{β⩾n+2})

⩽ . . .⩽ E(Xβ1A∩{α=n}∩{n⩽β⩽m})+E(Xm+11A∩{α=n}∩{β>m})

tetsz®leges m⩾ n esetén, azaz

E(Xβ1A∩{α=n}∩{n⩽β⩽m})⩾ E(Xα1A∩{α=n})−E(Xm+11A∩{α=n}∩{β>m}).
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Ebb®l m→∞ esetén

E(Xβ1A∩{α=n})⩾ lim sup
m→∞

[
E(Xα1A∩{α=k})−E(Xm+11A∩{α=n}∩{β>m})

]
= E(Xα1A∩{α=n})− lim inf

m→∞
E(Xm+11A∩{α=n}∩{β>m})

⩾ E(Xα1A∩{α=n})− lim inf
m→∞

E(|Xm+1|1A∩{α=n}∩{β>m})

⩾ E(Xα1A∩{α=n})− lim inf
m→∞

E(|Xm+1|1{β>m}) = E(Xα1A∩{α=n}),

ahol az utolsó egyenl®séget a következ®képpen láthatjuk be. A várható érték additivitása miatt

lim inf
m→∞

E(|Xm+1|1{β>m}) = lim inf
m→∞

[
E(|Xm+1|1{β>m+1})+E(|Xm+1|1{β=m+1})

]
,

ahol a dominált konvergencia tétel alapján

lim
m→∞

E(|Xm+1|1{β=m+1}) = 0,

hiszen tetsz®leges ω ∈ Ω esetén

lim
m→∞

|Xm+1(ω)|1{β(ω)=m+1} = 0,

és |Xm+1|1{β=m+1} ⩽ |Xβ|, ahol E(|Xβ|)<∞. Így

lim inf
m→∞

E(|Xm+1|1{β>m}) = lim inf
m→∞

E(|Xm+1|1{β>m+1}) = 0,

ahol az utolsó egyenl®ség a feltétel miatt adódik. □

15.18. Megjegyzés. Ha (Xn,Fn)n∈N martingál és α olyan megállási id®pont (Fn)n∈N�re

nézve, hogy α⩽N valamely N ∈ N esetén, akkor tekintsük a β(ω) :=N , ω ∈ Ω megálási

id®pontot. Ekkor a tétel alapján Xα=E(XN | Fα), ezért E(Xα)=E(XN)=E(X1). Tehát egy

igazságos játék esetén a játékos nem javíthatja (de nem is ronthatja!) a várható nyereményét

(megengedett, azaz választható) véletlen megállással (amely tehát csak a megállási id®pontig

felhalmozódó információn alapul), ha a megállási id® korlátos. Például ha a játékos abban az els®

id®pontban akar megállni, amikor nyerésbe került vagy letelik az el®re rögzített id®tartam, akkor

lehet, hogy kicsi annak a valószín¶sége, hogy veszítsen, de a vesztés esetén fellép® (feltételes)

várható veszteség éppen kompenzálja (kiegyenlíti) a nyerés esetén keletkez® (feltételes) várható

nyereményt.

15.19. Tétel. (Wald-azonosságok) Legyenek X1, X2, . . . független, azonos eloszlású vélet-

len változók, és E(|X1|) <∞. Legyen τ olyan megállási id®pont az (FX
n )n∈N �ltrációra

nézve, hogy E(τ)<∞.

(i) Ekkor

E(X1+ · · ·+Xτ ) = E(τ)E(X1).
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(ii) Ha még az is teljesül, hogy E(X2
1 )<∞, akkor

E
((

(X1+ · · ·+Xτ )−τ E(X1)
)2)

= E(τ)Var(X1).

Bizonyítás. Az (i) részt már beláttuk, lásd 3.12. Állítás (ii) része.

Tetsz®leges n ∈ N esetén

E
((

(X1+ · · ·+Xτ∧n)−(τ ∧n)E(X1)
)2)

= E

( n∑
i=1

(Xi−E(Xi))1{τ⩾i}

)2


= E

(n−1∑
i=1

(Xi−E(Xi))1{τ⩾i}

)2
+E

(
(Xn−E(Xn))

2
1{τ⩾n}

)
+2E

(
(Xn−E(Xn))1{τ⩾n}

n−1∑
i=1

(Xi−E(Xi))1{τ⩾i}

)
.

Mivel {τ ⩾ i} ∈ FX
i−1, kapjuk, hogy

1{τ⩾n}

n−1∑
i=1

(Xi−E(Xi))1{τ⩾i}

mérhet® az FX
n−1 σ-algebrára nézve és független (Xn−E(Xn))-t®l, és ezért

E

(
(Xn−E(Xn))1{τ⩾n}

n−1∑
i=1

(Xi−E(Xi))1{τ⩾i}

)

= E(Xn−E(Xn))E

(
1{τ⩾n}

n−1∑
i=1

(Xi−E(Xi))1{τ⩾i}

)

= 0 ·E

(
1{τ⩾n}

n−1∑
i=1

(Xi−E(Xi))1{τ⩾i}

)
= 0.

Így az Sn :=X1+ · · ·+Xn, n ∈ N, és S0 := 0, jelölést használva, kapjuk, hogy

E
(
(Sτ∧n−(τ ∧n)E(X1))

2
)
−E

(
(Sτ∧(n−1)−(τ ∧(n−1))E(X1))

2
)

= E
(
(Xn−E(Xn))

2
1{τ⩾n}

)
=Var(X1)P(τ ⩾ n), n ∈ N.

Összeadva ezen egyenl®ségeket 1-t®l n-ig, kapjuk, hogy

E
(
(Sτ∧n−(τ ∧n)E(X1))

2
)
=Var(X1)

n∑
j=1

P(τ ⩾ j), n ∈ N.

Ezért a 3.7. Tétel (xxii) része alapján

lim
n→∞

E
(
(Sτ∧n−(τ ∧n)E(X1))

2
)
=Var(X1)

∞∑
j=1

P(τ ⩾ j) = Var(X1)E(τ)<∞.
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Hasonló módon adódik, hogy ha n >m, akkor

E
(
(Sτ∧n−(τ ∧n)E(X1))

2
)
−E

(
(Sτ∧m−(τ ∧m)E(X1))

2
)

= E

( n∑
j=m+1

(Xj−E(Xj))1{τ⩾j}

)2
=Var(X1)

n∑
j=m+1

P(τ ⩾ j)

= Var(X1)

(
n∑

j=1

P(τ ⩾ j)−
m∑
j=1

P(τ ⩾ j)

)
→ Var(X1) (E(τ)−E(τ)) = 0 ha m→∞ (és így n→∞).

Mivel L2(Ω,A,P) teljes, kapjuk, hogy (Sτ∧n − (τ ∧n)E(X1))n∈N konvergál L2-ben egy S-sel

jelölt véletlen változóhoz és

E
(
(Sτ∧n−(τ ∧n)E(X1))

2
)
→ E(S2) = Var(X1)E(τ) ha n→∞.

Az maradt csak hátra, hogy belássuk, hogy S=Sτ−τ E(X1) P-m.m. Ez abból következik, hogy

létezik olyan (nk)k∈N részsorozat, hogy nk →∞, ha k→∞, Sτ∧nk
→ Sτ , ha k→∞ P-m.m. és

τ ∧nk → τ , ha k→∞ P-m.m. (hiszen P(τ <∞) = 1). □

15.20. Tétel. (Doob maximál-egyenl®tlensége) Ha (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, akkor

∀ n ∈ N és ∀ ε > 0 esetén

P
(
max
1⩽k⩽n

Xk ⩾ ε

)
⩽

1

ε
E

(
Xn1

{
max

1⩽k⩽n
Xk⩾ε

}
)

⩽
1

ε
E(X+

n ).

Bizonyítás. A 15.12. Példa (i) része alapján

αε := inf{j ∈ N :Xj ⩾ ε}

megállási id®pont az (FX
n )n∈N �ltrációra nézve és az (Fn)n∈N �ltrációra nézve is. Így, fel-

használva azt is, hogy {
max
1⩽k⩽n

Xk ⩾ ε
}
= {αε ⩽ n},

kapjuk, hogy

E

(
Xn1

{
max

1⩽k⩽n
Xk⩾ε

}
)

= E
(
Xn1{αε⩽n}

)
=

n∑
k=1

E
(
Xn1{αε=k}

)
.

Mivel {αε = k} ∈ Fk, ezért E
(
Xn1{αε=k}

)
= E

(
E(Xn | Fk)1{αε=k}

)
. A szubmartingálság

miatt E
(
E(Xn | Fk)1{αε=k}

)
⩾ E

(
Xk1{αε=k}

)
, ha n ⩾ k. Mivel {αε = k} ⊂ {Xk ⩾ ε}, így

E
(
Xk1{αε=k}

)
⩾ εE

(
1{αε=k}

)
= εP (αε = k), tehát végülis

E

(
Xn1

{
max

1⩽k⩽n
Xk⩾ε

}
)

⩾
n∑

k=1

εP (αε = k) = εP (αε ⩽ n) = εP
(
max
1⩽k⩽n

Xk ⩾ ε

)
,
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amit átrendezve kapjuk az els® egyenl®tlenséget. A második abból jön ki, hogy

E

(
Xn1

{
max

1⩽k⩽n
Xk⩾ε

}
)

⩽ E

(
X+

n 1
{

max
1⩽k⩽n

Xk⩾ε

}
)

⩽ E(X+
n ).

□

Az alábbi következményben arra mutatunk rá, hogy a Doob maximál-egyenl®tlenség speci-

ális esete a Kolmogorov maximál-egyenl®tlenség (lásd 10.3. Tétel).

15.21. Következmény. (Kolmogorov maximál-egyenl®tlensége) Ha X1, . . . , Xn füg-

getlen véletlen változók és E(X2
k) < ∞ minden k = 1, 2, . . . , n esetén, akkor tetsz®leges

ε > 0 esetén

P
(
max
1⩽k⩽n

|Sk−E(Sk)|⩾ ε

)
⩽

Var(Sn)

ε2
.

Bizonyítás. Legyen Sk :=
∑k

i=1(Xi−E(Xi)), k=1, . . . , n. A 15.4. Példa alapján Sk, k=1, . . . , n

martingál. A 15.8. Tétel (ii) része alapján S2
k , k=1, . . . , n szubmartingál. Így a Doob maximál-

egyenl®tlenség szerint (lásd, 15.20. Tétel)

P
(
max
1⩽k⩽n

|Sk−E(Sk)|⩾ ε

)
= P

(
max
1⩽k⩽n

(Sk−E(Sk))
2 ⩾ ε2

)
⩽

1

ε2
E((Sn−E(Sn))

2) =
Var(Sn)

ε2
.

□

A Doob maximál-egyenl®tlenség és a monoton konvergenciatétel alapján adódik az alábbi

következmény.

15.22. Következmény. Ha (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, akkor tetsz®leges ε > 0 esetén

P
(
sup
n∈N

Xn ⩾ ε

)
⩽

1

ε
E(X+

n ).

15.23. Lemma. Legyenek X és Y nemnegatív véletlen változók, hogy

P(X ⩾ ε)⩽
1

ε
E(Y 1{X⩾ε}), ε > 0.

Ekkor tetsz®leges p > 1 esetén

E(Xp)⩽

(
p

p−1

)p

E(Y p).

Bizonyítás. A 3.10. Következmény (i) része alapján

E(Xp) =

∫ ∞

0

pxp−1(1−FX(x)) dx,
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ahol FX az X eloszlásfüggvényét jelöli. Így a feltétel miatt, a Tonelli tételt is használva adódik,

hogy

E(Xp)⩽
∫ ∞

0

pxp−1 1

x
E(Y 1{X⩾x}) dx=

∫ ∞

0

∫
Ω

pxp−2Y (ω)1{X(ω)⩾x} P(dω) dx

=

∫
Ω

Y (ω)

∫ ∞

0

pxp−2
1{X(ω)⩾x} dx P(dω) =

∫
Ω

Y (ω)

∫ X(ω)

0

pxp−2 dx P(dω)

=

∫
Ω

Y (ω)
p

p−1
(X(ω))p−1 P(dω) =

p

p−1
E(Y Xp−1).

Legyen q ∈ (1,∞) olyan, hogy 1
p
+ 1

q
= 1, azaz q = p

p−1
. A Hölder-egyenl®tlenség alapján

E(Y Xp−1)⩽ (E(Y p))
1
p (E((Xp−1)q)

1
q = (E(Y p))

1
p (E(Xp))

p−1
p .

Ezért

E(Xp)⩽
p

p−1
(E(Y p))

1
p (E(Xp))1−

1
p ,

amib®l következik, hogy

(E(Xp))
1
p ⩽

p

p−1
(E(Y p))

1
p ,

azaz

E(Xp)⩽

(
p

p−1

)p

E(Y p).

□

15.24. Tétel. (Lp maximál egyenl®tlenség) Legyen (Xn,Fn)n∈N egy szubmartingál és p ∈
∈ (1,∞). Ekkor

(i) tetsz®leges n ∈ N esetén

E
(
max
1⩽k⩽n

Xp
k

)
⩽

(
p

p−1

)p

E(Xp
n).

(ii)

E
(
sup
n∈N

Xp
n

)
⩽

(
p

p−1

)p

sup
n∈N

E(Xp
n).

Bizonyítás. (i). A Doob maximál-egyenl®tlenségb®l (15.20. Tétel), a 15.23. Lemma segítségével

adódik felhasználva azt is, hogy E
(
max1⩽k⩽nX

p
k

)
= E

(
(max1⩽k⩽nXk)

p
)
.

(ii). Az (i) részb®l a monoton konvergencia tétel felhasználásával kapjuk, hogy

E
(
sup
n∈N

Xp
n

)
= lim

n→∞
E
(
max
1⩽k⩽n

Xp
k

)
⩽ lim inf

n→∞

(
p

p−1

)p

E(Xp
n)⩽

(
p

p−1

)p

sup
n∈N

E(Xp
n).

□
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15.25. De�níció. Legyen (Xn)n∈N véletlen változók sorozata, és a, b ∈ R, a < b. Legyen

τ0 := 0,

τ1 := inf{n ∈ N :Xn ⩽ a},
τ2 := inf{n ∈ N : n > τ1, Xn ⩾ b},

...

τ2m−1 := inf{n ∈ N : n > τ2m−2, Xn ⩽ a},
τ2m := inf{n ∈ N : n > τ2m−1, Xn ⩾ b},

...

ahol inf ∅ :=∞. Legyen N ∈ N. Azt mondjuk, hogy az X1, . . .XN sorozat felmetszéseinek

száma az [a, b] intervallumon

UX
N (a, b) := sup{m ∈ Z+ : τ2m ⩽N}.

Mivel τ0=0⩽N , kapjuk, hogy {m∈Z+ :τ2m⩽N} ̸=∅. Továbbá, a de�níció folytán Xτ2m−1⩽a

és Xτ2m ⩾ b, m ∈ N, és a [τ2m−1, τ2m] id®intervallum alatt (Xn)n∈N egyszer �átmetsszi� az [a, b]

intervallumot.

15.26. Lemma. (Doob felmetszési lemmája) Ha (Xn,Fn)n∈N szubmartingál, akkor tet-

sz®leges a, b ∈ R, a < b és tetsz®leges N ∈ N esetén

E
[
UX
N (a, b)

]
⩽

E[(XN −a)+]
b−a

⩽
E(X+

N)+ |a|
b−a

.

Bizonyítás. A második egyenl®tlenség annak a következménye, hogy (XN −a)+ ⩽X+
N + |a|.

Mivel az R ∋ x 7→ (x−a)+ ∈ R függvény konvex és monoton növekv®, a 15.8. Tétel (i)

része alapján kapjuk, hogy ((Xn−a)+,Fn)n∈N is szubmartingál, ezért az els® egyenl®tlenséget

elegend® nemnegatív szubmartingál és a= 0 esetén belátni, mert az (Xn,Fn)n∈N szubmart-

ingál éppen annyiszor metszi át felfelé az [a, b] intervallumot, ahányszor az (Xn−a,Fn)n∈N

szubmartingál, illetve az ((Xn−a)+,Fn)n∈N szubmartingál metszi át felfelé a [0, b−a] inter-

vallumot (hiszen, hogy ha 0-nál kisebb vagy egyenl®, akkor nem számít, hogy mennyivel).

Legyen tehát (Xn,Fn)n∈N nemnegatív szubmartingál és a = 0. Ekkor azt kell belátni,

hogy

E
[
UX
N (0, b)

]
⩽

E(XN)

b
.

Legyen X0 := 0, F0 := {Ω, ∅}, és minden i ∈ N esetén

φi :=

1 ha ∃m ∈ N, melyre i ∈ (τ2m−1, τ2m],

0 egyébként.
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Ekkor

bUX
N (0, b)⩽

N∑
i=1

(Xi−Xi−1)φi,

hiszen minden egyes felmetszés hozzájárulása legalább b, és az utolsó esetlegesen nem teljes

felmetszés hozzájárulása is nemnegatív (hiszen nemnegatív szubmartingált tekintünk).

Mivel a τ1, τ2, . . . megállási id®pontok az (Fn)n∈N �ltrációra nézve, így

{φi = 1}=
∞⋃

m=1

{τ2m−1 < i⩽ τ2m}=
∞⋃

m=1

[
{τ2m−1 < i}\{τ2m < i}

]
∈ Fi−1.

Ezért

bE[UX
N (0, b)]⩽

N∑
i=1

E[(Xi−Xi−1)φi] =
N∑
i=1

E[(Xi−Xi−1)1{φi=1}]

=
N∑
i=1

E
[
E(Xi−Xi−1 | Fi−1)1{φi=1}

]
=

N∑
i=1

E
[{

E(Xi | Fi−1)−Xi−1

}
1{φi=1}

]
⩽

N∑
i=1

E
[
E(Xi | Fi−1)−Xi−1

]
=

N∑
i=1

[
E(Xi)−E(Xi−1)

]
= E(XN),

hiszen a szubmartingálság miatt E(Xi | Fi−1)−Xi−1⩾0 minden i∈N esetén (az i=1 esetben

ez az egyenl®tlenség azért teljesül, mert X1 ⩾ 0, amib®l E(X1)⩾ 0 =X0). □

15.27. Tétel. (Doob szubmartingál konvergencia-tétele) Ha (Xn,Fn)n∈N olyan szub-

martingál, hogy sup
n∈N

E(|Xn|) < ∞, akkor létezik egy olyan X∞ véletlen változó, melyre

Xn
m.b.−→X∞ ha n→∞, és E(|X∞|)⩽ sup

n∈N
E(|Xn|)<∞.

Bizonyítás. Minden a, b ∈R, a < b esetén legyen UX
∞(a, b) := lim

N→∞
UX
N (a, b). Mivel UX

N (a, b)

monoton növekv® N -ben, ez a határérték létezik, esetleg +∞ (kés®bb kiderül, hogy 1 valószí-

n¶séggel véges). Mivel tetsz®leges N ∈ N esetén

E
[
UX
N (a, b)

]
⩽

E(X+
N)+ |a|
b−a

<∞,

ezért a monoton konvergencia tétel alapján

E
[
UX
∞(a, b)

]
= lim

N→∞
E
[
UX
N (a, b)

]
⩽

sup
N∈N

E(X+
N)+ |a|

b−a
⩽

sup
N∈N

E(|XN |)+ |a|

b−a
<∞,

ahol az utolsó lépében használtuk a feltételt. Ebb®l az is következik, hogy P(UX
∞(a, b)<∞)=1.

Mivel

{lim inf
n→∞

Xn < a < b < lim sup
n→∞

Xn} ⊂ {UX
∞(a, b) =∞},
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ezért P(lim infn→∞Xn < a < b < lim supn→∞Xn) = 0. Mivel

{lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn}=
⋃

a,b∈Q, a<b

{lim inf
n→∞

Xn < a < b < lim sup
n→∞

Xn},

így P(lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn) = 0, tehát P(lim inf
n→∞

Xn = lim sup
n→∞

Xn) = 1, vagyis az X∞ :=

= lim inf
n→∞

Xn véletlen változóra teljesül Xn
m.b.−→X∞. Végül a Fatou-lemmával (mely alkalmaz-

ható, hiszen |Xn|⩾ 0, n ∈ N)

E(|X∞|) = E(lim inf
n→∞

|Xn|)⩽ lim inf
n→∞

E(|Xn|)⩽ sup
n∈N

E(|Xn|)<∞.

□

15.28. Megjegyzés. Egy példát adva megmutatjuk, hogy a 15.27. Tétel feltételei mellett álta-

lában nem következik, hogy Xn konvergál X∞-hez L1-ben, amint n→∞. Tekintsük a következ®

valószín¶ségi mez®t
(
[0,1),B([0,1)), λ|[0,1)

)
, és az alábbi �ltrációt

Fn := σ
({[ j

2n
,
j+1

2n

)
, j = 0,1, . . . ,2n−1

})
, n ∈ N.

Tekintsük továbbá az alábbi véletlen változókat:

Xn(ω) :=

2n ha ω ∈ [0, 1
2n
),

0 ha ω ∈ [ 1
2n
,1),

n ∈ N.

Ekkor (Xn,Fn)n∈N martingál, mert Xn mérhet® Fn-re nézve, integrálható és belátjuk, hogy

E(Xn+1 | Fn) = E
(
2n+1

1[0, 1
2n+1 )

| Fn

)
= 2n1[0, 1

2n
) =Xn λ|[0,1)-m.m.

Ehhez azt kell ellen®rizni, hogy tetsz®leges A ∈ Fn esetén

E
(
2n+1

1[0, 1
2n+1 )∩A

)
= E

(
2n1[0, 1

2n
)∩A
)
.

Ha A =
[
0, 1

2n

)
, akkor mindkét oldal 1-gyel egyenl®, ha A =

[
j
2n
, j+1

2n

)
, j = 1, . . . ,2n−1, akkor

mindkét oldal 0-val egyenl®, és így teljesül az egyenl®ség Fn generátorrendszerén. Ebb®l az is

következik, hogy tetsz®leges A∈Fn esetén is teljesül az egyenl®ség, hiszen Fn a generátorrend-

szerét alkotó intervallumok véges unióiból áll.

Továbbá, E(|Xn|) = 1, n ∈ N, és

Xn(ω)→

0 ha ω ∈ (0,1),

∞ ha ω = 0,
amint n→∞.

Így az X(ω) := 0, ω ∈ [0,1), választással, kapjuk, hogy Xn
a.s.−→X, amint n→∞, azonban

lim
n→∞

E(|Xn−0|) = lim
n→∞

E(Xn) = 1 ̸= 0 = E(X).

□
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A. Appendix: Legközelebbi pont és néhány tulajdonsága

Az alábbiakban a feltételes Jensen-egyenl®tlenség (8.6. Tétel) bizonyításához szükséges topoló-

giai el®készületeket tárgyaljuk.

A.1. Lemma. Legyen S ⊂ Rd egy nemüres, zárt halmaz és x ∈ Rd. Ekkor létezik x-hez

legközelebbi s∈S pont, azaz olyan s∈S, melyre ∥x−s∥=infy∈S ∥x−y∥=:dS(x). (A szóban

forgó legközelebbi pont nem feltétlenül egyértelm¶en létezik.)

Bizonyítás.Az in�mum de�níciója miatt létezik olyan (yk)k∈N S-beli sorozat, melyre limk→∞ ∥x−
−yk∥=dS(x). Mivel konvergens sorozat korlátos is, kapjuk, hogy létezik olyan M>0, melyre

∥x−yk∥<M , k ∈ N. Mivel

∥yk∥= ∥yk−x+x∥⩽ ∥yk−x∥+∥x∥<M+∥x∥, k ∈ N,

kapjuk, hogy (yk)k∈N korlátos. A Bolzano-Weierstrass tétel alapján (egy korlátos Rd-beli

sorozatnak létezik konvergens részsorozata), létezik (yki)i∈N konvergens részsorozata (yk)k∈N-

nek, azaz létezik az s := limi→∞ yki határérték. Mivel S zárt, kapjuk, hogy s ∈ S. Továbbá

a normafüggvény folytonossága alapján

dS(x) = lim
k→∞

∥x−yk∥= lim
i→∞

∥x−yki∥= ∥x−s∥.

□

A.2. Lemma. Legyen K ⊂ Rd egy nemüres, zárt, konvex halmaz és x ∈ Rd. Ekkor egyér-

telm¶en létezik x-hez legközelebbi K-beli x0 pont. Továbbá, x0 az egyértelm¶ megoldása az

alábbi egyenl®tlenség rendszernek:

(x−x0)⊤(y−x0)⩽ 0, ∀ y ∈K,

azaz tetsz®leges y ∈ K esetén az x−x0 és y−x0 által bezárt szög π
2
-nél nagyobb vagy

egyenl®.

Bizonyítás. Az x0 ∈ K pont létezése az A.1. Lemma következménye. Legyen y ∈ K és

λ ∈ (0,1). Mivel K konvex, (1−λ)x0+λy ∈ K, és mivel x0 egy, az x-hez legközelebbi

K-beli pont, kapjuk, hogy

∥(1−λ)x0+λy−x∥⩾ ∥x0−x∥,

azaz ∥(x0−x)+λ(y−x0)∥⩾ ∥x0−x∥, és így ∥(x0−x)+λ(y−x0)∥2 ⩾ ∥x0−x∥2. Ezért

∥x0−x∥2+2λ(x0−x)⊤(y−x0)+λ2∥y−x0∥2 ⩾ ∥x0−x∥2,

azaz 2(x0−x)⊤(y−x0)+λ∥y−x0∥2 ⩾ 0, λ ∈ (0,1), y ∈ K. A λ ↓ 0 határátmenetet véve,

kapjuk, hogy (x0−x)⊤(y−x0)⩾ 0, y ∈K, azaz (x−x0)⊤(y−x0)⩽ 0, y ∈K.
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Tegyük fel, hogy x1 ∈K egy másik x-hez legközelebbi pont. Az el®z® egyenl®tlenségben

y = x1 választással kapjuk, hogy (x− x0)
⊤(x1 − x0) ⩽ 0. Szimmetria okok miatt (vagy az

el®z®ekhez hasonló érveléssel) adódik, hogy (x−x1)⊤(x0−x1) ⩽ 0. Ezen két egyenl®tlenséget

összeadva

(x−x0)⊤(x1−x0)−(x−x1)⊤(x1−x0)⩽ 0,

azaz ∥x1−x0∥2 = (x1−x0)⊤(x1−x0)⩽ 0, és így x1 = x0. □

A.3. Megjegyzés. Az A.2. Lemma alábbi megfordítása is igaz (Motzkin-tétel) : ha egy nem-

üres, zárt S⊂Rd halmaz esetén tetsz®leges x∈Rd-hez egyértlem¶en létezik S-beli legközelebbi

pont, akkor S konvex. □

A.4. Lemma. Legyen K ⊂ Rd egy nemüres, zárt, konvex halmaz, és tekintsük az Rd ∋
∋ x 7→ hK(x) ∈K leképezést, ahol hK(x) az x-hez legközelebbi K-beli pontot jelöli (az A.2.

Lemma alapján hK(x) egyértelm¶en létezik). Ekkor hK folytonos.

Bizonyítás. Legyenek x, y ∈ Rd olyanok, hogy hK(x) ̸= hK(y), és tekintsük a hK(x) és

hK(y) pontokra illeszked® egyenest: hK(x)+λ(hK(y)−hK(x))=(1−λ)hK(x)+λhK(y), λ∈R.
Tetsz®leges z ∈ Rd esetén keressük meg az erre az egyenesre illeszked®, z-hez legközelebbi

pontot, melynek paraméterét jelölje λz ∈R. Mivel ekkor z−(hK(x)+λz(hK(y)−hK(x))) és

a szóban forgó egyenes hK(y)−hK(x) irányvektora mer®legesek, kapjuk, hogy

(hK(x)+λz(hK(y)−hK(x))−z)⊤(hK(y)−hK(x)) = 0,

melyb®l

λz =
(z−hK(x))⊤(hK(y)−hK(x))

∥hK(y)−hK(x)∥2
.

Mivel K konvex, hK(x)+λ(hK(y)−hK(x)) ∈K minden λ ∈ [0,1] esetén. Továbbá, mivel

hK(y) ∈K, az A.2. Lemma alapján

(x−hK(x))⊤(hK(y)−hK(x))⩽ 0, (A.1)

azaz az x−hK(x) és hK(y)−hK(x) által bezárt szög legalább π
2
. Így λx ⩽ 0, a λx = 0

pedig a hK(x) pontnak felel meg az egyenesen. Hasonlóan, mivel hK(x)∈K, az A.2. Lemma

alapján

(y−hK(y))⊤(hK(x)−hK(y))⩽ 0,

és így

(y−hK(y))⊤(hK(y)−hK(x))⩾ 0.

Ezért

λy =
(y−hK(y))⊤(hK(y)−hK(x))

∥hK(y)−hK(x)∥2
+1⩾ 1,
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ahol a λy = 1 a hK(y) pontnak felel meg az egyenesen. Mindezek miatt λy−λx ⩾ 1 és így

∥hK(y)−hK(x)∥= 1 ·∥hK(y)−hK(x)∥⩽ (λy−λx)∥hK(y)−hK(x)∥

=
(y−hK(x))⊤(hK(y)−hK(x))−(x−hK(x))⊤(hK(y)−hK(x))

∥hK(y)−hK(x)∥2
∥hK(y)−hK(x)∥

=
(y−x)⊤(hK(y)−hK(x))

∥hK(y)−hK(x)∥
⩽

|(y−x)⊤(hK(y)−hK(x))|
∥hK(y)−hK(x)∥

⩽
∥y−x∥∥hK(y)−hK(x)∥

∥hK(y)−hK(x)∥
= ∥y−x∥,

és így ∥hK(x)−hK(y)∥⩽ ∥y−x∥, x, y ∈ Rd, amib®l következik hK folytonossága. □

A.5. Lemma. Legyen K ⊂ Rd egy nemüres, konvex, zárt halmaz, és x ∈ Rd esetén jelölje

hK(x) az x-hez legközelebbi K-beli pontot (mely az A.2. Lemma alapján egyértelm¶en létezik).

Ekkor tetsz®leges x ∈ Rd és y ∈K esetén

x⊤(x−hK(x))⩾ hK(x)
⊤(x−hK(x))⩾ y⊤(x−hK(x)),

és az els® egyenl®tlenségnél egyenl®ség akkor és csak akkor teljesül, ha x ∈K.

Bizonyítás. Az els® egyenl®tlenség azzal ekvivalens, hogy

(x−hK(x))⊤(x−hK(x)) = ∥x−hK(x)∥2 ⩾ 0,

és egyenl®ség akkor és csak akkor teljesül, ha hK(x) = x, ami azzal ekvivalens, hogy x ∈K.

Valóban, ha hK(x) = x, akkor mivel hK(x) ∈K, kapjuk, hogy x ∈K is teljesül. Ha pedig

x ∈K, akkor nyilván ∥x−x∥= infy∈K ∥x−y∥, és felhasználva, hogy az A.2. Lemma alapján

hK(x) egyértelm¶en meghatározott, kapjuk, hogy x= hK(x).

A második egyenl®tlenség abból következik, hogy y ∈K esetén hK(y) = y, és ezért (A.1)

alapján (y−hK(x))⊤(x−hK(x))⩽ 0. □
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B. Appendix: Kompakt regularitás

Ebben az appendixben a Kolmogorov konzisztenciatétel (13.12. Tétel) bizonyításában felhasz-

nált olyan topológiai- és mértékelméleti de�níciókat és eredményeket gy¶jtünk össze, melyek

nem szerepelnek a mértékelméleti el®készítést tartalmazó 1. Fejezetben.

B.1. De�níció. Egy X ̸= ∅ részhalmazaiból álló K családot σ-kompaktnak hívjuk, ha

valahányszor egy Kn ∈ K, n ∈ N, sorozatra
⋂∞

n=1Kn = ∅, mindannyiszor található olyan

N ∈ N, hogy
⋂N

n=1Kn = ∅.

B.2. Megjegyzés. (i). Egy K család σ-kompaktsága nem keverend® egy halmaz σ-kompaktsá-

gának fogalmával. Egy topológikus tér egy részhalmazát σ-kompaktnak nevezzük, ha el®állít-

ható megszámlálható sok kompakt részhalmaz uniójaként.

(ii). Példa: R kompakt részhalmazai σ-kompakt családot alkotnak. □

B.3. De�níció. Legyen X ̸=∅, A az X részhalmazaiból álló halmazrendszer, µ :A→ [0,∞]

halmazfüggvény. Azt mondjuk, hogy µ egy K⊂A halmazrendszerre nézve belülr®l reguláris,

ha minden A ∈ A esetén µ(A) = sup{µ(K) :K ⊂ A,K ∈ K}.

B.4. Tétel. Legyen X ̸= ∅, A az X részhalmazaiból álló halmazalgebra, µ : A → [0,∞)

véges értékeket felvev®, végesen additív halmazfüggvény és K ⊂A egy σ-kompakt család. Ha

µ belülr®l reguláris a K ⊂A rendszerre nézve, úgy µ σ-additív az A halmazalgebrán.

B.5. De�níció. Legyen X egy topológikus tér, (X,A, µ) egy mértéktér.

(i) Egy A ∈ A halmazt regulárisnak hívunk, ha ∀ ε > 0 esetén léteznek olyan Fε zárt és

Gε nyílt halmazok, melyekre Fε⊂A⊂Gε, Fε, Gε∈A és µ(Gε\Fε)<ε. Ha egy A∈A
halmaz reguláris, akkor nyilván

µ(A) = inf{µ(G) : A⊂G, G ∈ A nyílt}, (B.1)

µ(A) = sup{µ(F ) : F ⊂ A, F ∈ A zárt}. (B.2)

Az (X,A, µ) mértéktér, ill. a µ mérték reguláris, ha minden A ∈ A reguláris.

(ii) Ha egy A ∈ A halmazra csak (B.1) teljesül, akkor a halmazt kívülr®l, ha csak (B.2)

teljesül, akkor belülr®l regulárisnak nevezzük.

(iii) Ha egy A ∈ A halmazra

µ(A) = sup{µ(K) :K ⊂ A, K ∈ A kompakt} (B.3)

teljesül, akkor az A halmazt belülr®l kompakt regulárisnak hívjuk. Ha minden A ∈ A
halmazra teljesül (B.3), úgy (X,A, µ)-t, illetve µ-t belülr®l kompakt regulárisnak hívjuk.

Ha minden A ∈A esetén (B.1) és (B.3) teljesül, úgy (X,A, µ)-t, illetve µ-t kompakt

regulárisnak hívjuk.
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B.6. Tétel. Legyen (X,A, µ) egy véges mértéktér. Ha X teljes szeparábilis metrikus tér is,

úgy µ kompakt reguláris.
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C. Appendix: Függvények és sorozatok konvolúciója

Ebben az Appendixben a jegyzet egyéb részeit®l eltér®en egy X véletlen változó eloszlásfügg-

vényét FX :R→ [0,1], FX(x) := P(X ⩽ x), x ∈R, módon értelmezzük (a korábbi P(X <x),

x∈R, de�níció helyett). Az eloszlásfüggvény ezen de�níció esetén jobbról folytonos (a korábbi

de�níció mellett balról folytonos). Azért választjuk ezt az új de�níciót, mert az alább tárgya-

landó Stieltjes-konvolúció esetén ún. càdlàg (continue à droite, limitée à gauche) függvényekkel

fogunk dolgozni, azaz olyan függvényekkel, melyek mindenhol jobbról folytonosak és mindenhol

létezik a baloldali határértékük.

Ez az Appendix a C.10. Megjegyzés kivételével Sz¶cs Gábor: Kockázati folyamatok cím¶

jegyzetének 5. fejezetét követi (esetenként kisebb módosításokkal a levezetésekben).

El®ször felidézzük, hogy egy f : [a, b] → R függvényt, ahol a < b, a, b ∈ R, korlátos

változásúnak nevezünk, ha

sup
{ n∑

j=1

|f(tj)−f(tj−1)| :
{
a= t0 < t1 < · · ·< tn−1 < tn = b

}
, n ∈ N, felosztása [a, b]-nek

}
<∞.

Azt mondjuk, hogy egy f : R → R függvény korlátos változású minden véges intervallumon

(másképpen lokálisan korlátos változású), ha korlátos változású tetsz®leges [a, b], a< b, a, b∈
∈ R, intervallumon. Emlékeztetünk rá, hogy a Jordan-féle dekompozíciós tétel alapján f :

[a, b]→R akkor és csak akkor korlátos változású, ha el®állítható két monoton növekv® függvény

különbségeként. Ha f : [a, b]→R abszolút folytonos (azaz tetsz®leges ε > 0 esetén létezik δ > 0

úgy, hogy
∑n

i=1 |f(yi)−f(xi)|<ε tetsz®leges n∈N és olyan páronként diszjunkt [xi, yi)⊂ [a, b]

(ahol xi<yi) i=1, . . . , n, részintervallumok esetén, melyekre
∑n

i=1(yi−xi)<δ), akkor f korlátos

változású is.

C.1. De�níció. Legyenek ϕ :R→R és G :R→R mérhet® függvények, és tegyük fel, hogy G

càdlàg és korlátos változású minden véges intervallumon. Ekkor ϕ és G Stieltjes-konvolúciója

a t ∈ R helyen

(ϕ∗G)(t) :=
∫ ∞

−∞
ϕ(t−x) dG(x),

feltéve, hogy a fenti Lebesgue-Stieltjes integrál létezik. A G függvény n-edik konvolúció hat-

ványa az n tényez®s G∗n :=G∗· · ·∗G konvolúció, ahol n ∈ N.

C.2. Tétel. (i) Ha X és Y független véletlen változók rendre G és H eloszlásfüggvénnyel,

akkor az X+Y véletlen változó eloszlásfüggvénye G∗H.

(ii) Ha n∈N és X1, . . . , Xn független és azonos eloszlású véletlen változók G eloszlásfügg-

vénnyel, akkor X1+ · · ·+Xn eloszlásfüggvénye G∗n.

Bizonyítás. Az (i) rész állítása megegyezik a 12.12. Állítással, melyet már megmutattunk.

(A teljesség kedvéért megjegyezzük, hogy a 12.12. Állítás bizonyításában az eloszlásfüggvényt
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balról folytonosnak tekintettük, a jobbról folytonos esetre egyszer¶en adaptálható a bizonyítás.)

A (ii) rész állítása teljes indukcióval következik az (i) részb®l. □

C.3. Következmény. Ha G és H eloszlásfüggvények, n ∈ N, akkor G ∗H és G∗n

mindenhol léteznek a valós egyenesen, továbbá G∗H =H ∗G.

Az alábbiakban véletlen változók konvolúciójának azon két speciális esetét tárgyaljuk, ami-

kor mindkét véletlen változó abszolút folytonos, illetve mindkét véletlen változó egész érték¶.

C.4. Példa. (Abszolút folytonos véletlen változók konvolúciója) Legyenek X és Y

független abszolút folytonos eloszlású véletlen változók, rendre G és H eloszlásfüggvénnyel,

illetve g és h s¶r¶ségfüggvénnyel. Ekkor a z = y−x helyettesítéssel és a Fubini-tétel alkal-

mazásával kapjuk, hogy tetsz®leges t ∈ R esetén

(G∗H)(t) =

∫ ∞

−∞
G(t−x) dH(x) =

∫ ∞

−∞

(∫ t−x

−∞
g(z) dz

)
h(x) dx

=

∫ ∞

−∞

(∫ t

−∞
g(y−x) dy

)
h(x) dx=

∫ t

−∞

(∫ ∞

−∞
g(y−x)h(x) dx

)
dy.

Mivel a C.2. Tétel alapján G∗H nemmás, mint X+Y eloszlásfüggvénye, a fentiek alapján

következik, hogy X+Y is abszolút folytonos eloszlású és s¶r¶ségfüggvénye

(g∗h)(y) :=
∫ ∞

−∞
g(y−x)h(x) dx, y ∈ R.

A g ∗h függvényt g és h Lebesgue-konvolúciójának nevezzük. A teljesség kedvéért megje-

gyezzük, hogy a fent de�niált g∗h függvény egy Lebesgue szerint null mérték¶, Borel mérhet®

halmaztól eltekintve véges (lásd a C.10. Megjegyzés (i) részének elejét), továbbá a szóban forgó

�kivételes� halmazon (ahol nem véges) például 0-nak átde�niálva s¶r¶ségfüggvényt kapunk. □

C.5. Példa. (Egész érték¶ véletlen változók konvolúciója) Legyenek X és Y függet-

len, egész érték¶ véletlen változók. Ekkor X+Y szintén egész érték¶ véletlen változó, és a

C.2. Tétel alapján eloszlásfüggvénye G ∗H. Továbbá, a G, H és G ∗H eloszlásfüggvé-

nyek olyan lépcs®s függvények, melyek az egész pontokban ugorhatnak, és felhasználva, hogy

{X = n}= {X ⩽ n}\{X ⩽ n−1}, n ∈ Z, kapjuk, hogy X és Y eloszlása:

pn := P(X = n) =G(n)−G(n−) =G(n)−G(n−1), n ∈ Z,

qn := P(Y = n) =H(n)−H(n−) =H(n)−H(n−1), n ∈ Z.

Így, felhasználva, hogy {X ⩽ n}=
⋃n

k=−∞{X = k}, n ∈ Z, adódik, hogy

G(n) =
n∑

k=−∞

pk, H(n) =
n∑

k=−∞

qk, n ∈ Z.
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A konvolúció C.1. De�níciója alapján, felhasználva, hogy H konstans tetsz®leges (k, k+1)

alakú intervallumon, ahol k ∈ Z, kapjuk, hogy tetsz®leges n ∈ Z esetén

(G∗H)(n) =

∫ ∞

−∞
G(n−x) dH(x) =

∑
k∈Z

∫
{k}

G(n−x) dH(x)

=
∑
k∈Z

G(n−k)(H(k)−H(k−)) =
∞∑

k=−∞

G(n−k)(H(k)−H(k−1))

=
∞∑

k=−∞

(
n−k∑

ℓ=−∞

pℓ

)
qk =

∑
k,ℓ∈Z, k+ℓ⩽n

pℓqk.

Felhasználva, hogy a C.2. Tétel alapján X+Y eloszlásfüggvénye G∗H és, hogy X+Y egész

érték¶, kapjuk, hogy

P(X+Y = n) = (G∗H)(n)−(G∗H)(n−1) =
∑

k,ℓ∈Z, k+ℓ=n

pℓqk

=
∞∑

k=−∞

pn−kqk =
∞∑

k=−∞

P(X = n−k)P(Y = k), n ∈ Z.

A

(p∗q)n :=
∞∑

k=−∞

pn−kqk, n ∈ Z,

sorozatot a (pn)n∈Z és (qn)n∈Z sorozatok konvolúciójának nevezzük. □

Ha X nemnegatív véletlen változó, akkor FX(x)= 0 tetsz®leges x< 0 esetén. Az alábbi-

akban a C.1. De�nícióban bevezetett Stieltjes-konvolúció azon speciális esetével foglalkozunk,

amikor ϕ(x) = 0, x < 0 és G(x) = 0, x < 0.

C.6. Példa. (Stieltjes-konvolúciója a (−∞,0)-n elt¶n® függvényeknek) Legyenek ϕ :

R→R és G :R→R a C.1. De�níció feltételeit kielégít® függvények, melyekre ϕ(x)=0, x<0

és G(x)=0, x< 0, és tegyük fel, hogy ϕ∗G jól de�niált a valós egyenesen. Ekkor tetsz®leges

y < 0 esetén

(ϕ∗G)(y) =
∫ ∞

−∞
ϕ(y−x) dG(x) =

∫
(−∞,0)

ϕ(y−x) d0+
∫
[0,∞)

0 dG(x) = 0, (C.1)

és tetsz®leges y ⩾ 0 esetén

(ϕ∗G)(y) =
∫ ∞

−∞
ϕ(y−x) dG(x) =

∫
(−∞,0)

ϕ(y−x) d0+
∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG(x)+
∫
(y,∞)

0 dG(x)

=

∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG(x).

(C.2)
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Felhívjuk végezetül a �gyelmet, hogy általában véve∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG(x) ̸=
∫
(0,y]

ϕ(y−x) dG(x)
(
=:

∫ y

0

ϕ(y−x) dG(x)
)
,

hanem az teljesül, hogy∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG(x) =
∫
{0}
ϕ(y−x) dG(x)+

∫
(0,y]

ϕ(y−x) dG(x)

= ϕ(y)(G(0+)−G(0−))+

∫
(0,y]

ϕ(y−x) dG(x)

= ϕ(y)G(0)+

∫
(0,y]

ϕ(y−x) dG(x),

(C.3)

ahol G(0+), illetve G(0−) a G-nek a 0-beli jobboldali, illetve baloldali határértékét jelöli,

és felhasználtuk, hogy G jobbról folytonos, illetve azt, hogy feltételezésünk alapján G(x)= 0,

x < 0, és így G(0−) = 0. □

A következ® állításban egy elégséges feltételrendszert adunk arra vonatkozóan, hogy a ϕ∗G
jól de�niált legyen a valós egyenesen.

C.7. Állítás. Tegyük fel, hogy ϕ :R→R mérhet® és lokálisan korlátos (korlátos minden véges

intervallumon), G :R→R càdlàg és korlátos változású minden véges intervallumon (ekkor G

mérhet® is), továbbá ϕ(x) = G(x) = 0 minden x < 0 esetén. Ekkor a ϕ∗G konvolúció jól

de�niált a valós egyenesen, és mérhet®, lokálisan korlátos függvény.

Bizonyítás.Mivel (C.1) alapján (ϕ∗G)(y)=0, y<0, és (C.3) alapján (ϕ∗G)(0)=ϕ(0)(G(0)−
−G(0−)∈R, elég azt igazolni, hogy (ϕ∗G)(y) létezik tetsz®leges y>0 esetén és az [0,∞)∋
∋ y 7→ (ϕ∗G)(y) függvény mérhet® és lokálisan korlátos. Legyen t > 0 tetsz®legesen rögzített.

Mivel G korlátos változású a [0, t] intervallumon, ismert, hogy léteznek olyan G1, G2 :[0, t]→R
monoton növekv® (korlátos) függvények, hogy G(x) = G1(x)−G2(x), x ∈ [0, t]. Így (C.2) és

ϕ lokális korlátossága alapján

sup
y∈[0,t]

|(ϕ∗G)(y)|= sup
y∈[0,t]

∣∣∣∣∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG(x)
∣∣∣∣

= sup
y∈[0,t]

∣∣∣∣∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG1(x)−
∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG2(x)

∣∣∣∣
⩽ sup

y∈[0,t]

[ ∣∣∣∣∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG1(x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
[0,y]

ϕ(y−x) dG2(x)

∣∣∣∣ ]
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⩽ sup
y∈[0,t]

[(
sup

x∈[0,y]
|ϕ(y−x)|

)(∫
[0,y]

1 dG1(x)+

∫
[0,y]

1 dG2(x)

)]

= sup
y∈[0,t]

[(
sup

x∈[0,y]
|ϕ(y−x)|

)(
G1(y)−G1(0−)+G2(y)−G2(0−)

)]
⩽
(

sup
x∈[0,t]

|ϕ(x)|
)(
G1(t)−G1(0−)+G2(t)−G2(0−)

)
<∞.

Megjegyezzük, hogy a fentiekben a második egyenl®ség a Lebesgue-Stieltjes integrálnak az

integrátor szerinti linearitásából következik (ennél a lépésnél hivatkozhattunk volna a konvolúció

disztributivitására is, melyet a C.8. Állításban tárgyalunk). Az utolsó egyenl®tlenségnél pedig

azt használtuk, hogy 0⩽Gi(y)−Gi(0−)⩽Gi(t)−Gi(0−), y ∈ [0, t], i=1,2, hiszen G1 és G2

monoton növekv®ek. A fentiekben G1(0−)−G2(0−)=G(0−)=0, hiszen G(x)=0 tetsz®leges

x < 0 esetén.

A szóban forgó mérhet®ség abból következik, hogy az R2∋(x, t) 7→ϕ(t−x) függvény mérhet®,

így ezen függvény pozitív és negatív részére alkalmazhatjuk a Tonelli-tétel bizonyításában is

használt (a mérhet®ségi részre vonatkozó) gondolatmenetet az (R,B(R), µGi
), i=1,2, mérhet®

tereken, ahol µGi
, i= 1,2, a Gi-hez tartozó Lebesgue-Stieltjes mértéket jelöli.

Felhívjuk továbbá a �gyelmet, hogy a fentiekben szerepl® G1(t)−G1(0−)+G2(t)−G2(0−)

mennyiség úgy is írható, hogy

G1(t)−G1(0−)+G2(t)−G2(0−)

=G1(t)−G1(0)+G2(t)−G2(0)+G1(0)−G1(0−)+G2(0)−G2(0−)

= V[0,t](G1)+V[0,t](G2)+G1(0)−G1(0−)+G2(0)−G2(0−),

ahol egy h:[0, t]→R függvény esetén V[0,t](h) jelöli a h teljes változását a [0, t] intervallumon:

V[0,t](h) := sup
{0=y0<y1<···<yn=t, n∈N}

n−1∑
i=0

|h(yi+1)−h(yi)|,

ugyanis, ha h monoton növekv®, akkor V[0,t](h) = h(t)−h(0). □

C.8. Állítás. (i) (Disztributivitás) Legyenek ϕ, ψ : R → R mérhet® és lokálisan korlátos

függvények, és legyenek G,H : R → R olyan càdlàg függvények, melyek korlátos változásúak

minden véges intervallumon. Tegyük fel továbbá, hogy ϕ(x) = ψ(x) =G(x) =H(x) = 0, x < 0.

Ekkor tetsz®leges a, b, α, β ∈ R esetén

(aϕ+bψ)∗(αG+βH) = aα(ϕ∗G)+aβ(ϕ∗H)+bα(ψ∗G)+bβ(ψ∗H).

(ii) Legyenek ϕn : R → [0,∞), n ∈ N, mérhet® és lokálisan korlátos függvények, hogy∑∞
n=1 ϕn :R→ [0,∞) szintén lokálisan korlátos. Legyen G :R→R monoton növekv® és càdlàg

függvény. Tegyük fel továbbá, hogy ϕn(x) =G(x) = 0, x < 0, n ∈ N. Ekkor(
∞∑
n=1

ϕn

)
∗G=

∞∑
n=1

(ϕn ∗G).
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Bizonyítás. A C.7. Állítás szerint mind az (i), mind a (ii) részben a formulákban szerepl®

összes konvolúció létezik a valós számegyenesen (a (ii) részben a
∑∞

n=1 ϕn függvény mérhet®

a mértékelméletb®l tanultak alapján).

(i). Tetsz®leges t ∈ R esetén

(aϕ+bψ)∗(αG+βH)(t) =

∫ ∞

−∞
(aϕ+bψ)(t−x) d(αG+βH)(x)

=

∫ ∞

−∞
(aϕ+bψ)(t−x) d

[
αG(x)+βH(x)

]
= aα

∫ ∞

−∞
ϕ(t−x) dG(x)+aβ

∫ ∞

−∞
ϕ(t−x) dH(x)

+bα

∫ ∞

−∞
ψ(t−x) dG(x)+bβ

∫ ∞

−∞
ψ(t−x) dH(x)

= aα(ϕ∗G)(t)+aβ(ϕ∗H)(t)+bα(ψ∗G)(t)+bβ(ψ∗H)(t).

(ii). A (mértékelméleti) monoton konvergencia tételt használva az (R,B(R), µG) mértéktéren,

ahol µG a G-hez tartozó Lebesgue-Stieltjes mértéket jelöli, tetsz®leges t ∈R esetén kapjuk,

hogy ((
∞∑
n=1

ϕn

)
∗G

)
(t) =

∫ ∞

−∞

∞∑
n=1

ϕn(t−x) dG(x) =
∫ ∞

−∞
lim

N→∞

N∑
n=1

ϕn(t−x) dG(x)

= lim
N→∞

N∑
n=1

∫ ∞

−∞
ϕn(t−x) dG(x) = lim

N→∞

N∑
n=1

(ϕn ∗G)(t)

=
∞∑
n=1

(ϕn ∗G)(t).

Végezetül megjegyezzük, hogy mivel
∑∞

n=1 ϕn(x)=0, x<0, adódik, hogy ((
∑∞

n=1 ϕn)∗G) (t)=
= 0, t < 0, továbbá, (C.3) és a fentiek alapján, kapjuk, hogy((

∞∑
n=1

ϕn

)
∗G

)
(t) =

∫
[0,t]

∞∑
n=1

ϕn(t−x) dG(x) =
∞∑
n=1

∫
[0,t]

ϕn(t−x) dG(x), t⩾ 0.

□

C.9. Állítás. (Kommutativitás és asszociativitás) Legyen ϕ:R→R mérhet® és lokálisan

korlátos függvény, és legyenek G,H : R→ R monoton növekv® és càdlàg függvények. Tegyük

fel továbbá, hogy ϕ(x) =G(x) =H(x) = 0, x < 0. Ekkor teljesülnek az alábbi azonosságok:

G∗H =H ∗G és (ϕ∗G)∗H = ϕ∗(G∗H).

Bizonyítás. Mivel G és H monoton növekv® függvények, ezért mérhet®ek, lokálisan kor-

látosak és korlátos változásúak a véges intervallumokon. Így a C.7. Állítás alapján a G∗H és
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H∗G konvolúciók jól-de�niáltak a valós egyenesen és lokálisan korlátos függvények. Jelölje µG,

illetve µH a G-hez, illetve H-hoz tartozó Lebesgue-Stieltjes mértékeket. Mivel G és H

monoton növekv® függvények, µG×µH (nemnegatív) mérték. Legyen továbbá

St := {(x, y) ∈ R2 : x+y ⩽ t}, t ∈ R.

A Fubini-tétel alapján tetsz®leges t ∈ R esetén

(G∗H)(t) =

∫ ∞

−∞
G(t−y) dH(y) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1{x⩽t−y} dG(x) dH(y)

=

∫
R2

1St(x, y) (µG×µH)(dx, dy)

= (µG×µH)(St),

(C.4)

ahol a második egyenl®ség abból következik, hogy∫ ∞

−∞
1{x⩽t−y} dG(x) =

∫
(−∞,t−y]

1 dG(x)+

∫
(t−y,∞)

0 dG(x)

=G(t−y)− lim
z↓−∞

G(z) =G(t−y).

Mivel az St halmaz szimmetrikus az y = x egyenesre nézve, kapjuk, hogy

(H ∗G)(t) = (µH×µG)(St) = (µG×µH)(St) = (G∗H)(t), t ∈ R,

azaz G∗H =H ∗G.
Rátérünk most az asszociativitás igazolására. Felhasználva (C.4)-et kapjuk, hogy

• G∗H monoton növekv®, ugyanis tetsz®leges u⩽ t, u, t∈R, esetén Su ⊂St, melyb®l a

µG×µH mérték monotonitása miatt következik, hogy (G∗H)(u)=(µG×µH)(Su)⩽(µG×
×µH)(St) = (G∗H)(t). Speciálisan, G∗H-nek mindenhol létezik a baloldali határértéke.

• G∗H jobbról folytonos, ugyanis tetsz®leges u ∈ R esetén (a µG×µH mérték folyto-

nosságát is használva)

lim
t↓u

(G∗H)(t) = lim
t↓u

(µG×µH)(St) = (µG×µH)

(⋂
t>u

St

)
= (µG×µH)(Su) = (G∗H)(u).

Így G∗H càdlàg függvény, mely korlátos változású a véges intervallumokon (hiszen monoton

növekv®), és a (C.1) formula alapján (G ∗H)(x) = 0, x < 0. Ezért a C.7. Állítás szerint

létezik (ϕ ∗ (G ∗H))(t) tetsz®leges t ∈ R esetén. A C.7. Állítás alapján az is következik,

hogy ϕ∗G jól de�niált a valós számegyenesen és lokálisan korlátos függvény, így újra csak a

C.7. Állítás alapján ((ϕ∗G)∗H)(t) is jól de�niált tetsz®leges t ∈ R esetén. Jelölje µG∗H a
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G∗H monoton növekv®, càdlàg függvényhez tartozó Lebesgue-Stieltjes mértéket. Ekkor (C.4)

alapján tetsz®leges t ∈ R esetén

µG∗H((−∞, t]) = (G∗H)(t) = (µG×µH)(St) =

∫
R×R

1St(x, y) (µG×µH)(dx, dy)

=

∫
R×R

1f−1((−∞,t])(x, y) (µG×µH)(dx, dy) = (µG×µH)(f
−1((−∞, t])),

ahol f :R2 →R, f(x, y) := x+y, (x, y) ∈R2. Így Carathéodory kiterjesztési tétele (lásd 1.8.

Tétel) alapján

µG∗H(B) = (µG×µH)(f
−1(B)), B ∈ B(R).

Ezért a képmérték szerinti integrálás tétele alapján tetsz®leges t ∈ R esetén

(ϕ∗(G∗H))(t) =

∫ ∞

−∞
ϕ(t−z) (G∗H)(dz) =

∫
R
ϕ(t−z)µG∗H(dz)

=

∫
R×R

ϕ(t−f(x, y)) (µG×µH)(dx, dy) =

∫
R×R

ϕ(t−x−y) (µG×µH)(dx, dy).

Így, mivel (ϕ∗(G∗H))(t)∈R, kapjuk, hogy R2∋ (x, y) 7→ϕ+(t−x−y) és R2∋ (x, y) 7→ϕ−(t−
−x−y) integrálható a µG×µH mérték szerint, ahol ϕ+ és ϕ− a ϕ pozitív, illetve negatív részét

jelöli. Ezért |ϕ|= ϕ++ϕ− is integrálható µG×µH szerint, így alkalmazható a Fubini-tétel és

kapjuk, hogy

(ϕ∗(G∗H))(t) =

∫
R

∫
R
ϕ(t−x−y)µG(dx)µH(dy) =

∫
R

∫
R
ϕ(t−x−y) dG(x) dH(y)

=

∫
R
(ϕ∗G)(t−y) dH(y) = ((ϕ∗G)∗H)(t).

□

C.10. Megjegyzés. (i). A C.4. Példában szerepl® Lebesgue-konvolúció asszociativitását L1(R)-
beli függvények esetén egyszer¶bben is igazolhatjuk, mint a C.9. Állítás bizonyításában. Ha

f, g :R→R mérhet® függvények, hogy
∫∞
−∞ |f(x)| dx<∞ és

∫∞
−∞ |g(x)| dx<∞, akkor a C.4.

Példában bevezetett f ∗g : R → R∪{±∞} függvény is mérhet® és
∫∞
−∞ |(f ∗g)(x)| dx <∞,

hiszen a Fubini-tétel miatt∫ ∞

−∞
|(f ∗g)(x)| dx=

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x−y)g(y) dy

∣∣∣∣ dx⩽ ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x−y)g(y)| dy dx

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(x−y)g(y)| dx

)
dy =

∫ ∞

−∞

(
|g(y)|

∫ ∞

−∞
|f(x−y)| dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞

(
|g(y)|

∫ ∞

−∞
|f(z)| dz

)
dy =

∫ ∞

−∞
|f(z)| dz

∫ ∞

−∞
|g(y)| dy <∞.

Legyen továbbá h : R → R mérhet® függvény, hogy
∫∞
−∞ |h(x)| dx <∞. Ekkor az el®z®ek

alapján (f ∗ g) ∗h : R → R∪{±∞} mérhet® és
∫
R |((f ∗ g) ∗h)(x)| dx <∞. Így Lebesgue
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majdnem minden x ∈ R esetén a Fubini-tétel alapján

((f ∗g)∗h)(x) =
∫ ∞

−∞
(f ∗g)(x−y)h(y) dy =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x−y−z)g(z) dz

)
h(y) dy

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x−y−z)g(z)h(y) dy

)
dz.

A T : R2 → R2, T (y, z) := (y, z−y), (y, z) ∈ R2, transzformáció Jacobi-mátrixa[
1 0

−1 1

]
,

melynek determinánsa 1 (és így ennek abszolút értéke is 1), ezért

((f ∗g)∗h)(x) =
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x−y−(z−y))g(z−y)h(y) dy

)
dz

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x−z)g(z−y)h(y) dy

)
dz

=

∫ ∞

−∞
f(x−z)

(∫ ∞

−∞
g(z−y)h(y) dy

)
dz

=

∫ ∞

−∞
f(x−z)(g∗h)(z) dz = (f ∗(g∗h))(x), x ∈ R.

(ii). Megjegyezzük, hogy a Lebesgue-konvolúció nem csak L1(R)-beli függvények esetén

lehet jólde�niált. Például, ha f(x) := 1, x ∈ R, és g(x) := sin(x)1[0,2π)(x), x ∈ R, akkor

tetsz®leges x ∈ R esetén

(f ∗g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x−y)g(y) dy =

∫ 2π

0

sin(y) dy = 0,

azonban
∫∞
−∞ |f(t)| dt=∞. □
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D. Appendix: Néhány id®soranalízisb®l elmaradt eredmény

D.1. Állítás. Ha {Xt : t∈Z} valószín¶ségi változók olyan sorozata, hogy supt∈Z E(|Xt|)<∞
és (ψj)j∈Z valós számok olyan sorozata, hogy

∑∞
j=−∞ |ψj|<∞, akkor a

∑∞
j=−∞ ψjXt−j sor

abszolút konvergens P-m.m. Továbbá, ha supt∈Z E(X2
t ) <∞, akkor a

∑∞
j=−∞ ψjXt−j sor

L2-ben is konvergens (és ugyanaz az összege).

Bizonyítás. A montonon konvergencia tétel alapján (lásd, 3.7. Tétel, (x) rész)

E

(
∞∑

j=−∞

|ψj||Xt−j|

)
= lim

n→∞
E

(
n∑

j=−n

|ψj||Xt−j|

)
= lim

n→∞

n∑
j=−n

|ψj|E(|Xt−j|)

⩽

(
sup
t∈Z

E(|Xt|)
)

lim
n→∞

n∑
j=−n

|ψj|

=

(
sup
t∈Z

E(|Xt|)
) ∞∑

j=−∞

|ψj|<∞.

Ezért

P

({
ω ∈ Ω :

∞∑
j=−∞

|ψj||Xt−j(ω)|<∞

})
= 1,

azaz

P

({
ω ∈ Ω :

∞∑
j=−∞

ψjXt−j(ω) abszolút konvergens

})
= 1.

A továbbiakban tegyük fel, hogy supt∈Z E(X2
t )<∞. Legyen Sn :=

∑n
j=−n ψjXt−j, n∈N.

Ekkor tetsz®leges 0<m< n, m,n ∈ N, esetén

E((Sn−Sm)
2) = E

 ∑
m<|j|⩽n

ψjXt−j

2=
∑

m<|j|⩽n

∑
m<|k|⩽n

ψjψk E(Xt−jXt−k),

ahol a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

E(Xt−jXt−k)⩽ |E(Xt−jXt−k)|⩽ E(|Xt−jXt−k|)⩽
√

E(X2
t−j)
√
E(X2

t−k)⩽ sup
t∈Z

E(X2
t )<∞.

Így

E((Sn−Sm)
2)⩽ sup

t∈Z
E(X2

t )
∑

m<|j|⩽n

∑
m<|k|⩽n

ψjψk = sup
t∈Z

E(X2
t )

 ∑
m<|j|⩽n

ψj

2

⩽ sup
t∈Z

E(X2
t )

 ∑
m<|j|⩽n

|ψj|

2

→ 0, ha m,n→∞.
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Tehát (Sn)n∈N Cauchy-sorozat, és mivel L2(Ω,A,P) teljes, kapjuk, hogy (Sn)n∈N L2-ben is

konvergens. Jelölje S az (Sn)n∈N sorozat L2-beli határértékét. Felhasználva, hogy az állítás

els® része alapján
∑∞

j=−∞ ψjXt−j konvergens P-m.m., kapjuk, hogy

S−
∞∑

j=−∞

ψjXt−j = lim
n→∞

(
S−

n∑
j=−n

ψjXt−j

)
P-m.m.

Így P-m.m. ω ∈ Ω esetén(
S−

∞∑
j=−∞

ψjXt−j(ω)

)2

= lim
n→∞

(
S−

n∑
j=−n

ψjXt−j(ω)

)2

= lim inf
n→∞

(
S−

n∑
j=−n

ψjXt−j(ω)

)2

.

Ezért a Fatou-lemma alapján

E

(S− ∞∑
j=−∞

ψjXt−j

)2
= E

lim inf
n→∞

(
S−

n∑
j=−n

ψjXt−j

)2


⩽ lim inf
n→∞

E

(S− n∑
j=−n

ψjXt−j

)2
 = lim inf

n→∞
E
(
(S−Sn)

2)= 0,

melyb®l következik, hogy

P

(
S =

∞∑
j=−∞

ψjXt−j

)
= 1.

□

D.2. Megjegyzés. A D.1. Állításban, ha Xt, t∈Z, független, azonos eloszlású nulla várható

érték¶ valószín¶ségi változók és
∑∞

j=−∞ ψ2
j <∞, akkor a Kolmogorov egy sor tétel (lásd 10.4.

Tétel) alapján a
∑∞

j=−∞ ψjXt−j sor konvergens P-m.m. Valóban,
∑∞

j=−∞D2(ψjXt−j) =

= D2(X1)
∑∞

j=−∞ ψ2
j <∞. □

D.3. Állítás. Legyen {Xt : t ∈ Z} egy gyengén stacionárius folyamat, µ várható értékkel

és γ autokovariancia függvénnyel. Legyen továbbá (ψj)j∈Z valós számok olyan sorozata, hogy∑∞
j=−∞ |ψj|<∞. Ekkor tetsz®leges t ∈ Z esetén

Yt :=
∞∑

j=−∞

ψjXt−j

konvergens P-m.m. és L2-ben is (ugyanazon összeggel). Továbbá, {Yt : t∈Z} gyengén stacio-

nárius folyamat, várható értéke µ
∑∞

j=−∞ ψj, és autokovariancia függvénye γY : Z→ R,

γY (h) =
∞∑

j,k=−∞

ψjψkγ(h−j+k), h ∈ Z.
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Bizonyítás. A
∑∞

j=−∞ ψjXt−j sor konvergenciájára vonatkozó állítások a D.1. Állításból

következnek, ugyanis, felhasználva, hogy {Xt : t ∈ Z} gyengén stacionárius, kapjuk, hogy

E(|Xt|)⩽
√
E(X2

t ) =
√
D2(Xt)+(E(Xt))2 =: C, t ∈ Z,

és így supt∈Z E(|Xt|)<∞.

Felhasználva, hogy az Yt valószín¶ségi változót de�niáló sor L2-ben konvergens, és, hogy

az L2-beli bels®szorzat tényez®inek folytonos függvénye, kapjuk, hogy

E(Yt) = E(Yt ·1) = ⟨Yt, 1⟩L2 =

〈
lim
n→∞

n∑
j=−n

ψjXt−j, 1

〉
L2

= lim
n→∞

〈
n∑

j=−n

ψjXt−j, 1

〉
L2

= lim
n→∞

E

(
n∑

j=−n

ψjXt−j ·1

)
= lim

n→∞

n∑
j=−n

ψj E(Xt−j) = µ lim
n→∞

n∑
j=−n

ψj = µ
∞∑

j=−∞

ψj, t ∈ Z.

Továbbá,

E(Yt+hYt) = lim
n→∞

E

(
n∑

j=−n

ψjXt+h−j

n∑
k=−n

ψkXt−k

)
= lim

n→∞

n∑
j=−n

n∑
k=−n

ψjψk E(Xt+h−jXt−k)

=
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

ψjψk(γ(h−j+k)+µ2), t, h ∈ Z,

és a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|E(Yt+hYt)|⩽
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

|ψjψk|(|γ(h−j+k)|+µ2)

⩽
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

|ψjψk|
(√

D2(Xh+k)
√
D2(Xj)+µ

2

)

=
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

|ψjψk|
(
D2(X0)+µ

2
)

⩽ E(X2
0 )

(
∞∑

k=−∞

|ψk|

)2

<∞, t, h ∈ Z.

Tehát tetsz®leges t, h∈Z esetén E(Yt) és E(Yt+hYt) végesek és nem függenek t-t®l, továbbá,

felhasználva, hogy E(Yt) = µ
∑∞

j=−∞ ψj, t ∈ Z, kapjuk, hogy Y autokovariancia függvénye

γY : Z→ R,

γY (h) = E(Yt+hYt)−E(Yt+h)E(Yt) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

ψjψkγ(h−j+k), h ∈ Z.

□
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A következ®kben kétoldali mozgóátlag folyamatokra vonatkozó nagy számok gyenge tör-

vényét tárgyaljuk. El®ször egy önmagában is érdekes eredményt szerepeltetünk az eloszlásbeli

konvergenciával kapcsolatban, melyet felhasználunk majd a szóban forgó nagy számok gyenge

törvényének a bizonyításban.

D.4. Állítás. Legyenek Xn, n ∈ N, és Yn,j, n, j ∈ N, k-dimenziós véletlen vektorok, hogy

(i) Yn,j
D−→ Yj, ha n→∞ minden j ∈ N esetén,

(ii) Yj
D−→ Y , ha j→∞,

(iii) limj→∞ lim supn→∞ P(∥Xn−Yn,j∥⩾ ε) = 0 tetsz®leges ε > 0 esetén.

Ekkor Xn
D−→ Y , ha n→∞.

Bizonyítás. A folytonossági tétel (4.16. Tétel) alapján elég azt belátni, hogy φXn(t)→φY (t),

ha n→∞ tetsz®leges t ∈ Rk esetén. A háromszög-egyenl®tlenség szerint tetsz®leges t ∈ Rk

és n, j ∈ N esetén

|φXn(t)−φY (t)|⩽ |φXn(t)−φYn,j
(t)|+ |φYn,j

(t)−φYj
(t)|+ |φYj

(t)−φY (t)|.

Belátjuk, hogy

lim
j→∞

lim sup
n→∞

|φXn(t)−φYn,j
(t)|= 0.

Tetsz®leges t ∈ Rk és ε > 0 esetén létezik olyan δ := δ(ε, t)> 0, hogy

|ei⟨t,x⟩−ei⟨t,y⟩|= |1−ei⟨t,y−x⟩|< ε, ha |x−y|< δ. (D.1)

Így (D.1) alapján

|φXn(t)−φYn,j
(t)|=

∣∣E(ei⟨t,Xn⟩)−E(ei⟨t,Yn,j⟩)
∣∣⩽ E(

∣∣ei⟨t,Xn⟩−ei⟨t,Yn,j⟩|
)
= E(|1−ei⟨t,Xn−Yn,j⟩|)

= E(|1−ei⟨t,Xn−Yn,j⟩|1{|Xn−Yn,j |<δ}|)
+E(|1−ei⟨t,Xn−Yn,j⟩|1{|Xn−Yn,j |⩾δ}|)

⩽ ε+2P(|Xn−Yn,j|⩾ δ).

Ezért tetsz®leges ε > 0, t ∈ Rk és j ∈ N esetén

lim sup
n→∞

|φXn(t)−φYn,j
(t)|⩽ ε+2 lim sup

n→∞
P(|Xn−Yn,j|⩾ δ),

melyb®l (iii) alapján következik, hogy tetsz®leges ε > 0 és t ∈ Rk esetén

lim sup
j→∞

lim sup
n→∞

|φXn(t)−φYn,j
(t)|⩽ ε.

Így tetsz®leges t ∈ Rk esetén létezik a limj→∞ lim supn→∞ |φXn(t)−φYn,j
(t)| határérték és

0-val egyenl®.
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A folytonossági tétel és (ii) alapján limj→∞ |φYj
(t)−φY (t)|= 0, t ∈ Rk. Ezért tetsz®leges

t ∈ Rk és ε > 0 esetén létezik olyan j0 ∈ N, hogy

lim sup
n→∞

|φXn(t)−φYn,j0
(t)|+ |φYj0

(t)−φY (t)|< ε.

A folytonossági tétel és (i) alapján

lim
n→∞

|φYn,j0
(t)−φYj0

(t)|= 0, t ∈ Rk.

Így tetsz®leges t ∈ Rk és ε > 0 esetén

lim sup
n→∞

|φXn(t)−φY (t)|⩽ lim sup
n→∞

|φXn(t)−φYn,j0
(t)|+lim sup

n→∞
|φYn,j0

(t)−φYj0
(t)|

+ |φYj0
(t)−φY (t)|

< ε,

melyb®l következik az állítás, hiszen ε > 0 tetsz®leges. □

D.5. Tétel. (Mozgóátlag folyamatokra vonatkozó nagy számok gyenge törvénye)

Legyen (Xt)t∈Z egy kétoldali mozgóátlag folyamat:

Xt =
∞∑

j=−∞

ψjZt−j, t ∈ Z,

ahol (Zt)t∈Z független, azonos eloszlású valószín¶ségi változók, E(|Z1|) <∞, és tegyük fel,

hogy
∑∞

j=−∞ |ψj|<∞. Ekkor

Xn :=
1

n

n∑
t=1

Xt
P−→

(
∞∑

j=−∞

ψj

)
E(Z1), ha n→∞.

Bizonyítás. A D.1. Állítás alapján tetsz®leges t ∈ Z esetén a
∑∞

j=−∞ ψjZt−j sor abszolút

konvergens P-majdnem mindenütt, hiszen supt∈Z E(|Zt|) = E(|Z1|)<∞.

Továbbá a nagy számok gyenge törvénye szerint tetsz®leges j ∈ Z esetén

1

n

n∑
t=1

Zt−j
P−→ E(Z1), ha n→∞.

Legyen

Yn,k :=
1

n

n∑
t=1

k∑
j=−k

ψjZt−j =
k∑

j=−k

ψj

(
1

n

n∑
t=1

Zt−j

)
, n, k ∈ N.

Tetsz®leges k ∈ N esetén alkalmazhatjuk a 7.22. Tételt az

Xn :=

(
1

n

n∑
t=1

Zt−(−k), . . . ,
1

n

n∑
t=1

Zt−k

)
, n ∈ N,
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és h : R2k+1 → R,

h(x) :=
k∑

j=−k

ψjxj, x= (x−k, . . . , xk) ∈ R2k+1,

választásokkal, ugyanis Xn
P−→ (E(Z0), . . . ,E(Z0)) ∈ R2k+1, és kapjuk, hogy

Yn,k
P−→

k∑
j=−k

(ψj E(Z0)) =

(
k∑

j=−k

ψj

)
E(Z0) =: Yk, ha n→∞.

Mivel limk→∞ Yk =
(∑∞

j=−∞ ψj

)
E(Z0), a D.4. Állítás alapján az igazolni kívánt állítás követ-

kezik, ha megmutatjuk, hogy

lim
k→∞

lim sup
n→∞

P(|Xn−Yn,k|⩾ ε) = 0 tetsz®leges ε > 0 esetén. (D.2)

Valóban, ekkor Xn
D−→
(∑∞

j=−∞ ψj

)
E(Z0), ha n→∞, és mivel

(∑∞
j=−∞ ψj

)
E(Z0) konstans,

a 7.20. Tétel (iii) része alapján kapjuk, hogy Xn
P−→
(∑∞

j=−∞ ψj

)
E(Z0), ha n→∞.

Rátérünk most (D.2) bizonyítására. A Markov-egyenl®tlenség alapján tetsz®leges n ∈ N,
ε > 0 és k ∈ N esetén

P(|Xn−Yn,k|⩾ ε) = P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

t=1

∞∑
j=−∞

ψjZt−j−
1

n

n∑
t=1

k∑
j=−k

ψjZt−j

∣∣∣∣∣⩾ ε

)

= P

∣∣∣∣∣∣ 1n
n∑

t=1

∑
|j|>k, j∈N

ψjZt−j

∣∣∣∣∣∣⩾ ε


⩽

1

ε
E

∣∣∣∣∣∣ 1n
n∑

t=1

∑
|j|>k, j∈N

ψjZt−j

∣∣∣∣∣∣


⩽
1

εn

n∑
t=1

∑
|j|>k, j∈N

|ψj|E(|Zt−j|)

=
E(|Z1|)

ε

∑
|j|>k, j∈N

|ψj|.

Így

lim sup
n→∞

P(|Xn−Yn,k|⩾ ε)⩽
E(|Z1|)

ε

∑
|j|>k, j∈N

|ψj|, k ∈ N.

Felhasználva, hogy
∑∞

j=−∞ |ψj|<∞, kapjuk (D.2)-t. □
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