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1. Mértékelméleti el6készités, valdszintiségi mez6, véletlen
(valdszintiségi) valtozok

Jelolje Z, N, Z., Q, R, R, és C az egész-, pozitiv egész-, nemnegativ egész-, racionélis,
valés, nemnegativ valos-, illetve komplex szdmok halmazét. Ha (2 egy nemiires halmaz és A
egy részhalmaza Q-nak, akkor ezt AC$ modon fogjuk jellni (ahol C nem feltétleniil szigora

tartalmazast jelol, azaz A C Q) esetén A= is lehetséges).

1.1. Definicié. Legyen $Q eqy nemiires halmaz. Az ) bizonyos részhalmazaibol dllo H

halmazrendszert halmazalgebrdanak nevezzik, ha
(i) QeH,
(i) zdrt az unicképzésre, azaz tetszdleges A, B € H esetén AUB € H,
(iii) zdrt a komplementerképzésre, azaz tetszdleges A€ H esetén A:=Q\ A€ H.

Az A halmazalgebrdit o—algebranak nevezzik, ha (i) kovetkezd erdsebb vdltozata teljestil :

o0
(ii") zdrt a megszdamldlhato unicképzésre, azaz tetszdleges {A,}2, C A esetén U A, e A

n=1

Ekkor az (Q,A) pdrt mérhetdségi térnek (mérhetd térnek) nevezzik.

Megjegyezziik, hogy az 1.1. Definicioban az (i) feltétel helyettesithet§ azzal, hogy H # 0,
hiszen ekkor létezik A € H, és a (iii) tulajdonsag miatt A € H is teljesiil, melybél a (ii)
tulajdonsag miatt Q= AUA € H is fennall. Megjegyezziik tovabba, hogy az 1.1. Definici6
jelolései mellett, ha H az () nemiires halmaz bizonyos részhalmazaibol 4ll6 halmazalgebra,
akkor teljes indukcioval belathatd, hogy tetsz6leges n €N és tetszbleges AreH, k=1,...,n,
halmazok esetén | J,_, A, € H.

1.2. Definicié. Legyen 2 nemiires halmaz és H az ) bizonyos részhalmazaibol dllo hal-

mazalgebra. Azt mondjuk, hogy a p:H — [0,00| halmazfiigguény

— végesen additiv, ha tetszileges A, B€H diszjunkt halmazok esetén p(AUB)=pu(A)+
+u(B).

— mérték, ha () =0 és o—additiv, azaz tetszéleges olyan {A,}5°, CH pdronként

diszjunkt halmazok esetén, melyekre U A, €H, teljesiil, hogy

n=1

H (U An) = Zﬂ(An)-
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Azt mondjuk, hogy a p:H —[0,00] mérték
— véges, ha u(Q) < 0.
— valdsziniségt mérték, ha () =1.

~ o—véges, ha léteznek olyan {Q}32, CH halmazok, hogy Q=J;—, Q, és pu(Qy) < oo,
k e N.

Azt mondjuk, hogy a p:H—[—00,00] halmazfigguény el&jeles mérték, ha elddll p= py— o
alakban, ahol py, o mértékek, és legaldbb az eqyik véges.

1.3. Megjegyzés. Az 1.2. Definicio jelolései mellett, ha p:H— [0, 00] végesen additiv halmaz-
fiiggvény, akkor teljes indukcioval belathato, hogy tetszéleges neN és tetszGleges {Ag}y_ CH
paronként diszjunkt halmazok esetén p(Uy_; Ar) =Dy #(Ak). O

1.4. Definicié. Legyen ) nemiires halmaz. Legyen minden n € N esetén A, C ).

Hoa A1 CAyC... és A:= U A,, akkor azt irjuk, hogy A, T A, ha n— oo.

n=1
Hoa A1 DAyD ... és A:= ﬂ A,, akkor azt irjuk, hogy A,l A, ha n— oco.

n=1

1.5. Allitas. Legyen Q nemiires halmaz és H az Q  bizonyos részhalmazaibol dllé hal-
mazalgebra. Legyen P :H — [0,00| olyan végesen additiv halmazfiigguény, melyre P(2) = 1.
Ekkor

(i) P(@)=0;

N

(ii) tetszdleges A€ H esetén 0<P(A)<1;
(iii) tetszéleges A€ H esetén P(A)=1-P(A);
(iv) P momnoton, azaz tetszdleges A, BeH, AC B esetén P(A) <P(B), tovdbbd P(B\
\A) =P(B)-P(A);
(V) a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek;:
(a) P o-additiv.

(b) P alulrdl folytonos, azaz tetszéleges {A,}00, CH, A, TA és AcH esetén
lim P(4,) =P(A).
n—oo

(c) P feliilrél folytonos, azaz tetszdleges {A,}5°, CH, A, LA és AcH esetén
lim P(A,) =P(A).
n—oo
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(d) P feliilrél folytonos az iires halmazon”, azaz tetszbleges {A,}5°, CH és
A, L0 esetén lim P(A,) =0.
n—oo

1.6. Allitas. Legyen (Q, A) mérhetd tér és P: A —[0,1] wvaldszintségi mérték. Ekkor

(i) P végesen additiv;

(i) P o-szubadditiv, azaz tetszileges {A,}22, C A esetén P (U An> < Z]P(A
n=1

n=1

Bizonyitas. (ii). Mivel P végesen additiv és monoton, tetszGleges A, B € A esetén
P(AUB)=P(AU(BNA))=P(A)+P(BNA) <P(A)+P(B),
és teljes indukcidval adodik, hogy
P(A1U---UA,) <P(A)+---+P(A,), n e N.

Tovabbé, minden k£ € N esetén

(UA) 1)+ +IP’Ak+IP<UA>

n=k+1
A By:=U ", Ay, k€N, jeloléssel Byl 0, ha k — oo, és felhasznalva, hogy P feliilr6l
folytonos az iires halmazon (1.5. Allitas (v) része), kapjuk, hogy lim, .. P(B;) = P(0) = 0,
amibd6l kovetkezik az allitas. 0

Nyilvadn o-algebrak tetszéleges, nem nulla szdmossagi halmazédnak metszete o—algebra.

1.7. Definicié. Legyen Q0 nemiires halmaz és H az €1 bizonyos részhalmazaibol dlle hal-
mazalgebra. Legyen T' nemiires halmaz és minden ~ €' esetén A, cH. Az A, vyeT,
halmazokat tartalmazé o-algebrdk metszetét az {A, :~ € I'} halmazok dltal generdlt
o—algebrdnak nevezzik. Jelolése: o(A,:vel).

Felhivjuk a figyelmet, hogy az 1.7. Definiciébeli o(A,:v €TI') generdlt oc-algebra jolde-
finidlt ugyanis o-algebrak tetszéleges, nem nulla szamossagu metszete is o-algebra és az 2
hatvanyhalmaza (azaz Q Osszes részhalmazabol all6 halmaz) egy olyan o-algebra, mely tar-
talmazza az {A,:~y €I'} halmazrendszert. Tulajdonképpen o(A,:vyel) az a legsziikebb
o-algebra, mely tartalmazza az A,, v €I, halmazokat. Megjegyezziik tovabba, hogy az 1.7.
Definiciébeli generalt o-algebra definicidja megfogalmazhato tetszéleges, nem feltétleniil egy

halmazalgebrahoz tartoz6 A, CQ, v €', halmazrendszer esetén is.

1.8. Tétel. (Carathéodory kiterjesztési tétele) Legyen Q nemiires halmaz és H az €
bizonyos részhalmazaibol dllo halmazalgebra. Legyen p:H — [0,00] o-véges mérték. Ekkor
létezik egy egyértelmiien meghatdrozott v:o(H)—[0,00] o-véges mérték gy, hogy tetszdleges
AeH esetén v(A)=pu(A).
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1.9. Definici6é. Valdszinidségi mezd alatt olyan (2, A,P) hdrmast értink, ahol (£2,.A)

mérhetd tér és P: A—[0,1] wvaldszintiségi mérték.

Az Q elemeit elemi eseményeknek, az A elemeit pedig eseményeknek nevezziik. Az

Q0 a biztos esemény, az () iires halmaz pedig a lehetetlen esemény.

1.10. Definicié. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezd, (X,X) mérhetd tér. Azt mondjuk,
hogy a &:Q — X leképezés véletlen vdltozd (valdszinidségt vdltozd), ha mérhetd, azaz

tetszdleges B € X esetén
£(B)={weQ:{w)eB}:={¢ecB}e A
A £:Q—= X waldszindségi vdltozo eloszldsa a Pe: X — R,
P(B):=P(¢ € B)=P(\(B)), Bex

halmazfiggvény, mely nyilvin valdszintségi mérték az (X, X) mérhetd téren.

Azt mondjuk, hogy a &:Q — X wvaldszindségi vdltozo diszkrét, ha értékkészlete, a £(2)
halmaz megszdmldlhato. Azt mondjuk, hogy a & : Q0 — X waldsziniségi viltozo egyszerd, ha
értékkészlete véges halmaz.

Ha &£:Q— X, n:Q— X waldszintiségi vialtozok és P(§ =n) =1, akkor azt irjuk, hogy
& =n P-m.b. (egyenldek P-majdnem mindeniitt).

1.11. Megjegyzés. (i). Ha X =R, illetve X =R9 akkor mindig az X := B(R), illetve
X = B(RY) valasztasokkal éliink. Igy egy f:R — R fiiggvény mérhetésége esetiinkben azt
jelenti, hogy f~1(B) € B(R) tetszéleges B € B(R) esetén (felhivjuk a figyelmet, hogy ezt a
mértékelméletben Borel mérhetGségnek nevezik, f mérhet&ségén pedig alapértelmezés szerint
Lebesgue-mérhetGséget értenek). Annak, hogy egy f: R — R fiiggvény mérhetGségén Borel
mérhetGséget értiink tobb olyan kovetkezménye is van, melyek Lebesgue mérhetGség feltételezése
esetén nem feltétleniil teljesiilnének. Példaul, egy f:R — R bijektiv, Borel mérhetd fiiggvény
inverze is Borel mérhets. Valoban, ha f:R —R egy bijektiv fiiggvény, akkor g modon jeldlt

inverze akkor és csak akkor Borel mérhets, ha tetszéleges B € B(R) esetén
g (B)={z€R:g(zx) e B} ={z€R:(fog)(x) € f(B)} ={z eR:z € f(B)} = f(B) € B(R)

teljesiil, azaz tetszéleges Borel halmaz f 4ltali képe is Borel halmaz. Ismert, hogy ez a tulajdon-
sag tetszGleges injektiv, Borel mérhets f: R — R fliggvény esetén (igy esetiinkben is) teljesiil.
Megjegyezziik, hogy egy olyan f:R — R Borel mérhetd fiiggvényt, melyre tetszéleges B € B(R)
esetén f(B) € B(R) teljesiil bi-mérhetének nevezziik.

Ha ¢:Q — R? valoszintiségi valtozo, akkor a véletlen vektor elnevezést is hasznaljuk.
Ha nem nevezziik meg egy valoszintiségi valtozo értékkészletét, akkor tgy értjiik, hogy R az

értékkészlet.
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(ii). Ha példaul £:Q—R? egyszerti valoszintiségi valtozo és az értékkészlete £(Q)={xy,..., 11},
ahol z1,...,7; € RY paronként kiilénbozsek, akkor

k
52 ijI]-Aja
=1

k

ahol A;:={weQ:{(w)=1x,;}€A, j=1,...,k, paronként diszjunkt események és (J A;=0,
j=1

azaz Ay, ..., A, teljes eseményrendszert alkotnak.

(iii). Ha (FE, ) metrikus tér, akkor azt mindig a Borel-halmazok B(FE) o-algebrajaval latjuk

el (vagyis a nyilt halmazok altal generalt o—algebraval). U

1.12. Definicid. Legyen I' nemdires halmaz, és minden v€l' esetén (X, X,) mérhetd tér,
és & :Q — X, waldszindségi vdltozd. A {&,:v €T} wvaldszinidségi vdltozok dltal generdlt
o—algebra:

o(&:vel):=0(& ' (B):vel, Be X)),
azaz a {1 (B):y €T, Be€ X,} halmazok dltal generdlt o-algebra (ldsd, 1.7. Definicid).
1.13. Megjegyzés. (i). A {& :veTI'} valoszintségi valtozok altal generalt o-algebra az a
legsztikebb o-algebra, melyre nézve az Gsszes {&,:v €'} valoszintségi valtozdo mérhetd.
(ii). Legyen (X,X) egy mérhets tér. Egyetlen &:Q — X valoszintiségi valtozo altal generalt
o—algebra nyilvan

o(€) =€ (X) = {€(B): Be X},

hiszen egyrészt {E71(B): BE X} Co(£), masrészt {E1(B): BEX} egy o-algebra, és igy, a
generalt o-algebra definicioja miatt, o(§)C{¢H(B):BeX}. A {¢71(B): BEX} halmazrendszer
valoban o-algebra, mivel az Gskép képzés felcserélhet a halmazelméleti kiilonbség képzéssel és

unioképzéssel :
- Q=1(X)e{e(B): Be XY,
— Legyen B € X. Ekkor
Q\EH(B) = H(X)\EH(B) =¢(X\B),
és X\ B € X, hiszen X o-algebra. [gy Q\¢Y(B) e {¢1(B): Be X},
— Legyenek B, € X, n €N, adottak. Ekkor

Ue'By=¢" (U Bn>

n=1

és U, B, €X, hiszen X o-algebra. Igy |J22, ¢7H(B,) € {¢7Y(B): Be X}.

7
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A fentiek alapjan az X o-algebranak a & altali Gsképe o-algebra.

A o(§) o-algebra éppen azokbdl az A eseményekbdl all, melyekrsl ¢ megfigyelésével (€(w)
ismeretében) eldonthetd, hogy bekovetkeztek—e vagy sem (w € A teljesiil-e vagy sem).

(iii). Felhivjuk a figyelmet, hogy ha o(§) =o(n), akkor altalaban véve nem igaz, hogy P(§ =
=n)=1. Példaul, ha n:=£+1, akkor o(&)=o0(n), hiszen

on)={{weQ:nw)eB}:BeEBR)} ={{weQ:{(w)eB-1}: BeBR)}
={{weQ:¢w)eC}:CeBR)} =0(¢),

ahol felhasznaltuk, hogy egy B C R halmaz akkor és csak akkor Borel mérhets, ha a B—1
halmaz Borel mérhets. Ugyanakkor P(§ =n)=P(=£+1)=0.

(iv). Az 1.12. Definiciobeli generalt o-algebra definicioja megfogalmazhato tetszéleges, nem
feltétleniil mérhetd fiiggvényekbdl allo fliggvényrendszer esetén is. Példaul, egy tetszéleges ¢ :
Q) — R? fiiggvény altal generdlt o-algebra o(g) := o(¢g~Y(B) : B € B(R?Y)) = g7 *(B(R?Y)) =
={g7YB): B € B(RY)}, és o(g) az a legsziikebb o-algebra, melyre nézve g mérhetd. O

1.14. Definicio. Legyen (Q, A, P) wvaldszintségi mezd, (X,X) mérhetd tér, £:Q — X
valdszintségi vdltozo, és F CA rész-o-algebra. Azt mondjuk, hogy & F-mérhetd, ha ¢Y(B)€
eF, VBeX, vagyis o(§) CF.

1.15. Definicié. Egy metrikus teret szepardbilisnak neveziink, ha van megszdmldlhato minde-
niitt stird részhalmaza. Eqy metrikus tér eqy A részhalmazdt akkor nevezzik szepardbilisnak,

ha az mint metrikus tér szepardbilis az eredeti metrikdnak az A X A-ra vald megszoritdsdval.

1.16. Lemma. Legyen (E,p) szepardbilis metrikus tér. Tetszdleges £:Q— E  wvaldszinidségi

vdltozd esetén léteznek olyan {£,}5°, egyszertd valdszinidségi vdltozok, hogy tetszdleges w € §)

esetén lim &,(w)=¢&(w). Ha (E,|.||) szepardbilis normdlt tér, igy &, vdlaszthatd gy, hogy
n—oo

1€l < i1l v n e N,

1.17. Lemma. Tetszdleges n: € — R  nemnegativ valosziniségi viltozo esetén létezik nem-
negativ egyszeri valdszinidségi vdltozokbol dllo {n,}5°, sorozat igy, hogy tetszdleges w € )
esetén n,(w) Tn(w), ha n— oco. Példdul az

n2m
M= (F=1)2 "L npnepejpny,  nEN,
=1
vagy .
=Y (=12l 1pnepejpmy+nlpgzny,  nEN,
j=1

sorozatok megfelelnek.
1.18. Allitas. Legyen (X, X) mérhetd tér, €:Q— X waldszinidségi vdltozo.

8
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(i) Ha (Y,Y) mérheté tér, g: X —Y mérhetd figgvény, akkor a go&:Q—Y dsszetett

figguény o(&)-mérhetd valdszintségi vdltozo, azaz o(go&) C o(§).

(ii) Ha 1n:Q—R? o(&)-mérhetd valdszinidségi viltozo, akkor létezik olyan g: X —R? mérhetd
figgvény, hogy 1= gog.
Bizonyitas. (i). Abbol kivetkezik, hogy tetszéleges D€) esetén (go&)~'(D)=¢"t (g H(D))e
€A, hiszen g7 '(D) e X és ¢ valoszintiségi valtozo. Az 1.13. Megjegyzés (ii) része alapjan
ugyanez a gondolatmenet azt is mutatja, hogy (go&)~1(D) € o(€) is teljesiil tetsz6leges D €Y
esetén.

(ii). Ha n:Q—R? egyszert valoszintiségi valtozo, akkor léteznek olyan paronként kiilonbozé
Y1, Y, - - -, ye € R pontok, hogy n(Q) = {y1,y2,...,y}. Ekkor A;:={weQ:nw)=y}=
¢
=n"{y;}), j=12,...,¢, paronként diszjunktak, (J A; = és
j=1

¢
n= Z Yila,.
j=1

Mivel R\ {y;} nyilt, kapjuk, hogy {y;} € B(R?), j=1,2,...,¢, ésigy n o(£)-mérhetdsége
miatt

Aj=n""({y;}) €a(§) ={'(B): Be X}.
Igy léteznek olyan B; € X, j=12,...,¢ halmazok, hogy A;=¢74(B;). Itt By,..., B, nem
feltétleniil diszjunktak, az viszont teljesiil, hogy £ 1(B;NB;) =Y B,)NEH(Bj)=ANA; =0
minden ¢ #j,4,j=12,...,0 esetén, azaz ekkor B;NB; nem része § értékkészletének. Az

alabbiakban a By, ..., By halmazrendszert paronként diszjunktta tessziik. Legyen Ej =B\
\(UJ ! B) €X, j=1,....(, ahol |, B::=0. Ekkor, felhasznalva, hogy A,k paronként

diszjunktak,
-1 Jj—1
E71(B;) =€ 1(B))\ (U fl(Bz')> =45\ (U Az’) =4
i=1 i=1
és igy

& (U §j> =Ue@)=Ua=Un"dwd (U{yj ) =77 () =

Tekintsiik egy olyan g: X —R? fiiggvényt, melyre g(z)=y;, ha z€ Ej valamely j=12 ...,/
esetén, és g(z) =yo egyébként, ahol y, € R? tetsz6legesen rogzitett pont, azaz

l
9=> Yilg, tyolyy_ B

J=1

Megjegyezziik, hogy az el6z6ekben definidlt g fiiggvény még adott Ej, j=12,...,/, esetén
sem egyértelmi, ugyanis, ha U§:1 Ej # X, akkor tekintettel arra, hogy yo-at kontinuum sok

9
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modon valaszthatjuk meg, ¢g-t is kontinuum sok moédon valaszthatjuk meg. Ekkor nyilvan g¢
mérhets, és n=go&, ugyanis ha we A;, akkor egyrészt A, definicioja miatt n(w) = y;,
masrészt wEAj:f‘_l(Ej) miatt £(w)€§j, igy, felhasznalva, hogy Ej, j=1,...,¢, paronként
diszjunktak, (go&)(w)=g({(w)) = y;-

Tetszoleges n: Q — RY esetén az 1.16. Lemma alapjan létezik egyszeri valoszintiségi
vektorvaltozokbol allo {n,}5°, sorozat ugy, hogy tetszéleges w € 0 esetén lim, o 7y (w) =
=n(w). Legyen g,:X — R? olyan mérhets fiiggvény, hogy 7, = g,0& (az el6zéek alapjan

ilyen g, létezik, hiszen 7, egyszerii valosziniiségi valtozo). Ekkor
H:={reX: lim g,(z) létezik} € X,
n—oo
ugyanis, mivel R? teljes,

H ={x € X :(gn(r))nen Cauchy sorozat}

1
=NU N {zexlm@-am@l<}

peENreNm>r,n>r

1
-NU N G- ({zer: 1<} ex,
peENreNm>r,n>r p
hiszen g¢,, — g, mérhets és a X o-algebra zart a megszamlalhatd unio és metszetképzésre
nézve. Tovabba, tetsz6leges w € Q esetén &(w) € H, ugyanis g¢,({(w)) =n,(w) — n(w), ha
n — oo. Legyen
lim g,(x) ha xz€H,
gla) = {7
Yo ha =z ¢ H,
ahol y)€R? tetszdlegesen rogzitett pont. Ekkor felhasznalva, hogy HeX és azt, hogy mérhets
fiiggvények pontonkénti hatarértéke mérhets, kapjuk, hogy ¢ mérhets. Tovabba, n = go&,
hiszen tetszéleges w € Q) esetén &(w) € H és igy
9(€(w)) = lim g, (§(w)) = lim 7y, (w) = n(w).

n—o0 n—o0

Végezetiil megjegyezziik, hogy az n=gof elallitas alapjan g a & értékkészletén egyértelmiien
meghatarozott. 0

A kovetkez§ allitast a ,,jo halmazok” modszerének is szokas nevezni.

1.19. Allitas. Legyenek (Q,A) és (X, X) mérhetd terek, £ C X, és £:Q — X egy leképezés.
Ekkor o(§7YE)) =60 (E)). Tovdbbd, feltételezve, hogy o(E) =X, a & leképezés akkor és csak
akkor véletlen vdltozd, ha £71(E) C A.

Bizonyitas. Az 1.13. Megjegyzés (ii) része alapjan (o-algebra £ altali Gsképe is o-algebra),
kapjuk, hogy
EHE) CEH(o(E) = a(E7(a(E))),

10
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és igy, a generalt o-algebra definicidja alapjan, adodik, hogy o(£71(€)) C £71(a(€)).
A forditott iranyu tartalmazas belatédsahoz, vezessiik be az alabbi jelolést:
&:={Aca®):e (A eac @)}
Ekkor & C o(&). Megmutatjuk, hogy & egy o-algebra:
- Qe&, mert Qea(€E) s Q) =X €a(E7HE)), hiszen o(E) és o(£71(E)) is o-algebra,
— legyen A € &. Ekkor Q\ A€o (&) és

EHANA) = (W\ETHA) = X\TH(A) €a(€71(€)),
mert 1 (A) € a(E71(E)) és a(£71(E)) egy o-algebra,

— legyenck A, € &, n € N. Ekkor | J77 | A, € o(E) és

& (U An) —Je M (A ol (@),

mert £71(A,) € d(E7HE)), neN, és o(£1(E)) egy o-algebra.
Mivel & egy olyan o-algebra, hogy & C o(&), a generalt o-algebra definicioja alapjan adodik,
hogy & = o (€). Ezért & definicidja miatt, tetszdleges A € o(E) esetén 71 (A) € o (67H(E)), azaz
{H(o(8)) ColE7H(E)).
Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy ¢(€) = X. Ekkor a mar bizonyitottak alapjan

a(71(E)) =& (o(6) =£71(X). (1.1)
Ha ¢ véletlen valtozo, akkor 71 (X) C A, és igy (1.1) alapjan o(£71(€)) C A, melybdl speciélisan
kovetkezik, hogy £71(€) C A.
Ha £71(€)CA, akkor (1.1), a generalt o-algebra definicioja és A o-algebra volta alapjan, kapjuk,
hogy

EHX)=a(E7HE) C A

melybdl kovetkezik, hogy & véletlen valtozo. O

1.20. Allitas. Legyen (Q, A) egy mérhetd tér és € : Q — R egy leképezés. Ekkor a & leképezés
akkor és csak akkor R-beli értékid véletlen vdltozd, ha {w € Q: {(w) < x} € A tetszdleges x € R
esetén.

Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy & véletlen valtozo. Ekkor tetszéleges z € R esetén (—
—00,z) € B(R) ésigy & H((—o0,2)) € A, azaz {w e Q: {(w) <z} € A
Tegyiik most fel, hogy {weQ:&(w) <z} € A tetszleges x € R esetén. Mivel o({(—o0,x):x €
e R}) =B(R) és
£ (—o0, 1)) ={weN: f(w) <z} €A, r €R,
az £ := {(—o0, ) : x € R} jeldléssel o(£) = B(R) ¢s £71(E) C A. Igy a,,j6 halmazok” médszere
alapjan (1.19. Allitas) kapjuk, hogy ¢ véletlen valtozo. O

11
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1.21. Allitas. Legyen (Q, A) egy mérhetd tér. Eqy €:Q — R? leképezés akkor és csak akkor
valdszintiségi vektorvdltozo, ha tetszdleges x € R? esetén {weQ:E(w) <} e A.

Egy €:Q — R? leképezés akkor és csak akkor valdszintségi vektorvdltozd, ha tetszdleges
zeR? esetén {weN:E(w)<a}e A

Egy £:Q—Re leképezés esetén a o(€) o-algebra az a legszikebb rész-o-algebra, melyre

nézve & mérhetd.
Bizonyitas. Tetszbleges = = (71,...,24) € R? esetén a & = (&, ..., &) jeloléssel

{fwe:é(w) <z} ={we:&(w) <xq,...,& W) <za} =& (>< (=00, ;)),
{weQ:¢(w) <z} ={weQ:&W) <a,. .., &w) <z} =& (X (—00,2]),

ésa {x_(—oo,x;): x € R} alaku téglak, illetve a {x}_ (—oo,z;]: € R?} alaki téglak is
a B(RY) o-algebranak egy generatorrendszerét alkotjak. Igy az allitas els két része az 1.19.
Allitasbol kovetkezik. Az allitas harmadik része a generalt o-algebra definicivjanak és az 1.13.

Megjegyzés (ii) részének a kovetkezménye. O

1.22. Allitas. Legyen (Q, A) eqy mérhetd tér, dEN, és &1,..., €4 Q — R leképezések. Legyen
0= RY E(w) = (&(w), ..., &(w)), we Q. Ekkor a & leképezés akkor és csak akkor R%-beli

ertéki véletlen vdltozo, ha &, 1=1,...,d, valds értéki véletlen vdltozok.
Bizonyitas. Tetsz6leges x = (21, ...,14) € R? esetén
d
1 (XL (=00, 23)) = ﬂffl((—ooal“i))
i=1

Tegyiik fel, hogy &i,...,&; véletlen valtozok. Ekkor & *((—oo,2;)) € A, i =1,...,d, és igy
N, &1 ((—00,2;)) € A, amibél kévetkezik, hogy £ (x¢(—00,2;)) € A. Mivel a
{>< —00, T;) :L’l,...,de]R}

halmazrendszer generalja a B(R?) o-algebrat, az 1.19. Allitas alapjan kapjuk, hogy & véletlen
valtozo.

Tegyiik fel, hogy ¢ véletlen véltozo. Tetszéleges i€ {1, ..., d} esetén legyen p;:RI—R, p;(z) =1,
= (z1,...,24) € R Ekkor p;, i = 1,...,d, folytonosak és igy (Borel-)mérhetdek is. Ezért a
& = p;o& Gsszetett leképezés is (Borel-)mérhets (az 1.18. Allitas (i) része alapjan), azaz véletlen
valtozo. O

1.23. Definicié. Ha a,b€R?, akkor a<b, illetve a<b azt jelenti, hogy minden j=1,...,d
esetén a; <bj, illetve a; <b; teljesiil, és jelilje [a,b):={r €R:a <z <b}.

1.24. Definicié. A ¢:Q — R, &= (&,...,&) wvaldsziniségi viltozd eloszldsfliggvénye
Fe 1 R4 = [0,1],

Fe(z) =P <x)=P(& <21,...,& < zaq), = (21,...,24) €RL

12
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Megjegyezziik, hogy az 1.24. Definicioban értelmes {&; < x1,...,&; < x4} valoszintiségérol
beszélni, mert {§ < 1,...,& < x4} € A, hiszen

{61 <Zy,... Jgd < I’d} = (517 s 7€d)71((_oo7x1) XX <—OO,$d)),
ahol (—o00, 1) X -+ X (—00,z4) € B(R?) és (&,...,&;) véletlen vektor.
Legyen g:R?—R, a;,b; €R, a;<b;, je{l,...,d}, és A(j 9 R¢ = R,
(A[(ij) bj )9)( ) :g(‘rh s 7Ij—17bj7xj+17 s ,l’d)—g<$1, ey L1, Ay Tjg1y - - - 7xd)7 S Rd'

Ekkor tetszoleges x € R? esetén

1 d d €
(AL, A g) (@) = (=) Tk g(ey, .., ca), (1.2)

ahol ¢y :=cepap+(1—ep)b, k=1,...,d, és mivel az Osszegzés a 0 és 1 szamokbol allo Gsszes
lehetséges (1,...,e4) sorozatra kiterjed a fenti dsszegnek 27 szami tagja van. Igy kapjuk,

hogy AW .AE) 09 konstans fiiggvény.

la1,b1)

1.25. Allitas. Az F:R'=R figguény akkor és csak akkor eloszldsfiigguénye valamely &:Q—R?

valoszintségi vdltozonak, ha
(1) F minden vdltozdjdban monoton nivekvd,

(2) F' minden vdltozdjaban balrdl folytonos,

(3) lim F(z)=1, és
min{z1,...,z4 }—00
lim F(l’l, ey Li 1, Lgy it 1y - - - ,l’d) =0
T;—>—00
minden i€ {l,...,d} és T1,...,Ti_1,Tit1,...,Tq €ER esetén,
(4) tetszdleges a,b €R?Y, a<b esetén Ag)b A[(ai by F 20

1.26. Megjegyzés. () Ha d =1, akkor az 1.25. Allitasbeli (4) feltétel kivetkezik az (1)
feltételbdl, ugyanis A = F(by)—F(ay). Ha d>2, akkor altalaban nem igaz, hogy az
1.25. Allitas (4) feltetele kovetkezne az (1), (2) és (3) feltételekbdl. Valoban, legyen d:=2, és
F:R’ SR,

0 ha <0 vagy z+y<1 vagy y <0,

F(z,y) =

1 egyébként.
Ekkor az 1.25. Allitasbeli (1), (2) és (3) feltételek teljesiilnek, azonban ha példaul a=(ay,as):=
= (1Y) és b= (b,by) :=(1,1), akkor

373

A(l) A(2)

[a1,b1) [a27b2)F = F(bl,bg) —F((ll, bg) —F(bl,a2)+F(a1,a2) = 1—1—1+0 =—-1< 0,

13
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igy az 1.25. Allitas (4) feltétele nem teljesiil.
(ii). Megmutatjuk, hogy az 1.25. Allitasbeli (3) feltételben a

lim F(I’l, ey Li 15, L5y it 1y - - - ,.Td) =0
Ti—>—00
minden i€ {1l,...,d} és x,..,2;1,Tit1,...,xqa € R esetén feltétel kicserélhetd arra, hogy

lim F(z)=0.
min{a1 ...,z 4} ——o0

Az ezen cserével felirt (3) feltételt jelolje (37).

Belatjuk eldszor, hogy ha [ eloszlasfiiggvény, akkor (1), (2), (37) és (4) teljesiilnek. Ha
F eloszlasfiiggvény, akkor az 1.25. Allitas alapjan (1), (2), (3) és (4) teljesiilnek. Meg kell még
mutatnunk, hogy (3') is teljesiil. Ha lim, . min{z!™, ... 20"} = —co, akkor az (z(™),en
sorozat felbonthato legfeljebb d darab paronként diszjunkt részsorozatra (azaz a részsoro-
zatokhoz tartoz6 szigoran monoton novekvé leképezések értékkészletei a természetes szamok
halmazanak egy osztélyozasat alkotjak) oly modon, hogy az elsé részsorozat tagjainak elsé koor-
din&dtai —oo-hez konvergalnak, a mésodik részsorozat tagjainak mésodik koordinatai —oo-hez

konvergélnak, stb. Az alabbiakban az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy d darab ilyen

()
részsorozat létezik, és jeldlje ezeket (x(”l(el)))keN, - (x(’Li(ed)))keN. Ekkor limy_, . xE k) —00,
i=1,...,d. Igy, ha lim,_ min{x&n), o ,a:((in)} = —o0, akkor
(ng) (g _ (ng) (ng) o m)
Fley "oz ) =PG <ay ", &<zt ) <SPG <z k) =0, ha k — oo,

ahol (&1,...,&) egy F eloszlasfiiggvényii véletlen vektor. Felhasznalva, hogy ha egy so-
rozatnak van egy paronként diszjunkt részsorozatokbol allo felbontasa, amely felbontasban
szerepld részsorozatok konvergensek és mindegyik ugyanahhoz az értékhez tart, akkor az ere-
deti sorozat konvergens és ugyanahhoz az értékhez tart, kapjuk, hogy F(2™) — 0, ha
limy, oo min{a™, ... 20" =00, azaz adodik (3"). (Megjegyezziik, hogy ha min(z,,, y,)——o0
teljesiil, akkor még nem kévetkezik, hogy x,——o0 vagy y,— —oo. Példaul, ha (zg,,y2,):=(—
—2n,2n), n€N, és (Tont1, Yont1):=(2n+1,—(2n+1)), neN, akkor min(z,,y,)=—n——o0,
azonban nem teljesiil, hogy =z, — —oo és az sem, hogy v, — —oco. Ez az oka a fentiekben
latott paronként diszjunkt részsorozatokra valo felbontésnak.)

Belatjuk most, hogy ha (1), (2), (3’) és (4) teljesiilnek, akkor F' eloszlasfiiggvény. Az
1.25. Allitas alapjan elég belatni, hogy ha (3) teljesiil, akkor (3) is teljesiil. Ha (3’) teljesiil,
akkor V e >0 esetén létezik olyan M. € R, hogy minden olyan x € R? esetén, melyre
min(zy, . .., x4) < M., fenndll, hogy |F(z)|<e Ha i€{l,....d} és 2™ — —o00, ha n— oo,
ahol 2™ = (xgn), . ,:z:((jn))T, neN, R%beli értéki sorozat, akkor barmilyen >0 esetén azon

)< M., fennall, hogy |F(z™)|<e (ugyanis z\™ < M.-bol kivetkezik,

7

z(™-ckre, melyekre 2"

hogy min{xgn), . ,x((i")} < M.), igy fennall (3). O
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1.27. Allitas. Ha €:Q—RY waldszindségi vdltozd, akkor tetszéleges a,beR?, a<b esetén

Pe([a,0)) = P(¢ € [a,b)) = A} AD

jarbr) - Plagbayfe 2 0
ahol F¢ a & eloszldsfiggvényét jeloli. Tehdt Pe az Fe eloszldsfiggvényhez tartozo Lebesgue-

Stieltjes mérték.

Bizonyitas. Csak d =2 esetén. Az a = (aj,az) és b= (by,by) jeloléssel, ha a < b, akkor
(1.2) alapjan

A[(iz,bl)ASi,bQ)Fﬁ = Fe (b1, b2) = Fe(br, az) — Fe(ar, ba) + Fe(ar, az)

=P(& < by, & <by) —P(§1 < b1, & < ag) —P(& < ay, o < by) +P(§1 < a1,6 < ag)
=P(& <bi,a: <& <by) —P(& < ar,a0 <& <by) =Plag <& <byyas <& < by)
=P €a,b)).

Az allitas masodik része a mértékelméletbdl tanultakbol kovetkezik. O

1.28. Allitas. Legyenek &, n:Q—R? valdszintségi vdltozdk. Ekkor P.=P, akkor és csak akkor,
ha Fe = F,. Azaz az eloszlds és az eloszldsfigguény kélcsindsen egyértelmiien meghatdrozza

eqymdast.

Vegyiik észre, hogy az 1.27. Allitas alapjan, ha &,n:Q — R? valoszintiségi valtozok és
F; = F,, akkor tetszdleges a,b€R? a<b esetén

Fe=AD AY

[a1,b1) " * " Taaq,ba)

Pe([a, b)) = ALY Al

[al,bl) e [ad,bd) Fn - ]P)n([a, b))’
azaz a P¢ és P, valoszintiségi mértékek megegyeznek az [a,b), a,b€ R, a<b alaku téglakon.

Az 1.28. Allit4s alapjan a tekintett esetben Pe és P, megegyezik a B(R?) o-algebran is.

1.29. Allitas. Legyenek F:R —[0,1] és G:R —[0,1] egydimenzids eloszldsfigguények.
Ha F és G minden kizos x € R folytonossdgi pontjiban F(x) = G(z), akkor F =G.
Altaldnosabban, ha S CR egy olyan sird részhalmaza R-nek, hogy F(z) = G(z) minden
x €S esetén, akkor F =G.

Bizonyitas. Mivel egy egydimenzios eloszlasfiiggvény monoton névekve, egy egydimenzios el-
oszlasfiiggvénynek csak megszamlalhato sok nem folytonossagi pontja lehetséges. Mivel két
megszamlalhaté halmaz unidja is megszamlalhato, F és G kozos folytonossagi pontjaibol
allo, C-vel jelolt, halmaz stirt részhalmaza R-nek. Mivel F' és G balrdl folytonosak is, kapjuk
az allitast. Valoban, legyen y € R tetszoleges. Ekkor létezik olyan (y,),en sorozat, hogy y, € C,
neN, és y, Ty, han— oco. A feltétel miatt F(y,) = G(y,), n €N, és igy, felhasznalva, hogy F
és G balrol folytonosak, kapjuk, hogy

F(y) = lim F(y,) = lim G(yn) = G(y).
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2. Fiiggetlenség, Kolmogorov 0 vagy 1 torvénye
Legyen (9, A,P) egy valosziniiségi mezs, T'# () egy (index)halmaz.

2.1. Definicié. Legyen minden v €1 esetén F, rész-o-algebrdja A-nak. Azt mondjuk,
hogy az {F,:v €T} o-algebrdk fiiggetlenek, ha a I' pdronként kilénbozd elemeibdl dllo
minden {y1,...,} véges részhalmaz esetén és minden A, €F,,, ..., A, €F, wvilasztdssal
teljestil, hogy
P(A, N...NA, ) =P(A,,)---P(4,,).

Legyen minden ~ €D esetén A, € A. Azt mondjuk, hogy az {A,:v €T} események
fiiggetlenek, ha az dltaluk generdlt {{0, A,, Q\ A,, Q}:v €T} o-algebrdk figgetlenek.

Legyen minden ~ €l esetén (X, &,), illetve (Y,,Y,) egy mérhetd tér és &,:Q— X,
illetve n, : Q =Y, wvaldszintdségi vdltozok. Azt mondjuk, hogy a {& :v €T} wvaldszintségi
vdltozok fliggetlenek, ha az dltaluk generdlt {0(@,) 1y € F} o—algebrak fiuggetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {& v €T} waldszindségi vdltozok figgetlenek az {n,:~v €I} wald-
szintiségi vdltozoktol, ha a o(&, :yel) és o(n,:vel) o-algebrik figgetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {& :~v €'} waldsziniségi vdltozok figgetlenek az {A,:~vy €T}
eseményektdl, ha a {§,:v€T'} waldszindségi vdltozok figgetlenek az {14, :v€l'} wvaldsziniség

valtozoktol.

2.2. Megjegyzés. A £:Q—>R és 7n:Q — R valosziniiségi valtozok akkor és csak akkor
fiiggetlenek, ha F¢,(z,y)=Fe(2)F,(y), z,y€R, ahol Fe,, F; és F, a (§,n), & illetve n
eloszlasfiiggvényét jeloli. Ennek az allitdsnak az odafele iranya egyszertien igazolhato, ugyanis,
ha ¢ és n fiiggetlenek, akkor mivel tetszéleges x, y €R esetén {{<x}ea(§) és {n<y}e€a(n),
kapjuk, hogy

Feplz,y) =P <z,n<y) =P <2)P(n<y) = Fe(x)F,(y).

A megforditas bizonyitasa azon milik, hogy tetszéleges a = (ay, az) € R?, b= (by,by) €R? a <b,
esetén, az 1.27. Allitas alapjan

P((&,n) € [a,b)) =P((§,n) € a1, b1) X [az, ba))

= Fe (b, b2) = Fey(br, az) — Fe p(an, ba) + Fe y(ar, az)

= Fe(b1)Fy(b2) — Fe(br) Fy(az) — Fe(ar) Fyy(ba) + Fe(a1) Fy (az)

=P(§ <b1) P(n < by) =P(§ <by) P(n < az) =P(§ < a1) P(n < bo) +P(§ < a1) P(n < az)
=P <b)Plas <n<by) —P({ <ay)Plag <n<by) =P(ag <E<by)Plag < < by)
=P(£ € [a1,b1)) P(n € [az, b)).

Igy tetsz6leges a = (a1, as) € R?, b= (b1, by) € R?, a < b, esetén
P(§ € [a1,b1),n € [az,b2)) =P(§ € [a1,01)) P(n € [az, b2)),
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azaz a {£ € [a1,b1)} € (&) ¢és {n € [az,be)} € 0(n) események fliggetlenek. A bizonyités
befejezhetGsége a Carathéodory kiterjesztési tételen (1.8. Tétel) és azon mulik, hogy az 1.13.
Megjegyzés (ii) része és az 1.19. Allitas alapjan a {€ € [a1,b1)} = € ([a1,b1)), a1 < b1, a1,b; €
€ R, alaki eseményeket tartalmazo legsziikebb o-algebra o(€). Hasonléan, az {n € [az,by)} =
=n"([ag, b2)), az < by, as, by € R, alakt eseményeket tartalmazo legszitkebb o-algebra o(n).
U

2.3. Lemma. Haa £:Q—RF és n:Q =R wvéletlen vektorok fiiggetlenek, akkor tetszdleges
g:RF - R", h:R*— RP mérhetd figguények esetén a go&:Q —R" és hon:Q — RP
véletlen vektorok is fiiggetlenek. Tovdbbd, ha &,:Q — RF, n €N, figgetlen véletlen vektorok
és gn:RF SR, n€N, mérhetd figguények, akkor a g,o&,:Q—R", n€N, wéletlen vektorok
18 fliggetlenek.

Bizonyitas. Az 1.18. Allitas alapjan o(go&) C o(§) és a(hon) C o(n), igy o(&) és o(n)
fiiggetlensége maga utan vonja o(gof) és o(hon) figgetlenségét. A lemma masodik része

hasonléan bizonyithato. 0

2.4. Lemma. Ha az FoCA és GyCA rész-halmazalgebrdk figgetlenek abban az értelemben,
hogy tetszdleges A€ Fy és B € Gy esetén

P(ANB) =P(A)P(B),
akkor a generdlt F :=o(Fo) és G:=0(Gy) rész—o-algebrdk is figgetlenek.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy B € Gy eseményt. Tekintsiik az (Q,F) mérhetdségi téren a
u(A):=P(ANB), A€ F ésa v(A):=P(A)P(B), A€ F nemnegativ halmazfiiggvényeket.
Ezek a P o-additivitdsa miatt o-additivak lesznek Fy-n. Valoban, ha A, € Fy, n €N,
paronként diszjunktak, hogy J '~ A, € Fo, akkor A,NBe€ A, neN, paronként diszjunktak,

és igy

u(QAn>:IP’(<QAn)mB) (QA mB) ZIPA NB) = gu(/l)

A v halmazfiiggvény széban forgd o-additivitdsa hasonléan igazolhaté. Tovabba u és v
megegyezik az Fy halmazalgebran, mely generalja F-et, és p és v o-véges halmazfiiggvények
(végesek is, hiszen pu(A) < P(B) és v(A) <P(B), A € F), ezért a mértékek Carathéodory-féle
kiterjesztési tétele (1.8. Tétel) alapjan p és v megegyezik F-en: P(ANB)=P(A)P(B),
AeF.

Megjegyvezziik, hogy az, hogy u és v o-additivak F-en a p és v definiciojabol kozvetlentil
is kovetkezik. Valoban, ha A, € F, n €N, paronként diszjunktak, akkor A,NB e A, neN,
paronként diszjunktak, és igy

u(gAn>:P(<gAn>ﬂB>:P<QA mB) ZIP’A NB) gu(A
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Az 1.8. Tétel alkalmazhatosagahoz viszont csak arra van sziikség, hogy u és v og-additivak Fy-n.
Felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy p és v altaldban nem valoszintiségi mértékek, hiszen
pu(2) =v(Q2) =P(B) nem biztos, hogy 1-gyel egyenld.
Rogzitsiink most egy A € F eseményt. Ekkor az el6z6ekhez hasonlé gondolatmenettel
kapjuk, hogy P(ANB)=P(A)P(B) minden A€ F és B€EG esetén. O

2.5. Definicié. Legyen minden v €l esetén F, rész—o-algebrdja A-nak. Legyen Fy:=
={0,Q} (azaz a trividlis o-algebra). Ha A CT, A#0, akkor legyen

Fa = \/]-"7 =0 (F,:v€N) =0 (U ]-Z,) =o({A: A€ F, wvalamely v€ A esetén}).
yEA YEA

Ha Ay C Ay C T, akkor Fp, C Fa,. Ha o €T és A:={v}, akkor

Fa=Fen=0c| U F | =0(F)=F,

v€{r0}
Tovabba, hogy ha &, v € I, véletlen véaltozok és F., :=o(&,), v € I', akkor

Fi=o (U o@) =0 (U{f;l(B) Be B<R>}> =0 ({&(B): BEB(R), yeT})

ver vyer

(2.1)
= U(fv S F)a

ahol az utols6 egyenlséget az 1.12. Definici6 értelmében értjiik.

2.6. Lemma. Ha {F,:v€Tl'} figgetlen rész-o-algebrdi A-nak, és Fy, Fy véges, diszjunkt
részhalmazar I'—nak, akkor Fp, és Fp, figgetlenek.

Bizonyitas. Megmutatjuk elGszor, hogy ha F C ' véges, akkor az Fr =0 (UZ.GF .E) o—
algebrat generédlja az a halmazalgebra, mely a (). A; metszetek véges, paronként diszjunkt
unioibol all, ahol A; € F;, ha i€ F. Jelolje H a széban forgd halmazrendszert. Be kell
latnunk, hogy

(i) HC Fp,
(ii) H halmazalgebra,
(ili) H generdlja Fp-et (azaz, hogy a H-t tartalmazo legsziikebb o-algebra Fr).
(i) indokléasa: tetszGleges i € F és A; € F; esetén teljesiil, hogy
AieFic|JFico (UE) = Fr,
jeF jEF
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és 1gy (Viep Ai € Fp (hiszen Fp o-algebra), illetve az ilyen metszetek (véges, paronként
diszjunkt) unioi is elemei Fp-nek. Tehat H C Fp.

(ii) indoklasa: el@szor azt latjuk be, hogy a H halmazrendszer megegyezik a szoban forgo
metszetek nem feltétleniil paronként diszjunkt, véges uniéibol all6 halmazrendszerrel, melyet
jeloljon K, majd belatjuk, hogy K halmazalgebra (bizonyitva ezzel, hogy H halmazalgebra).

(ii)/(a): H =K bizonyitdsa. Nyilvin H C K. A K C H tartalmazast csak abban a
specidlis esetben latjuk be, amikor F' elemszama 2, az altalanos eset hasonld gondolatok
felhasznalasaval ellenérizhets. Legyen F:={1,2}, Ay, By € F; és Ay, By € Fo. Ekkor

(A1NA2)U(B1NBsy)

= [(A1\ B1)N(A2\ B2)| U [(A1\ B1) N (A2N By) | U [(A1NBy) N (A2 \ B)]
U[(A1NB1)N(A2NBsy)|U[(B1\ A1) N (Ba\ As)| U[(B1\ A1) N (BaNAy)]
U[(BiNA)N(B\ 42)],

ahol az uni6ban szerepl§ metszetek egyrészt megfelel§ alaktak (hiszen F; és F, halmazalgeb-
rak, és egy halmazalgebra zart a metszetképzésre és a kiilonbségképzésre), masrészt paronként
diszjunktak.

(ii)/(b): K halmazalgebra, hiszen

- QeF, ieF, esigy Q=,cp A €K, ahol A;:=Q, i€ F,
— zart a komplementer képzésre, ugyanis, ha neN, Aﬁ” eF;, i€F, je{l,...,n}, akkor
a\JNav =N (Q\ﬂAE”) “NU@a¥),
j=1ieF j=1 i€F j=1i€F
ahol Q\Agj) €F;, i€lF, je{l,... n}, és felhasznalva, hogy
(AUB)N(CUD)=(AnCYU(AND)u(BNC)U(BND),

kapjuk, hogy Q\U?Zl Nicr Agj) felirhato [(,cr B; alaki metszetek véges unidjaként,
ahol B,c F;, icF.

— zart az uni6 képzésre, ugyanis a szoban forgd metszetek nem feltétleniil paronként disz-
junkt véges unidinak véges unidja is megfelelg alakti metszetek nem feltétleniil paronként

diszjunkt metszetek véges unidja. Ennél a 1épésnél hasznaltuk azt, hogy H = K.

(iii) indoklasa: tetszéleges A; € F;, 1 € F, esetén A; = ﬂjeF B;, ahol B;j:=A;, j=i, és
B;j:=Q, ha j#i, jeF, ésigy A;€H, i€ F, amibdl adodik, hogy J,.rFi C H. Mivel
H Co(H), a generdlt o-algebra definicioja alapjan kapjuk, hogy Fr =0 (U;cp Fi) C o(H).
Mivel az (i) rész alapjan H C Fr, és Fp o-algebra, kapjuk, hogy o(H)C Fp. gy o(H)=Fr.
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Legyenek most Fy, FoCT' véges, diszjunkt részhalmazok. Jelolje H;, illetve Hy a [
A; € Fi, i€ Fy, alakid metszetek, illetve a (e, B
paronként diszjunkt uniéibol all6 halmazalgebrat. A feltételek alapjan tetszdleges [\;cp As
alaki metszetre (ahol A; € F;, ha i€ Fy) és tetszGleges [)
B; € Fj, ha je€F,) teljesil, hogy

“((n+)n(n=))
~([een) (Ix00) =2 (0)4) 2 (0 ).

Megjegyezziik, hogy a (2.2)-beli els§ egyenl@ség szarmaztatasanal hasznaltuk, hogy FyNFy =0,

ZEFl
, Bj€F;, j¢& sy, alakt metszetek véges

icr, Bj alakd metszetre (ahol

(2.2)

ugyanis ekkor az [Fj-beli és Fh-beli indexekbdl felépitett véges hosszussagt I'-beli sorozat
paronként kiilonb6z6 elemekbdl all.

A valoszintiség additivitasa és (2.2) alapjan P(ANB) =P(A)P(B) tetszleges A € H,
és B € Hy esetén. Valoban, A, illetve B felirhato véges sok, szoban forgd alakti metszet
paronként diszjunkt uniojaként. Ha példaul A = M; U My, ahol M; és M, megfelels alaku
diszjunkt metszetek, akkor (2.2) alapjan kapjuk, hogy

(o(0) == (unl2)) = (o(0)2)

=P(M,)P (ﬂ B>+IP>M2 (ﬂ B>

= (P(M,) +P(My)) (ﬂ B)
:]P’(MluMg)IP<ﬂ Bj> =P(A)P (ﬂ Bj> :

Mivel H;, i = 1,2, halmazalgebrak, és o(H;) = Fr, i=1,2, a 2.4. Lemma alapjan az Fp,
és Fp, o-algebrak fiiggetlenek. U

A 2.6. Lemma felhasznalaséval hasonléan bizonyithaté a kdvetkezd eredmény is.

2.7. Lemma. Ha {F,:v€l'} figgetlen rész—o—algebrdi A-nak, és Fy,Fy diszjunkt rész-
halmazai T -nak, akkor Fp, és Fg, figgetlenek.

Bizonyitas vazlat. A bizonyitas fontos lépése annak megmutatasa, hogy tetsz6leges A C I'

esetén

L= U Fr halmazalgebra, (2.3)

{F:F CA, F véges}
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és
L generdlja az F, o—algebrat. (2.4)

Nyilvan, Q€ L, hiszen Q& Fp tetsz6leges F C A esetén. Tovabba, L zart a komplementer
képzésre, ugyanis, ha A € £, 1gy létezik olyan F C A véges részhalmaz, hogy A € Fp, és
igy, mivel Fr o-algebra, kapjuk, hogy Q\ A€ Fr ésigy Q\ A€ L. Belatjuk, hogy L zart a
véges uni6 képzésre is. Ha neN és Ay,... A, € L, Ggy léteznek olyan F,...  F, CT' véges

halmazok, hogy A, € Fp,1=1,...,n. Mivel tetszbleges i =1,...,n esetén

Aie‘FFi:U<U‘/—-’Y>CO—< U -/—'.7>:JT'-F1U~~-UF”’

YEF; yEFU--UFy,
kapjuk, hogy .
U A; € Fpu.ur, CL,
i=1
hiszen FyU---UF, CI' véges halmaz. Igy £ halmazalgebra. Végezetiil, £ azért generélja az
veaFy CL,
F,-t, mely altal generalt o-algebra (definicio

Fa o-algebrat, mert A egyelemi részhalmazait valasztva F-nek, kapjuk, hogy |J
azaz az L halmazalgebra tartalmazza U76 A
szerint) Fu, ésigy az |, F, altal generélt o-algebra, azaz F), megegyezik az L altal
generalt o-algebraval. A bizonyitds a 2.6. Lemma bizonyitasdnak végéhez hasonloan a 2.6.

Lemma és a 2.4. Lemma segitségével fejezhets be. U

A 2.7. Lemmabol specialis esetként kdvetkezik, hogy ha &, n€N, fiiggetlen véletlen valtozok,
és F1 CN, F,CN olyanok, hogy FyNF,=0), akkor 0<Ui€F1 a(fi)> és 0<UjeF2 a(fj)) fiiggetlenek,
melybdl (2.1) alapjan kovetkezik, hogy a o(&; :i € Fy) és o(§; : j € Fy) o-algebrak fliggetlenek.

2.8. Definicié. Legyen minden v €1 esetén F, rész—o-algebrdja A-nak. Azt mondjuk,
hogy az {F,:v €'} o-algebrikhoz tartozd farok—o—algebra :
T .= n fF\F
{F:F CT, F véges}

Felhivjuk a figyelmet, hogy a 2.8. Definiciébeli T (valoban) o-algebra, mert o-algebrak
tetszbleges, nem nulla szdmossidgi metszete is o-algebra, és a fenti metszet nemiires, ugyanis

DcCT és () véges halmaz.

2.9. Példa. (i) Ha T' véges, akkor T definiciojaban az F =T valasztassal kapjuk, hogy
T C Fyp={0,92}, melybol kovetkezik, hogy T = {0,Q}, ésigy P(A) € {0,1} minden
AeT esetén.

(i) Egy {F.}o, rész—o-algebra sorozat esetén a farok—o-algebra:

T = ﬂ o(Fr:k>=n),
n=1
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ahol o(F,:k>n)l T, ha n— oo. Valoban, a farok—o—algebra definici6ja alapjan a
=N és F:={1,...,n—1}, n>2, neN, valaszstasokkal kapjuk, hogy o(F,, Frni1,...)=

.....

Igy

oo

() o(Fu Fosr-- ) D T.

n=1
Tovabba, ha A€ (', 0(Fn, Fut1,-..), akkor A€ o(F,, Foy1,...), n € N. Tegyiik
fel indirekt modon, hogy A & T. Ekkor létezik olyan F C N véges részhalmaz, hogy
A ¢ Fnp. Mivel N feliilr6l nem korlatos, kapjuk, hogy létezik olyan ny € N, hogy
Fc{1,...,n}, ésigy N\FDON\{l,...,ng}. Ezért

FN\F 0 FN\{l no} — U(‘Fno—‘rla Fno-ﬁ-?v .- ) > A7

.....

ami ellentmondés, hiszen A¢Fn p. Végezetiil, mivel o(F,, Fri1,...)D0(Fus1, Frga,---),
n €N, kapjuk, hogy o(F,:k>n)l T, ha n— oo.

(iii) Ha {&,}0°, valoszintségi valtozok, akkor a {o(&,)}>2, o-algebrakhoz rendelt farok—
o—algebraban éppen azok az események vannak benne, melyek bekovetkezését nem befo-
lyasolja véges sok &, értékének megvaltoztatasa (véges sok &, kicserélése mas véletlen
valtozora). Valoban, minden N € N esetén

o0 o0

T = o'(fmfn_,_l,...): ﬂ 0'(§mfn+17"')7

n=N

n=1
ahol felhasznaltuk, hogy a (ii) rész alapjan o(&,,&n41,...) 47T, ha n— oo.

(iv) Ha {&,}22, valosziniiségi valtozok, akkor a (iii) rész alapjan a kovetkez$ események

benne vannak a {o(&,)}>2; o-algebrakhoz rendelt farok—o—algebraban:
{w cQ: lim &,(w) létezik},
n—oo

wEQ:lim{n(w)<x}, reR,

{ n—oo
{wEQ:limsupﬁn(w)gx}, r eR,
n—0o0
{w € Q: lim SO 1C) létezik} ,
n—oo n

. LW+ +&(w)
Q:1
{w © lgl—igp v2nloglogn

Megjegyezziik, hogy a fentiekben szereplé halmazokrol mértékelméleti tanulméanyok alap-

<x}, xeR.

jan azonnal kovetkezik, hogy események, az azonban kiilon indoklast igényel, hogy benne

vannak a {0(§,)}5°, o-algebrakhoz rendelt farok-o-algebraban. Tovabbé, az

{weQ;gn(w):o,vneN}
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esemény nincs benne a {0(&,)}°2, o-algebrakhoz rendelt farok—o—algebraban.

2.10. Allitas. Legyen T egy megszamldlhatéan végtelen halmaz és minden v € I' esetén Fy
rész—o—algebrdja A-nak. Legyenek tovdbbd F, CT', n €N, olyan véges részhalmazar T-nak,

hogy F, 1T, ha n— oo. Ekkor az {F,:ve€l'} o-algebrikhoz tartozo farok-o—algebra:

T: mfp\pn.

n=1

Specidlisan, ha T =N, akkor T=(\_, o(Fi:k>n) (ahogyan azt mdr a 2.9. Példa (ii) részében
ldttuk).

Bizonyitas. A T farok—o-algebra definicioja alapjan

T C ﬂ FF\Fn-

n=1
A forditott irdnya tartalmazas belatasihoz, legyen F CIT' egy véges részhalmaza I'-nak. Mivel
F,1T, ha n— oo, kapjuk, hogy létezik olyan N € N, hogy F C Fy, ésigy '\ Fy CT\F.
Felhasznalva, hogy Fy C Fo C--- C Fy_1 C Fy miatt T'\Fy CT\F,, n=1,..., N, kapjuk,
hogy

o0 N

() Frve C () Frve, = Froury C Fivre.

n=1 n=1

A bal oldalon lev§ o—algebra nem fligg F-t6l, igy

ﬂ fF\Fn C ﬂ FF\F =T.
n=1 {F:FCT, F véges}
A T'=N specidlis esetben az F, :={1,...,n}, n € N, valasztasokkal élve, kapjuk, hogy
T = ﬂff;l F{n+1,n+2,...} = ﬂff:l ‘F{n,n+1,...}7 hiszen Fy = F{1,2 ..... D F{n+1,n+2,...}7 n € N. 0

2.11. Tétel. (Kolmogorov 0 vagy 1 toérvénye) Ha {F,:y€l'} figgetlen rész-o—algebrdi
A-nak, és T jeloli a hozzdjuk tartozo farok-o—algebrdat, akkor tetszdleges A € T eselén
P(A)=0 wvagy P(A)=1.

Bizonyitas. Tetsz6leges F C T véges részhalmaz esetén FN(T'\F) =10, igy a 2.7. Lemma
alapjan Fp & Fp\p fiiggetlenck. Ezért, felhasznalva, hogy 7 C Fr\r, adodik, hogy Fp és
T is fiiggetlenek. Felhasznalva (2.3)-t és (2.4)-t (éljiink a A =T valasztassal), kapjuk, hogy

az Jr o-algebrat generdlja az
L= U FF
{F:FCT, F véges}

halmazalgebra. Tovabbé, az el6zGek alapjan, az £ halmazalgebra ésa T o-algebra fiiggetlenek
abban az értelemben, hogy tetszdleges AL és BeT esetén P(ANB)=P(A)P(B). Valoban,
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ha Ae L, akkor létezik olyan F)y CTI', hogy F)4 véges és A€ Fp,, igy, mivel Fp, és T fiiggetlenek
adodik, hogy P(ANB) =P(A)P(B). Ezért a 2.4. Lemma alapjan Fr=o0(L) és T =o0(T) is
fiiggetlenek. Mivel T C Fr (a T 2.8. Definiciojaban szereplé metszetben tekintsiik az F = (-
nak megfelel§ tagot), igy 7T fiiggetlen 6nmagatol: P(ANB) =P(A)P(B) minden A, BeT
esetén. Tehat minden A €T esetén P(A) =P(ANA)=P(A)? amibsl P(A) e {0,1}. O

2.12. K6vetkezmény. (Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye) Legyenck {£,}5°, figgetlen va-
l6szintségi vdltozdk és jelolje T =(\_,0(& k>n) a {0(&)}2, o-algebrdkhoz rendell
farok—o—algebrdt. Ekkor tetszdleges A €T esetén P(A)=0 wvagy P(A)=1.

2.13. Példa. Ha {¢,}52, fiiggetlen valoszintségi valtozok és

bt
n Y

S, n €N,

akkor
P ({Sn}sZ, konvergens) € {0,1},

hiszen az {w € Q:{S,(w)}>32, konvergens} esemény benne van a {o(&,)}52, o—algebrak-
hoz rendelt farok-o—algebraban, ezért alkalmazhatjuk Kolmogorov 0 vagy 1 torvényét. Tovabba
tetszGleges z € R esetén az {w € Q:limsup, ., Sn(w) <z} esemény is benne van ebben a
farok—o—algebraban, ezért Kolmogorov 0 vagy 1 térvénye alapjan P(limsup,, . S,<z)€{0,1},
v €R. Mivel az R >z + P(limsup,, ... S, <) fiiggvény monoton névekvs és balrol folytonos
(hiszen ez a lim sup,, .. S, kiterjesztett valos értékii véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye), kapjuk,
hogy létezik b € [—o00,00] tgy, hogy P(limsup, .. S, <7) =0, ha z<b v€R, ¢és
P(limsup,, . S, <z)=1, ha = >b, x € R. Valoban, a

b:=sup {.CB €R:P(limsup S, < 1) = O} = inf {x €R:P(limsup S, < 1) = 1}

n—oo n—o0
valasztas megfelels. Ezért

P (limsupgn = b) =1.

n—oo
Valoban, mivel {b} =77 [b—2,b+2) és [b— =, b+ L) C[b—<,b+2) tetszbleges m>n, n,meN,
esetén, a valoszintiség folytonossaga miatt kapjuk, hogy

P(¢ =b) = lim IP><§€ {b—l,bJrl)) = lim <IP’ (§<b+l>—P<§<b—l>)
n—00 n n n—00 n n

= lim (1-0) = 1.

n—oo
Hasonloan, létezik a € [—o00, 00] tgy, hogy
P (liminf?n = a) =1.

n—00
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Mivel lim inf,,_, S, <lim SUD,,—s 00 S, és két 1 valoszintiségii esemény metszete is 1 valoszintségi
esemény, kapjuk, hogy a <b. Ezért, ha P ({?n},‘f’:l konvergens) =1, akkor létezik ceR 1gy,

hogy
]P’(lim §n:c):1.

n—o0

2.14. Definici6. Legyen minden n € N esetén A, C ). FEkkor jelélje

limsup 4,, := ﬂ U A ={weQ:we A, wvégtelen sok n €N esetén},
n—o0 n=1k=n
liminf A,, := U ﬂ A ={weQ:we A, véges sok neN FLivételével}.
n—o0
n=1k=n

Nyilvan, liminf,, ., A, Climsup,_,. A,. Ha (Q, A, P) valoszintiségi mez6 és A, €A, neN
események, akkor lim inf,, ,, A, €A éslimsup,, . A,€A, azaz liminf,_, ., A, éslimsup,,_, . A,
is események. Tovabba, lim sup,,_, . A, pontosan akkor kdvetkezik be, ha végtelen sok bekévet-
kezik az A,, n € N, események koziil; illetve liminf,,_,,, A, pontosan akkor kévetkezik be, ha

véges sok kivételével minden A, n € N, esemény bekdvetkezik.

2.15. Megjegyzés. Legyenek {A,}°°, események az (£, A,P) valoszintiségi mezGben, azaz
A, e A, neN. Ekkor a limsup, . A, és liminf,, A, események benne vannak a
{{0, A,, Q\ A,, Q} :n € N} o-algebrakhoz tartoz6 farok-o—algebrédban. Valoban, az F, :=
={0,A,,Q\ A4,,Q}, n e N, jeloléssel, a 2.9. Példa (ii) része alapjan az ezen o-algebrakhoz

tartozo farok—o—algebra

T=()o(Fo Furro--) =)0 (U Fk>

n=1 n=1
= [ o(An, Q\ Ay, Ay, Q\ Ay, ) = [ 0(An, A, ).
n=1 n=1
Mivel Up—, Ax D Upeni1 Ak n €N, kapjuk, hogy
thUpAn: ﬂ UAkGO'(AN,AN+1,AN+2,...), NGN,
n—oo n=N k=n

és igy limsup, .. A, €T . Kevésbé formalisan ezt gy is megkaphatjuk, hogy, felhasznalva azt,
hogy véges sok eseményt kicserélve az A,,, n € N, események koziil valamely mas eseményre, a
limsup,,_, ., A, esemény nem valtozik meg, kapjuk, hogy limsup, .. A,€7T. Ha A,, neN,
fiiggetlenek is, akkor a Kolmogorov 0 vagy 1 torvény (2.11. Tétel) alapjan
P(limsup A,,) € {0,1},
n—oo
azaz vagy 1 valdsziniiséggel végtelen sok esemény bekovetkezik ezek koziil, vagy pedig 1 valoszi-
niiséggel legfeljebb csak véges sok. Azt, hogy melyik eset all fenn, a kévetkez6kben targyalandé

Borel-Cantelli lemmak alapjan lehet eldonteni. (
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2.16. Lemma. (Borel-Cantelli lemmak, 1909, 1917) Legyenck {A,}°°, események.

) Ha ZIP’ ) < oo, akkor

P (hm sup An) =0

n—oo

(vagyis ezen események kizil 1 valdszintiséggel legfeljebb csak véges sok kivetkezik be).

(ii) Ha az {A,}5°, események figgetlenek és ZIP’(An) =00, akkor

n=1

P (hm sup An> =1
n—oo

(vagyis ezen események kizil 1 valdszintiséggel végtelen sok kivetkezik be).

Bizonyitas. (i). A P folytonossaga (lasd 1.5. Allit4s) és o—szubadditivitdsa (lasd 1.6. Allitas)

alapjan

P (MSLSOEp An> (ﬂ U Ak> = lim P (U Ak>

n=1k=n

llmbupZIP Ag) = lim ZIP Ag) =0.

n—00 n—o0
(ii). Mivel N, Ak C Mrepit Ak, n € N, hasznélva djra P folytonossagat, kapjuk, hogy
P(limsupAn>:IP’(ﬂ UAk> = (U ﬂAk> = hmP(ﬂ Ak>
n—roo n=1k=n n=1k=n nree
Tovabba, tetszbleges n € N esetén

L

N N
< limi P(Ag) _ — —
< thri)loréf L e hNHLIOI(l)f exp { Z]P’ (Ax) } hm exp { ;]P’(Ak)} 0,
ahol felhasznaltuk, hogy az A,, n €N, események fiiggetlensége maga utan vonja az A,,
n € N, események fiiggetlenségét (ugyanis o(A,) =o(4,), n €N), azt, hogy P folytonos,
illetve azt, hogy tetszéleges = € R esetén 1—x < e (a Taylor-féle maradék tétel szerint

tetszbleges © € R esetén e*mzl—x+%x27 ahol 6 a 0 és x kozotti valos szam). Ezért

P (limsupAn> =1-P (limsupAn) =1—1lm P <ﬂ Ak> =1—1lim 0=1.
n—o0 n—oo

n—o0 n—oo
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2.17. Megjegyzés. Tetszbleges w € Q esetén jelolje N (w), hogy hany darab A,, n €
€ N, esemény esetén teljesiil, hogy w € A,. Nyilvan, N(w) € {0,1,2,...}U{oc}, N =
=35> 14,, melybdl kovetkezik, hogy N (kiterjesztett valos értékii) valoszintiségi valtozo
(hiszen pontonkénti hatéarértéke a 25:1 14, valoszintiségi valtozoknak, amint N — o), és a
varhato érték késébb targyalando tulajdonsagai miatt (lasd 3.7. Tétel (xi) része)

E(N)=E (i 1An> = i]P(An).

A Borel-Cantelli lemma (i) része azt allitja, hogy ha véges a bekovetkezd események szamanak
varhato értéke, akkor a bekovetkez$ események szama 1 valdszintiséggel véges. Tovabba, mivel
lim sup,, , ., A, = {N = o0}, a Borel-Cantelli lemma (ii) része alapjan kapjuk, hogy fiiggetlen
események esetén, ha a bekovetkezs események szaméanak varhato értéke végtelen, akkor N,

azaz a bekovetkezd események szidma 1 valoszintiséggel végtelen. O
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3. Varhato érték

Ha ¢:Q — R egyszeri valoszintiségi valtozo, és &(Q) = {x1,...,x¢}, ahol zy,...,2,€R
paronként kiilonbozdéek, akkor

¢
£= Z%‘HAJ-,
j=1

‘
ahol A;:={weQ:{(w)=z;} €A, j=1,...,¢, paronként diszjunkt halmazok, és J A;=Q.

j=1

3.1. Definici6. Legyen £:Q—R egyszerd valdsziniségi vdltozd, és £(Q2) ={x1,..., 2.}, ahol
x1,...,2p € R pdronként kiilonbézdek. Ekkor az

- | ) Praw Za:j £=a1y)

mennyiséget a & wvdrhato értékének nevezziik.

3.2. Megjegyzés. Legyen ¢:Q — R nemnegativ egyszeri valoszintiségi valtozo, és £(§2) =

={x1,...,24}, ahol zy,..., 2y paronként kiilonb6z, nemnegativ valos szamok. Ekkor
E(¢) = (P®A) ({(w,t) € AxR:0<t <E(w)}),
ahol P ®A\ a P valosziniiségi mérték és az R-en adott A Lebesgue-mérték szorzatat jeloli. Valoban,

az Aj={weQ:{(w)=ua;} €A, j=1,...,0 jeloléssel,

J4
PN ({(w, 1) €QxXR:0<E<EW)) =Y (PO ({(w,t) € QxR:0< < E(w)}N(A; xR))

j=1

M~

J4
(PN ({(w,t) € A;xR:0<t < x;}) ZIP’@A x [0, 2;])

1

.
Il

MN

P(A;)A([0, z;]) ij ->=Za:jP(5:

1

.
Il

Nyilvan a varhato érték végesen additiv és monoton az egyszeri véletlen valtozokon.

3.3. Allitas. Legyen &:Q — R nemnegativ valdszindségi vdltozd.

(i) Ha ¢ és {n,}>2, nemnegativ egyszerd valdsziniségi vdltozok, és tetszdleges w € )
esetén np(w) TE&(w) = ((w), akkor lim, . E(n,) = E(().

(i) Ha {n.}2, és {(.}o, nemnegativ eqyszerd valdszindségi vdltozok, és tetszdleges we ()
esetén 1, (w) TE(W), Ga(w) T&(w), akkor limp o E(n,) = limy oo E(Gn).-
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Bizonyitas. (i). Nyilvan a lim, . E(n,) € [0,00] hatarérték létezik, hiszen a  {E(n,)}>,
sorozat monoton ndvekvd, ugyanis a varhaté érték monoton az egyszerd véletlen valtozokon.
TetszGleges € >0 esetén A, :={w € Q:n,(w) = ((w) —e} 1, ugyanis tetszéleges w € Q
esetén lim,, o np(w) =&(w) > ((w) —¢, igy tetszbleges w € ) esetén létezik olyan n(w) € N,
hogy mp(w) > ((w)—e, ha k>n(w), ésigy we Ag, ha k>n(w). Ezért P(A,) 11, ha
n — 0o, amibél P(4,) 10, ha n—oo. Mivel 7, =n,14, = ((—¢)la,, igy felhasznélva,
hogy a varhat6 érték végesen additiv és monoton az egyszeri véletlen valtozokon és azt, hogy
14, =1—14, kapjuk, hogy
E(n.) 2 E((C—e)la,) =E(¢)—E (¢1z,) —eP(A,) > E(¢) —P(A,) max ((w) —e,

we
ahol max,cq ((w)ER (hiszen ¢ egyszerii valoszintiségi valtozo). Igy lim, . E(n,) =E(() —e.
(ii). Mivel minden meN esetén &(w)>(n(w), we?, (i) alapjan kapjuk, hogy lim E(n,)>
n—oo
E(Gn), ezért lim E(n,) > lim E((,). Hasonloan lim E((,) > lim E(n,,). O
n—oo m—0o0 n—oo m—00

3.4. Definicid. Legyen £:Q—R nemnegativ valdszindségi viltozo. Legyen {£,}°2, nemnega-
tiv eqyszerd valdszinidségi vdltozokbol dllo sorozat dgy, hogy tetszdleges we) esetén &,(w)1E(w),
ha n—oo. (Ilyen {&,}0°, sorozat az 1.17. Tétel szerint létezik.) Ekkor az

E(¢) := / £(w) P(dw) = lim E(&,)

n—oo
mennyiséget a & wvdrhato értékének nevezziik.

A 3.3. Allitas alapjan egy nemnegativ & valdsziniiségi valtozo varhato értéke E(€) € [0, oc]

egyértelmien van definidlva. Tovabba
E(§) =sup{E(n) : n egyszerii véletlen valtozo, hogy 0<n<E}.

Ha £:Q— R valoszintségi valtozo, akkor ¢ :=max{{,0} és & :=—min{{,0} is nemnegativ
valoszintiségi valtozok, és =&t —¢7, |€] =& 4+¢. A ¢F) illetve £ véletlen valtozokat a

& pozitiv, illetve negativ részének hivjuk.

3.5. Definici6. Legyen &:€Q — R waldsziniségi vdaltozo. Azt mondjuk, hogy E-nek létezik
vdrhatd értéke (integrdlja), ha az E({T) és E(E) wvdrhatd értékek kizil legaldbb az eqyik

véges, €s ekkor
B©) = | €w) Pdw) = BEN—EE).

Azt mondjuk, hogy &€-nek véges a vdrhatd értéke (integrdlhatd), ha az E((T) és E(¢)

varhato értékek végesek.

A 3.5. Definici6 alapjan, ha egy £:Q2—R valoszintiségi valtozonak 1étezik a varhato értéke,
akkor E(&) € [—o0, 00].
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3.6. Megjegyzés. (i). Mivel [{|=¢T+¢, igy &nek akkor és csak akkor véges a varhatod
értéke, ha E(|¢]) < oo, azaz e L'(Q, A P). Ezért £ akkor és csak akkor integralhato, ha [¢|
integralhato.

(ii). A fentiekben egy valos értékd & véletlen valtozd varhato értékét definidltuk. Esetenként
sziikség lesz kiterjesztett valos értékii véletlen valtozo varhato értékének a fogalméara is (példaul,

a 3.7. Tétel (xi) részében), de ennek formalis kiépitésétdl eltekintiink. O

A kovetkezs tételben Osszegytjtottiik a varhato érték legfontosabb tulajdonsagait (a tulaj-
donsagok felsorolasdnak sorrendje azt nem tiikrézi, hogy a sorrendben egy adott helyen szerepld

tulajdonsig bizonyitasaban esetlegesen ne kelljen felhasznélni egy késébb szerepld tulajdonsa-

got).

3.7. Tétel. (A varhato érték tulajdonsagai) Legyenek &, n, (§n)nen valdszintségi vdltozok

az (Q, A, P) wvaldsziniségi mezdn.
(i) € akkor és csak akkor integrdlhatd, ha |£| integrdlhatd.
(i) Ha létezik E(§) és c€R, akkor létezik E(c), és E(c€) = cE(E).

(i) Ha létezik E(§) > —oo és € <n P-m.b., akkor létezik E(n) és E(&) <E(n).
Ha létezik E(n) <oo és £€<n P-m.b., akkor létezik E(§) és E(€) <E(n).

(iv) Ha létezik E(E), akkor |E()| <E(|¢]).

(v) Ha létezik E(E), akkor tetszdleges A€ A esetén létezik E(E14); ha E(|€]) <oo (azaz
¢ integrdlhatd), akkor E(|(|14) <oo (azaz £l integrdlhatd).

(vi) Ha E(€), E(n) léteznek, és az E(§)+E(n) kifejezés értelmes (azaz nem oo—oo vagy
—oo+o00 alaki), akkor E(§+n) létezik és E(E+n) =E()+E(n).

(vii) Ho £€=0 P-m.b., akkor E(£)=0.
(viii) Ha £&=mn P-m.b. és E(&) létezik, akkor E(n) is létezik, és E(E) =TE(n).
(ix) Ha £€>0 P-m.b. és E(§) =0, akkor £€=0 P-m.b.

(x) Monoton konvergencia—tétel: Ha tetszdleges neN esetén &,>n P-m.b., E(n)>—o0,
és &, 1€ P-m.b., akkor E(&,) 1TE(E) ha n—oo. (Az E(&,), n €N, wdrhatd értékek
(1ii) alapjan léteznek és E(E,) > —oo, hiszen E(n) > —o0.)

(xi) Ha {&,}22, nemnegativak, akkor E (Z §n> :ZE(@).
n=1 n=1

(xii) Fatou-lemma:
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(a) Ha tetszdleges ne€N esetén &,>n P-m.b. és E(n)>—o0, akkor E (liminf, . &,)<
liminf, ., E(&,).

(b) Ha tetszdleges n€N esetén &, <n P-m.b. és E(n)<oo, akkorlimsup,_,. E(&,)<
E (limsup,,_,. &n)-

(c) Ha tetszdleges n€N esetén |€,|<n P-m.b. és E(n)<oo, akkor E (liminf, . &,)<
liminf, . E(§,) < limsup,,_,. E(&,) <E (limsup,,_,.. &.)-

(xiii) Domindlt (majordns) konvergencia—tétel: Ha tetszileges n € N esetén |&,| <n
P-m.b., E(n)<oo, és & —& P-m.b., akkor E(|¢])<oo, E(&,)—E(E) és E(]&,—£&])—0,

ha n — oo.
(xiv) Altaldnositott domindlt (magjordns) konvergencia—tétel:

(a) Ha tetszdleges ne€N esetén |&,|<n, P-m.b., E(n,) <oco, & —§ P-mb., n,—n
P-m.b., és E(n,) = E(n), ha n— oo, ahol E(n) < oo, akkor E(|£]) <oo és
E(&,) — E(&), ha n— oco.

(b) Ha tetszdleges n €N esetén |&,| <n P-m.b., E(n) <oco, és &, sztochasztikusan
konvergdl &-hez, ha n— oo, akkor E(|¢]) <oo, E(&,) —E() és E(]&,—¢&|) — 0,
ha n — oo.

(xv) Cauchy—Schwarz—egyenlétlenség: Ha E(£?), E(n?)<oo, akkor E(|{n|)</E(£2) E(n?).
(xvi) Jensen—egyenldtlenség:

(a) Ha E(|¢]) < oo, I CR olyan nyilt (nem feltétlenil korldtos) intervallum, hogy
Pel)=1, és g:I—R konvex, akkor E(§)el és g(E(€))<E(g(&)). Tovdbbd,
ha g:1—R szigorian konvex, akkor g(E(£))=E(g(&)) akkor és csak akkor teljesiil,

ha P(E = E()) = 1.
(b) Legyen C'CR egy nemiires intervallum, g:C—R egy konver fiigguény és £:QQ—C'

egy véletlen vdltozo, melyre E(|£]) < oo. Fkkor E(§) € C, az E(g(€)) wvdrhato
érték létezik és E(g(€)) € (—oo, 40|, tovdbbd g(E(£)) <E(g(§)).

A Jensen-egyenlétlenséq tobbdimenzicban is teljesil, ldsd a 3.42. Allitdst.
(xvil) Ljapunov—egyenlétlenség: Ha 0<s<t, akkor (E(|¢]))"* < (E(|¢[)Y".

(xviii) Hélder—egyenlétlenség: Legyenek p,q € (1,00) olyanok, hogy p'+q ' =1. Ha
E([¢]7) <00 és E([n|7) < oo, akkor E(|¢n|) < (E(|£[7)"” (E(In|7)"?.

(xix) Minkowski—egyenlétlenség: Legyen p € [1,00). Ha E(|{]P) < oo és E(|n|?) < oo,
akkor (E(|&+n)"" < (B(E7)""+ (E(|In[P))"".
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(xx) Markov—egyenlétlenség: Ha £ >0 P-m.b., akkor P(£ > c) < EO  pgrmilyen ¢ >0

eseten.

(xxi) Csebisev—egyenldtlenség: Ha E(£2) < oo, akkor P(|€¢—E(€)| > c¢) < Y& minden

c

c>0 esetén.

(xxii) Ha E(§) létezik, akkor
E(¢) = /O°° P& >x) dx—/ioIP(f <z)dr= /Ooo(l—Fg(x))dm—/ooo Fe(z)de.
Ha £>0 P-mb., akkor E(§) = [P > x)de = [[7(1— Fe(x)) dx. Specidlisan, ha
P(€CZ,)=1, abhor E(§)= S, P(E > ).

(xxiii) Ha E(]¢])<oo, E(|n])<oco és &,n figgetlenek, akkor E(|En|)<oo és E(&n)=E(£)E(n).
Ha & és n nemnegativak és figgetlenek, akkor E({n) =E(&) E(n).

(xxiv) Young-tétel: Legyenek (£,)nen, (Mn)nens (Colnen, &, 1 és C véletlen vdltozok. Tegyiik fel,
hogy E([&n]) < 00, E(|nn|) < o0, E(|¢a|) < o0, n € N, E([¢]) < oo, E(|¢]) < oo,

P& <m<G)=1  neN, (3.1)
és
& 25 ¢ P-mb., N~ P-m.b., Co 225 ¢ P-m.b. (3.2)
Teqyiik fel tovdbbd, hogy
E(&) = EE)  és  E(G) = E(Q). (3-3)

Ekkor E(|n]) < oo és E(n,) — E(n).
Bizonyitas. (xii). Mivel &,, n €N, véletlen valtozok, kapjuk, hogy

liminf &, = lim inf & = sup inf &
n—00 n—o00 k=n neN k=n

kiterjesztett valos értékd véletlen valtozo. Mivel infy., & T liminf, .o &,, ha n — oo és
infys, & >n P-m.b.,, neN (ugyanis megszamlalhato sok 1 valoszintiségii esemény metszete is
1 valoszintiségl esemeény), és E(n) > —oo, a monoton konvergencia tétel alapjan kapjuk, hogy

E(liminf&,) = E( lim inf &) = hm E(lnf &) = hm 1anE(1nf &)

n—00 n—oo k>=n

<liminf inf E(&) < liminf E(E,),
n—oo

n—oo k>=n

ahol az utolsé el6tti egyenlStlenség abbdl kévetkezik, hogy infi>, & <& P-m.b., k>n, és
igy (iii) alapjan E(infj>, &) <E(&), k>n
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A (b) és (c¢) részek az (a) rész, illetve az (a) és (b) részek kovetkezményei.

(xiii). A Fatou-lemma és a feltételek alapjan

E(|¢]) = E( lim [&,]) < lim inf (&, ) < limsup E(|&,) < E(n) < oo.

n—oo

Tovabba, felhaszndlva, hogy n+¢&,, neN, é n—¢&,, n €N, nemnegativ véletlen valtozok,

a Fatou-lemma és a feltételek alapjan kapjuk, hogy

E(n+¢) = E(liminf(+¢&,)) <liminf E(n+£,) = E(n) +lim inf E(7,),

n—oo

és

E(n—¢) =E(liminf(n—¢,)) <liminf B(n—&,) = E(n) +liminf E(=¢,) = E(n) —lim sup E(&,,).

n—o0

Atrendezve a fenti egyenlétlenségeket, kapjuk, hogy

E(¢) < liminf E(&,) és E(¢) = limsup E(&,).

n—00 n—0o

Igy
E(¢) =liminf E(§,) = limsup E(¢,),

n—00 n—00

azaz lim,_,., E(&,) =E(&).
(xiv). A Fatou-lemma és a feltételek alapjan

E(|¢]) =E(lim |&,]) <liminfE(]&,|) <limsup E(|¢,|) <limsupE(n,) = lim E(n,) =E(n) < co.
n—oo n—oo n—oo

n—oo n—oo

Tovabba, felhasznalva, hogy n,+&,, neN, és n,—¢,, n €N, nemnegativ véletlen valtozok,

a Fatou-lemma alapjan kapjuk, hogy
E(p-+€) = E(m inf(, +&,)) < lim inf E(y, +&,) = liminf (E(n,) +E(&,)),
és
E(n—¢) =E(liminf(n, —&,)) < lim inf E(i, — &) = lim inf (E(n,) —E(&,))-
n—oo n—oo n—oo
Mivel lim, ., E(n,) =E(n) € R, kapjuk, hogy
lim inf (E(n,) +E(£,)) = E(n) + lim inf E(S,),
és
lirginf (]E<77n) - E(&n)) = E(U) —|—11Hl)inf(— E(&n)) = ]E(U) —lim sup ]E(fn)
n—o0 n—oo n—o0
lgy

E(n+¢) <E(n)+liminf E(¢,)
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és

E(n—¢) <E(n) —limsup E(E,).

n—0o0

Atrendezve a fenti egyenl6tlenségeket, kapjuk, hogy
E(¢) < liminfE(¢,) és E(¢) > limsupE(&,).

n—oo n—oo
Igy
E(¢) =liminf E(,) = limsupE(&,),

n—oo n—oo

azaz lim, ., E(§,) = E(€). Ezzel adodik az (a) rész allitasa.

A (b) rész bizonyitasa. A késébbiekben targyalando és bizonyitandé 7.6. Tétel (iv) része
alapjan, mivel &, sztochasztikusan konvergal &-hez, ha n— oo, kapjuk, hogy pozitiv egészek
barmely n; <ng,<... sorozatanak van olyan ng, <ng, <... részsorozata, 5% konvergal &-hez
majdnem biztosan, ha ¢ — co. A (szokéasos) dominalt konvergencia tételt alkalmazva a fnki,
i €N, sorozatra, kapjuk, hogy E(|¢|) <oo, E({, ) —E(), ha i— oo, és E([,, —£|)—0,
ha 7 — oo. Felhasznalva azt, hogy ha egy valos sorozat tetszéleges részsorozatanak van olyan
részsorozata, mely konvergal 0-hoz, akkor az eredeti sorozat konvergens és hatarértéke 0, kapjuk
a (b) rész allitasat.

(xvi)/(a). Aszerint, hogy I végpontjai végesek vagy végtelenek, négy esetet lehet megkii-
16nboztetni. Ha I=(a,b) alaka, ahol a<b, a,b€R, akkor Pla<&<b)=1 és a varhato érték
monotonitasa miatt (lasd (iii)) kapjuk, hogy a < E(§) <b, azaz E(§) € [a,b]. Megmutatjuk,
hogy E(§) =a, illetve E(£) =0 nem lehetséges. Tegyiik fel indirekt modon, hogy E(§) = a.
Ekkor mivel £ —a >0 P-m.b. (igy £—a >0 P-m.b. is teljesiil) és E((—a) =0, a (ix)
tulajdonsag alapjan adodik, hogy £ —a=0 P-m.b., azaz ¢ =a P-m.b., mely ellentmondas,
ugyanis £ >a P-m.b. Az E(£) =b eset hasonloan zarhato ki.

Felidézziik, hogy a ¢g: I — R fiiggvény konvex volta azt jelenti, hogy barmilyen xy,zo €[
és barmilyen p,q € [0,1], p+q¢=1, esetén

g(pr1+qxs) < pg(x1)+qg(x2).

Ismert, hogy ¢ akkor és csak akkor konvex, ha barmely pontjdban van olyan egyenes, mely
alatt nem megy a gorbe. Ismert tovabba, hogy a ¢:I — R konvex fiiggvény (ahol I CR egy
nyilt intervallum) folytonos is. A fentiek alapjan ¢(&) valoszintiségi valtozo, és mivel E(§) €1,
g(E(€)) értelmezett és g(E(£)) €R. A fentiek miatt g konvexségébdl kovetkezik az is, hogy az
(E(£),9(E(£))) ponthoz létezik egy olyan egyenes: y=m(z—E(£))+g(E(E)), = €R, melyre

g9(x) = m(z —E() +9(E()), =€l

Igy go&=m(E—E(€))+g(E(€)). Varhato értéket véve mindkét oldalon kapjuk, hogy E(g(¢))
letezik és E(g(€)) € (—o0, +00], valamint

E(g(§)) =E(go€) = E (m(§ —E(S)) +9(E(£))) = mE(§ —E(¢)) +9(E(S)) = g(E(§)).  (3.4)
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A kovetkezSkben (a teljesség kedvéért) részletesen leirjuk annak indoklasat, hogy E(g(€))
létezése hogyan kovetkezik. Ehhez azt kell igazolni, hogy ¢(§) pouzitiv, illetve negativ részének
varhato értéke koziil legalabb az egyik véges. Megmutatjuk, hogy ¢(§) negativ részének varhato
értéke véges, azaz E(g(£)7) < +o0o. Mivel ¢(&) = m(§—E(£))+g(E(£)) kapjuk, hogy

min(g(€).0) > min (m(§—E(€)) +9(E()).0).

és fey 9(€) < (m(E—E(€))+g(E(€))) . Mivel £+ =€ és €730, >0 kapjuk, hogy
£ <[E], eésigy
9(&)™ < |m(Ig]+EE)]) +[g(E(E))].
Mivel ¢ véges varhato értéki valoszintségi valtozo, E(T) < 400, E({7) < +oo, és ezért
E(|¢]) < +oco. Igy
E(g(§)7) < 2im|E([¢]) +[g(E(S))] < +oc.

Ebbdl a gondolatmenetbdl az is adodik, hogy E(g(§)) € (—oo, +00.
Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy ¢g: I — R szigortian konvex. Ekkor létezik egy olyan egyenes:
y=m(x—E(£))+9(E(E)), =€R, melyre

g(x) >m(z—E(&)) +9(EE)), e l\{EE)}. (3.5)

Ha P(§ = E(£)) = 1, akkor P(g(¢) = g(E(£))) =1, és igy E(g(¢)) = g(E()).
Ha E(g(§)) = g(E(£)), akkor a (3.4) egyenlGtlenségben egyenldség teljesiil, és igy

E (9(¢) —m(¢ —E(£)) —g(E(¢))) = 0.

Mivel g(&§) —m(§ —E(§)) — g(E(§)) nemnegativ véletlen valtozo, a jelen tétel (ix) része alapjan
kapjuk, hogy

P (9(§) —m(§ —E(€)) — g(E(€)) =0) = 1. (3.6)
A (3.5) egyenlStlenség alapjan, ha w € Q olyan, hogy &(w) # E(€), akkor

9(&(w)) > m(&(w) —E(£)) +9(E(E)),

és igy (3.6) szerint

P& # E(E)) < P(g(§) >m(§ —E(E)) +9(E(E))) = 0.

Ezért P(E#AE(E)) =0, azaz P(E =E(§)) = 1.

(xvii). Emeljiik a bizonyitando6 egyenlGtlenséget a t-edik hatvanyra:

(B(¢])* <E(E]").
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t
s

A Jensen-egyenl6tlenséget (lasd (xvi)/(b)) alkalmazhatjuk a C:=R, ¢és ¢:R; —R, g(z):=x5,

r € R, valasztasokkal a [£|® véletlen valtozora. Ekkor g konvex és folytonos, mert

t t (1
J(z)= -z, reR,, g'(x)=- <——1) 2220, reR,.
s s \s

A Jensen-egyenlétlenség alapjan (1asd (xvi)/ (b))
(B(€1)* = g(B(€1") < E(g(l€l") = E(€]").
(xx). Minden ¢>0 esetén
P(¢ > ) = B(E € ¢, 00)) = P(E([c,00))) = E(lg-1(omcy)
— [ L) Pl) = [ Loy (6(0) Pld0),

ahol a harmadik egyenlGség az egyszerii véletlen valtozok varhato értékének a definicija miatt
kovetkezik. FEzért

t
s

Pt >c) < /Q i;")ﬂ[c,@(g(w)) P(dw) <+ /Q £(w) P(dw) = 28

C

ahol az utolso el6tti 1épésben hasznaljuk, hogy & >0 P-m.b..

(xxi). A Markov—egyenlGtlenség szerint minden ¢ >0 esetén

P —E(€)| =) =P —E(§)]* > *) < E(|§—CIQE(§)|2) _ Va;(g)

(xxii). Mivel E(€) létezik, az E(£T) és E(£7) varhato értékek koziil legalabb az egyik véges,
és E(&) =E(¢t)—E(£7). A Tonelli-tétel alapjan kapjuk, hogy

/OOO P({>a2)de = /OOO (/Q Lz 00) (§(w)) P(dw)> da :/Q (/OOO Ly o) (E(w)) da:) P(dw)

- /{wéﬁzﬁ(“’)<0} (/OOO Lo (£12)) dx) Pld) +/{weazs(w>>o} (/ooo Heco (6(4) dx) He)

§(w)
:0+/ / 1 de | P(dw)
{weN: &(w)=0} 0

_ / §(w) P(dw) = E(€L(gs0y) = E(€"),
{we: §(w)>0}

és hasonléan

/_io P(¢ <z)dr = /_io (/Q 1o, (§(w)) P(dw)> dx :/Q (/_io L (oo (€(w)) da:) P(dw)
o ([renten) s [ ([ tewoen) B

0
= 1de ) P(dw)+0 = WP
/{weng(w)d)} (/f(w) x> ( w) /{weQ:E(w)<0} 5((*)) (w>
=—E({1L{e<0p) =E(£).
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Ezért

AWP@>xwm—/'P@<xﬁsz@ﬂ—E@v=E@»

—00

Tegyiik most fel, hogy £ >0 P-m.b. Hasonléan, az el6z6ekhez, a Tonelli-tétel alapjan kapjuk,
hogy

/Ooo P(¢ > x)dx = /OOO </Q 1z 00) (€(w)) P(dw)) da _/Q </OOO Lip o) (€(w)) dx) P(dw)
— [ &) Paw) = @)

Megjegyezziik, hogy a fentiekben azért nem a Fubini-tételt hasznaljuk, mert nem biztos, hogy
E(¢) < o0; illetve, hogy a £ > 0 P-m.b. esetre vonatkozé formula direkt modon is kovetkezik az
altalanos esetre vonatkozo formulabol, hiszen F¢(z) =0, x <0, ha £ > 0 P-m.b.

Ha P(( €Z,)=1, akkor

E(g):/OOOP(@x)dx:g/(n_wP dx—Z/ M] n)dx:gp(§>n

ahol felhasznaltuk, hogy f{o} P(£>x)dx=0, és azt, hogy z€(n—1,n| esetén P({=x)=P({>n)
teljesiil (hiszen P(§ € Zy)=1).

(xxiii). Tegyiik fel el6szor, hogy £>0, n>0, E(§) <oco, E(n) <oo, és & n fliggetlenek.
Tetszo6leges n € N esetén legyenek

o , >y
&n ZZEH{%«%} s T :ZZEH{%WZ%}'
k=0 =0

Ekkor minden n € N esetén 0<&, <&, [&—¢ <2 és 0<n.<n, Inu—nl <2t Igy
lim,, oo &p(w) =¢(w), weQ, és lim, o np(w)=n(w), weQ. Mivel E()<oo és E(n) < oo,
a dominalt konvergencia tétel alapjan (lasd (xiii)) kapjuk, hogy

lim E(&,) =E(€) és lim E(n,) =E(n).

n—0o0 n—oo

Mivel ¢ és n fliggetlenek, felhasznalva (xi)-et is, minden n € N esetén

Kt ke
E(&utin) = Z Bl cecanylie g comy) = Z 3 Bl cecrin) B(Liagpcemy)

e 0=0 e 0=0
= E(fﬂ) E(nn>
Tovabba,

| E(&nmn) —EEn)| < E(&um —&nl) < Bl — &) +EE]m —nl)

1 1 1 1 1
< E0m) + - E() < EE(Mn )+~ E(n) +— E()
<%+%]E(W+%]E( ) — ha n — oo.
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Igy
E(&n) = lim E(&unn) = lim E(&,) B(n,) = lim E(&,) lim E(n,) = E(£) E(n),

amibdl az is kovetkezik, hogy E(£n) < oo.
Tegyiik most fel, hogy E(|{]) <oo, E(|n])<oo, és &, n fiiggetlenek. Ekkor a [|=&T+&,
E=¢t—¢ eésnl=nt+n", n=nT—n" felbontasok alapjan

Enl =& Inl =&+ T+ +E7,
En=&nT =&t =T+,
ahol &4,&,m ,nt >0, (£1,&7) é (nt,n7) fiiggetlenek, és E({T), E({7) < oo, E(n') <

<00, E(n7) < 0. Igy az el6z6ek alapjan, felhasznalva a varhato érték linearitasat is (lasd (ii)
és (vi)):

B ") +EE ) +EE 0 ) +E(E )

E(ET)E(n) +E(E) E(n) +EE) E(n) +E(E)E(n7)
E(§"+&7) E(n™ +n7) =E(¢]) E(In)),

E(l¢n])

amibdl az is kovetkezik, hogy E(|€n|) < oo, és hasonldan

E(&n) =E(E™n") —E(E n")—E()+EE )
E(T)E(m™) —E(E)E(™) —EE)E(n ) +EE)E(n7)
=E(T =& )E("—n") =E(§) E(n).

Az aldbbiakban egy masik bizonyitast is mutatunk. Tegyiik fel, hogy E(|{]) < oo, E(|n|) <

< oo, és & n fiiggetlenek. Ekkor felhasznédlva azt, hogy F, = F¢F,, a Fubini-tétel és a

75
késGbb szerepld Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) alapjan kapjuk, hogy

B(lgn) =B(€lln) = [ Il dFe(o0) = | lallyldFele)dF )
= [ IelaFe(o) [ 1v1dF ) = E(ED ECnD.

Az E(&n) =E(€)E(n) Osszefiiggés hasonloan bizonyithato. Ha £ >0, n >0, E({) < oo,
E(n) <oo, és &, n fiiggetlenek, akkor a fenti gondolatmenetben a Fubini-tételt Tonelli-tételre
cserélve kapjuk a bizonyitandé allitast.

Vegyiik észre, hogy ha £ és n olyan nemnegativ, fiiggetlen véletlen valtozok, hogy példaul
E(§) =00 és E(n) =0, akkor is teljesiil a (mér bizonyitott) E(¢n) =E(£) E(n) egyenlSség, melyet
direkt modon is belathatunk. Mivel n nemnegativ és E(n) =0, a (ix) rész alapjan kapjuk, hogy
n=0P-m.b., és igy {én=0 P-m.b., melyhdl kovetkezik, hogy E(&n)=0. Mivel E(§) E(n)=00-0=0
(ahol a masodik egyenl&ség definicio szerint teljesiil), kapjuk, hogy E(&n) =E(&) E(n).
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(xxiv). A (3.1) feltetelbdl kovetkezik, hogy
P(&ﬂ<”n<<na nEN):la

melybdl a (3.2) feltételt hasznalva adodik, hogy P(¢ <1 < ¢) = 1. Igy |n| < |€]+[¢], amibsl
kovetkezik, hogy E(|n|) < E(|¢]) +E(|¢]) < co. Tovabba,

E(n) —E(§) =E(n—&) =E ( lim (1, —&)) =E (liminf(y, - &,))
< liminf E(y, — €,) = lim inf(E(n,) ~ E(€,) = lm inT E(n,)  E(¢).

n—o0

(3.7)

ahol a harmadik lépésben a Fatou-lemma (a) részét hasznaltuk (melyet valoban alkalmazhat-
tunk, hiszen 1, —¢&, >0, n € N, P-m.b.), a legutols6 1épésben pedig azt, hogy E(&,) > E(£) € R.
A (3.7) egyenltlenség mindkét oldaldhoz hozzaadva E(§)-t, adodik, hogy

E(n) < liminf E(n,). (3.8)

n—oo

Hasonloan, mivel ¢, —n, = 0, n € N, P-m.b., kapjuk, hogy

E(C) - E(U) = E(C - 77) =E (nh_glo(gn - 77n>) =E (hggolf(gz - 7771))
< limnf E(G, —,) = liminf (E(G,) —E(n,)) = E(Q) +lim inf(~ E(y,)

n—0o0

=E(() —limsup E(n,),

n—o0

amibdl kovetkezik, hogy

E(n) = limsup E(n,,). (3.9)

n—oo

A (3.8) és (3.9) egyenlGtlenségek alapjan létezik a lim,,_,o E(n,) hatarérték és E(n)-val egyenld.
U

3.8. Tétel. (Transzforméacié-tétel) Ha &:Q — RY wéletlen vektor és g: R — R mérhetd
fugguény, akkor

Bo(6) = | glé@) Pw) = [

R4

9(z) Pe(da) = / 9(x) dFe(z)

Rd
abban az értelemben, hogy az integralok ugyanakkor léteznek, és ha léteznek, egyenldek.

Bizonyitas. Legyen elGszér ¢ egy nemnegativ, egyszeri mérhets fiiggvény:

l
g= Z Cj]]-Bj7
7=1

ahol g(R?Y) = {c1,...,c}, (€N, ¢1,...,c0 € RY paronként kiilonbozsek, és B; := {g =
=c;} €BRY), je{l,...,0}. Ekkor Bj, j€{l,...,¢}, paronként diszjunktak, és a £~1(B;),
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j€{1,..., 0}, halmazok is paronként diszjunktak. Tovabb4, mivel £ véletlen vektor és B;e B(R?),
je{l,..., 0}, az is adodik, hogy £71(B;) € A, j€{l,...,0}. Az alabbiakban felhasznaljuk
majd, hogy tetszéleges B CR? és w € esetén

liapw)=1 & wel'(B) & (weB & 1p¢w)=L1
lgy

/Rd (2) Pe(dz) /(th) z) Pe(dz) = Zcﬂp’g Z i P(E7H(B;)))

:E<icj]l£ ) /(Zcﬂlg B>> w) P(dw)

7j=1

-/ (chﬂgj@(w») P = | ((chhj)oﬁ) (@) P(dw)

- /Q(gog)(w) P(dw) =E(g(¢)),

amivel az integralok létezésére vonatkozo allitast is belattuk (g nemnegativ, egyszert mérhetd
fiiggvény esetén). Ha ¢ nemnegativ mérhets, akkor létezik nemnegativ, egyszerii mérhets
fiiggvényeknek egy olyan (g,)nen sorozata, hogy ¢.(z) 1 g(z), ha n— oo minden z € R?
esetén. Igy a monoton konvergencia-tételt (3.7. Tétel, (x) rész) kétszer is alkalmazva, elgszor az
(R4, B(RY),P¢) valoszintiségi mezén a g, : R — R, neN, és g:R? =R véletlen viltozokra,
majd az (2, A,P) valosziniiségi mezén a ¢,0&: Q =R, neN, & gof:Q— R véletlen
valtozokra, kapjuk, hogy

[ 96e) Befdo) = lim [ gu(o) e(de) = Jimn [ (g,06)(0) Pla)

n—oo Rd n—oo [o

(3.10)
~ Jim Blg,0¢) = Blgo) = [ (406)) P(d),

hiszen [o, 91(2) Pe(dz) > —00, (gno&)(w) T 9((w)), ha n— oo minden w e esetén, és
gno& > gio&, ahol E(gy0&) > —o0. Az el6zéekben az is teljesiil, hogy [o. 91(2) Pe(dz) € R és
E(g10&) €R, hiszen g; egyszerti mérhetd fiiggvény és Pe valoszintségi mérték (R4, B(RY))-n

. ¢ .
es 1gy g1 = ijl ¢;lp, esetén
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Az altalanos eset abbol adodik, hogy (go&)t=gtof és (gof)~ =g of, mely Osszefiiggéseket
egyszeriien indokolhatunk. Valéban, ha w € Q olyan, hogy (go¢)(w)=g(&{(w)) =0, akkor
a pozitiv rész definicioja folytan (go&)t(w) = (go&)(w) és ¢gT(&(w)) = g(&(w)), és ezért
(908)*(w)=g"({(w)). Ha weQ olyan, hogy (go&)(w)=g({(w)) <0, akkor (go&)*(w)=0 és
g (€(w)) =0, ésezért (go&)T(w)=g"({(w)) ebben az esetben is. A bizonyitas befejezéseként,
ha példaul E(gtof) <oo és E(g 0&) < oo, akkor (3.10) alapjan

g™ (z) Pe(da) = / (g% —g7)(z) Pe(da)

Rd

E(gof)szos)—ﬂz(g-of):/

[ @) Betao)- [
= [ ot Pe(an),

Rd

O

3.9. Tétel. (Nemnegativ véletlen valtozo fiiggvényének varhato értéke) Legyen £ egy
nemnegativ véletlen vdltozo Fe  eloszldsfigguénnyel, legyen tovdbbd ¢g: Ry — R egy monoton
és abszolit folytonos figguény (azaz barmely >0 esetén létezik 6 >0 dgy, hogy ha k€N,
0<ar<bi<ar<by<...<ap<by és Yo (bj—a;) <6, akkor S5 [g(b;)—glay)| <e).
Ekkor -

B©) =9(0)+ | g @)1~ Fila) de

melyet gy értink, hogy ha a kifejezés valamelyik oldala véges, akkor mdsik oldal is véges, és a

két oldal egyenld.

Bizonyitas. Mivel ¢ abszolat folytonos, kapjuk, hogy majdnem mindeniitt derivalhato és a
¢ modon jelolt derivaltja Lebesgue-integralhato a [0,y] alaku intervallumokon, ahol y € R,
tovabba

g(y) = 9(0) + / "g@dr,  yeR, (3.11)

Mivel g monoton is, ¢ egy Lebesgue szerint null mértékd halmaztol eltekintve azonos elGjelt.
Mivel g monoton, igy g mérhets, és ezért g(&) véletlen valtozo, tovabbéa az E(g(€)) véarhato
érték létezik (esetlegesen +oo vagy —oo), mert g(§) > ¢(0), ha g monoton névekvd, illetve
9(&) < ¢(0), ha g monoton csékkend. Mivel ¢' egy Lebesgue szerint null mértékid halmaztol
eltekintve azonos elGjelt, az R, 5>y — [/ ¢'(x)dz fiiggvény monoton, és igy [0 ¢'(x)dx is

véletlen valtoz6. Mindezek miatt (3.11) és a Tonelli-tétel alapjan
g / > /
2(6(©) =90)+& [ dw1ar) =o0)+8 ([ gw1ccq ar)
0 0
:g(0)+/ E(¢' (z)Liz<ey) d
0

— g(0)+ / " (@) E(Lppegy) da
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— g(0)+ / T Y@ PE> ) de
— g(0)+ / T @)1 - F(a)) de.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a fentiekben a Tonelli-tétel alkalmazésakor sziikség volt arra, hogy
g monoton legyen, mert ez garantalja, hogy ¢ azonos elGjelii (Lebesgue szerint null mérték
halmaztol eltekintve). O

3.10. Kovetkezmény. Legyen & egy nemnegativ véletlen viltozo Fe eloszldsfigguénnyel.

(i) Tetszdleges o> 0 esetén

E(¢*) = a /OOO (1= Fy(x)) de.

Tovdbbd, ha E(£*) < oo walamely o >0 esetén (azaz, ha &-nek az o >0 rendd
momentuma véges), akkor

lim 2 ' P(¢ > x) = lim 2* ' (1— Fg(x)) =0.

T—00 T—00

Specidlisan, ha n € N, akkor & n-edrendid momentuma végességének eqy szikséges

n—1

feltétele, hogy a P(& > x), x>0, farokvaldsziniségek legaldbb x (polinomidlis)

rendben csengjenek le a végtelenben.

(ii) Tetszéleges r € R esetén
E(c"¢) = 1+7«/ e (1= Fe(x)) da.
0

Tovdbbd, ha TE(e™) < oo walamely r € R esetén (azaz, ha & momentumgenerdld
fliggvénye létezik valamely r € R pontban), akkor
lim e P(§ > x) = lim e"(1— F¢(z)) =0.

T—00 T—r00

Specidlisan, ha r >0, akkor annak, hogy & momentumgenerdlo figguény létezzen az r
pontban egy sziikséges feltétele az, hogy & farokvaldsziniségei legalabb €™ (exponencidlis)

rendben csengjenek le a végtelenben.

Bizonyitas. Mind az (i), mind a (ii) rész esetén az allitasok elss fele a 3.9. Tételbdl kovetkezik.
Példaul az (i) rész esetén a g(z) := 2%, x € R,, valasztassal, melyre ¢'(z)=az®!, = >0,
tetszleges o >0 esetén (ha a € (0,1), akkor g az x=0 pontban nem differencialhato, de
{0} Lebesgue-szerint O-mértéki halmaz). Ekkor g abszolat folytonos, mert g(z)= [; ¢/(s) ds,
reR,.

Az (i) rész esetén, ha « € (0,1), akkor 2! —0, ha z— oo, és, mivel P((>2z)—0, ha
x — 00, kapjuk, hogy z* 'P({>x)—0, ha z—o0o. Ha a>1, akkor a dominalt konvergencia
tétel alapjan adodik, hogy 2 'P(§ > ) = E(z® '1esy) — 0, ha 2 — 0o, ugyanis

42



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

o tetszbleges w e Q esetén 2% 'le()ssp — 0, ha z— oo,

o tetszlleges x >0 esetén

—1
aflga _,£a71
xa—1<_ )

xa711{£>m} == xailﬂ{ga—l>xa—l} < T
ahol E(£*7!) < oo,

Hasonloan, a (ii) rész esetén, ha r <0, akkor ¢ —0, ha x— oo, és, mivel P({>x)— 0,
ha x— o0, kapjuk, hogy e P((>2)—0, ha x—o0. Ha r>0, akkor a dominalt konvergencia
tétel alapjan adodik, hogy €™ P(§ > ) =E(e""1{¢=s) — 0, ha 2 — 0o, ugyanis

o tetszleges w € (1 esetén € “lie)>2y — 0, ha x— oo,

o tetszbleges x >0 esetén

e
erx1{£>$} - erx]l{er£>emc} < em— - erﬁ

Y
e?"fl'

ahol E(e™) < oo.
U

3.11. Definicié. (megallasi id8) Legyenek X,,, neN, véletlen vektorvdltozok. Azt mondjuk,
hogy egy T:Q — NU{oo} wvéletlen viltozé megdlldsi idépont az X, n €N, wvéletlen vdltozok

sorozatdra vonatkozdan, ha {T <n} € o(Xy,...,X,) tetszdleges n €N esetén.

3.12. Allitas. (Wald-azonossag) Legyenck X,, n€N, figgetlen, azonos eloszldsi véletlen
vdltozok, hogy E(|Xi|) < oo, és legyen N egy nemnegativ egész értékd (azaz 7., -értéki)
véletlen vdltozo, hogy E(N) < oo. Tegyik fel tovibbd, hogy

(i) N figgetlen az X,, n €N, wéletlen viltozoktdl,

vagy

(ii)) N megdllisi idd az X, n €N, wvéletlen vdaltozokra vonatkozdéan. (Ekkor P(N e N) =1,
azaz N pozitiv egész értékd, hiszen a 3.11. Definicid alapjin P(N € NU{oo}) =1, és
az E(N) < oo feltétel miatt P(N =o00)=0.)

Ekkor

E (i Xn> — E(X+--+ X) = E(N) E(X)
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Bizonyitas. Elgszor belatjuk, hogy tetszbleges n € N esetéen {n < N} és X, fliggetlenek.
Ha (i) teljesiil, akkor ez azonnal kovetkezik. Ha (ii) teljesiil, akkor

{n<N}=O\{n>N}=0\{n—-1=>N}eo(Xy,...,Xn1), n>2 neN.

Ezért n > 2, n € N, esetén, mivel a feltevés miatt X, fliggetlen az X;,..., X, 1 véletlen
valtozoktol, a fentiek alapjan X, fiiggetlen az {n < N} eseményt6l is. Az n =1 esetben
{n < N} =Q, mely fiiggetlen az X; véletlen valtozotol.

[gy a 3.7. Tétel (xiii) (dominalt konvergencia tétel) és (xxii) részei alapjan

N 00 k
E (Z Xn> —E (Z Xnn{ngN}> ( lim ZX 1{n<N}> = lim E (Z anl{ngN}>
n=1 n=1 n=1

k
= kh_glo — E (X IL{TKN} - kh_{go ;E<Xn) E(l{n<N})
k [e’e)
]E(Xl)l}ggo I]E(ﬂ{nﬁv}) (Xl)E;E(ﬂ{ngN})

E(X1) ZP E(X1) E(N),

ahol a harmadik egyenlGségnél a dominalt konvergencia tételt azért hasznalhatjuk, mert
e tetszGleges k € N esetén ‘22:1 Xn]]_{ngN}’ <O 1 X Ly

e a 3.7. Tétel (xi) és (xxii) részei és a fentiekben igazolt fiiggetlenség alapjan

E <Z ‘Xn‘]l{néN]) = ZE (anm{néN}) = ZE(’XHD E (ﬂ{néN})
n=1

n=1

= E(|X,]) ZE (Lneny) =E(1X1]) ZIP’

n=1

— E(|X,|) E(N) < .

Az alabbiakban egy maésik (de hasonld) modszert is mutatunk a bizonyitas befejezésére. A

3.7. Tétel (xi) része alapjan

N ] 00
E (Z X,f) =E (Z qu]l{ngN}> = ZE(XJE{KN})
n=1

Z E(Lincny) = Y B(X)P(n < N)
=E(X;) Z]P’ =E(X;)E(N) €R,
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ahol felhasznaltuk, hogy X" és Ly,<ny fiiggetlenek (mely kovetkezik X, és Ly,<n} mar bizo-
nyitott fliggetlenségébdl) és azt is, hogy X7, n € N, azonos eloszlastuak (mely kovetkezik abbol,

n

hogy X,, n € N, azonos eloszlastiak). Hasonloan, kaphatjuk, hogy

E (i X,j) =E(X;)E(N) e R,

Igy a 3.7. Tétel (vi) része alapjan

E (ix,) —E (i(x,j-x;)) —E (ix;-ix;)

=E <ZNJXI> —E (i&?) =E(X{)E(N) -E(X;)E(N)

3.13. Allitas. (Wald-azonossag egy altalanositasa) Legyenck X,, n€N, figgetlen, azo-
nos eloszldsi RY-beli értéki véletlen vektorvdltozok, h:R?* — R egy olyan mérhetd figguény,
hogy E(|h(X1)|) < co. Legyen tovdbbd N egy pozitiv egész értéki (azaz N-értéki) véletlen
vdltozd, mely megdlldsi idd az X,, n €N, wvéletlen vdltozdkra vonatkozdan és E(N) < oco.

Ekkor
E (Z h<Xn>> —E(h(X1)+- - +h(Xy)) = E(N) E(h(X)).

Bizonyitas. Hasonloan bizonyithato, mint a Wald-azonossag (3.12. Allitas) felhasznalva, hogy
abbol, hogy tetszleges n€N esetén {n<N}eo(Xy,...,X,_1) és X, fliggetlenek kovetkezik,
hogy {n < N} és h(X,) is fiiggetlenek (az 1.18. Allitas (i) része alapjan). O

3.14. Definicid. Legyen (X,X) mérhetd tér. Azt mondjuk, hogy a p:X —[—00, 0] halmaz-
figgvény abszolit folytonos a v:X —[—00,00] halmazfigguényre nézve, ha minden B € X,
v(B)=0 esetén u(B)=0. Jelolése: p<v.

Legyen v:X —[0,00] o-véges mérték. Azt mondjuk, hogy a &:Q— X waldsziniiségi vdltozd
abszolit folytonos eloszldsi a v mértékre nézve, ha P < v. Azt mondjuk, hogy a
£:Q—=R? waldsziniségi vdltozd abszolit folytonos eloszldsi, ha abszolit folytonos eloszldsi

a d-dimenzids \g Lebesgue—mértékre (pontosabban \g-nek B(R?)-re vald leszikitésére) nézve.

A 3.14. Definici6 méasodik részében (P¢ < v definidlasakor) a v mérték o-végességét a Radon-
Nikodym tétel (lasd, 3.16. Tétel) alkalmazhatosagara gondolva tettiik fel, nem lenne feltétleniil
sziikséges.
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3.15. Tétel. (Stirtiségtétel) Legyen (X, X) mérhetdségi tér, v:X — [0,00] mérték, g:
X — R, nemnegativ mérhetd figgvény. Ekkor a p:X — [0, 00],

u(B) = /B g(x)v(dz),  BeX,

halmazfiiggvény mérték, amely pontosan akkor véges, ha g integrdlhato. Tovdbbd, pu << v, és

tetszdleges h: X — R mérhetd fligguény esetén

/X h(e)u(da) = / h(z)g(x) v(dr) (3.12)

X

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, eqyenliek.

Bizonyitas. Elgszor belatjuk, hogy p mérték. Az integral tulajdonsigai miatt

u(0) = /@ ola)vldo) = [ g(o)tale)vido) = [ 0v(d) =0

X

és ha B, e X, neN, paronként diszjunktak, akkor

u( Bn) =, st = [ gt @) = [ o) 3 1m0 vian

- /X S (gls,) (@) v(dn) =3 /X (g15,)(x) v(dr) = Y / 9(z) v(dz)
= Z ,U(Bn),

ahol az 6t6dik lépésnél felhasznéltuk, hogy ¢ nemnegativ, és igy u o-additiv.
Mivel pu(X)= [, g(x)v(dz), kapjuk, hogy p pontosan akkor véges, ha ¢ integralhato.
Megmutatjuk most, hogy pu < v. Legyen B € X, hogy v(B)=0. Minden n €N esetén
legyen ¢,(x):=min(g(z),n), € X. Ekkor g, mérhetd, és g,(z)1g(z), ha n— oo minden
v € X esetén. Igy (g.1p)(x) T (glp)(z), ha n— co minden z € R esetén, és a monoton

konvergencia tétel szerint

0<(B) = [ (g1)e) vide) = i [ (g,12)(0) (cle) limsup [ (,18)(a) vlde)

n—o0 X n—oo

< lim sup /X(n]lB)(x) v(dz) = lim (nv(B)) =0,

n—00 n—00

és igy u(B)=0.
Végezetiil megmutatjuk, hogy (3.12) teljesiil. Legyen el6szor h egy egyszerii, nemnegativ
mérhetd fiiggvény :

14
h= chﬂBj’
j=1
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ahol h(X)={c1,....,ct}, L €N, ¢1,...,c0 € R paronként kiilonbozsek, és B; :={h =¢;},
jeA{l,...,¢}. Ekkor

/Xh(x),u(dx) Zc]u :i / v(dz) = Zc]/ v(dz)
- [ st (Z cjﬂBj> (@)vlde) = [ gl)hiz) vido)

j=1
mely az integral létezésére vonatkozo allitast is igazolja (h egyszertd, nemnegativ mérhets
fiiggvény esetén).

Ha h nemnegativ mérhetd, akkor létezik nemnegativ, egyszert mérhetd fiiggvényeknek egy
olyan (hn)nen sorozata, hogy h,(x)1h(z), ha n— oo minden z€ X esetén. Igy a monoton
konvergencia tétel szerint

/X h(x) p(da) = Tim | (@) p(da) = tim | g(a)ho(2) v(de) = /X o(2)h () v(dz),

ahol az utolso lépésben azt is felhasznaltuk, hogy mivel ¢ >0, igy g(z)h.(z) T g(z)h(z),
n — oo, minden z € X esetén, és azt is, hogy mivel h; >0, teljesiil, hogy g¢g(x)h,(z )
g(x)hi(z) =20, z€ X, neN.
Az altalanos eset abbol adodik, hogy (hg)™ = gh™ és (hg)” = gh™, hiszen g > 0. O
A 3.15. Tétel elnevezését (stirtiségtétel) a 3.17. Definicio vilagitja meg.

3.16. Tétel. (Radon-Nikodym tétel) Legyen (X,X) mérhetd tér és v:X — [0,00] egy
o-véges mérték. A X — [—00,00| eldjeles mérték akkor és csak akkor abszolit folytonos
a v mértékre nézve, ha létezik olyan ¢g: X — [—o0,00] mérhetd figgvény, hogy tetszileges
BeX esetén

u(B) = / o(z) v(d).

A g figguény v-m.m. egyértelmien meg van hatdrozva, azaz ha eqy h: X —[—00,00] mérhetd

fugguényre is teljestil
u(B) = [ hia) o)
B
minden B € X esetén, akkor v({x € X :g(x) # h(x)}) =

A Radon-Nikodym tételben létezd (v-m.m. egyértelmiien meghatéarozott) ¢ fiiggvényt a u

mértéknek a v mértékre vonatkoz6 Radon—Nikodym derivaltjanak nevezziik, melynek jelolése
dp
dv”

3.17. Definici6. Legyen (9, A,P) valdsziniségi mezd, &:Q—RE abszolit folytonos (eloszldsi)

véletlen vektor. Ekkor az (R4, B(RY)) mérhetd téren adott Pe mértéknek az (RY B(RY))
dPe

mérhetd téren adott (arra leszikitett) d-dimenzids A\g Lebesgue-mértékre vonatkozo fe = an;

Radon—Nikodym derivdltjat € stridségfiggvényének nevezzik.
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Ha £:Q— R? abszolut folytonos véletlen vektor fe stirtiségfiiggvénnyel, akkor a Radon-
Nikodym tétel (3.16. Tétel) alapjan fgl(B) €B(RY) tetsz6leges BeB(RY) esetén és Pe(B)=
=[5 fe(x) Aa(dz), B e B(RY). Ha d=1, akkor specilisan

Fe(z) =P <z)=P¢((—o00,2)) = /

(—o0,z

fe(t) A (dt) = /’3 fe(t)dt, x €R.
) —00

3.18. Allitas. Eqy f:R?* = R figguény akkor és csak akkor sdrdségfiggvénye valamely d-

dimenzios véletlen vdltozonak, ha (Borel) mérhetd, Lebesgue-majdnem mindendtt nemnegativ
€s  Jpa fzx)dr=1.

3.19. Allitas. A ¢:Q— R wéletlen vdltozd akkor és csak akkor abszolit folytonos, ha az Fe
eloszldsfigguénye abszolit folytonos, azaz barmely € >0 esetén létezik 6 >0 gy, hogy ha
EEN, a1 <b <as<by<...<ap<bp és Z?Zl(bj —a;) <9, akkor Zle(Fg(bj) —Fe(ay)) <e.

A 3.19. Allitas kapcsan emlékeztetiink ra, hogy egy H C R halmaz Lebesgue-szerint null-
mértéki, ha barmilyen >0 esetén létezik olyan {(a,,b,),n € N} intervallumrendszer, hogy
Hc U (an,by) s > 00 (by—ay) <e.

A strtségfiiggvény és eloszlasfiiggvény kapcsolatat irja le a kovetkezd allitas.

3.20. Allitas. Ha a &:Q—R? wéletlen vektor abszolit folytonos, akkor fe(z)=0;...04F¢(7)
Aa-mom. v € RY. (A 0y...0,F(x) parcidlis derivdlt létezése Ng-m.m. x € R? esetén a
monoton fiigguények majdnem mindendtti differencidlhatésdagdra vonatkozo Lebesgue-tétel ko-

vetkezménye. )

Abszolut folytonos véletlen vektor fiiggvényének varhato értékét a kovetkez6 moédon szamol-
hatjuk.

3.21. Allitas. Ha ¢ :Q — R? abszolit folytonos véletlen vektor és ¢ : R — R  mérhetd
figguény, akkor

E(g(€)) = / o) fe() da

Rd
abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenldek.
Bizonyitas. Az allitas a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) és a Strtségtétel (3.15. Tétel) ko-
vetkezménye. Valoban, mivel P, abszolat folytonos a d-dimenziés A; Lebesgue-mértékre
Pe

(pontosabban B(R%)-re vett megszoritasira) nézve és de = fe, kapjuk, hogy

Bl0(€) = [ o) Petao) = [ o) (G55 ) @) Md) = [ o) felo)d

abban az értelemben, hogy a két oldal ugyanakkor létezik, és ha léteznek, egyenlGek. O
Abszolut folytonos véletlen valtozo alkalmas transzforméltja, példaul szigordan monoton,
folytonosan differencialhato, nem elting derivalta transzforméltja, abszolut folytonos, melynek

strtségfiiggvényét a kovetkezd modon szamolhatjuk.
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3.22. Allitas. Legyen €:Q— R abszolit folytonos véletlen vdltozd, fe sdriségfigguénnyel.
Legyen D C R nyilt halmaz, melyre P(§ € D) = 1. Legyen tovibbd g : D — R folytono-
san differencidlhato fiigguény, mely kolcsondsen eqyértelmd D-n, és derivdltja seholsem nulla.
(Analizisbdl ismert, hogy ekkor g(D) C R nyit halmaz, és a h:g(D) — D inverzfiggvény
folytonosan differencidlhato, nemnulla derivdlttal.) Ekkor a g(§) wvéletlen vdltozd is abszolit

folytonos, és siiriségfiigguvénye

Felh(y) W (y)] = Z ) ha gy e g(D),

foo)(y) = 9 (g 1)’
g 0, equébként.

Bizonyitas. Csak abban az esetben igazoljuk az allitast, amikor ¢ szigortian monoton novekvd
is. Ekkor h szigorian monoton névekve és igy |h'| =h'. Legyen n:=g(&).
Ha y € g(D), akkor az x = h(v) helyettesitéssel, kapjuk, hogy

h(y)
Fa(s) =Py <) = P(o(©) <) =P <h(u) = [ fela)do = / felw)da

-/ Felh(@)H () dv
9((=00,h(y))ND)

/ f (h(v))I (v dv—/ fo(v
(—o0,y)Ng(D

ahol az 6t6dik lépésben felhasznaltuk, hogy P({ € D) =1 miatt fe(z) =0, z € R\ D.

Ha y ¢ g(D), akkor legyen g:=sup{z € g(D):z<y}. Ekkor, mivel P(ne€ g(D))=1, és
létezik olyan (z,)nen sorozat, hogy z,€g(D), z,<y, n€N, és z,1T7y, ha n— oo, kapjuk,
hogy

Ey(y) =P <y) =P <§)+Py<n<y) =P <g)+Pn=7g) = lim F,(z,)

:nh_glo/ fo(v dv—/ fa(v dU—/ folv

ahol felhasznaltuk, hogy a Transzformécio-tétel (lasd, 3.8. Tétel) alapjan

P(y=1) = B(9(6) = 1) = (L (6(6)) = [ Lsp(9(e) Pe(do)
=Pe(g7 ({5}) =P € g™ ({5}) =
hiszen ¢ abszolit folytonos eloszlast és g1 ({7}) legfeljebb egyelemii halmaz. O

3.23. Allitas. Legyen (&,m) : 2 — R? abszolit folytonos véletlen vektor. Ekkor & ésn akkor és
csak akkor fiiggetlenck, ha egyiittes siridségfiggvényik fe, a margindlis siriségfigguvények fe és
fn szorzata:

f&m(%y) :fg(ﬂf)fn(y), Ai-m.m. x,y € R.
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Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy fe,(x,y) = fe(x)f,(y), Ai-m.m. z,y € R. Ekkor

Ty
Feu(z,y) =P(€ <2,n<y) = / / e (11, 0) dudy = / / fe(u) fy () d, dv
/fs du/ fo(v) dv = Fe(z)F)(y), r,y €R,

melybdl a 2.2. Megjegyzés alapjan kovetkezik, hogy & és n fliggetlenek.
Tegyiik most fel, hogy & és 7 fiiggetlenek. Tekintsiik a ¢ : R? — R,

g(x,y) = ff(x)fn(y)> IL‘,yGR,

fiiggvényt. A 3.18. Allitas segitségével ellendrizhets, hogy g stiriiségfiiggvénye valamely (1, (2)
véletlen vektornak, melynek marginalis stirtiségfiiggvényei fe és f,, azaz fi¢, c)(z,y) =g(x,y) =
= fe(x)fy(y), Ai-m.m. z,y € R. Ezért a mar bizonyitottak alapjan ¢ marginalisai, azaz (; és
(o fliggetlenek. Mivel fliggetlen esetben, a 2.2. Megjegyzés alapjan a marginalis esloszlésok
egyértelmiien meghatéarozzak az egytittes eloszlast, kapjuk, hogy ¢ = (1, (2) és (&, 7) eloszlasai

megegyeznek. Ezért (€, n) stirtségfiiggvénye nemmas, mint g, és igy
f( )(Z’ y) ( ) ff( )fn(y)> Al'm'm' T,y e R.
0

3.24. Allitas. Legyenek & és n figgetlen, abszolit folytonos eloszldsi véletlen vdltozok. Ekkor

(&,1m) is abszolit folytonos eloszlasi és siriséqfiggvénye:

fé,??(x7y):f£(x>fn(y)a Al-m.m. x,yeR.

Fiiggetlen, abszolut folytonos eloszlasu véletlen valtozok osszegének, szorzatdnak és hanya-

dosanak siirtségfiiggvényét a kovetkezé modon szamolhatjuk.

3.25. Allitas. Legyenek & ¢és n figgetlen, abszolit folytonos eloszldsi véletlen vdltozdk fe
illetve  f,, striaségfiggvénnyel. Ekkor

(i) a £+n véletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és

fein(2) / fe(z) fy(z—x dx—/ fe(z—vy) fu(y) dy, Ai-m.m. z € R.

Ezt a formuldt konvolicids formuldnak s hivjdk.

(i1) a &n wvéletlen vdltozo is abszolit folytonos eloszldsi, és

fen(2) / fe(x fn | ‘ /_ fe ( )fn( ) — Ik A-m.m. z €R,
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(11i) a % véletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és
1 o T oo
f%(z) = ;/ fe(x) fy <;> |z| dz :/ fe(zy) fr(v)|y| dy, Ai-m.m. z € R.

Bizonyitas. Mivel ¢ és 7 fiiggetlenek és abszolut folytonos eloszlastiak, a 3.24. Allitas alapjan
(&,m) is abszolat folytonos eloszlasu és siriségtiiggvénye fe,(x,y) = fe(2)f,(y), ,y € R.

(i). Mivel fe és f, mérhetGek, a Fubini-tétel alapjan kapjuk, hogy a Rz~ ffooo fe(z—
—y) fy(y)dy fiiggvény is mérhets. Tovabba, tetszéleges z € R esetén

Ferg(2) =P(E+n<z)=P(E+n€ (~0,2))

—P((€.n) € {(z,9) ER? -2ty < 2}) :// fen(@,y) da dy

{(z,y)ER?: z+y<z}

://{(m y)ER: ohy<z) fe@)fuly) dxdy_/oo (/_Hzf (y )dy) fe(x)da
/ (/ folu— x)du)fs( =/ (/ fe(@) fy(u—z)d ) u
/ Jen(u

(ii). Mivel fe és f, mérhetGek, a Fubini-tétel alapjan kapjuk, hogy a

RBzH/ felw fT,()f;‘

fiiggvény is mérhets. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy P(¢£ > 0) = 1.
Ekkor fe(z)=0, A;-m.m. x € R\R,, és igy azt kell igazolnunk, hogy

fen(z / fe(x fn — A-m.m. z € R.

Tetszoleges z € R esetén

an(z):P(§n<z):P<(§,n) € {(x, y) € (0,00) xR: :L‘y<z}>

=//(w) e J ) sy = // Fe(@) () o dy
- [ st (/ fly dy)dx—/ fela </_oof7,(§)%du>dx
-/ i} ( / i)y (%) ;dx) du= [ elu)du

A bizonyitast gy is befejezhettiik volna, hogy a fenti levezetésbdl adodo

an / fg A ]R,
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egyenldség mindkét oldalat z-szerint differencialjuk, felhasznélva a 3.20. Allitast és ellenérizve,
hogy a jobb oldalon a z-szerinti derivalas és az x-szerinti integralas sorrendje felcserélhetd.

(iii). Mivel n abszolut folytonos eloszlasu, kapjuk, hogy P(n=0)=0, igy f—7 P-m.m. jol-definialt.
Ha teljesen precizek szeretnénk lenni, akkor tekinthetnénk példaul a ¢ : 2 — R,

4 han(w) A0,

w)

w) =< N
() 0 ha n(w) =0,

véletlen valtozot, ahol (-t az {weQ:n(w)=0} nulla valosziniiségii eseményen 0-nak definialtuk, de
definialhattuk volna tetszéleges c€R valds szamnak is. Tegyiik fel a tovabbiakban az egyszertiség
kedvéért, hogy P(n>0)=1. Ekkor azt kell igazolnunk, hogy

f%(z) = / fe(zy) fr(y)y dy, A-mam. z € R
0
Tetsz6leges z € R esetén

F{(Z):P<§<Z> =P ((&n) €{(z,y) eRx(0,00) : §<z})

- / / fe(w) fo(y) da dy.
{(z,y)€R % (0,00): %<z}

Ha 2z >0, akkor felhasznalva, hogy fooo foy)dy =1, kapjuk, hogy

re= [ [ rwnwar [C 7 r@neaa

-/ OO feoydo [ " felo) ( / " hW) dy> da
- 1—/000 fe() (1—[0 a0 dy) da

—1- [ selo) (/0 fn(y)dy> dr
- 1—/000 fe(2)F, (g) dz,

és igy z-szerinti derivalassal adodik, hogy

3

fe(z) = - /0 fe(@)f, (g) -;—fdx: /0 fe(zt)f, (Ot dt, A, z > 0,

Ha 2 <0, akkor

A= [ [ ronwa= [ e ( [ nw dy) ar= [ wr, (2)

52
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és igy z-szerinti derivalassal kapjuk, hogy

f% (2) = /_io fe(x) fy (%) ;—f dr = /OOO fe(zt) f, (D)t dt, A-m.m. z < 0.

Az fe(z)-re vonatkozd masik Osszefliggést a mar levezetett formulabol a zy=x helyettesitéssel

n
kaphatjuk. 0
A 3.25. Allitas altalanositasaként megadjuk egyiittesen abszolit folytonos eloszlast véletlen

valtozok Osszegének, szorzatanak és hanyadosanak stiriiségfiiggvényét.

3.26. Allitas. Ha & és n egyittesen abszolit folytonos eloszlasi véletlen vdltozdk fen

eqyiittes suriséqfigguénnyel, akkor

(i) a £+n wvéletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és
Jean(2) = / fen(z,z—2)de = / fen(z—y,y) dy, A-m.m. z € R.

(1) a &n wvéletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és

o0 2\ dz * z dy
¥ z:/ fen (2,2 _:/ fe. (—7y> - Ai-m.m. z € R,
en(2) . £n( x) 2] . &n y Y] 1

(i17) a % véletlen vdltozd is abszolit folytonos eloszldsi, és

1 [ x o
f%(z) = ;/ fen (3:, ;) |z| do = / fen(zy,y)ly| dy, Ai-m.m. z € R.

Bizonyitas. Hasonléan bizonyithat6, mint a 3.25. Allitas, az aldbbiakban csak a (iii) rész
bizonyitasat részletezziik. Mivel n abszolat folytonos eloszlasi, kapjuk, hogy P(n=0) =0, igy
% P-m.m. jol-definialt. Ha teljesen precizek szeretnénk lenni, akkor tekinthetnénk példaul a
(:Q—=R,

((w) = S han(w) #0,
0 han(w) =0,

véletlen valtozot, ahol (-t az {w € Q:n(w) =0} nulla valoszintiségii eseményen 0-nak definialtuk,

de definidlhattuk volna tetszGleges ¢ € R valos szamnak is. Ezért tetsz6leges z € R esetén, a
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Fubini-tétel alapjan, kapjuk, hogy

Fg(Z)_P(£<Z 77>0) ( <z 77<0) P <znn>0)+P(&>2nn<0)

/0 ( fen(z,y dx) dy + ( fen(z,y dx) dy

/ ( Jem uyyydu)dy—|— (/ fen(uy, y)ydu)d

0

/ (/ Jen uyyydy>du+ (/ fen(uy,y)(—y) y)du
—/ (/ fem(uy, y)|y|dy>du

melybdl a siirtiségfiiggvény definicidja alapjan kovetkezik, hogy % abszolut folytonos és, hogy

[e.9]

fennall a (iii) rész allitasaban szerepl§ masodik formula. Az els6 formula a masodik formulabol
adodik az y =% helyettesitéssel (feltéve, hogy z # 0). O

3.27. Definici6. Legyen (X,X) mérhetdségi tér, p:X — [—o0,00] eldjeles mérték.
Azt mondjuk, hogy a p eldjeles mérték egqy B € X halmazba koncentrdlédik, ha p(X\
\B) =0.

Ha pegy B € X halmazba koncentralodik és Bex olyan, hogy B C E, akkor u a B
halmazba is koncentralodik.

3.28. Definici6. Legyen &:Q —RY egy diszkrét véletlen vektor (azaz az 1.10. Definicidban
az X =R wdlasztdssal élve £(Q) megszamldlhato halmaz). Azt mondjuk, hogy & eqy B €
€ B(R?) halmazba koncentrdlddik, ha Pe a B halmazba koncentrdlddik, ezzel ekvivalens mddon
Pe(B)=P(¢€ B)=1. Az ilyen tulajdonsdgy halmazok metszetét (azaz a legszikebb ilyen halmazt)
a Pe mérték tartéganak nevezzik. Jelslése: supp(§).

3.29. Allitas. A ¢:Q — R diszkrét véletlen vektor tartéja a P mérték atomgaibol dll,
azaz

supp(§) = {x eR?: P:({z}) > O} = {x ceR*":P(£=2)> 0} )
3.30. Allitas. A €:Q—R? diszkrét véletlen vektor eloszldsa
Pe= Y PE=2)d,
z€supp(§)

ahol x €R? esetén 6, az x pontba koncentrdlddd Dirac-mértéket jelili, azaz 6,(A)=1, ha
reA, é 0,(A)=0, ha z¢A.
A £:Q—RY diszkrét véletlen vektor eloszldsfiigguénye Fe: R — [0,1],

Fe(x)= > P(E=y), =zeR"

{yesupp(§) : y<z}

o4
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3.31. Megjegyzés. Ha &:Q — R diszkrét véletlen valtozo és x € supp(§), akkor
Fe(z40)—Fe(x) =P <2)-P¢ <z) =P =2) >0,

és igy F¢ nem folytonos az x pontban.
Ha &= (&,&):Q— R? diszkrét véletlen vektor és x = (1, 29) € supp(€), akkor

) 1 1
Fe(z+0)— Fe(x) = nh_{](r)lo F <x1+g,m2+ﬁ> — Fe(x1, 22)

1 1
= lim P (51 <$1+57§2 <$2+5) —P(& < 21,6 < x9)

n—oo

=P(& <21, & < 32) —P(G <21, < 12)

=P (8((—00, x1] X (—o0, xg]))

=P =21, <12) +P(& = 21,6 = 22) +P(& < 1,62 = 72)
2 PG =21, =22) =P({ =2) >0,

és igy F¢ nem folytonos az x pontban. 0

3.32. Allitas. Legyen &:Q — R diszkrét véletlen vektor és ¢: R — R mérhetd figguény.

A g(&) wvéletlen vdltozonak akkor és csak akkor véges a vdrhatd értéke (integrdlhatd), ha

E(g= Y lg(@)|P(E=x)<oo,

zesupp(§)

és ekkor

zesupp(§)

(Ez az dllitas a Transzformdcio-tétel (3.8. Tétel) specidlis esete.)

3.33. Definicio. Legyen (X,X) mérhetdségi tér. Azt mondjuk, hogy a p: X — [0,00] és
v:X—10,00] mértékek szinguldrisak egymdsra (nézve), ha léteznek olyan diszjunkt A, B€
€ X halmazok, hogy i az A halmazba, v pedig a B halmazba koncentrdlodik. Jeldlése:
wluv.

3.34. Definicio. Azt mondjuk, hogy a &:Q —R? wvéletlen vektor szinguldris, ha Pz és Ay
(pontosabban \g-nek B(R?)-re vett megszoritdsa) szinguldrisak egymdsra (nézve), ahol Ny a
d-dimenzids Lebesque-mértéket jelili, ekvivalens modon, 3 B € B(R?) gy, hogy A\q(B)=0 és
P& e B)=1.

Megjegyezziik, hogy a 3.34. Definicioban a P; és A; mértékek szingularitasa a 3.33.
Definicié szerinti értelemben azt jelenti, hogy léteznek olyan A, B € B(RY) halmazok, hogy
ANB =0, \y(R*\ A) =0 &s P¢(R?\ B) =0. Mivel P¢ valosziniiségi mérték, kapjuk, hogy Pg(R?\
\ B) =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha P¢(B) =1, azaz P({ € B) = 1. Mivel ANB =0, adodik,

%)
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hogy BCRI\ A, ésigy A\g(B) < A\(R?\ A) =0, amibél kovetkezik, hogy A\g(B) = 0. Tovabba,
ha C' € B(R?) olyan, hogy M\s(C) =0 és P(€ € C) = 1, akkor \; az X \ C € B(R?), P; pedig
a C € B(R?) halmazba koncentralodik. Megmutattuk tehat, hogy a 3.34. Definicioban jogosan
frhattuk azt, hogy “"ekvivalens modon, 3 B € B(RY) tgy, hogy M\i(B)=0 és P(( € B)=1".

Egy £:Q—R? diszkrét véletlen vektor nyilvan szinguléris, ugyanis supp(€) € B(R?) (hiszen
megszamlalhato unioja a £ atomjaibol allo egyelemii halmazoknak), P(£ € supp(§)) =1 és

Aa(supp(§)) =0, mert supp(§) megszamlalhato.

3.35. Allitas. A ¢:Q — R wvéletlen vdltozd akkor és csak akkor szinguldris, ha Fg’(x) =0
Ai-m.m. r € R.

3.36. Tétel. (Lebesgue-féle felbontasi tétel) Legyen (X, X) egy mérhetd tér, p és v
o-véges mértékek X-en. Ekkor létezik olyan f: X — [0,00] mérhetd figguény és olyan v
mérték X-en, hogy p L v, és

V(A):/Afd,u—i-us(A), AeX.

Az f figgvény p-majdnem mindenitt egyértelmien meghatdrozott, azaz ha g: X — [0, 00]

egy olyan mérhetd figguény, melyre v(A)= [, gdu+v,(A), Ae X, akkor

p{x € X : f(x) # g(x)}) = 0.

A fenti felbontdst v-nek a p-re vonatkozo Lebesgue-féle felbontdsdinak nevezzik.
3.37. Tétel. Tetszdleges F:R —[0,1] eloszldsfigguény egyértelmien felbonthatd
F =pi1Fa+poFas+psFis

alakban, ahol pi,pa,p3 =0, p1+pa+p3s =1, Fy eqy diszkrét, Fy eqy abszolit folytonos,
Fis egy folytonos szinguldris eloszldsfiigguény (azaz Fy egy diszkrét véletlen vdltozo, Fa egy
abszolit folytonos véletlen vdltozo, Fy pedig eqy szinguldris véletlen vdltozo eloszldsfiigguénye,

hogy Fis folytonos is).
3.38. Definicid. Legyen &:€)— R wéletlen vdltozo.
— Legyen a€R,. A ¢ a-adik abszolit momentuma: E(|{|*) € [0, c0].

~ Ha keN, és & k-adik abszolit momentuma véges, akkor
¢ k-adik momentuma: E(¢*) € R,
¢ k-adik centrdlis momentuma: E ((S—E(f))k) e R.

— Ha & mdsodik (abszolit) momentuma véges, akkor & mdsodik centrdlis momentumdt &
variancidjdnak (szérdsnégyzetének) nevezzik. Jeljlése: Var(€) :=D?*(&) :=E (({—

—E(9))?).
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3.39. Definicio. Legyen £=(&1,...,&1):Q—RY wéletlen vektor. Ha E(|&])<oo, ..., E(|&4]) <
< oo, akkor & wvdrhato érték vektora
]E(f) = (E(fl)v SR aE(gd))T < Rd'
3.40. Definicio. Legyen &= (&1,...,&) : Q — RY wéletlen vektor. Ha E(||€]]?) < oo, azaz
E(&3) < oo, ..., E(£2) < oo, akkor & kovarianciamdtriza
Cov(€) =E [(§~E(¢)(¢-E(€))"] e R™,
melynek elemei Cov(&;, &) =E[(&—E(&))(&—E(E))], 1<14,j<d.

A kovarianciamétrix tulajdonsagait irja le a kovetkezd allitas.

3.41. Allitas. Legyen &= (£1,...,&): Q— R wéletlen vektor, melyre E(||£]|?) < co. Ekkor
— Cov(&) szimmetrikus: Cov(€)T = Cov(§).

— Cov(§) pozitiv szemidefinit, azaz ¥V x € R? esetén

d d
x" Cov(€)x = (Cov(é)r, x) = Z Z Cov (&, &)z = 0.

i=1 j=1
— Ha AeR™ és beR", akkor E(AE+b)=AE(E)+b és Cov(AE+b)= ACov(§)AT.

3.42. Allitas. (Jensen-egyenl6tlenség tobbdimenziéban) Legyen & :Q — R wéletlen
vektor, melyre E(||€]|) <oo. Legyen K CRY egy Borel-mérhetd, konvex halmaz, melyre P(€ €
e K)=1.

(i) Ekkor E(§) € K.
(ii) Ha K=R?, ¢g:R*—R konver és E(|g(£)|) < oo, akkor g(E(E)) <E(g(€)).

(i) Tetszdleges g: K — R folytonos, konvex fiigguény esetén E(g(§)) € (—oo, 0] és g(E(£)) <
E(g(¢))-

(iv) Ha & diszkrét is, akkor tetszdleges g : K — R konvez fiigguény esetén E(g(§)) € (—oo, 00]
és g(E(£)) <E(9(¢))-

A 3.42. Allitas (i) részében, ha d > 1 és K C R? konvex halmaz, akkor altaliban véve nem
biztos, hogy Borel mérhetd, igy az (i) részben a K halmaz Borel mérhetsége altalaban nem
elhagyhato feltétel. A 3.42. Allitas (i) részében g(¢) valéban véletlen valtozé, hiszen ismert,
hogy R? egy konvex, nyilt halmazin értelmezett valos értéki konvex fiiggvény folytonos és
igy mérhetd is, ezért alkalmazhatjuk az 1.18. Allitas (i) részét. Felhivjuk a figyelmet, hogy a
késGbbiekben a tobbdimenzids Jensen-egyenl&tlenségnek ismertetjiik és bizonyitjuk az an. felté-
teles alakjat (lasd 8.6. Tétel), melynek a (nem feltételes) tébbdimenzios Jensen-egyenlGtlenség

specialis esete.
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3.43. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy komplex értéki £:Q0—C, E=Re&+ilm ¢ wvaldsziniségi
vdltozonak véges a vdrhato értéke (integrdlhatd), ha az E(Ref) és E(Im¢) wvdrhato

értékek végesek, és ekkor
E(&) :=E(Re&)+iE (Im¢).

Felhivjuk a figyelmet, hogy a 3.43. Definiciéban egy komplex értéki valoszintiségi valtozo
esetén a "véges a varhato értéke (integralhato)” csak egy elnevezés, egy komplex szam végességét
nem definidljuk. A 3.43. Definiciéban azt, hogy & :Q — C komplex értékd véletlen valtozd
az 1.10. Definicié specialis eseteként értjiikk (X, X) := (C,B(C)) valasztassal. Mivel a C 3
>z Re(z) és C3 2z Im(z) valos, illetve képzetes rész fiiggvények folytonosak, az 1.18.
Allitas (i) része alapjan kapjuk, hogy ha ¢:Q — C komplex értéki véletlen valtozo, akkor
Re(§) és Im(§) valos értékii véletlen valtozok. Tovabbéa, ha n: Q — R és (: Q — R (valos
értéki) véletlen valtozok, akkor £ :=n—+i(: 2 — C egy komplex értéki véletlen valtozo, ugyanis
E=f(n,¢), ahol f:R*—C, f(x,y):=z+iy, (r,y) €ER? egy homeomorfizmus (azaz bijektiv,
folytonos és az inverze is folytonos) és (n,() egy 2-dimenzios véletlen valtoz6. Nyilvan, ha a
£:Q — C valoszintiségi valtozonak véges a varhato értéke, akkor a & :Q — C valoszintiségi
valtozonak is véges a varhaté értéke és E(§) =E& =E (Reé) —iE (Im¢).

3.44. Megjegyzés. A ¢:Q— C valdszintiségi valtozonak akkor és csak akkor véges a varhato
értéke, ha E(|¢]) < oo, ahol [£] =+/(Re&)?+(Im&)2. Valoban, ha az E(Re&) és E(Im¢)
varhato értekek végesek, akkor a 3.6. Megjegyzés (i) része szerint E(| Re|)<oo és E(|Im¢|) <

< 00, igy a haromszog egyenlGtlenség szerint E(|¢|) <E(|Re&|+|Im¢|) < co. Megforditva,
ha E(¢]) < oo, akkor E(|Reé|) SE(|]) <oo és E(|Im¢|) < E(|¢]) < oo. Igy tjra a 3.6.
Megjegyzés (i) részét hasznalva, az E (Re&) és E (Im¢) varhato értékek végesek, ami a 3.43.

Definici6 szerint azt jelenti, hogy ¢ varhato értéke véges. O

3.45. Allitas. Ha ¢:Q — C waldszintiségi vdltozd és E(|€]) < oo, akkor |E(€)] <E(|¢]).

Bizonyitas. Nyilvan

|E($)| = |E(Re&)+iE (Im¢&)| = J(E (Re€))*+ (E (Im¢))*
<E (y/(Rog)" + (m)*) =B

N—

hiszen a ¢:R? = R, g(x,y):=/22+y2, (x,y) € R? fiiggvény konvex, igy alkalmazhatjuk
a (2-dimenzios) Jensen—egyenlStlenséget (1asd a 3.42. Allitast a (Re&,Im¢): Q — R? véletlen

vektorra és a megadott ¢ fiiggvényre alkalmazva). A ¢ fiiggvény valéban konvex, hiszen
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tetsz6leges (1,y1), (12,72) ER? és A€ (0,1) esetén a haromszog-egyenlGtlenség alapjan
g<>\(:€17 yl) + (1 - )\)(.1]27 yQ)) = g(()\.131 + (1 - )\)1;27 Ayl + (1 - )\)yQ))
1
- ( A1+ (1= N)a2)?+ (A + (1 — A)y2)2>

( 2
[(Azy+ (1= A)z2, Ayr + (1= A)ya) ||

[(Az1, Ayr) + (1= Az, (1= A)ya)|
It
(

N

A, )| 4 (11— Nz, (1= A)ys) |
M@+ y2)2 4+ (1= (@2 4+42)% = Ag(ar, y1) + (1= N)g(@s, ys).

O

3.46. Allitas. Legyen T'#0 egy (index)halmaz, és minden €T esetén &,:Q—C valdszinidségi
vdltozo. Ekkor a {&,:v €'} waldsziniségi vdltozok akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a
{(Re&,,Im¢&,) : v €'} wvaldszintségi vdltozdk figgetlenek.

Bizonyitas. A {&,:y €'} valoszintségi valtozok fiiggetlensége a 2.1. Definicié értelmében
(az (X5, &,):=(C,B(C)), yeTI, valasztassal) azt jelenti, hogy a {o(&,):v€T'} o-algebrak
fiiggetlenek. A {(Re&,,Im¢&,) : v € I'} valészintségi valtozok fiiggetlensége a 2.1. Definicio
értelmében (az (X, X,):=(R? B(R?)), vel, valasztassal) azt jelenti, hogy a {o((Re&,,Im¢&,):
v €T} o-algebrak fiiggetlenck. Igy az allitas belatdsahoz elég azt megmutatni, hogy

o(&) =o((Re&,,Im¢,)), yel.

Ismert, hogy az R?> (z,y) — T(z,y) :=x+iy € C leképezés homeomorfizmus (azaz bijektiv,
folytonos és az inverze is folytonos). Tovabba, az 1.13. Megjegyzés (ii) része és az 1.19. Allitas

alapjan, tetszGleges v € I' esetén
(&) =& (B(C)) = (To(Re&,, Im&,)) " (B(C)) = (Re&,, Im&,) " (T7(B(C))),
és
o((Re&,, Im&,)) = (Re&,, Im&,) ™ (B(R?)).
Ezért elég belatni, hogy T (B(C)) = B(R?). Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:
U:={U CR*: U nyilt} és  V:={V CC:V nyilt}.
Ekkor o(U) =B(R?) és o(V)=B(C). Tovabba, az 1.19. Allitas alapjan
T7(B(C)) =T (o(V)) =a(T7'(V)) = o(U) = B(R?), (3.13)

ahol az utolsé el6tti lépés abbol koévetkezik, hogy T megérzi a nyilt halmazokat, melyet a
kovetkezdképpen lathatunk be. Mivel T és T-' folytonosak, kapjuk, hogy T (V) e U
tetszbleges V € V esetén, és T(U) = (T') "1 (U) € V tetszbleges U € U esetén. A (3.13)
osszefiiggés azt is mutatja, hogy T megérzi a Borel-halmazokat, azaz E € B(R?) akkor és csak
akkor teljesiil, ha T'(F) € B(C). O
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3.47. Allitas. Ha &,,....&, : Q — C  fiiggetlen valdsziniségi vdltozdk, hogy TE(|&]) < oo,
i=1,...,n, akkor E(|& - &) <oo és E(& &) =E(&)---E(&).

Bizonyitas. Csak n =2 esetén bizonyitunk, altaldban teljes indukcioval lehetne. Legyen
U;:=Re(;), j=12, és V,:=Im(¢;), j=1,2. Ekkor
Re(&1&) = U U, — Vi Vs, Im(&,&2) = Ui Va+Us VA,

ahol a 3.44. Megjegyzés alapjan E(|U;]) < oo, i =12, és E(|Vi]) < oo, i=12. Mivel &
és & fiiggetlenek, a 3.46. Allitas alapjan kapjuk, hogy (Up,Vi) és (U, Va) fiiggetlenek,
ezért Uy és Uy; V) és Vo Uy és Va; illetve Us és V] is fiiggetlenek, hiszen az R? > (z,y) — x és
R? > (z,y) —y koordinatafiiggvények folytonosak (specidlisan mérhetGek), igy hasznalhato a
2.3. Lemma. Ezért a 3.7. Tétel (xxiii) része alapjan

E(| Re(662)]) S E(|U1U2]) +E([ViV2|) = E(|UL]) E(|U2]) + E([V1]) E(|V2]) < oo,
E(|Im(6:£2)]) S E(|U1Va]) +E(|U2VA]) = E([UL]) E([Va]) +E(|U2]) E([VA]) < oo,

és igy a 3.44. Megjegyzés alapjan E(|{1&s]) <oo. Tovabba, felhasznalva tjra a 3.7. Tétel (xxiii)
részét kapjuk, hogy

E(Re(&1€2)) = E(U1Us) —E(ViVa) = E(Uy) E(Us) —E(V1) E(Va),
E(Im(&:&2)) = E(UiVa) +E(U; V1) = E(Uy) E(Vz) +E(Uz) E(V1),

ezért

E(&182) = E(Uy) E(Uz) —E(V1) E(V2) +1(E(Uy) E(V2) +E(Uz) E(V1))
= (E(U,) +E(W))(E(Uz) +1E(V2)) = E(&) E(&)-
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4. Karakterisztikus fiiggvény, generatorfiiggvény, Laplace-

transzformalt
4.1. Definicié. Az X : Q — R? wéletlen vektor karakterisztikus fiiggvénye ¢x :R? — C,

ox(t) :=E(®Y)) = / et Py (dz) = E(cos((t, X))) +i E(sin((t, X)),

Rd

ahol t € RY.

A 4.1. Definiciéban az elsé egyenldség a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) kovetkezménye,
a masik egyenl6ség pedig az Euler-formulabol és egy komplex értékt véletlen valtozé varhato
értékének a definiciojabol (3.43. Definicio) adodik.

Ha X diszkrét véletlen vektor {zy, k€ N} értékkészlettel és {pi, k € N} eloszlassal, akkor

Yx (t> = Z ei<t7xk>pk7 te Rda
k=1

illetve, ha X abszolat folytonos eloszlasu fx striiségfiiggvénnyel, akkor

px(t) =/ o) fe(z)de,  teR%
Rd
4.2. Tétel. A karakteriszlikus fiigguény tulajdonsdgai :
(i) lex[ <1, és ox(0)=1.

(i) ¢x egyenletesen folytonos.

(iii) Tetszéleges t € R esetén ox(—t) = px(t), azaz px Hermite szimmetrikus.

(iv) Bochner-tétel: A ¢ : R — C fiigguény akkor és csak akkor karakterisztikus figgué-

nye valamely véletlen vektornak, ha ¢(0) =1, folytonos és pozitiv szemidefinit, azaz

tetszdleges n € N és tetszdleges ti,...,t, € R? esetén a ((p(tj —tg))jj:l ..... L € Crm
matrix pozitiv szemidefinit, azaz tetszdleges z1,...,z, € C esetén
n o n
DD lti—te)zz = 0.
j=1 =1

(v) Tetszéleges A€ R bheR? és t€RY esetén waxyp(t) =y (ATH).
(vi) Egyértelmiiségi tétel: Px =Py akkor és csak akkor, ha ox = @y .

(vii) X1:Q—=R4 ... X,:Q—RY% akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha tetszdleges t, €RY .. .,
tr € R% esetén
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(viii) Ha Xi,...,X,:Q— R fiiggetlenek, akkor tetszéleges t € RY esetén

L

PX 144X (t) = H PX; (t)

(ix) Ho X=(X1,...,X3):Q—=R? véletlen vektor és E(||X||") <oo wvalamely n€N esetén,

akkor ox n-szer folytonosan differencidlhato, és tetszdleges ri,...,rq, ™1+ -+rg<n

nemnegativ eqészek esetén

61“1 o agd(px(t) — jrtetra E(XII L. ng ei(t,X))’ te Rd,
ot ... 0y ¢x(0)

{rit+rq

E(X] - X) =

Y

ahol r; =0 esetén O;° az identitds operdtort jeloli. Tovabbd,

px(t) = Z

ri+--+rg<n,

i7’1+-‘.+7‘d t71"1 e t;d i, X Td '
E(XT' - Xg) + Ra(t),  teR

il

ahol R, (t) =O(|[t]|") és R.(t)=o(||t|") ha t—0, mégpedig

E(||X]™ R, (t
nl =50 i

[Bn(t)] <3

Példdul, d=1 esetén, ha E(|X|") < oo walamely n € N esetén, akkor ¢x n-szer
folytonosan differencidlhatd, gogz) (t) =i"E(X"e™X), teR, re{0,1,...,n}, E(X")=
= %QO(XT)(O), re{0,1,...,n}, és

ox(t) = Z “:f?r E(X") + Ra(t) = x(0) +i mif—!mﬂ +R,(t), teR

Ha X :Q — R wéletlen vdltozo és cpg?n)(O) létezik és véges valamely n € N esetén,
azaz ¢§?")(0) ER, akkor E(X?")<oo. (Altaldban abbdl, hogy a karakterisztikus fiigguény

differencidlhaté a 0-ban még nem kivetkezik, hogy létezik a vdrhato érték.)

Ha tetszdleges n € N esetén E(]| X||") < oo, és

R:= € (0, 00],
limsup /E(]| X||*)/n!

n—0o0

akkor tetszéleges t = (t1,...,tq)" €RY, ||t|| < R esetén

> > qritetrg 8! d
1 E(Xl '”Xd)r rq
px() =" T AR
T'1:0 T‘dZO
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(xii) Legyen d=1. Ekkor px(t)€R, t€R, akkor és csak akkor, ha X szimmetrikus, azaz
D
X=-X.

Bizonyitas. (i). A 3.45. Allitas alapjan |px(t)] = | E(e'%)| < E(|®X)]) =1, t € RY

(ii). Tetszéleges t,h € R? esetén a varhato érték linearitasa és a 3.45. Allitas alapjan
o (t+h) = ox(0)] = B —o00)] = B0 — 1)) < B ~1))
A majorans konvergencia-tétel alapjan limy,_,o E(|e'*) —1|) =0, ugyanis

lim |e! XD _1] =0, w e Q,
h—0

X _11<2, heRYL weQ,  ahol E(2) < oc.

Igy
lim sup |px(t+h) —ex(t)] =0,
h=0 4cRa

azaz tetszéleges € > 0 esetén létezik olyan ¢ > 0, hogy |ox (t+h) —px(t)] < € tetszoleges t € RY
és |h| <6, h € RY, esetén.
(iii). Tetszéleges t € R? esetén

px(—t) = E(e” %) = E(elt:X)) = E(eiX))
= E(cos((t, X))) —iE(sin(({t, X))) = px (t).

(iv). Ha X :Q—R? véletlen véltozo, akkor tetszéleges n €N, tetszéleges ti,...,t, € R?

és tetszoleges z1,...,2, € C esetén
n n n n n n
Z Z o(t;—t))z7 = Z Z E (Mt —te X)) 25 = Z Z B (el<tj,x>zj —ei(tg,X)Zg)
j=1 =1 j=1 =1 j=1 =1

2

WV
o

=K (Z ei<tj7X>Zj Z em,X)ZZ) )
j=1 =1

A masik irdnyt nem bizonyitjuk.
(V). SDAX-f—b(t) _ E(ei<t,AX+b)) — eiltd) ]E(ei<ATt,X)) _ ei<t’b>s0x (ATt)7 t € Re.
(vi). Csak d =1 esetén bizonyitjuk.

n
=1

Tegyiik fel elgszor, hogy Py =Py. Ekkor a karakterisztikus fiiggvény definicidja alapjan

ex(t) = /Rem Py(dz) = /Rem Py (dz) = @y (t), teR.

Tegyiik most fel, hogy ¢x=¢y. El6szor egy motivaciot adunk a bizonyitas soron kovetkezd
lépéseihez. A @x = py feltétel azt jelenti, hogy E(e™)=E(e?), t € R, azaz

E(cos(tX)+isin(tX)) = E(cos(tY) +isin(tY)), teR,

63



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

és igy
E(cos(tX)) =E(cos(tY)), teR, és E(sin(tX)) = E(sin(tY)), teR.

A bizonyitandé Px =Py egyenléség az 1.28. Allitas alapjan azzal ekvivalens, hogy Fx(r) =
= Fy(x), v €R, azaz azzal, hogy

E(1( o) (X) =P(X <2) =P(Y <) =E(1s(Y)), z€R

)
n=1

[—n,z— 1] és szinuszok és koszinuszok (véges) linearis

Arra gondolva, hogy (—o0,z) =/
kombinacidival (azaz trigonometrikus polinomokkal) Weierstrass masodik approximacios tétele
alapjan jol kozelithetiink folytonos periodikus fliggvényeket, a valoszintiség folytonossagat is
figyelembe véve természetesnek tiinhet, hogy egy [a,b] intervallum indikatorfiiggvényének
approximaciojaként vezessiik be az alabbi f©) modon jeldlt, trapéz alaka fiiggvényt, ahol
e>0:

0 ha z<a—c¢,

f(z—a)+1 ha a—e<z<aq,

) =<1 ha a<axz<b, (4.1)
—(z—b)+1 ha b<z<b+e,
0 ha z>b+e.

Ezen f© fiiggvényt Weierstrass masodik approximacios tétele alapjan approximalhatjuk majd
f7(f), neN, modon jelolt trigonometrikus polinomokkal. A kiindulési feltétel miatt E( A (X))=
=I( 7gf)(Y)), neN, >0, és azt reméljiik, hogy elGszér n— oo, majd ] 0 hatardtmenetet
véve megkapjuk, hogy E(Lp(X))=E(Ljy(Y)).

A kovetkezSkben ezen motivacios részt tessziik precizzé, felidézve elGszor a trigonometrikus
polinomok definicidjat és Weierstrass mésodik approximacios tételét.
Definicié (trigonometrikus polinom). Valos értéki trigonometrikus polinom alatt egy (27-
szerint periodikus) S:R — R,

S(z):= Z(ak cos(kx)+ by sin(kx)), r R,

k=0
fiiggvényt értiink, ahol N € Z,, ax, b, € R, k=0,1,... N.

Tétel (Weierstrass masodik approximacios tétele, 1885). Legyenek a,beR, a<b, és f:|a,b]—R
egy folytonos fiiggvény, melyre f(a) = f(b). Ekkor Ve >0 esetén létezik olyan S:R — R

trigonometrikus polinom, melyre

()
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Kovetkezésképpen létezik olyan S :R — R trigonometrikus polinom, melyre

fv(x)—S(%r m)‘<e, VzeR,
b—a
ahol ]? az. f-nek a (b—a)-szerint periodikus R-re valo kiterjesztését jeloli.

1. Lépés. Legyenek a,b€R, a<b, és ¢>0. Tekintsiik a (4.1)-ben definidlt £ :R—[0,1]
fiiggvényt. Legyen n €N olyan, hogy [a—e,b+¢e] C[—n,n|, és (d)ren olyan sorozat, melyre
0,<1, €N, és 06,10, ha ¢ — oo. Mivel f(f)\[_n,n] : [-n,n] = R olyan folytonos fiiggvény,
melyre f©)|_,(—n) = fO]_nn(n) =0, Weierstrass masodik approximécits tétele alapjan
(a=—n, b=n és =0, valasztasokkal) kapjuk, hogy létezik olyan SRR trigonometrikus
polinom, melyre

f@© (x) —Sff) (%x)‘ < Op, x € [—n,nl.

Az S fliggvény fiigghet 0,-t6l is, de ezt kiilon nem jeloljiik. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik
be az [ (x):= Sy(f)(%@, z €R, jeldlést (ez megtehets, hiszen S\ a valos szamok halmazan

van értelmezve). Igy

sup | (2) = £ ()] < s (4.2)

z€[—n,n]

minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C [—n,n).

2. Lépés. Belatjuk, hogy

sup | £17 ()] <2 (4.3)

zeR
minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C[—n,n|. Az 1. Lépés alapjan, felhasznéalva

azt is, hogy |f©)| <1, kapjuk, hogy

sup [/ (0)] < sup [fP(2) = fO () |+ sup [fO()] <o +1<1H1=2

z€[—n,n] z€[—n,n] z€[—n,n|

A trigonometrikus polinomok definicioja alapjan

fr(f)@) = 57(15) <7r_nx) = i <ak cos (k%) + by, sin <k%>> , r € R,
k=0

alkalmas N €Z., ar, by €R, k€{0,1,..., N} konstansokkal, melyek fiigghetnek a-t6l, b-tél,
e-tol, n-t6l, és 9,-t6l, de ezt a fliggést nem jeloljiik. Lathato, hogy fT(f) 2n-szerint periodikus
fiiggvény, igy a fentiek alapjan (4.3) teljesiil. Ha példaul N=n=2 és ap=a; =as =1,
b =by = by =1, akkor

N

Z (ak cos (k’w—z> + by sin (kﬂ)> =1+cos (gx> +sin (gx> +cos (mx)+sin (rz), x €R,
n n

k=0
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és ezen fiiggvény peridodusa 4, lasd az 1. abrat. Az 1. dbra alapjan lathato, hogy ez a fliggvény

korlatos, de 2 nem korlatja. Ez nem mond ellent (4.3)-nak, azaz annak, hogy j}(f) korlatos

2-vel, ugyanis az f,(f) képletében szerepls Ne€Z., ap, bR, k€{0,1,..., N} konstansok nem

tetszélegesek (azok fiigghetnek a-tol, b-t6l, e-tol, n-tdl, és 0,-t61). A 1. Abran minddssze egy
Zfﬂv:o (ak cos (l{:%) + by, sin (/{:%)), r€R, trigonometikus polinomot abrazolunk adott NeZ,,

ag, b, € R, ke€{0,1,..., N} konstansok esetén.

1. dbra. Az R>z+ 1+4cos (3z) +sin (2z) +cos (rz) +sin (rz) fiiggvény, melynek periodusa 4.

3. Lépés. Belatjuk, hogy

E(f7(X)) =E(f,7(Y))

minden >0 és minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C [—n,n]. Ekkor

E(fy

p“qz

k=0

I
Mz

I
= 7

FAY)

minden olyan n € N esetén, melyre [a—¢e,b+¢] C

hasznaltuk, hogy ¢x = py.
4. Lépés. Megmutatjuk, hogy

E(f€(X)) =E(f9Y)),
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Az f© fiiggvény definicioja és n valasztasa miatt f©)(x) =0, ha |z| >n, igy
|E(fOX) —E(fO )] = [EFOX) Lyxieny) —EFO V) Ty icny)|
< E(fOX) Lx1eny) B (X) Lx1<n)]

+[E(fO (X)) Lxieny) =B (V) Ly icny)]

HEFP W) gyvicny) —E(FE ) Ly cny)|
=: [+ 1T41II1.

Itt (4.2) alapjan

L= [E((fF(X) = £2 (X)) Lxieny)| SE(SE(X) = £ (O Lx1ny) < 02 P(IX] < 0) < b,

és teljesen hasonléan II1< 6,. Tovabba, a 3. Lépés és (4.3) alapjan kapjuk, hogy
< [E(f(X) Lix1eny) =B ()| + [E(£2 (X)) —E(£2(Y)))]
HESD ) =B ) Lyicny)|
= [E(— £ () Lx15n) [+ B (V) Ly ism) |
< 2E(Lxon)+2E(Ly o) = 2B(1X] > ) +2B(1Y| > n).
Osszefoglalva,

|E(fE(X) ~E(fO(Y)] <26, +2P(|X| > n) +2B(|Y| > n) (4.4)

minden olyan n € N esetén, melyre [a—e,b+¢] C[—n,n|. Mivel §,]0, ha n— o0, ésegy

eloszlasfiiggvénynek a +oo-beli hatarértéke 1, kapjuk, hogy
lim (20, +2P(|X|>n)+2P(]Y| >n)) =0, (4.5)
n—0o0

és igy E(fO(X))=E(fO(Y)), > 0. Megjegyezziik, hogy a (4.5) dsszefiiggés mutat ra, hogy
az 1. Lépésben miért tekintettiink egy olyan [—n,n] intervallumot, melyre [a —e,b+¢] C [—
—n, n|, ahelyett, hogy az [a —¢,b+ ¢] intervallummmal dolgoztunk volna. Ha az [a —¢e,b+¢]

intervallummal dolgoztunk volna, akkor (4.4) helyett azt kapnank, hogy
|E(fO(X))—E(fO (V)] <26, +2P(X ¢ [a—e,b+e]) +2P(Y ¢ [a—e,b+e]),
melynek a jobb oldala nem tart feltétleniil 0-hoz, amint n — oo.
5. Lépés. Belatjuk, hogy Fx(b) = Fy(b), b€ R. A dominalt konvergencia tétel alapjan

EmE(FY(X0) =ELuy(X)) & GmE(FOY) = ELus(¥)),

ugyanis lim. g f( (2) = Ly (z), x€R és |fO(z)| <1, z€R. Mivel a 4. Lépés alapjan
E(fO(X)) =E(fO(Y)), >0, kapjuk, hogy

PLX € [a,b]) = B(Loy (X)) = BmE(f (X)) = lim E(fO(Y)) = E(Lju (V) = P(Y € [a,b])
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minden a<b, a,beR esetén. Mivel (—o0,b) =], [-n,b—21] és [-n,b—1]C[-m,b—21],

ha m >n, a valésziniiség folytonossidga alapjan kapjuk, hogy

n—o0 n n—00

Fy(b) = P(X € (—00,b)) = lim IED(XE [—n,b—lD — lim ]P(Ye [—n,b—lD
=P(Y € (—o0,b)) = Fy(b), beR.

(vii). A dy=---=dy=:d esetben irjuk le a bizonyitast, az dltalanos eset hasonloan kezelhetd.
Ha Xi,...,X,:Q —R? fiiggetlenek, akkor tetszéleges ti,...,t, € R? esetén a 2.3. Lemma
alapjan (cos((t;, X;)),sin({t;, X;))), j=1...,¢, fiiggetlenek, és ezért a 3.46. Allitas szerint

cos((t;, X;)) +isin((t;, X)) = et j=1,...,¢, is fiiggetlenek.

Igy a 3.47. Allitas alapjan

¢
Ox1.., Xz(tb...,tg):E(exp{i((tl...,t?),(XlT,...,XJ)>}) (exp{lz ti, X;) })
¢ ¢ . ¢ )
— <H el(h‘vXj)) — HE(el<tj7Xj>) — ngxj (t;).

Ha Xi,...,X,:Q—R? véletlen vektorok, és tetszéleges tq,...,t, € R? esetén

<.
—_

akkor legyenek Y7, ..., Y;:QQ—R? olyan fiiggetlen véletlen vektorok, hogy Py, =Px,, j=1,..., L
Ilyen Yi,...,Y, véletlen vektorok az alapul vett, eredeti valoszintiségi mezs egy alkalmas

kiterjesztésén léteznek. Itt és a tovabbiakban is (€, A,P) egy ilyen alkalmas kiterjesztett

valoszintiségi mez6t jelol. Igy (vi) szerint oy, = ox,, j = 1,...,{, ezért az el6zGek alapjan
tetsz6leges ti,...,t; €R? esetén
¢ ¢
oyt te) =T ov,(t) =[x, (t) = exiox,(tr, .- 1)
j=1 j=1
Felhasznalva tjra (vi)-ot, kapjuk, hogy Px, . x, =Py, v, Bzért tetszéleges 1,...,2, € R?
esetén

ahol (kétszer is) felhasznaltuk, hogy egy véletlen valtozd eloszlasa és eloszlasfiiggvénye kol-
csonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast (lasd, 1.28. Allités). Ebbdl kovetkezik, hogy
Xi,.., X0 : Q—RY fiiggetlenek, azaz a o(X;), j=1,...,(, o-algebrak fiiggetlenek (lasd a
2.1. Definici6 utani megjegyzést).
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(viii). Tetszéleges t€R? esetén, a (vii) rész bizonyitasaban litottak alapjan, etX1) . ei{t-Xe)
fiiggetlenek, és igy a 3.47. Allitas alapjan
¢ ¢ ¢
Pxrsx,(t) = B0 +30) _ <H e‘“’m) —TTEE ) =T ox, 0.
j=1 j=1 j=1
(ix). Ha d=n=1, akkor tetszéleges t € R esetén a majorans konvergencia-tétellel
t+h)— t 1 . . 1 v .
SOX( + })L 90X< ) _ E (E(e1(t+h)X) _E(ettX)) _ E (E (eltXeth _eltX)>
. oihX _ 4
=F {e‘tX (T)} —E (iXe"Y), ha h— 0.
Valoban, tetszoleges u € R esetén | — 1] = | [“ie* dz| < My dy = u|, melyet masként
0 0

ugy is indokolhatunk, hogy a cosinus fiiggvényre vonatkozé Taylor-féle maradék tétel szerint

tetszlleges u € R esetén

le™ —1]? = (cos(u) —1)* + (sin(u))? = 2—2 cos(u) = 2(1 —(1- % cos(@))) = u? cos(#) < u?,

ahol 6 a0 és u kozotti alkalmas valés szam. Igy tetszoleges w € Q és h € R\ {0} esetén

X () eihX(w) -1
e T < |X(w)’7 ahol E(|X|)<OO7

és
ihX (w) _
lim X ) <—e 1) =iX (w)e"™ ),
h—0 h

ahol felhasznéltuk, hogy tetszéleges x € R esetén

ihx o s ol
lim & 1 lim cos(hx)—1+isin(hz)

_ ’ ..y .
h—0 h h—0 h =z cos’(0) iz sin’(0) = iz.

Ezért ¢y (t) =E(iXe™), ¢t € R, amib6l kovetkezik, hogy E(X)=1¢%(0). A ¢ :R—C,
O (1) =1E(XeX), teR, fiiggvény folytonos is, mert ha ty€R és (t;)en olyan valos sorozat,
hogy t, —ty, ha ¢ — oo, akkor a dominalt konvergencia tétel alapjan

lim ¢’y (t) =1E(X lim ") =i E(X %) = 'y (),
L—o0 {—00
hiszen |Xe"X| <|X|, £€N, és E(]X]) <oo. Tovabba,
@X(t>:1+1tE(X)+R1(t), teRR,
ahol
Ri(t) = px(t)—1—itE(X) =E("™ —1—itX).
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Ekkor
Ry (t)] SE(Je"™ —1—itX|) <E([e"* — 1)) +]t| E(|X])

<
< [HE(X]) +[HE(X]) = 2t E(X]) < 3¢|E(X]),  teR,

és a dominalt konvergencia tétel alapjan

Rt X _1—itX
|KM<E S el —0 ha t—0,
i t
ugyanis tetszéleges w € () esetén
itX(w)_]__‘tX itX(w)_l
lim & X)) = X () — X () =0,
t—0 t t—0 t

és
< 21X, t#0,teR,

X 1 —itX ‘
t ~

ahol E(|X|) < oc.
A tovabbiakban legyenek d,n € N tetszélegesek. Tetszéleges y € R esetén

(cos(¥1(y)y) +isin(a(y)y)),

e¥ = cosy+isiny =
7! n!

ahol 9(y),Y2(y) € (0,1). Valoban, tetszéleges n € N esetén

e = cos(y) +isin(y)
S cos(0) - cos™(@Di()y) L K sin®(0) o sin®(Daly)y)
- YT ! YUY Y ! y
—0 r! n. —0 r! n:
n—1

cos(x) +isin(x))™|,—0 " is
(eon(r) E) et Vo) () + 0™ (9)0)

P||1

<

—= O

3

(@) )], - vy (i" cos(V1(y)y) +i" sin(d2(y)y)),  ha n paros,
—0 —orhonl (A" sin(V4 (y)y) +1" cos(Io(y)y)), ha n péaratlan,

ahol ¥,(y),92(y) € (0,1). Igy tetszoleges t € R? esetén

—_

it X) - (i<t,7j(>)’” N (i<t,n)!(>)n (COS({§17t<t,X>)+iSin(7§2,t<t7X>>>7

Il
o

r

ahol {9Vj7t Q= R, 5j¢(w) =v9;((t, X (w))) € (0,1), ha j=1,2. Megjegyezziik, hogy az nem
biztos, hogy 51775, j=12, teR? valosziniiségi valtozok, azonban

[y

n—

(cos(l%;e(lf,X})+isin(§27t<t,X>)) — oltX) _Z

=0

(i¢t, X))"

(ict, X))"
n! 7!

<
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valoszintiségi valtozo tetszéleges t € R? esetén, mely elegendd szdmunkra az aldbbiakban

szerepld varhato érték vételéhez. Ezért tetszéleges t € R esetén

X)) = E_:E (w) +E <M(COS<1§1,t<ta X>)+isin(52,t<t,X>))) ;

n!
és igy

ox(t) = zn:E (M) +R,(t), teRY

|
s rl
ahol

n.

R,(t):=E <M(cos(5u<t, X)) +isin(Da,(t, X)) — 1)) .

Nyilvan |R,(t)| <3|t E(| X||")/n!, és felhasznalva, hogy 9, € (0,1), j =1,2 kapjuk, hogy
t)]

ce (LA
R

a majorans konvergencia-tétel alapjan (hasznalva, hogy E(||.X||") < oo). Végezetiil, a polino-

cos(U4(t, X)) +isin(Day(t, X)) —1’) —0, ha t— 0,

miélis tétel alapjan

(1<t7 X>)T _qr tql ) t;d 71 rd

E(—H =i Z_ T E(X] - X74),
r1+-trg=r,

melybdl kovetkezik a bizonyitandé allitas.

(x). Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha n =1, akkor
Px(2h) ¢ (0) _ . @ (0) — @ (=2h)

x(0) = Jim oh no0 oh
alapjan
1 (@ (2h) =0 (0) o (0) — ' (—2h) @ (2h) — o' (—2h)
" _ L[ Px X X X _ X X
#x(0) =l 5 ( 2h * 2h i 4h ’

igy a L’Hospital-szaballyal (kiilon a valos és kiilon a képzetes részre)

_ ©x(2h) —20x(0) +px(—2h)
#x(0) = lim 4h? '

ihX _ —ihX\ 2
(L) ] — _limE
2h h—0
A Fatou-lemmaéval kapjuk, hogy

w13 s (402 ) - s (249
— <(sin(:X))2> - (<sm<gx>>2>

Ezért

E( 21hX) 2+E( —QihX)
" 1 T
#x(0) =y Iz e
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sin(x)

ahol az els6 egyenldség abbol kovetkezik, hogy lim,
= X?*(w), we .
. A4 e . (2n+2) , s . (2n+2)
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz 1,...,n-re, és py ' (0) létezik és véges, azaz ¢y (0)€
€ R. Ekkor az indukcios feltevés miatt E(X?") <oo. Ha E(X?*")=0, akkor X =0 P-m.b.,
igy E(X?""2)=0. Legyen a tovabbiakban E(X?")>0. Legyen y € R esetén

sin(hX(w))>2 _
R

— 1 miatt lim,_, (

]E(XQn]l{X@})
E(XQn)

F(y) =

Ekkor F:R—R egy eloszlasfiiggvény (hiszen E(X?") € (0,00)). Legyen Y :Q —R egy olyan

valészintiségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye Fy = F. Nyilvan tetszéleges y € R esetén

1

Py(=o.) = Fr(0) = grmy | o™ Pxldo)

ezért a Carathéodory kiterjesztési tétellel (1.8. Tétel) tetszbleges B € B(R) esetén

1 n
Py(B) = g [ Pldo)
tehat Py < Px és %(@ = mx%, r € R. Az indukeios feltevés, E(X?") < oo, és (ix)

alapjan tetszoleges t€R esetén " (t) = [(iX)e"X], ezért a strtiségtétellel (3.15. Tétel)

%
E(X?)  E(X™) E(X?)

—1)np? 2n it X > x?e® Py (dx o .
( 1) X (t) o E(X ) f—oo ( ) :/_ e1tx ]P)y(dl') :]E(extY> — SOY(t>

[e.9]

tetsz6leges t € R esetén. Ezért, felhasznalva, hogy gog?nJrQ)(O) € R, kapjuk, hogy gog/z)(O) € R,

és alkalmazva az allitast n=1 esetén az Y valoszintiségi valtozora adodik, hogy E(Y?) < cc.

Mivel
[, - ffooo 2222 Py (dz) - E(X?+2)

o0

és E(X?") < oo, adodik, hogy E(X?"™?) < .
(xi). Csak d =1 esetén bizonyitjuk. A (ix) rész alapjan tetszéleges n € N esetén

ox(t) = i %t’vr]%n(t), teR,

rl
r=0

ahol i
Ra(0)] <30 B(x]).

n!

Mivel R € (0,00], kapjuk, hogy + = limsup, ., {/E(|X[")/n! € [0,00), és igy tetszoleges
e >0 esetén létezik ny € N 1ugy, hogy barmely n > ny esetén

E(IX[)\" 1
—TL' <E+€,
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azaz E(|X|") <n!(5+4¢)", ha n>no. Igy

1 n
|Ra(t)] <3 (|t| <E +5)) — 0, ha n— oo,

amennyiben |t| < (%—i—a)_l. Mivel (%—i—e)_l <R és lim. (%4—5)_1 = R, kapjuk, hogy
lim, o R,(t) =0 barmely |t| <R, t€R, esetén. Ezért ox(t)=> TECT g |t < R.

r!
Megjegyezziik tovabba, hogy a > 2 ‘T]Ei—!Xr)t’" hatvanysor konvergenciasugara

>R
lim sup /| E(X™)|/n!

n—0o0

(xii). Tegyiik fel elgszor, hogy ¢x(t) € R, t €R. Ekkor (iii) alapjan

o-x(t) =px(—t) =px(t) =¢x(), teR

Igy (vi) alapjan X 2_X.

Tegyiik most fel, hogy X 2 _X. Ekkor minden g:R — R korlatos, mérhets és paratlan
fiiggvény esetén E(g(X))=0, ugyanis ekkor E(g(X))€R és E(g(X))=E(g9(—X))=—E(g9(X)).
Specidlisan, tetszéleges t € R esetén a g:R— R, g(z):=sin(tz), v € R, valasztéssal, kapjuk,
hogy E(sin(tX))=0. Igy

ox(t) =E(cos(tX))+iE(sin(tX)) = E(cos(tX)) € R, teR.
U

4.3. Tétel. (Inverzidés formula eloszlas- és stirtiségfiiggvényre) Legyen X :Q—R? egy

véletlen vektor, Fx az eloszldsfligguénye, ©x pedig a karakterisztikus fiigguénye.

(i) Ho d=1 és a<b, a,beR, akkor

]P)X: —|—]P)X:b . 1 c L—ita __ itb
( a)2 ( )+P(Q<X<b) :gg%/ %S@X(t) dt.

Specidlisan, ha Fx folytonos a-ban és b-ben, akkor

1 c eftta _ efttb
Fx(b)— Fyx(a) = lim — / o —x(f)dt

ctoo 27

Tovdbbd, tetszdleges dEN és a<b, a,beR?, esetén

d
1
E (H <§ﬂ{xje{aj7bj}} + ﬂ{aj<xj<bj})>

1ta]_ —it;b;
< ‘e )@X(th...,td)dtl...dtd

cToo ]
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(i) Ha ¢x € LY(RY), azaz [galox(t)|dt < oo, akkor X eloszlisa abszolit folytonos, és

eqy suriségfiigguénye
1

fx(z) = (2m)?

Ekkor fx korldtos és folytonos.

/d e HbD o (1) dt, r € RY
R

A 4.3. Tételt nem bizonyitjuk, mindossze egy heurisztikus gondolatmenetet mutatunk az
alabbi megjegyzés (iii) részében a d =1 esetben a 4.3. Tétel (i) részére felhasznalva a 4.3. Tétel
(ii) részét.

4.4. Megjegyzés. (i). Fontos megjegyezni, hogy a 4.3. Tétel (i) részében szerepl§ inverzios

formuldban a limgee €, -+ [© hatarérték helyett nem frhatjuk egyszertiena [~ .- [7 = [,
integralt, hiszen altaldban az Lebesgue értelemben nem definialt. Tovabba, mivel
e—ity _ e—itm e—it(y—m) -1
it = " <y-—u, t#£0,teR, z<y, x,y€R,

kapjuk, hogy tetszéleges d €N, a<b, a,b€R? és ¢>0 esetén

—lt jaj _e_lt b
J

d

o /lel oty = 10,0 <o

j=1
(ii). A 4.3. Tétel (i) részében, a tetszGleges d € N esetén érvényes formula d =1 esetén

valoban visszaadja a d = 1 esetben megadott formulat, ugyanis, ha a < b, a,b € R, akkor

1 1
E (51{Xe{a,b}} + 1{a<x<b}) =5 P(X e {a,0}) +P(a< X <D)

_PE =X i x oy

(iii). Tegyiik fel, hogy d=1 és ¢x € L'(R). Ekkor tetsz6leges a <b, a,b€ R, esetén a
4.3. Tétel (ii) része alapjan

- B = [ xwae=g- [ [ o
:_/ ox(t (/ —mcl)dt——/ [::]bdt

fxta 7ltb
"25'¢ (t) dt,

T or oo it
ahol a harmadik egyenlGség esetén a két integral felcserélése csak formalis, a negyedik egyenlGség
esetén pedig a bels6 integral kiszémitésa formailag csak t =0 esetén helyes.

(iv). Az RY> x5 ox(a) i= [pae ™oy (t)dt fiiggvényt a ¢x fiiggvény Fourier-

transzformaltjanak hivjak. U
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Az alabbiakban tn. racsos eloszlasu valdsziniiségi valtozok karakterisztikus fliggvénye és

eloszlasa kozotti kapcsolattal foglalkozunk.

4.5. Tétel. Legyen X : Q) — R eqy rdcsos eloszldsu valdsziniségr vdltozo, azaz létezik olyan
ac€R és b>0, hogy P(X € {a+bn:necZ})=1. Jelslje px az X karakterisztikus
figguényét. Ekkor

b /b '
P(X =a+bn)= o / e ittty o (t) dt, n € 7.
—7/b

Specidlisan, ha X egész értékid, akkor

[ _
P(X =n) / e oy (t)dt, n e 2.

T om

—T

Bizonyitas. A p,:=P(X =a+0bk), k€ Z, jeloléssel, kapjuk, hogy

px(t)=Y e'p teR
keZ

i#ta+bn)_nel, majd integralva —m/b-t6l 7/b-ig,

Beszorozva ezen egyenlet mindkét oldalat e~
kapjuk, hogy

w/b

/b /b
/ o i@t (1) 4t = / g~ Hatbn) Z @tk dt = / Z e R py dt.

/b —m/b keZ /b ke,
Mivel [e ™ Fp | <pp, kEN, t €[], & >, =1<o00, Weierstrass tétele
alapjana ), ., e =k fiiggvénysor egyenletesen konvergens -5, 5
St en e =Ry, fiiggvény valos és képzetes részei Riemann-integralhatoak és igy

/b ' /b .
/ eftt(a+bn)(pX (lf) dt = Z/ efltb(nfk)pk dt.
/b

—m/b kez /T

J-n, ezért a [-F,7]2

™

Ha k=mn, akkor
/b A or
[ oy,
—7/b
ha k #n, akkor

/b b(n—k) Pk b(n—k) b(n—k)
—ith(n— dt = ( —iTb(n—k) _ —i1=5"b(n— >
/_W/be R S A
= Pk opysin(n(n—Fk)) =0.
—ib(n—k)

Igy

or w/b p
?pn _ / e 1t(a+bn)(’0x (t) dt,
—7/b

amibdl kovetkezik az allitas.

Az a=0 és b=1 valasztasokkal a specidlis eset is adodik. O
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4.6. Tétel. Legyen px:R—C egqy X:Q—R wvaldsziniségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye.

(i) Ha |px(to)|=1 wvalamely ty€R, to#0, esetén, akkor létezik olyan a € R, hogy X
az {a+%n,n€Z} halmazba koncentrdlédik, azaz >, ,P(X =a+2n) =1.
0 0

(i) Ha |px(t)| =lex(at)| =1 két kilonbozé t és ot helyen, ahol t€R és a € R\Q,
akkor X degenerdlt, azaz létezik olyan xo € R, hogy P(X =x¢) =1.

(i) Ha |ox(t)|=1, teR, akkor X degenerdlt.

Bizonyitas. (i). A feltételek alapjan létezik olyan a € R, hogy px(tg) = e, Ekkor

e = oy (to) = / " Fx(dz),
R

amibél

- /R ¢o@=0) [ (dx) = /R (cos(to(x—a))—l—isin(to(x—a))> Fy(da).
Ezért

= /R cos(to(z—a)) Fy(dz) & 0= /R sin(to(x — a)) Fx(dz),
és igy

E(1—cos(to(X —a))) = /R(l —cos(to(z—a))) Fx(dz) =0.

Mivel 1—cos(to(x—a)) >0, t€R, kapjuk, hogy P(cos(to(X —a))=1)=1, ezért P-m.m.
w € esetén létezik olyan k(w) € Z, hogy to(X(w)—a)=2k(w)m, azaz X(w)= a+k‘(w)i—§
(ii). Mivel o € R\Q és t# at, kapjuk, hogy t#0, igy az (i) rész alapjan létezik a,b € R,
hogy

ZIP’ —a—i——n) 1 és Z]P’ —b+ m)—l

nezl meZ
Ha X nemdegeneralt lenne, akkor létezne legalabb két kiilonb6zG6 pont, aminek Py-altali

silya pozitiv, azaz létezne olyan mny,ny, my, mq € Z, hogy

27 2T 2T 2T
a+—ny =b+—my #a+—ng =b+—my.
t ot t at
Ezért 5 5
™ s
7(”1—?”62) —t(ml—mz) # 0,

amibsl o = T1="2 gj € Q, azaz ellentmondéasra jutottunk.
(iii). A (ii) rész alapjan kovetkezik. O

4.7. Tétel. (Polya-tétel) Ha ¢ : R — [0,00) egy olyan figguény, hogy folytonos, pdros,
©(0) =1, limy(t) =0, és @l konvex, akkor ¢ karakterisztikus figguénye valamely
X : Q= R walosziniségi vdltozonak.
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Megjegyezziik, hogy a Polya-tétel feltételei mellett i) monoton csdkkend. Valoban,
indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan 0 < ¢ <t9, hogy 0 < ¢(t1) < p(ta). Mivel
lim; o p(t) =0 és (t2) >0, létezik olyan t3 > to, hogy o(t3) < o(tz). Mivel ¢ <ty <ts,
létezik olyan « € (0,1), hogy t» = at;+(1—a)ts, igy felhasznalva, hogy ¢|p) konvex,
kapjuk, hogy

p(t2) = plati + (1 —a)ts) < ap(ty) +(1—a)p(ts) < ap(t:) + (1 —a)p(ta) = ¢(t2),

mely ellentmondéas. A Polya-tétel segitségével konnyd példat mutatni olyan karakterisztikus
fiiggvényekre, melyek megegyeznek egy véges intervallumon, anélkiil, hogy a hozzajuk egyértel-
miien tartozo eloszlasfiiggvények azonosak lennének.

Az aldbbiakban az in. momentum problémaval foglalkozunk, azaz, hogy egy valdszintiség-
eloszlast egyértelmien meghatéroznak-e a momentumai. Pontosabban, legyenek F': R — [0,1]

és G : R — [0,1] eloszlasfiiggvények, hogy

/Rx”F(da:):/Rx”G(dx), ne7,.

Az a kérdés, hogy ekkor teljesiil-e, hogy F'=G 7 Véletlen valtozok nyelvére is atfogalmazhatjuk

a problémét: legyenek £ és n olyan valds értéki véletlen valtozok, hogy
EE") =E(n"), neZ.

Az a kérdés, hogy ekkor teljesiil-e, hogy Fe = F,,7 Altalaban véve nem teljesiil, ahogy az alabbi

példa mutatja.

4.8. Példa. Legyen ( egy standard normélis eloszlésti véletlen véltozo, és & := e¢ (melynek

eloszlasa lognormalis eloszlas). Ismert, hogy ¢ stirtiségfiiggvénye

L 1o-50og@) a3 >0,
felz) = V2re
0 ha x <0.

Legyen g : R — R,
fe(x)(1+sin(2mlog(x))) ha x>0,
0 ha z <0.

g(x) :=
Belatjuk, hogy

/000 2" fe(x) sin(2m log(x))) dz =0, neZy;. (4.6)

Ebbél n=0 valasztéassal, felhasznalva azt is, hogy g nemnegativ és Borel-mérhetd, kapjuk, hogy

g stirtiségfiiggvénye valamely nemnegativ n véletlen valtozonak, és

E(n") = /000 z" fe(z)(1+sin(2m log(x)))) do = /000 2" fe(x) de =E(£"), neZy. (4.7)
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Végrehajtva a log(z) = s+n helyettesitést a (4.6)-beli baloldali integralban, kapjuk, hogy tet-
sz6leges n € Z esetén

/ 2" fe(x) sin(2mlog(x))) dz = / (&™) fe(e*T) sin(2m(s+n)))e’ " ds
0
1 1
=— et D(stn) _— =5 (log(e™™))> sin(27s) ds
A / / estn

=— (st gy (stn)? sin(27s) ds
KA / .

% / 7 s n(27s) ds

hiszen sin paratlan fiiggvény és
o 32 o 32
/ le” 2 sin(27s)| ds < / e 2 ds < oo.
—c0 —00

Osszefoglalva, ¢ és 1 olyan nemnegativ véletlen valtozok, hogy az &sszes momentumok meg-
egyezik (és véges), azonban Fy # F,, hiszen ¢ és 1 stirtiségfiiggvényeik, fe és g, kiilonboz6ek
((0, 00)-en). O

A kovetkez6kben olyan eredményeket targyalunk, melyek elegend§ feltételeket adnak arra

vonatkozo6an, hogy egy véletlen valtozo eloszlasat a momentumai egyértlemien meghatarozzak.

4.9. Tétel. Legyen p egy valdszindségi mérték az (R, B(R)) mérhetd téren, hogy
Qg ::/ ¥ p(de) € R, keZ,.

Haa) 2 %kr r* hatvdnysor konvergencia sugara pozitiv, akkor ju az eqyetlen olyan valdszindségi

mérték az (R, B(R)) mérhetd téren, melynek momentumai oy, k € N.
Bizonyitas. Jeldlje
Buim [ loluldo),  keZe,

a i abszolit momentumait. Mivel o €R, k€Z ., adodik, hogy Sr€R, , k€Z, . El6szor belatjuk,
hogy létezik olyan r > 0, hogy

k

ﬁkk—T — 0, ha k£ — oo. (4.8)
A feltevés miatt létezik olyan s € (0,1), hogy %7 (0, s). Ekkor
2kr?* =1 < s%* elegendGen nagy k € N-re, hiszen 1 (§)2 — 00, ha k — 0o, igy elegendéen nagy
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k € N-re teljesiil, hogy 2 < ¢ (f)ﬂC Vegyiik tovabba észre, hogy |z|** 7t < 1+|z|?*, 2 €R, k€N,
hiszen tetszéleges k € N esetén, ha |z| < 1, akkor |z|**71 <1< 1+|2|*; ha pedig |z| > 1, akkor

‘Qk—l ’2k—1 1

|z L
L[z = fa o

<1,
melybdl adodik, hogy |z|?*~! < 1+|z|?*. Mindezek miatt

,ng_lTQk_l 7"2k_1 o) - T’2k_1 [e'e) ok
e / e ) < / ([l o)

T2k71 2k—1
ﬁ2k

r

BRG]

,r,2k71 S2k 1

< - -
k=1 2% (2k—1)!52’“

7,.2]@—1 Bkazk T2k_1 anSZk

T TR T @1 2k

elegendGen nagy k € N esetén. Mivel r € (0,1), kapjuk, hogy - ( — 0, ha k — oo, illetve s

2h— 1)
megvalasztisa miatt “5’“8) — 0, ha k — oo. Ezért (4.8) teljesiil, ha paratlan szamokon keresztiil

tartunk végetlenbe. Mivel (o = ask, k € Z,, kapjuk, hogy (4.8) akkor is teljesiil, ha paros
szamokon keresztiil tartunk a végetlenbe. Osszefoglalva, belattuk (4.8)-t

Ismert, hogy

i - (iy)k
=D T

k=0

n+1 2 n
< min ( |y |y

eR eZ..
(TL—Fl)'? n| )7 Yy ) n +

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

ite [ iha — (ihx)* iha — (ihx) ||+
e (e —Z o < e — i S e h,x € R.
k=0 k=0
Ezért
/el(t+h)$ M(dl’)—Zy/(il’)kelm p(dz)| < etz (emz_z (i ]:'7) ) pi(dz)
R k=0 k=0
</ |ha |t (e |h|n+1 /‘x|n+1 |h[ 181
= Jr (n+1)! (1)
Felhasznélva (4.8)-ot, tetszdleges h € [—r, 7] esetén
n+1
fim P Pos

és igy

i x S hk i itz
/}Re(t+h) p(de) = ZF/R(m)ket p(dz), h € [-r,1].
k=0
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Mivel 5 € Ry, k€ Z,, a 4.2. Tétel (ix) része alapjan kapjuk, hogy

gpl(f) (t)=i* [ z*e™ p(da), keZ,, teR,

R
ahol
oult)i= [ uldo),  teR
R
Ezért
00 k
L+ h) = ‘pk, hel-rr]. (4.9)
k=0

Ha v egy masik valoszintiségi mérték az (R, B(R)) mérhetd téren, melynek momentumai oy,
k € Z., akkor ugyanezen gondolatmenettel adodik, hogy

= o0 (1)
o (t+h) = Z o h*, h e [—r,r]. (4.10)
k=0 ’

Mivel
PP (0) =i*a =P(0),  keZg,

a t =0 valasztassal élve az (4.9) és (4.10) sszefiiggésekben, kapjuk, hogy

oK) ik oK)
i (0) oy v (0)
“_ =) I —=ht = o =, (h),  he[-rr]
=0 k=0 k=0

Igy
gol(,k)(h) goff)(h), he(-rr), keZ,.
A t =r—e valasztassal élve az (4.9) és (4.10) Osszefiiggésekben, ahol € € (0,r), kapjuk, hogy

o0

ou(r—e+h) = Z Z(py (r=c) =@, (r—e+h), h e [—r,r],
k=
melybdl kévetkezik, hogy ¢, és ¢, megegyezik a [—¢,2r —¢| intervallumon. A t = —r+¢ va-

lasztéassal élve az (4.9) és (4.10) Gsszefiiggésekben, ahol € € (0,7), hasonléan kapjuk, hogy ¢,
és p, megegyezik a [—2r +¢, €] intervallumon is. Igy ¢, és ¢, megegyezik a [—¢,2r —e] U[—
—2r+e,e] = [-2r+¢,2r —¢| intervallumon is. Mivel € € (0,7) tetszéleges, kapjuk, hogy ¢, és
¢, megegyezik a (—2r,2r) intervallumon is. A fentiek hasonléan eljarva, adodik, hogy ¢, és ¢,
megegyezik a (—3r,3r) intervallumon is, és igy tovabb (egyfajta analitikus folytatas ez). Ezért
kapjuk, hogy ¢, és ¢, megegyezik R-en. A karakterisztikus fliggvények egyértelmiiségi tétele
alapjan (4.2. Tétel (vi) része) adodik, hogy p=v. O
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4.10. Példa. A standard normalis eloszlast meghatarozzak a momentumai. Val6ban, ha & egy
standard normalis eloszlast véletlen valtozo, akkor E(£2%)=1-3--- (2k—1), k€N, és E(£26-1)=0,
k € N, melybdl adodik, hogy

|E(")| < n!, n € N.

Ezért a "7, Tr hatvanysor konvergencia sugara

1

> 1.
n/|EE™)

n!

lim sup,,_,

gy alkalmazhatjuk a 4.9. Tételt, melybdl adodik, hogy a standard normalis eloszlast meghata-

rozzak a momentumai. O

4.11. Tétel. Legyen & eqy véletlen vdltozd, hogy E(E") €R, n € Z,.

(i) Ha 1
(E (|€| )"

lim sup ————— < 00,
n—oo

akkor az (") € R, n € Z,, momentumok egyértelmﬂ’en meghatdrozzak & eloszldsdt.

(i1) Ha
E 2n %
limsupM < 00,
n—o00 2n

akkor az E(£") € R, n € Z,, momentumok egyértelmien meghatdrozzdk & eloszldsdt.

4.12. Kovetkezmény. Ha & egy korldtos véletlen vdltozd, akkor & momentumai (melyek vége-

sek) egyértelmiien meghatdrozzdk & eloszlasdt.

4.13. Példa. Legyen £ egy p-ed rendt és A-paraméterti Gamma eloszlasu véletlen valtozo, ahol
A >0 és p>0. Megmutatjuk, hogy £ momentumai egyértelmiien meghatarozzak £ eloszlasat. A
4.11. Tétel (ii) részében szerepl feltételt ellendrizziik le. Ismert, hogy

L(p+n)

N.
F( ))\n, n e

E(£") =
gy a Stirling formula alapjan adédik, hogy

1

(E(E) _ 1 (F(p+2n)> w1 (F(p+2n)) o 1 (\/ﬁ(p+2n)p+2n—;e(pﬂn)> o
2n o C(p)\2» 2 \n [(p) 2An I'(p)

5 48) ()

amint n — oo.
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Az alabbiakban felhasznaljuk, hogy ha (a,),en egy pozitiv szdmokbol allo sorozat, melyre
lim,, o “Z—:l = A € (0,00), akkor lim,, . {/a, = A.

Mivel
. p+2n
lim =
n—oo P+n

—_

Y

kapjuk, hogy
lim (p+2n)% =1

n—oo
Ezért
(E(g)e 1
2n e
amint n — oco. Teljestil tehat a 4.11. Tétel (ii) részének feltétele. O

Megjegyezziik tovabbé, hogy a Carleson teszt bizonyos sorok divergencidjanak nyelvén fo-

galmaz meg elegendé feltételt a momentum problémara.

4.14. Definicié. Legyenck X,,:Q—R? neN, és X:Q—R? véletlen vektorok. Azt mondjuk,
hogy az (Xn)neny Sorozat eloszldisban konvergdl X-hez, ha Fx () — Fx(x) az Fx
minden = € R? folytonossdgi pontjdban. Jeldlése: X, 'S

4.15. Tétel. (Folytonossagi tétel, Paul Lévy) Legyenek X, : Q — R¢, n € N véletlen vek-

torok.

(i) Ha létezik olyan X : Q2 — Re wéletlen vektor, hogy X, 2, X, ha n— oo, akkor

lim  sup |ex,(t)—px(t)=0, vV §>0.

OO {teRe: ¢ <5}
Specidlisan, tetszdleges t € RY esetén ox, (t) — ox(t), ha n — oco.

(ii) Ha tetszdleges t € R esetén létezik lim, .o ¢x, (t) =: o(t), és ¢ folytonos a 0€ R?
pontban, akkor létezik olyan X : Q — R wvéletlen vektor, hogy ©x =, és X, 2, X,

ha n — oo.

4.16. Tétel. (Folytonossagi tétel, Paul Lévy) Legyenek X,,:Q—R? neN, és X :Q—R?

véletlen vektorok. Ekkor az aldbbi két dllitds ekvivalens:
(i) ¢x,(t) = ox(t), ha n— oo tetszdleges t € R esetén,
(i) X, 2y X, ha n— .

Az aldbbiakban arra mutatunk egy példat, hogy a folytonossagi tétel (4.15. Tétel) (ii) ré-
szében nem hagyhato el az a feltétel, hogy ¢ folytonos a 0 € R pontban.
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4.17. Példa. Minden neN esetén, legyen X,, egyenletes eloszlasi a (—n,n) intervallumon,

azaz X, -eloszlasfiiggvénye Fx, :R — [0,1],

0 ha =z < —-n,
FXn (I) — 172+—nn ha —_!n<x < n;
1 ha x >n.
Ekkor lim,,_ Fxn(fﬂ):%a

nos, de nem eloszlasfiiggvény, igy X,, nem konvergal eloszlasban, amint n— oo. Ellengrizhetd,
hogy X, karakterisztikus fiiggvénye (lasd a késGbbi 5.17. Allitast)

r€R, ahol a hatarfiiggvény, azaz az azonosan 1/2 fiiggvény folyto-

sin(nt) ha t7£07

ex, () = it n €N,
1 ha t=0,
és igy
0 ha t#0,
lim @y, (1) = 7
nreo 1 ha t=0,
mely a 0-ban nem folytonos fiiggvény. O

4.18. Tétel. (Momentumok mddszere gyenge konvergencia bizonyitasara) Legyenek X,,,
neN, és X véletlen vdltozok. Tegyiik fel, hogy E(X])eR, neN, reZ,, ésE(X")eR, reZ,.
Ha X eloszldsdt meghatdrozzdk a momentumai és

lim E(X7) =E(X"), reN,

n—oo
akkor Xni>X, ha n — oo.

A 4.8, 4.10. és 4.13. Példak alapjan a 4.18. Tétel elvben hasznalhatoé standard normé-
lis eloszldshoz vagy Gamma-eloszlashoz val6 gyenge konvergencia bizonyitasara, viszont nem

hasznalhaté lognormalis eloszlashoz valé gyenge konvergencia bizonyitasara.

4.19. Példa. (Standard normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye) Legyen X egy
standard normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo. Tobb modszer is ismeretes X karakterisz-
tikus fiiggvényének meghatarozasara, itt harom modszert mutatunk be.

1. médszer: differencidlegyenleteken alapul. Ekkor

. 1 o2
ox(t) E(e‘tX):/ e ez dx

00 V2T

> 1 o2 o 1 o2
cos(tx) e 2 dr+i sin(tz) ez dx
o V2 /_Oo V2

> 1 22
cos(tx) e 2 du, teR,
/—oo V 2T
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xQ
ugyanis ellendrizziik, hogy ffooo sin(t:c)\/%e_T dz=0, teR. Egyrészt tetsz6leges t€R esetén

o 1 o2
sin(tx) ez do
/oo V 2w

x 12
integral véges (hiszen ‘ffooo sin(tx)ﬁef? dx‘ < [T LeTdr=1), masrésst Rz
22

2 paratlan fiiggvény, és igy

a

sin(tm)\/%?e

> 1 . 0 1 .2 > 1 .2
/ sin(tx) \/2_6_7 dz = / sin(tx) \/2_6_7 dx+/ sin(tx) \/2_6_7 dz

& 1 22 & 1 22
= — sin(tx e 2 dx—l—/ sin(tz e 2z dz=0.
| sintea) = [ sinfta)——=

Megjegyeziik, hogy mivel X 2 _X, a4.2. Tétel (xii) része alapjan px(t) € R, t € R, igy ebbdl

is adodik, hogy

o0

ox(t) = Re(px () = / cos(tz) j2_ﬂ

Mivel E(]X|) < oo, a 4.2. Tétel (ix) része alapjan ¢x folytonosan differencialhato és

2
_x
e 2 dx.

(o) 1 2
(1 :/ —sin(tx)-x ez dx, teR.
@X() . ( ) \/%

Parcialis integralassal kapjuk, hogy

' (t) = |si 1’§w—oocosxle’§x:— =—
(pX(t){sm(tx)\/%e 100 /_Oot (t >\/ﬁ dz =0—tex(t) tox(t)

+2

minden t € R esetén. Igy, felhasznélva, hogy ¢x(t) € R, t € R, kapjuk, hogy ¢x(t)=Ce =,
t € R, alkalmas C €R valasztassal. Mivel ¢x(0) =1, kapjuk, hogy C =1, ésigy

ox(t)=e" 7, teR.

2. modszer: Fourier-transzformacion és differencidlegyenleteken alapul. Tekintsiik az f: R —
+2

R, f(t):= e_é, t € R, fiiggvényt. Ekkor f'(t) = —te” 2, t € R, és

£

t2
f(&)+tf(t)=—te™ 2 +te” 2z =0, teR. (4.11)
Tekintsiik f-nek az alabbi mo6don definialt ]? Fourier-transzformaltjat :
f@y:/‘f@miMa, wER.

Mivel f és f'is integralhato, véve (4.11) mindkét oldalanak Fourier-transzformaltjat, a Fourier-

transzformalt tulajdonsagai alapjan, kapjuk, hogy
if(t)+if ()=0, teR,
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melybdl adodik, hogy
tf+f'(t)=0, teR.

Lathatjuk, hogy f és fugyanazt a szeparabilis differencidlegyenletet elégiti ki, melynek altala-
+2
nos megoldéasa (felhasznélva azt is, hogy f valos értéki) Ce™ 2z, t€R, ahol C'€R egy tetszdleges
- -~ +2
konstans. Igy f(t) =Ce 7z, t €R. A C konstans értéke az alabbi moédon hatarozhato meg:

= / f(t)e ™0t dt = / e 7 dt = V2.
~ 2
Ezért f(t) =v2me™ 2, t € R, azaz

o . 22 2

/ e Ty dr =V 27re’t7, teR,
. . 42

melybdl, forméalisan ¢ helyett —t-t irva, kapjuk, hogy px(t) =e" 2, t € R.

3. médszer: komplex fliggvénytanon alapul. Tetszéleges t € R esetén
ltX z? > d li 22
t) "2dr=-— lim
ex() / V 27r V21 R—o0 \/

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy ¢ > 0 (a t < 0 eset hasonloan kezelhets). TetszGleges R > 0
esetén tekintsiik azt a téglalapot, melynek csucsai (—R,0), (R,0), (R,t) és (—R,t). Jelolje Tx

ezen téglalap oldalai altal meghatarozott, az éramutato jarasaval ellentétes iranyitasia gorbét.

2 dx.

A szébanforgo oldalak az alabbi moédon paraméterezhetéek:

{z:2z€[-R,R]}, {R+iz:z €]0,t]},
{—z+it:x € [—R, R|}, {—R—iz:z €[-t,0]}.

1tz

22
Komplex fiiggvénytanbdl ismert, hogy a C > z +— e"?e™ 2 analitikus fiiggvénynek a T zart

gbrbén vett integralja 0, ahol R > 0 tetszéleges. Igy

R " 22 t (Rt (R+iz)?
0= e~ T dp+ [ D=3 (g
-R 0

R , 0 _
+/ eit(_$+it)e_(z;rlt)2-(—1)dx+/ eit(_R_ix)e_ﬂ-(—l)dx (4.12)
-R —t

:5IR,1+IR,2+]R,3+]R,47 R>0.

Itt
R 2 2 2 R 2
Citr—t2 T et - -z
IR,?,:—/ e oy IS = —e 2/ e 7 du,
"R “R
és igy

oo
. _i i
lim Ip3=—e" 2 e —v2me 2.
R—oco 7 oo
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Tovabba,

_ R242izR—2?
e 2

t
g/
0

t 2 2 2 t 2
—R°+= _RZ zZ
dx:/e 2 dr=e 2/e2 dz,
0 0
és igy limp_,oo Ir 2 = 0. Hasonloan,

0 0 R2+ R2 0 2
- z £ x_
|IR,4|</ dx—/ e dr=e" 2 / e? dx,
—t —t —t

és igy limpg oo [p4 = 0. Ezért (4.12) alapjan

R +21;LR ac
e

R

i z? _i2
}%lm e do =V2me 7, t>0,
— 00
R

2
és gy ox(t)=c 7, teR. O

4.20. Definicié. Ha az X : Q — R? wéletlen vektor koordindtdi nemnegativ egész értékeket
vesznek fel, azaz X a Zi halmazba koncentrdlodik, vagyis P(X € Zi) =1, akkor X =
= (X1,...,X4) generdtorfiiggvénye a

GX(Z) = GX17 ’Xd(Zl, Ce ,Zd) = E(ZX) ]E(chl s Zc)l(d>

_Z Zz 2B P(X =Ry, X = k)

ki=0  kq=0
d-vdltozds komplex hatvdnysor dsszegfiigguénye (ahol létezik).

Ez a hatvanysor abszolut konvergens a
{(21,...,29) €CY: |21 <1, 2g < 1)
halmazon, és X karakterisztikus fliggvénye a
ox(t) = px(ty, ... ta) =Gx (e, ... &™), t=(t,...,1;) €R?

periodikus fiiggvény (ox (t+k2m)=px(t), teRY, k€Z, ahol t+k2r=(t;+k2m,... tg+k2m)").

A generatorfliggvény tulajdonsagait foglalja Ossze a kdvetkezd allitas.

4.21. Tétel. (i) Gx(1,...,1)=1.

(ii) Gx analitikus a {(21,...,29) €C¥:|z| < 1,...,]|z4] <1} halmazon.
(i) Tetszdleges ki,..., kq € Z, esetén

o ... G (0,...,0)

P(X1 =k, ..., Xg=kq) = rileeor,!
ey
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(iv) Egyértelmiségi tétel generdtorfiigguényekre: Px =Py <= Vaec[-1,1]¢ esetén Gx(v)=

(v) Ho X és Y figgetlenek, akkor Gxiy(z)=Gx(2)Gy(2) a {(21,...,24) € C?: |z] <
L,..., |24l <1} halmazon.
(vi) Tetszdleges ry,...,rq € Zy esetén
E(X{'-- X)) <oo <= 0'...0/Gx(1—,...,1—) < o0,
€s
ot ..0yGx(1—,...,1-)

=EXi(Xi—1) - (Xg—m+1)- - Xg(Xg—1) - (Xg—1q+1)).

4.22. Tétel. (Folytonossagi tétel generatorfiiggvényekre) Legyenek X :Q—R? és X,,:
Q—RY, neN olyan véletlen vektorok, hogy P(X € Z4)=1 és P(X,€Z%)=1, neN.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) X, 2 X, ha n— oo,
(i) P(X,=k) = P(X =k), ha n— oo minden k€ZL esetén,
(iii) Gx, (z) = Gx(z), ha n— o0 minden x€[—1,1]? esetén.

4.23. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy d =1 esetén, ha létezik olyan a € (0,1) és olyan
G :[—a,a] - R fiiggvény, hogy lim, .. Gx,(z) =G(z), VY z € [—a,a], akkor

G =Y mt  ze(-aa),
k=0

ahol py:=lim, o P(X,, =k), k€Z;. A nemnegativ (pg)rez, sorozatra azonban altaldban
nem teljesiil, hogy > ;- pr =1, azaz nem biztos altalaban véve, hogy (py)rez, valosziniség

eloszlas. Az alabbiakban egy példat mutatunk, amikor (pi)rez, nem valosziniség eloszlas. Ha

tetszGleges n€N esetén X, egy olyan valosziniiségi valtozo, hogy P(X,=0)=P(X,=n)= %,

akkor Gy, (z) ==, z€R, és lim, o Gyx,(z) =3 = G(z), ha z€(-1,1). Tovabba,

. 3 ha k=0,
pr = lim P(X,, =k) =
n=00 0 ha k0,
gy G(z)=> 2 ypkz", z€(-1,1), azonban Y~ pr = % # 1. O

4.24. Definicio. Ha az X = (X1,...,Xq) : Q@ = R? wéletlen vektor koordindtdi nemnegativ
értékeket vesznek fel, azaz X az Ri halmazba koncentrdlodik, vagyis P(X ERi) =1, akkor
X Laplace-transzformdltja 1y :IRSlr — R,

ahol s € ]Ri.
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Ha P(X €Z%)=1, akkor
Yx(81,...,80) =Gx(e ™, ..., e %), (S1,...,84) € R‘i,
Gx(z1,...,2q) =0Ux(—logxy,...,—logxy), (z1,...,24) € (0,1)%.
A Laplace-transzformalt tulajdonsagait foglalja Ossze a kdvetkezs allitas.
4.25. Allitas. (i) 0 <y <1, és ¥x(0)=1.
(ii) vx analitikus a (0,00)* halmazon.

(i) Egyértelmiségi tétel Laplace-transzformdltakra: Px =Py akkor és csak akkor, ha 1y =

=y
(iv) Hao X és Y figgetlenek, akkor x.y =vxiy.
(v) Tetszdleges r1,...,1q € Ly esetén
E(X{'-- X)) <oo <= 0.0 x(0+,...,04+) < oo,
€s
O Oy (04, ..., 04) = (= 1)+ B (XY X,

4.26. Tétel. (Folytonossagi tétel Laplace-transzformaltakra) Legyenek X :Q—R? és
X, : Q=R neN olyan véletlen vektorok, hogy P(X €R%)=1 és P(X,€R%)=1, neN.

Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek :
(i) X, 2 X, ha n— oo,
(i) ¥x,(s) = ¥x(s), ha n— oo minden seR% esetén.

Az alabbiak egy nemnegativ véletlen valtozé Laplace-transzforméltja és nem egész (tort)
momentuma kapcsolataval foglalkozunk N. H. Bingham, R. A. Doney: Asymptotic properti-
es of supercritical branching processes I: The Galton-Watson process, Advances in Applied
Probability, 6(4) 711-731 (1974) cikke nyoman (ahol &ltalanosabb eredmények is talalhatoak).

Legyen a tovabbiakban X egy nemnegativ véletlen valtozo, jelolje 1y (s) =E(e™*X), se Ry,
a Laplace-transzformaltjat. Legyen

fo(s):=1—tx(s) =E(1—e™¥),  s€eRy,
és, amennyiben E(X) < oo, akkor legyen
fi(s) = fo(s) =14+ sE(X) =E(e ™) =1+ sE(X) =E(e ** —=1+sX), seR,.

4.27. Tétel. Legyen X egy nemnegativ véletlen vdltozd, jelolje 1¥x(s) = E(e™*¥), se R, a

Laplace-transzformdltjdt.
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(1) Tetszdleges 5 € (0,1) esetén

1 1
E(X?)<oco = / fo(s)s™ 1P ds<oo, azaz / E(1—e*%)s 17 ds<oo,
0 0

(11) Ha E(X) € (0,00), akkor tetszdleges B € (0,1) esetén

1
E(X') < 0o = / fi(s)s2 P ds < oo,
0

1
azaz / E(e™* —14+5X)s > P ds < c0.
0

Bizonyitas. (i). Legyen S € (0,1), és J: R — R,

1
J(x) = / (1—e*)s 7P ds, reR,.
0

Ekkor a Fubini-tétel alapjan

1 - 1
1—e™* 1
J(x):/ © s_ﬂdsé/s_ﬁds:—<oo,
0 0

Ezért

1
/ E(1—e**)s 1P ds < oo = E(J(X)1{x>13) < 00.
0

Tetszbleges © > 1 esetén tekintsiik a J(x) := Ji(x)+ Jo(x) felbontést, ahol

8=

Ji(x) ::/ (1—e")s 1P ds,
O1
Jo(z) ::/ (1—e*%)s " ds.
1
Ekkor x > 1 esetén az sx =t helyettesitéssel adodik, hogy

Ti(z) = /01(1 et @) o i dt = 2 /01(1 ety g,
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és, az s = % helyettesitéssel,

1 1
Jo(z)= [ s17F ds—/ e s 1P ds

1

l

1
s P ds :/ P (—t7) dt (4.14)

xX
P dt amint x — 0o,

—

hiszen

1 ew —1— _ 1 -

JiestsTl Bds e sto [1 71 B ds
T

0< = <
fll s—1-8ds fll s1-8ds

=e 50 hax>2y>1

alapjan
fll e s 17 s
lim —— =0.
T—00 fl s—1-Bds

Felhasznalva (4.13)-et és (4.14)-t, kapjuk, hogy
E(J(X)1{xs13) <00 — E(XPLixs1y) < oo —  E(XP) < oo,

melybdl adodik az (i) rész allitasa.
(ii). Legyen B € (0,1), és tegyiik fel, hogy E(X) € (0, 00). Legyen X; egy olyan nemnegativ
véletlen valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye Fi : R — [0,1],

A (X xeay) = == [ tdFx(t) ha x>0,
F() = { B (XLixr)) = 5055 Jo tAFx (1) o
ax<0.

Az (i) rész alapjan
1
E(X?) < o0 = / E(1—e**1)s P ds < .
0

Tovabba,

E(X1) /0 2 Ay () = B(X) /0 h v &) +dFy(z)

=E(X) / T dF (z) = E(X) E(XP).
Igy 1

E(X'P) < 0o = E(1—e**)s 1P ds < co.
0
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Mivel
oo oo 1
1-E(e*%1) =1 —/ e dF(z)=1 / e " rdFx(z)
=]l-——E(Xe )= ——(1-E(Xe*¥ R
E(X) ( € ) E(X)< ( € ))7 RS +
kapjuk, hogy
1
E(X') < 00 = / (1-E(Xe**))s 1P ds < 00
0
1 /
= / ws_l—ﬁ dS < 00
0 E(X)
(4.16)

= /1(¢X(s)—1+SE(X))'3_1_Bds<oo

1
= / fl(s)s71 7P ds < 0.
0

Az aldbbiakban felhasznaljuk azt, hogy ha h: (0,1] — R, egy monoton névekvs fiiggvény,
melyre az fol h(t) dt improprius integral véges, akkor limy o th(t) = 0. Ezt a kovetkezé modon
lathatjuk be. TetszGleges € > 0 esetén létezik olyan xz. > 0, hogy [; h(t)dt <e, ha z € (0, z.).
Ekkor tetszdleges x € (0, x.) esetén teljesiil, hogy

gh(x/Q): <x—g> h(z/2) = h(z/2) / 1dt:/$ h(x/?)dtg/w h(t)dtg/xh(t)dt<5.

z/2 /2 z/2

A W(s):= fi(s) =E(e™ —1+5X), s € Ry, illetve h(s):= f{(s) =E(X(1—e%%)), se Ry,
valasztasokkal fogunk majd élni, melyek lehetséges valasztasok, hiszen fi(s)>0, se R, melybdl
kovetkezik, hogy f; monoton névekvé.

Belatjuk, hogy

1 1
/ fil(s)s7 P ds < o0 = / fi(s)s7* P ds < o0,
0 0

melybdl (4.16) alapjan kovetkezik a (ii) rész allitasa.
Ha fol f1(s)s717#ds < oo, akkor lim,g fi(s)s™? = 0, azaz lim,g fiij) = 0. Igy a LHospital
szabdaly alapjan, kapjuk, hogy lim, f: }(fﬁ) = 0. Tovabb4, parcialis integralas segitségével,

[ s 0= 5 -y (B w0 [ w2

1 (4.17)
:f1(1)+(1+ﬁ)/0 fi(s)s™27 P ds,

amibdl kovetkezik, hogy fol fi(s)s727Fds < oo,
Ha, fol f1(s8)s727F ds < oo, akkor limo f1(s)s™ 177 =0, és igy parcialis integralas segitségével,
(4.17) alapjan, kapjuk, hogy fol fi(s)s7 7P ds < . O
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5. Nevezetes eloszlasok

5.1. Definicid. Legyen p € [0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozé p pa-

raméterd Bernoulli-eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0 és 1, és eloszldsa

P(X =1)=p, P(X=0)=1-p.
Ha A€ A egy esemény, akkor az

1 ha A bekovetkezik,
0 ha A nem kovetkezik be

véletlen valtozo Bernoulli-eloszlasu P(A) paraméterrel.

5.2. Allitas. Legyen X eqy p paraméterd Bernoulli-eloszldsi véletlen vdltozd, ahol p e [0,1].
Ekkor

(i) X generdtorfiggvénye:
Gx(z)=1—p+pz=1+p(z—1), z€C,
(ii) X Laplace-transzformdltja:
Ux(s)=1—p+pe*=1-p(l—e®), seRy,
(i) X karakterisztikus figgvénye:
ox(t)=1—p+pet=1+p(e’—1), teR.

5.3. Definicid. Legyen neN és pel0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozo

(n,p) paraméterd binomaidlis eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ..., n, és eloszldsa

n

P(X =k)= (k)pk(l—p)n_k, kec{0,1,...,n}.
Ha egy A€ A eseménnyel kapcsolatban n filiggetlen kisérletet végziink és

1 ha A bekovetkezik az i-edik alkalommal, ,
X; = 1=1,...,n,
0 egyébként,

akkor az X = X;+---4+X,, véletlen valtozd6 (n,P(A)) paraméteri binomialis eloszlasu, és
Xy, ..., X, figgetlen, P(A) paramétert Bernoulli-eloszlastak.

5.4. Allitas. Legyen X (n,p) paraméterd binomidlis eloszlisu véletlen vdltozd, ahol n € N
és pel0,1]. Ekkor
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(i) X generdtorfiggvénye:
Gx(z)=(Q—p+pz)"=Q1+p(z—-1))",  z2€C,
(ii) X Laplace-transzformdltja:
Ux(s)=(1—p+pe )'=(1—p(l—e"*))", seR,,
(iii) X karakterisztikus figgvénye:
px(t)=(1—p+pe")"=1+p(e’~1)", teR

5.5. Definicié. Legyenek n, N,M €N gy, hogy M < N. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét
véletlen vdltozd (ny M, N — M) paramétertd hipergeometrikus eloszldsi, ha olyan egész
k értékeket vehet fel, melyekre teljesil 0 < k<n, k<M és n—k<N—M, és eloszldsa

Wle=9)
()

Ha egy dobozban M piros és N —M fekete goly6 van, és visszatevés nélkiil huzunk ki n

P(X =k)=

golyot, és X jeloli a kihuzott piros golyok szamat, akkor az X véletlen valtozo (n, M, N —M)

paraméteri hipergeometrikus eloszlasii.

5.6. Definicio. Legyen reN és pe(0,1]. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozo
p paraméterd r-edrendd negativ binomaidlis eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ...,
és eloszldsa " .
+r—
P(X:k):( .1 )pr(l—p)k, ke{0,1,...}.

A p paraméterd elsérendd negativ binomidlis eloszldst p paraméterd geometriat eloszlds-
nak is hivjdk.

Ha egy A € A eseménnyel kapcsolatban fiiggetlen kisérleteket végziink és az A r-edik
bekovetkezéséhez sziikséges kisérletek szama r+ X, akkor az X véletlen valtozo P(A)

paraméteri r-edrendd negativ binomiélis eloszlast.

5.7. Allitas. (Elsérendii negativ binomialis (geometriai) eloszlasok konvolicibja)
Legyen reN és pe(0,1]. Ha az Xi,..., X, wvéletlen viltozok fiiggetlenek és p paraméterd
elsdrendd negativ binomidlis (geometriai) eloszldasiak, akkor az Xi+---+ X, wvéletlen vdltozd

p paraméterd r-edrendid negativ binomidlis eloszldsi.

Bizonyitas. Tekintsiik egy kisérlet fiiggetlen ismétléseit, és egy p valoszintiségii A€ A esemény
bekovetkezéseit. Ekkor a korabbiak alapjan, ha r+ X jeloli az A r-edik bekovetkezéséhez

sziikséges kisérletek szamat, akkor az X véletlen valtoz6 P(A) =p paraméteri r-edrendi
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negativ binomiélis eloszlast. Jelolje tovabba 1+ X, azt, hogy az A hanyadik ismétlés soran

kovetkezik be elgszor, 14+ X5 azt, hogy az els6 bekovetkezés utdn hanyadik 1épésben kovetkezik

be Gjra A, és igy tovabb. Nyilvan X, X,,... fiiggetlen p paraméterd els6rendd negativ
binomialis eloszlast véletlen valtozok, és r+X = (14+X,)+---+(1+X,), azaz X =X1+---+
+ X,., bizonyitva az allitast. (l

5.8. Allitas. Legyen X p paraméterd r-edrendd negativ binomidlis eloszldsi véletlen vdltozd,
ahol T €N és pe (0,1]. Ekkor

(i) X generdtorfiggvénye:

/_\\
\_/
I
m
(@)
=
A
—_

-

ahol p=1 esetén fp =

(ii) X karakterisztikus figguénye:

px(t) = (ﬁ)r, teR.

Bizonyitas. Az 5.7. Allitas alapjan XgXl—i—' --+X,, ahol Xi,..., X, fliggetlen p paraméterd
els6rendi negativ binomialis eloszlasu véletlen valtozok.

(i). A 4.21. Tétel (v) pontja szerint X generatorfiiggvénye:

Gx(2) = Gx,(2) - Gx,(2) = (Gx, (2))",

ahol
Gx,(2) =B =) Zp(l-p) =p) (2(1-p))" = %,

ahol z € C olyan, hogy |z(1—p)| <1, melybdl kovetkezik a bizonyitando6 allitas.
(ii). A 4.2. Tétel (viii) pontja szerint X karakterisztikus fiiggvénye:

px () = ¢x, () - ox. (1) = (px, (1), tER,

ahol
t ltXl itk 1 — # te R
P (1) Ze p(1=p)* kz 1—eit(1—p)’ ’
hiszen |e(1—p)| =1—p € (0,1), melybdl kivetkezik a bizonyitando allitas. O

5.9. Allitas. (Elsérendii negativ binomialis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga) Ha az X

véletlen vdltozd p paraméterd elsérendi negativ binomidlis eloszldsi, ahol p € (0,1], akkor
PXZ>k+l| X >2k)=P(X >1), k. 0e{0,1,...}.
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5.10. Definici6. Legyen A € R,.. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozo A pa-

raméterd Poisson-eloszldsu, ha lehetséges értékei: 0, 1, ..., és eloszldsa
P(X=Fk)=—¢e", ke{0,1,...}.

5.11. Allitas. Legyen X X paraméterd Poisson-eloszldsi véletlen vdltozd, ahol X\ € R..
Ekkor

(i) X generdtorfiggvénye:

(ii) X karakterisztikus figguénye:

Gx(Z)—]E(ZX>—ZZkEe_/\ e—AZ ( ;‘) — oM
k=0 ' k=0 ’
(ii). Tetszoleges t € R esetén
‘ O Nk (i) .
ox(t) = E(eY) = Zeltkyef)\ oA Z ( Z‘) — e AN
k=0 ’ k=0 ’

g

5.12. Allitas. (Binomialis eloszlas kozelitése Poisson-eloszlassal) Ha X,, n€N, bi-
nomidlis eloszldsi véletlen vdltozok (n,p,) paraméterrel, és np, — X € (0,00), ha n— oo,

akkor Xn&X, ha n— oo, ahol az X wéletlen vdltozé X\ paraméteri Poisson-eloszldsi.

Az 5.12. Allitas bizonyitasa soran sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara.

5.13. Lemma. Legyen z€ C és {z,, n € N} komplex szamok egy sorozata, hogy z, — z,
ha n — oo. FEkkor
(1—1—2—”) — €, ha n — oo.
n

Re(

Bizonyitas. Mivel lim,,_,, 2, = z, kapjuk, hogy lim,, TZ”) =0 és lim,,_oo % =0. Igy elég

nagy n € N esetén

Re(z,) 2 Im(z,) 2 , %
Ty 1= 1+ + és P = arctan | —f=——~1 .
n n 1 4 Relzn)

n

ahol
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Ezért elég nagy n € N esetén (1+22)" = rrelnen, Itt

2 2\ 2
lim r; = lim <(1+Re(%)) + (Im(zn)) >
n—00 n—00 n n

mvm+ma%w+am%W)3

n—00 n n2 n2

= lim (1+2

= lim (1+

n—o0

SRS

_ (eQRe(Z))% — eRe(z)

hiszen lim,,_,~ z, = z miatt

lim (2 Re(z) + el (Im<2”))2> — 2Re(2).

n—00 n n

Tovabbé, felhasznalva, hogy

z—0 €T z—0 1

kapjuk, hogy

Im(zn)
arctan | —2—
Im(z’ﬂ) 1+ Re(ylzn) .
() Lm0y = lim n

Im(z,)
m = Im(z)

n

P = 0 Ry

_n
n 1+ Re(zn)

Igy N
lim (1 + _n> — eRe(z)eiIm(z) — e
n—oo n

O
Az 5.12. Allitas bizonyitasa. Ha megmutatjuk, hogy tetszéleges t€R esetén px, (t)—px (1),
amint n — oo, akkor a folytonossagi tétel (lasd 4.16. Tétel) alapjan kovetkezik az allitas. Az
5.4. és 5.11. Allitasok alapjan ehhez azt kell megmutatnunk, hogy tetszéleges ¢t € R esetén

(I4pa(e—1))" = "V ha np, — . (5.1)
Ekkor

(et -1y = (14220

n

és a feltétel miatt np,(e —1) = A(e —1), ha n — +oo. Az 5.13. Lemma alapjan kapjuk
(5.1)-t. Megjegyezziik, hogy a 4.22. Tételt felhasznalva is bizonyithatnank az allitéast. O
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5.14. Definici6. Legyen NeN. Azt mondjuk, hogy az X diszkrét véletlen vdltozo egyenletes

eloszldsu a {0,1,...,N —1} halmazon, ha

1
P(X=k== ke{0l.. N-1}.

5.15. Allitas. Legyen X egyenletes eloszldsi véletlen vdltozé a {0,1,...,N—1} halmazon,
ahol N € N. FEkkor

(i) X generdtorfiggvénye:

2ol pg zeC\{1},
ha z=1.

(i) X karakterisztikus fiigguénye :

STl ha eteC\{1},

et , teR.
ha =1,

1 . . +
gpx(t):N(l_i_elt_i_____i_elt(]\ffl)): N

1
5.16. Definici6. Legyen a,b€R gy, hogy a<b. Azt mondjuk, hogy az X abszolit folytonos

véletlen vdltozd egyenletes eloszldsi az (a,b) intervallumon, ha siriségfiggvénye:

7 ha z€(ab),

fx(@)=4"
0 eqyébként.

5.17. Allitas. Legyen X egyenletes eloszldsi az (a,b) intervallumon, ahol a<b, a,beR.
Ekkor X karakterisztikus fiigguénye:

eibt_eiat
px(t)={ 2 70
1 ha t=0.

Bizonyitas. Tetsz6leges t € R esetén

) b ) 1 1 b 1 b
ch(t):E(e‘tX):/ e‘txmdx:b_a/ Cos(tx)dx—i-i-b_a/ sin(tx) dz.

Ha t =0, akkor ¢x(t) = 1. Ha t # 0, akkor

b
/ cos(tzr) dx =
o
/ sin(tx) dz =

97

(sin(tb) —sin(ta)),

( cos(ta) — COS(tb)) )

Sl I
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és igy

ox(t) = ! ( sin(tb) —sin(ta) +icos(ta) —1i cos(tb))

i(b—a)t’

— ( cos(tb) +isin(tb) — cos(ta) —i sin(ta)) —
O

5.18. Allitas. (Folytonos egyenletes eloszlas kozelitése) Ha X,, n €N, egyenletes el-
0szldsi véletlen vdltozok a {0,1,...,n—1}, neN, halmazokon, akkor % i>X, ha n— o0,

ahol az X wéletlen vdltozd egyenletes eloszldsi a (0,1) intervallumon.

Bizonyitas. Ha megmutatjuk, hogy tetszbleges ¢ € R esetén ¢x, /n(t) = @x(t), amint
n — 0o, akkor a folytonossagi tétel (lasd 4.16. Tétel) alapjan kovetkezik az allitas. Az 5.15. és
5.17. Allitasok alapjan

1 eft—1 il
- Xa t 5 ha e'n € C\ {1},
Px,m(t) =E(e") = px, <ﬁ) =g et . tER,
1 ha e'n =1,
és
elt—1
1 ha t=0.

Ha t=0, akkor lim, ,. ¢x,/n(t) =1lim, o1 =1=¢px(t). Ha t#0, t€R, akkor létezik
olyan ng € N, hogy tetszéleges n > ng, n € N, esetén e'n = cos(L)+isin(L) #£1, és gy

n n
eit_l eit_l eit_l

lim ¢y, /n(t) = lim ST ) = = px(t).

Sl

n—oo n—oo et

3|+

4

5.19. Definici6. Legyen A\ > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolit folytonos véletlen vdltozo

A paraméterid exponencidlis eloszldsi, ha siriségfiigguénye:

Xe ™ ha x>0,
fx(z) =
0 eqyébként.

Ha X A >0 paramétert exponencialis eloszlast véletlen valtozo, akkor eloszlasfiiggvénye:

Fr(a) 1—e™ ha x>0,
x\T)=
0 egyébként.

5.20. Allitas. Legyen X eqy véletlen vdltozd. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

98



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

(i) Az X wvéletlen vdltozd exponencidlis eloszldsi.
(ii) (Orokifjn tulajdonsag) Tetszdleges x,y € R, esetén P(X >1y) >0 és
PX>y+z|X >y =P(X >2x).

(iii) Tetszdleges xR, és az X wvéletlen vdltozotdl figgetlen, nemnegativ Y wvéletlen vdltozo
esetén P(X >2Y)>0 és

P(X>Y+z|X>Y)=P(X >uz).

Bizonyitas. (i)==(ii). Legyen X X >0 paraméterd exponencialis eloszlast véletlen véaltozo.
Tetszoleges z,y € Ry esetén, P(X > y) =1—Fx(y) =e ™ >0 és a feltételes valoszintseég
definici6ja alapjan

PX>y+tz,X>y) PX>=ytz) e e

P(X > X >y = = = =e T =PX >u).
Xyl X >0 =""FF5y) Py em ¢ T PXED)

(ii)==(i). Vezessiik be az X véletlen valtozo tulélési fiiggvényét: F:R — [0,1],
F(x):=1—-Fx(z) =P(X > 1), zeR.
A (ii) feltétel miatt tetszoleges x,y € R, esetén F(z) >0 és

Flz+y) PX>zz+y) PX>Zyt+z,X>y) B =
o) PX>y) PX>y) =PX2y+a| X >y)=P(X >2)=F(z).

ley F(z+y)=F(x)F(y) tetszéleges z,y € R, esetén. Mivel F(x) >0, »€R,, vehetjiik

az el6z6 egyenlet logaritmusét :
In(F(z+y)) =In(F(z)) +In(F(y)), 2,y €Ry,

mely az Gn. Cauchy-féle fiiggvényegyenlet. Mivel F monoton csokkend és balrdl folytonos,
kapjuk, hogy In(F) monoton csékkens az R, = [0,00) nemnegativ félegyenesen és balrol
folytonos a (0,00) pozitiv félegyenesen. Ismert, hogy ekkor a fenti Cauchy-féle fiiggvényegyenlet
megoldasa In(F(x))=cr, v € Ry, alaki, ahol ¢c€R paraméter. Mivel In(F(x)) € (—00,0],
r € R, kapjuk, hogy ¢<0. Tovibb4, c=0 esetén In(F(x))=0, v €R,, azaz F(z)=1,
r€R,, azaz F(x)=0, x € R,, mely ellentmondas, hiszen F' eloszlasfiiggvény. Ezért ¢ <0,
és igy létezik olyan A >0, hogy c= —)\, azaz In(F(2)) =Xz, v €R,. lgy F(z)=e"?,
reR,, amibsl Fx(r)=1—e** zeR,, és =0 valasztassal Fx(0)=0, azaz P(X>0)=1.

Ezért X exponencidlis eloszlasi A >0 paraméterrel.
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(ii)=(iii). Felhasznélva, hogy Y nemnegativ és fliggetlen X-t6l, tetszéleges x € R,
esetén a teljes valoszintség tétele (lasd 8.19. Tétel (i) része) és a 8.14. Tétel (ii) része alapjan
PX2Y+2,X2Y) PXZ2>2Y+x)

P(X>Y) P(X >Y)
T P(X Y 42| Y =y) Py(dy)
P(X >Y)
o P(X >y +a) Py(dy)
P(X >Y)
Jy P(X 2 y+a| X > y)P(X >y) Py(dy)

PX>Y+az|X>Y)=

CJTPX > 2)P(X > y) Py(dy)

B P(X >Y)

[ZP(X > y) Py(dy)
P(X >Y)

ahol az utolsé egyenlség (az el6zéekhez hasonloan) abbol kovetkezik, hogy

=P(X >x)

=P(X > z),

/OOO]P’(X > y) Py (dy) :/OOOIP’(X >Y|Y =y) Py(dy) =P(X >Y).

(iii)=(ii). Tetszoleges y € R, esetén éljiink az Y (w):=y, w €, valasztassal, mely egy
nemnegativ, X-t6l fliggetlen véletlen valtozo. (l

5.21. Allitas. Legyen X )\ paraméterd exponencidlis eloszldsi véletlen vdltozd, ahol X\ > 0.
Ekkor

(i) X Laplace-transzformdltja:

Bizonyitas. (ii). Tetszsleges ¢ € R esetén
ox(t) =E(™) = / e \e™ dz :/ cos(tx) e " dx—i—i/ sin(tx) e dx.
0 0 0
Kétszeri parcialis integralassal kaphatjuk, hogy tetszéleges t € R esetén

/ cos(tz) e ™ dz = [— cos(tx)e_m] —/ tsin(tr)e M dr=1-— t/ sin(tz)e ™ da
0 z=0 0 0

—1- (t[sin(tx) <—%> e*”} ::o —t/oootcos(tx) (—%) e dx)

t2 - -z
=1-— cos(tx)e " dux,
A Jo

=00
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és igy
t2 o0
(A-i— —) / cos(tz)e ™ dz = 1.
A Jo
Bzért - )
/0 cos(tz)e ™ do = i

Hasonloan, tetszéleges t € R esetén

/ sin(tz)\e ™ dz = [— Sin(tx)e_’\“’} o +/ tcos(tz)e ™ do = t/ cos(tz)e ™ dx
0 0 0

=0
1 =00 o] 1
=t <[COS(W> (_X e_/\x] 0 _/0 (—t) sin(tx) (_X> e M\ dx)
2 e’}
= ; — % i sin(tx)e_’\aC dz,
és igy
A+ e /OO sin(tz)e ™ do = t
A 0 DY
Ezért

o t
/ sin(tr)e ™ dr = ——
0

Kovetkezésképpen, tetszGleges ¢t € R esetén

A2 A AMAFE) A AN
x =Gt e e ™ var —o—u- '

4

5.22. Definicié. Legyen m € R és o > 0. Azt mondjuk, hogy az X abszolut folytonos

véletlen vdltozé (m,o?) paraméterd normdlis eloszldsi, ha siriségfiigguvénye:

1 _ (acfm)2
fx(z)= e 202 | r €R.
2mo

A 4.19. Példa és a 4.2. Tétel (v) része alapjan (vagy a 6.3. Tétel speciélis eseteként) adodik
az alabbi allitas.

5.23. Allitas. Legyen X (m,0?) paraméterd normdlis eloszldsi véletlen vdltozd, ahol m€eR

és 0>0. Ekkor X karakterisztikus fiigguénye:

o'2t2

ox(t) =e™ 2, teR.

A kovetkez§ eredmény nemmaés, mint a centralis hatareloszlas-tétel de Moivre-féle alakja
(1738).
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5.24. Allitas. (de Moivre CLT, binomialis eloszlas kizelitése normaélis eloszlassal)
Ha X,, n€N, binomidlis eloszldsu véletlen vdltozok (n,p) paraméterrel, ahol p € (0,1),
alkor —Xn—me_ P X, ha n— o0, ahol az X wéletlen vdltozo (0,1) paraméterd normdlis

np(1—p)
eloszldsi.

Bizonyitas. Ha megmutatjuk, hogy tetsz6leges t € R esetén

O _xn-np_(t) = px(1), amint n — oo,

v/ np(l—p)

akkor a folytonossagi tétel (lasd 4.16. Tétel) alapjan kovetkezik az allitds. Az 5.4. és 5.23.
Allitasok alapjan

Px, (t) - (peit +1 _p)n’ Px (t) - e_t2/27 te R,

és igy
it Xn—np _ itnp it Xn
O _Xp-np (t):E e Vrr(-p) | = Vrr(-») E [ e Vrr(-p)
V/np(1—p)
_ itnp t _ itnp it n
=e \/np(lfp)(pxn T) =¢ Vnp(l-p) (pe\/np(lp)+1—p
np{l—p
it(1—p) it n . = ) n
_ (peer@_p)e \/m> _ <pe‘t 25’+(1_p)e—‘tm>
INARIEROR
: - ,
ahol

2n(t) := pe” 2 +(1—p)e v "i-m € C.

Az 5.13. Lemma alapjan, ahhoz, hogy megmutassuk, hogy

lim n-np (t) = t) = e t°/2 teR
nl}@@%() SOX() ’ )

elég azt belatni, hogy barmilyen t€R esetén lim,, o n(z,(t)—1)=—t?/2, melyet kétféleképpen
is megmutatunk.

Megmutatjuk, hogy tetsz6leges ¢ € R esetén

lim Re (n(z(t)—1)) = —g és  lim Im (n(z.(t)—1)) =0.
Ekkor
Re (n(z(t)—1)) =n {pcos (t %pp) +(1—p) cos (t n(lp—p)) _1] ,

Tm (n(z,(t) — 1)) =n [psin (t ﬂ) —(1-p)sin (t b )} .

np n(1—p)
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A L’Hoéspital-szabaly kétszeri alkalmazéasaval kapjuk, hogy tetszéleges ¢t € R esetén
lim Re (n(z,(t)—1))

n—00
. 1— 1— _ . _
—p s (t n—pp)t Tp(—%)n 3/2—(1—p)81n (lﬂ/ﬁ)t ﬁ(—%)n 3/2

= —Z
1-p p
" ~sin (t ” ) +sin (t n(l_p)>
= —5Vvp(l—p) lim ;
n—o0 n7§
b oo (B B () s (1 o ) 1 i (<h)

Hasonloan, A L’Hospital-szabaly kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy

lim Im (n(z,(¢)—1))

n—o0

T o () o ()

2

— L =) (0+0)=0,  teR

2

Belatjuk most egy méasik modon is, hogy tetszéleges t € R esetén lim,, oo n(z,(t)—1)=—
—12/2. Tekintsiik az alabbi felbontést:

n<zn(t)—1)_n[p(e“ it %)+(1—p)(e“¢E—1+it lp ))]

Mivel |6 —1—iz— @ <L 5 e R, kapjuk, hogy

2 3
it,/i=p 1— 1 1— 1— 2 t2].— 2
Vo 1ty L= (it —L) vo (|t (L) | =—=—Lrom ),
np 2 np np 2 np

és hasonléan )
s it L =L P o
‘ " n(1—p) 272(1—29)Jr (n7).

Igy tetszéleges t € R esetén

t? Lt | t? ! t?
n(z,(t)—1) = —§(l—p)+0(n*5)—§p+0(n*5) = —§—|—O(n’§) -3 ha n — oo.
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6. Tobbdimenzidés normalis eloszlas

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Y : Q — R? wéletlen vektor standard normdlis el-
oszldsi, ha Y =(Y1,...,Yy), ahol Yi,...,Y;: Q=R figgetlen, standard normdlis eloszldsi
valoszintségi vdltozok.

Azt mondjuk, hogy az X : Q) — R wvéletlen vektor normdlis eloszldsid, ha X eloszldsa
megegyezik AY +m  eloszldsdval, ahol Y : Q — R? standard normdlis eloszldsiy, A € R¥>*9,
és mcRY,

6.2. Megjegyzés. Ha X = (X1, X,) egy olyan véletlen vektor, hogy D?*(X;) >0, i=1,2, és
X1 —E(X1)
i\ [ /prx)
}/2 T X27E(X2)
VD (X2)
2-dimenzi6s standard normalis eloszlasi véletlen vektor, akkor
X1 —E(Xy) B X, —E(Xy)
D?(X1) D?(X>)
fiiggetlen 1-dimenzi6s standard normaélis eloszlasiak, és igy X, és X is fiiggetlenek és normalis

eloszlasiak. Tovabba,

X1\ (v/D2X) 0 Y, E(X;)
X,/ 0 D?(X,) ) \ Yz " E(X,) )’

és ezért a 6.1. Definicio szerint (X7, X») 2-dimenzios normalis eloszlast véletlen vektor, melynek
a koordinatai fiiggetlenek. Felhivjuk azonban a figyelmet, hogy a 6.1. Definici6 alapjan egy 2-

dimenzi6s normaélis eloszlast véletlen vektor koordinatai altalaban nem fiiggetlenek. U

6.3. Tétel. Egy X :Q —R? véletlen vektor akkor és csak akkor normdlis eloszldsi, ha karak-

terisztikus fligguénye
1
@x(t) =exp {i(m,t>—§<Dt,t>}, t € R

alaki, ahol m € RY, és D € R szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtriz, azaz DT = D,
valamint tetszéleges t € R? esetén (Dt t) > 0. Tovdibbd m=E(X), D= Cov(X).
Ha D invertdlhato, akkor X abszolit folytonos, és siiriségfiiggvénye

1 1, ;
fx(x) = (27r)ddet(D)eXp{_§<D (w—m),x—m)}, xr e R

Bizonyitas. Ha Y :Q — R? standard normalis eloszlast, akkor a 4.2. Tétel (viii) része és a

4.19. Példa alapjan tetszéleges t € R esetén

d
oy (t) = BT = [ E(eh) = [ [ e 9% = e M
J=1

7=1 =
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Ezért, ha X : Q — RY normalis eloszlasi, akkor a 6.1. Definicié alapjan X 2 AY +m, ahol
Y :Q— R? egy standard normalis eloszlast véletlen valtozo, A € R4 és m e R%. Igy tetszéleges
t € RY esetén

ox(t) = E(e{6X)) = E(eHBAY+m)) = ¢ittm) E(eimruy))

) , 1
= ey (ATH) = elltmle=IA T2 — exp {i<t, m) —5{AATL, t>} 7

tehdt px valoban a tételben szerepld alakd, ahol D := AAT valoban szimmetrikus: DT =
= (AAT)T = AAT = D, és pozitiv szemidefinit: tetsz6leges t € R? esetén

(Dt,t) = (AATt, 1) = (ATt, ATt) = ||AT¢|* > 0.
Tovabba E(X)=E(AY +m)=AE(Y)+m=m, és mivel X —E(X) 2 AY, kapjuk, hogy

Cov(X) = E[(X —E(X))(X —E(X))"] = E[(AY)(AY)"]
=FE(AYY'"A") = AE(YY)AT = AA" = D.

Ha X :Q—R?Y olyan valoszintiségi valtozo, melynek karakterisztikus fiiggvénye a tételben
megadott alakban 4ll el§, akkor a szimmetrikus matrixok spektralis felbontasa alapjan 1étezik
olyan O € R™? ortogonalis métrix (azaz O~ ' =0T), hogy O~'DO =diag(\y,...,\), ahol
diag(A1, ..., Aq) olyan diagondlis matrix, melynek f6atlojaban a Ay,..., ;>0 szdmok allnak.
Ezért D=0Odiag(\1,...,\q)O 1 =0BBTOT", ahol B:=diag(v/A1,...,v ), gy D=AAT
alaki, ahol A := OB. A bizonyitas els§ része alapjan, ha Y : Q — R? standard normalis
eloszlasu, akkor AY +m karakterisztikus fiiggvénye is a tételben megadott alaku, és igy az
egyértelmiiségi tétel (4.2. Tétel (vi) része) alapjan AY +m és X ugyanolyan eloszlasi. Ezért
a 6.1. Definici6 szerint X normaélis eloszlast.

Ha Y = (V,...,Y;) : Q — R? standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozo, akkor
Yi,...,Y, fiiggetlenek és standard normélis eloszlastak, igy a 3.24. Allitas alapjan Y is abszolut

folytonos eloszlasi, és strtségfiiggvénye fy az alabbi alakot oOlti:

d
1 u? 1 15~d 2
= == - . ) = _TL:— _iziZIUi
fr(w) = fy(ug, ... uq) ZIllsz(Uz) Z”1 /_27Te (27T)d/26

2 = ex —1 Hu—0),u— U= (u U d
e = i e {3V 00 | =G e R

ahol I a (d x d)-s egységmaétrixot jeloli.

Nyilvan det(D) = det(A)det(AT) = (det(A))?, igy D akkor és csak akkor invertélhato,
ha A invertalhato. Tovabba, mivel D kovarianciamétrix, kapjuk, hogy D pozitiv szemidefinit
is, és igy det(D) > 0. Ezért, ha D invertalhato, akkor det(D) > 0 és |det(A)| > 0.
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Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy D invertalhato. Ha x = (z1,...,24)" €RY, H:={y €
ERY:yy <xy,...,ya <4} és X eloszlasfiiggvényét Fy jeloli, akkor

Fx(z)=P(X1<21,...,Xg<1q) =P(X€H)=P(AY +m € H)=P(Y € A~ (H—m))

1 2
_ (1 du:/ L iz gy,
/Al(H_m) v(w) A=V (H—m) (277)d/2

1 —1 2
— —|AT (v—m)||*/2 d
/H (2m) 72| det(A)]* "

ahol az u = A'(v—m) helyettesitést hajtottuk végre, melynek Jacobi-matrixa A~', és
det(A~1) = (det(A))~. Tovabb4, (det(D))z = |det(A)|, és

AT (w=—m)|]* = (A (v—m), A" (v—m)) = (A" TA" (v—m),v—m)
= ((AAT) Yo —m),v—m) = (D (v—m),v—m),

igy le lehet olvasni, hogy X-nek létezik stirtiségfiiggvénye, mely a tételben adott alaki. (l

6.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X :Q—R? véletlen vektor normdlis eloszldsd (m, D)
paraméterekkel, ha X karakterisztikus figguvénye a 6.5. Tételben adott alaki. Jeldlése: xZ2

N(m, D).

6.5. Megjegyzés. Legyen ¢ egy (1-dimenzios) standard normaélis eloszlast véletlen valto-

76. Ekkor (£,€)T 2-dimenzios normalis eloszlast véletlen valtozo, hiszen (£,€)7  eloszlasa

(o) )0

eloszlasaval, ahol 7 fiiggetlen £-t61 és standard normélis eloszlast. A (€,€)T  véletlen véltozo

megegyezik

nem abszolit folytonos eloszlasi, mert

(:40) )
() )

halmaz 2-dimenzios Lebesgue-mértéke 0, és igy ha (&,&)"-nak létezne fe, striségfiiggvénye,

akkor
1=P <<§) € S) :/Sf&g(x,y) dzdy =0

lenne, mely ellentmondés. U

azonban az

Az alabbi kivetkezmény szerint tetszéleges normaélis eloszlast véletlen vektor linearis transz-

formaltjai is normaélis eloszlast véletlen vektorok.

106



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

6.6. Kovetkezmény. Ha X 2./\/(771, D) d-dimenzids normdlis eloszldsi véletlen vektor, a €
€R’ és BeR™, akkor a+BX 2/\/'(a—f—Bm, BDB?) (-dimenzids normdlis eloszldsi véletlen

vektor.

Bizonyitas. Minden t € R’ esetén

S0a+BX(t) _ E(ei<t,a+BX>) _ oifta) E(ei(BTt,X)) _ ei(t,a)ng(BTt)

1 1
= exp {i(t, a)+i(m, B't) — §<DBTt, BTt>} = exp {i(a+Bm, t) — 5<BDBTt, t>} :

amibdl kovetkezik az allitas, ugyanis BDB' szimmetrikus és pozitiv szemidefinit is, mert
(BDB't,t)y=(DB't,B"t) >0,

hiszen D pozitiv szemidefinit. U

Az alabbi kévetkezmény karakterizalja a tobbdimenzios normalis eloszlasokat.

6.7. Kévetkezmény. Egy X :Q —R? wvéletlen vektor akkor és csak akkor normdlis eloszldst,

ha minden ¢ € R% wvektor esetén a ¢' X wéletlen vdltozd normdlis eloszldsi.

Bizonyitas. Ha az X véletlen vektor normalis eloszlast, akkor a 6.6. Kovetkezmény szerint
tetszGleges ¢ € RY vektor esetén ¢’ X 2/\/(CTm, c"Dc) normalis eloszlast véletlen valtozo.
Megforditva tegyiik fel, hogy X :Q—R? d-dimenzios valészintiségi vektorvaltozo és tetszéleges
ceR? esetén c¢'X = (¢, X) normalis eloszlasi. Ekkor (c, X) karakterisztikus fiiggvénye az
u € R helyen

. 1
©exy(u) = E(e’“<C’X>) = exp {z’(c, E(X))u— §< Cov(X)c, c>u2},
hiszen E({c, X)) = (¢, E(X)), és a 3.41. Allitas alapjan

D*({c, X)) =D*(c"X) = ¢' Cov(X)c = (Cov(X)e,c).

Igy

px(c) =E("“N) = i x)(1) = exp {i<07 E(X)) - %(COV(X)G C>}7 ceR?,
melybdl a 6.3. Tétel alapjan kovetkezik, hogy X d-dimenzids normalis eloszlasi. 0
6.8. Kovetkezmény. Legyen (X1,..., X4, Y1,...,Ys) d+{-dimenzids normdlis eloszldsu vé-

letlen vektor, és teqyiik fel, hogy bdrmely 1€{1,...,d} és je{l,..., ¢} esetén Cov(X;,Y;)=0.
Fkkor (X1,...,Xq) és (Y1,...,Y,) figgetlenek.
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Bizonyitas. A feltételek szerint 7 := (Xy,..., X4, Y1,...,Y,) szérdsmatrixa

0 Xy

alaka, ahol Xy és Yy az X = (Xy,...,Xy), illetve Y :=(Y7,...,Y},) szordasmatrixa.
A 7 varhato érték vektora my = (mx, my) alaka, ahol mx és my az (Xi,...,X4),
illetve (Y7,...,Y;) varhato érték vektora. Igy a 6.3. Tétel szerint Z karakterisztikus fiiggvénye
tetszéleges t= (u,v) (u€R? v e R’ pontban

2lt) =exp {itmz, 1) - 5(21.0)}

_exp{ (mx, >—|—i<my,v>—%(qu,m—%@]yv,w} (6.1)

—exp{ (mx, >_%<Exu,U>}eXp{ (my, v) — %@yv,w}
= px(u)py (v),

ahol az utolsé lépésben azt hasznaltuk fel, hogy X gNd(mX, Yx) és Y gf\fg(my, Yy), és
igy a 6.3. Tétel alapjan

ox(u >_eXP{<mX>U ——Exuu ueR?,

i
ey (v )—exp{ (my,v) Eyv v } v e R

Ez utobbi allitasok példaul ellenérizhetéek gy, hogy a B := [I; 0] € R (@0 valasztassal a 6.6.
Kovetkezmény szerint X = BZ 2 Na(Bmg, BXzB") = Ny(mx, Yx), a B := [0 I,] € R*(d+0
valasztéssal pedig Y = BZ 2 Ny(Bmy, Bz BT) = Ny(my, Sy). Végezetiil, (6.1) és a 4.2. Tétel
(vii) része alapjan X és Y fiiggetlenek. O

6.9. Kovetkezmény. Legyenek Xi,..., Xy figgetlen, standard normdlis eloszlasi véletlen
vdltozok, azaz (Xq,...,Xy) d-dimenzids standard normdlis eloszldsi. Az a1 X1+ +aqXy €s
b1 X1+ -+by Xy linedris kombindcick akkor és csak akkor figgetlenek, ha az (ai,...,aq) €s
(b1, ...,bq) wvektorok merdlegesek egymdsra.

Bizonyitas. Az (a1 X1+ +aq Xy, 01 X1+ +b3X,) kétdimenzios véletlen vektor normalis
eloszlast, hiszen az X:=(Xy,...,X4)" d-dimenziés standard normalis eloszl4st véletlen vektor

lineéris transzformaltja:

a cee
(X144 agXg, by X1+ +bXy) " = [bl bd] X,
Lo by
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és alkalmazhato a 6.6. Kovetkezmeény. Igy, felhasznalva azt is, hogy fiiggetlen véletlen valtozok
korrelalatlanok, a 6.8. Kovetkezmény szerint kapjuk, hogy az a1 Xy +---+aqXy és b X1+
+ -+ 03Xy véletlen valtozok akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha korrelalatlanok. Az a :=

=(ay,...,aq)", b= (by,...,by)" jeldléssel
ale—l—-“—i—adXd:aTX, b1X1+"'+bdXd:bTX,

és, felhasznalva, hogy E(X)=0¢& R?,

Cov(a'X,b'X)=E[(a" X—E(a' X))(b' X —-E(b' X))]
=E[(a'X-E(a"X))(b' X-E(b' X))"]
=E(a'XX0)-E(a" X)EX0)—E("X)E(X"b)+E(a" X)E(X "))
=E(@' XX "b)=a"E(XX")b=a" Cov(X)b=a'b=(a,b),

hiszen Cov(X) az egységmétrix. gy a; X+ +agXy és b X +---+by X, akkor és csak

akkor fiiggetlenek, ha (a,b) =0, azaz, ha az a és b vektorok merglegesek egymasra. U

6.10. Példa. Példat adunk egy olyan (&,7n) 2-dimenzids valdszintiségi vektorvaltozora, mely-
nek koordinatai normalis eloszlastak, de (£,7) nem normalis eloszlasi.

Definidljuk a kovetkezs (2, A,P) valoszintségi mezét: Q:=(0,1), A a (0,1)-beli Borel-
halmazok o-algebraja, P pedig a Lebesgue-mérték A-n. A & és n valosziniiségi valtozokat
értelmezziik a kovetkezéképpen: &(z) := @ 1(x), z € (0,1), és
“1(1-2) ha 0<z <3,

P
n(w) =
o Hz—1/2) ha L<a<l,

ahol @ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét jeloli (mivel @ szigortan monoton
névekve, igy értelmes ®~'-rgl beszélni). Megmutatjuk, hogy & és n is standard normélis
eloszlasi, de (£,717) nem normalis eloszlas.

Legyen = € R rogzitett. Ekkor

Fe(z) =P <z)=P({y € (0,1): 7 (y) <a}) =P({y € (0,1) : y < ®()}) = P(a),

igy ¢ standard normalis eloszlast valosziniiségi valtozo. Tovabba

(y) <z})
+P({y € (1/2,1) :n(y) < x})
<z})+P{y e (1/2,1): 97 (y—1/2) <x})

2n(y) <x})
07 (1-y)
l—y < ®(z)}

N+P({y e (1/21):y—1/2 < ®(x)})
1—-®(z) <y})+

)
J+P{y e (1/2,1):y < ®(x)+1/2}).
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Ha z>0, tgy ®(z)>1/2,1-®(z) € (0,3] és ®(x)+3€[1,2), ésigy

Fy() = (% _ (1_<1>(x))) +% — o(a).

Ha pedig = <0, ugy ®(z)<1/2, 1-®(z) e (3,1) és P(z)+1 €[3,1), és igy

Fy(z) =0+ (Cb(x) + % - %) — ®(x).

Osszefoglalva, F,(z) = ®(x), x € R, azaz 7 is standard normélis eloszlast.

Megmutatjuk, hogy P(£+4n=0)=1/2. A valészintiség additivitdsa miatt

P(E+n=0)=P ({y € (0,1/2] : £(y) +n(y) =0}) +P ({y € (1/2,1) : £(y) +n(y) = 0})
=P ({y€(0,1/2]: £(y)+£(1—y) = 0})
+P ({y e (1/21) : &(y) +E(y—1/2) = 0})
=P ({y€(0,1/2]: 7 (y)+ @ (1 —y) =0})
+P({ye(1/2,1): ' (y)+ P ' (y—1/2) =0}).

Felhasznélva, hogy

Oy =—d'(1-y) <= y=0(-2 '(1-y)=1-0(@ '(1-y)=1-(1-y)=y,

és azt, hogy
Oy =—d N(y—1/2) = y=1-(y—1/2)=3/2—y — y:§7
kapjuk, hogy
P(E+n=0)=P({y € (01/2) 1y =y}) +P(ly € [1/2.1) -y =3/4)) = 5 +0=_.

Mivel P(£+n=0)=1/2, kapjuk azt is, hogy D*({+n) >0, hiszen ha D?({+n) =0 teljesiilne,
akkor P(E+n=E({+n)) =1 éllna fenn, és mivel E(¢) =0, E(n) =0, ez azt vonna maga utan,
hogy P({+1n=0) =1, mely ellentmondas.

Ha (£,7) 2-dimenzios normalis eloszlast lenne, akkor a 6.7. Kévetkezmény szerint £ +n 1-
dimenzi6s normélis eloszlasi lenne, és mivel D?(£+4n) > 0, kapjuk, hogy &+n abszolit folytonos
eloszlési lenne. Azonban ekkor P(£+1n=0)=0 lenne, mely ellentmondas, hiszen P({+n=0)=1/2.
Igy (&,7) nem 2-dimenziés normélis eloszlast véletlen valtozo.

A € és ) véletlen valtozok nem fiiggetlenek, hiszen ha azok lennének, akkor a 3.24. Allitas
alapjan (&,7n) 2-dimenzios standard normalis eloszlasi lenne (tekintettel arra, hogy méar belat-

tuk, hogy £ és n standard normalis eloszlasiuak), mely ellentmondés. A kovetkezGkben direkt
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mo6don (definicié alapjan) is belatjuk, hogy £ és n nem fiiggetlenek. Mivel £ és n standard
normalis eloszlast, kapjuk, hogy P(£ < 0) =1 és P(n < 0) = 3. Tovabba,

P(E<0,n<0)=P({ye(0,1): 27 (1~y) <0}N{n<0})
=P({ye(0,1):1-y<1/2}n{n<0})
=P({y€(0,1):y > 1/2}N{n < 0})
=P({y € (1/2,1): 27} (y—1/2) <0})
=P({ye(1/2,1):y—-1/2<1/2})
=P((1/2.1)) = 5.
6y 11 1,1
PE<0)P(n<0)=5-5=775=P(<0,n<0),

és ezért £ és n nem fiiggetlenek.

Az sem teljesiil, hogy (&,n) abszolit folytonos eloszlast lenne, hiszen ekkor a 3.26. Allitas
alapjan &+mn is abszolat folytonos eloszlasu lenne, és igy P(£+n = 0) = 0 lenne, mely lattuk,
hogy ellentmondas. O
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7. Véletlen vektorok sorozatianak konvergenciafajtai
7.1. Definicié. Legyenek X :Q—R? és X, :Q—=R? neN, wvéletlen vektorok. Azt mondjuk,
hogy az X1, Xa2,... sorozat X-hez konvergdl

- magjdnem biztosan (jelolése X, mhox vagy X, — X P-m.b. vagy X, -2 X), ha

P ( lim X, = X> —P <{w €Q: lim X, (w) = X(w)}) =1,

n— o0 n—oo

— sztochasztikusan (jelolése X, T x vagy Xni>X), ha bdrmely >0 esetén

lim (| X, —X|| > ) = 0;

— eloszldsban (jelilése X, 2, X), ha

lim Fy, (x) = Fx(x)

n—o0

minden olyan x € RY pontban, ahol Fx folytonos;
— r-edik momentumban (L"-ben), ahol r>0 (jelélése XnMX vagy XnLX), ha

E(]|X]") < oo, E(]|X.]|") <00, neN, és lim E (|| X, — X||") =0.
n—oo

Megjegyezziik, hogy a sztochasztikus konvergencia definicija ekvivalens azzal, hogy tetszd-
leges € >0 esetén
lim P(|| X, —X]|| >¢)=0.
n—oo

A majdnem biztos, sztochasztikus és r-edik momentumbeli konvergencidk kapcsolatarol szol

a kovetkezd tétel.

7.2. Tétel. Legyenck X :Q —R? és X, : Q=R neN, wvéletlen vektorok.

(i) Ha X, b X, wvagy valamely r >0 esetén X, M X, akkor X, o x.

(ii) Ha X, M X walamely r >0 esetén, akkor tetszdleges s € (0,1) esetén X, m X.

Bizonyitas. (i). El6szor megmutatjuk, hogy

mb akkor és csak akkor, ha

Ve>0 esetén P(||X,—X]| >¢e végtelen sok k€N esetén) = 0.

An (7.1)

Egy R-beli sorozat konvergenciajanak definicioja szerint:

{we: X, (w) = X(w)} = ﬂ {weQ: || Xp(w)—X(w)|| > végessok k€N esetén}
e€(0,00)
1
= [ {weQ: || Xp(w)— X(w)|| > — véges sok k€N esetén},
m

meN
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és

1
]P’( ﬂ {weQ: || Xp(w)—X(w)|| > — véges sok keN esetén}> =1
m

meN

1
= VmeN esetén IP’(||Xk—X|| > — véges sok keN esetén) =1
m

= Vee (0,00) esetén P(||Xp—X]|| > véges sok k€N esetén) =1
= Vee (0,00) esetén P(||Xy—X|| >e végtelen sok k€N esetén) =0,

bizonyitva ezzel (7.1)-et. A fentiekben szerepld els6 ekvivalencianal azt hasznéltuk fel, hogy
An €A, meN, események esetén P(A,,) =1, m € N, akkor és csak akkor teljesiil, ha
P(,nen Am) = 1. Valoban, ha P(A,) =1, m € N, akkor ez a valoszintiség folytonossagabol
(1.5. Allitas (v) része) és abbol kovetkezik, hogy ha A, B € A olyan események, melyekre
P(A)=P(B)=1, akkor P(ANB)=1. Megforditva, ha P((, .y Amn)=1, akkor peddig abbdl,
hogy (,.en Am C An, n € N Tovabba, tetszéleges € >0 és neN esetén

{keN:k>n}

{|| X5 —X|| > e} C Au(e) = { sup || Xr—X|| > 5} = U{]|Xk—X|| > e} (7.2)

Mivel supgreniznity | X=X <suprenazny [[Xe—X||, n€N, adodik, hogy An(ENpzy Amle),
ha n — oo, igy ujra a valoszintiség folytonossagat hasznélva kapjuk, hogy

P(An(e)) =P (ﬂ Am(€)> =P (ﬂ U1 - X1 > 8}>

m=1k=m

=P(|| Xx— X|| > & végtelen sok k€N esetén)
amint n — 0o. A valdszintiség monotonitasa és (7.2) alapjan, tetszéleges e > 0 esetén

0 < limsup P(|| X, — X|| > ¢) <limsupP(A4,(¢)) = lim P(A4,(¢))

n—00 n—00 n—00

=P(|| Xx— X|| > ¢ végtelen sok k€N esetén).

Ezért, ha X, 2% X, akkor (7.1)-et is hasznalva, kapjuk, hogy limsup,,_,.  P(]| X,,—X||>¢)=0
tetszGleges € > 0 esetén, melybdl adodik, hogy X, X,

A Markov-egyenlGtlenség szerint tetszéleges € > 0 esetén
X = X|1")

87‘

E
0 < P(| X — X]| > £) = P X — X7 > &) < = . neN,

tehat, ha X, mX, akkor X, Tox,

(ii). A Ljapunov-egyenl6tlenség (3.7. Tétel (xvii) része) szerint tetszéleges s€ (0,7) esetén
E (1Xu[I”) S E ([ Xa]")], neN, E (X1 < [EAXI1
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és
0<SE(|X,—X[°) <[E(IX,—X|)]", neN,

tehat, ha X, 1% X akkor X, 115 x. 0

A sztochasztikus konvergencia hatarértékének P-m.m.-i egyértelmiiségérdl szol a kovetkezs
tétel.

7.3. Tétel. Ho X:Q—=RY, Y:Q—-RY X, : Q=R és Y,: Q=R neN, wvéetlen
vektorok gy, hogy X, LN X, Y, N Y, és X, =Y, P-mb. minden n e N esetén, akkor
X =Y P-m.b. Specidlisan, ha X, by X, Y, mhoy g X,=Y, P-mb. minden néeN
esetén, akkor X =Y P-m.b.

Bizonyitas. Tetszbleges € >0 é n €N esetén
{I1X =X <epn{|Yn =Y <ejn{Xn = Vo } C{|X =Y < 2¢},
hiszen
[ X =Y = [[(X = X0) + (Xn = Yo) + (Vo = V)| < [[ X = X[+ [[ X0, = Yo [+ [V = Y.

lgy
{IX =Y >2e} C{| Xn = X[| > e} U{[IYa = Y[ > e} U{ X, # Y0}
Mivel P(X,, #Y,) =0, neN, igy

P(|X =Y >2) <P(| X, — X|| >e)+P(]| Yo=Y >¢) =0 amint n — 0o,

tehat tetszéleges € >0 esetén P(||X —Y|| > 2¢) =0. Felhasznélva, hogy

= 1
tx-vi=o=U{ix-vi>}
(=1
és
I 1
X-Y — X-Y - int
Uy LU yI= G i o

a valoszintiség folytonossaga (1.5. Allitas (v) része) szerint kapjuk, hogy
1
P(IX =Y >0) = lim P (||X—Y|| > _) —0,
n—oo n

vagyis P(|| X -Y|=0)=1. O

Az alabbi tétel a sztochasztikus konvergencia egy ekvivalens atfogalmazésarol szol.

7.4. Tétel. Legyenek X, :Q—RY neN, wvéletlen vektorok. Az X,, n€N, sorozat akkor
és csak akkor konvergdl sztochasztikusan valamilyen X :Q—R? wvéletlen vektorhoz, ha Ye >0

esetén 1imy, oo SUD en. mony P([|[Xm — X0l > €) =0.
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Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy X, N X, ahol X:Q—R? egy véletlen vektor. Ekkor
barmilyen ¢ >0 esetén létezik olyan ng(e) € N, hogy P(||X,—X| >¢) <e, ha n>=ng(e).

Igy minden m >n>ng(5) esetén

P([[ X = X[l > &) SP([[ X = X[+ [| X = X[ > €)
P ({{|Xm — X1 > /23 U{|| X = Xa| > £/2})

g€ &£
<P(|Xm— X > £/2)+P(IX ~ X, > /2) < 45 =e.

<
<

Igy, ha n>ne(%), akkor SUD {men: men} PUIXm — Xal| > €) <&, amibdl kévetkezik, hogy

lim sup P(|Xn—X,|] >¢)=0.

=00 fmeN: m>n}

Megforditva, tegyiik fel, hogy barmilyen >0 esetén lim, oo SUPfen. msny PUXm—Xn | >
>¢) =0, mely frhaté lim, e SUPgen. nomy P(|Xn — Xinl| > €) =0 alakban is. Igy barmilyen
k € N esetén létezik olyan my € N, hogy

P(| X, — Xl >27%) <27%  ha n>m>my.
Legyen nj:=mq, és n; 1 :=max(n;+1,m;11), i €N, tovabba
Xp=Xu 6 A= (XL X(>27F) keN.

Ekkor . . .
Y P(A) =D P([ X — Xl >27H) <) 27 =1 <00,
k=1 k=1 k=1

igy a Borel-Cantelli lemma alapjan létezik olyan A € A esemény, hogy P(A) =0 és minden
we N\ A esetén létezik olyan ko(w) € N, hogy

X (@) = Xiw) <278, k> ko(w).

Ezért barmilyen w e Q\ A és n > ko(w) esetén

sup || X, (w) - X (W) < sup ZHXkJrl X (@)l
{meN: m>n} {mEN7n>n}k n
= 1
- S Il Kl € 2 = o
k=n

ha n — oco. Felhasznilva, hogy egy R?beli Cauchy-sorozat konvergens, kapjuk, hogy ha
we Q\A, akkor létezik a limy_,o, Xj (w) € R hatarérték, ahol P(Q2\ A) =1. Legyen

X(w) limg 00 Xp(w) ha weQ\A,
w) =
0 ha w¢ O\ A.
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Ekkor X wvéletlen vektor, és az elézGek alapjan X, (w)=X,, (w) — X(w), ha k— oo minden
weN\A esetén, azaz X, m—'b')X, ha k—o00. A 7.2. Tétel (i) része alapjan ekkor X, l>X,
ha k— oo, is teljesiil. Igy barmilyen ¢ >0 és ¢ €N esetén,

P(l| Xe— X[ > ) <P([|[ Xe = X, || > €/2) + P([| X, — X[ > £/2)
< s P(IXG= X, > 6/2) FB(1 X~ X > </2),
{€eN: t>n}
ahol ny €N olyan, hogy np<l<ng.1 (ilyen ny létezik, mert n;, i €N, szigortan monoton
novekvden tart oo-be, amint i — 00). Mivel £ — 0o esetén ny — oo, felhasznélva a feltételt
is, kapjuk, hogy limy_,., P(||X,— X || >¢)=0. Végezetiil megjegyezziik, hogy a fenti bizonyitas
egyfajta konstrukciot is szolgaltat az X : Q2 — R? véletlen vektorra. O

7.5. Allitas. Legyenek X,:Q—R, neN, véletlen vdltozék. Ha X, LN 0, amint n — oo,
és P(0< X1 < X)) =1 minden neN esetén, akkor X, m-by 0, amint n — oo.

Bizonyitas. Felhasznalva, hogy megszamlalhaté sok 1-valoszintiségi esemény metszete is 1-

valoszintiségli esemény, kapjuk, hogy
n=1

Igy X, (w), n € N, monoton csékkend, alulrol korlatos sorozat P-majdnem minden w €
esetén, és ezért

P ({w €Q:3 lim Xn(w)}> =1

n—oo

Mivel X, LN 0, kapjuk, hogy tetszéleges & >0 esetén lim, ,, P(|X,| >¢)=0. Legyen
a tovabbiakban e >0 rogzitett. Ekkor, felhasznalva, hogy egy alulrol korlatos (valos értékii)

monoton csokkend sorozat hatarértéke nemmaés, mint az infimuma, kapjuk, hogy

P ({w €0:3 lim X, (w) ¢ lim X,(w) > g})

n—oo n—oo

—P ({w €Q:3 lim X,(w) és inf Xo(w) > g})
<P{weQ: X,(w)>e, ¥neN}) :]P’({wEQ: ﬁ{Xn(w) >g}})
<P(Xy >e) <P(|Xp| >¢), meN. -
Igy tetszéleges € >0 esetén
P ({w €Q:3 lim X,(w) & lim X,(w) > 5}> — 0.

n—o0 n—o0

Mivel

{weQ:3 lim X,(w) és lim X, (w) >0} = U {weQ:3 lim X,(w) és lim X, (w)>1/k},
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a valoszintiség folytonossiga alapjan, kapjuk, hogy

P ({w €Q:3 lim X, (w) és lim X,(w)> O}) =0. (7.3)

n—oo n—oo

Mivel P{w € Q:3 lim, 0o Xp(w)}) =1 s P{weQ: X, (w) >20,¥VneN})=1, felhasznalva,
hogy két 1 valoszintiségli esemény metszete is 1 valdsziniiségi, kapjuk, hogy

P ({w €0:3 lim X,(w) és lim X, (w) > o}) ~1.

n—o0 n—o0

Igy (7.3) alapjan, adodik, hogy

P ({w €Q:3 lim X, (w) és lim X, (w) = O}> =1

n—oo n—oo

Megjegyezziik, hogy a 7.3. Tételt felhasznalva a bizonyitast egyszertibben is befejezhetjiik.
A bizonyitas eleje alapjan X, b inf,eny Xin, melybdl a 7.2. Tétel (i) része alapjan kovetke-
zik, hogy X, LN inf,,cny X,,. Tovabbé, a feltétel alapjan X, 0. fgy a 7.3. Tétel alapjan
inf,nen X = 0 P-m.b., és ezért X, 2% 0. O

A majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia tovabbi kapcsolatairdl szol a kivetkezs
tétel.

7.6. Tétel. Legyenek X :Q —R? és X, :Q—=RY neN, véletlen vektorok.
(i) Az alabbi dllitdsok ekvivalensek:

(a) X, 2% X amint n— oo,
(b)  sup HXk—XHLO, amint n — 00, azaz
{keN: kzn}

Ve>0 esetén limIP( sup ||Xk—X||>5):0,

n—oo {keN: k>n}

(¢) sup || Xp—X|| 220, amint n— oo.
{keN: k>n}

(i) Az aldbbi dllitasok ekvivalensek:

(a) (Xp)nen majdnem biztosan konvergdl valamely d-dimenzids véletlen vektorhoz,

(b) sup || Xi—X,|| 50, amint n— oo, azaz
{keN: k>n}

Ve>0 esetén limIP’( sup HXk;_XnH>5):O,

n—oo {keN: k>n}

(¢c) sup || Xp—X,|| =30, amint n— oco.
{keN: k>n}
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(ili) Ha tetszdleges € >0 esetén Y P(||Xp—X| >¢) <oo, akkor X, mbe oy
k=1

(iv) X, i>X, amint n— oo, akkor és csak akkor, ha pozitiv eqészek bdrmely ny <ng <. ..

. ) b, L
sorozatdanak van olyan ng, <mng, <... részsorozata, hogy X, X X, amint i — oo.
g P . o ,
Specidlisan, ha X, — X, amint n— oo, akkor létezik olyan ny <ng<--- részsorozat,

hogy X, b X, amint {— oo (Riesz-féle kivdlasztdsi tétel).

Bizonyitas. (i). (a) < (b): A 7.2. Tétel (i) részének bizonyitasa soran belattuk, hogy tet-
szGleges € >0 esetén

P ( sup || Xp—X|| > 5) — P(|| X — X|| > ¢ végtelen sok k€ N esetén),
{keN: k>n}
ha n — oo, amibdl (7.1) alapjan kovetkezik, hogy (a) <= (b).
(i). (¢) = (b): A 7.2. Tétel (i) részébdl kovetkezik.

i). (b)) = (¢): A sup || Xy —X]|, n €N, nemnegativ véletlen valtozok monoton
{keN: k>n}

csdkkend sorozata, mely sztochasztikusan konvergal 0-hoz, amint n — oco. Igy a 7.5. Allitas
alapjan kapjuk a (c) rész allitasat.
(ii). (a) <= (¢): A (7.1) bizonyitasahoz hasonléan kapjuk, hogy
P((X,)nen konvergens) =1 akkor és csak akkor, ha
(7.4)

Ve>0 esetén P ( sup || Xk — X,|| > ¢ végtelen sok n € N esetén) =0.
{keN: k>n}

Valoban, felhasznélva, hogy RY teljes, kapjuk, hogy
{weQ: (X, (w))hen konvergens}

= [ U{ve:|Xi(w)-X,(w)|<e, ha k>N és n>N}
N=1

e€(0,00) N=

=N U {we2: | Xi(w) ~ X ()] <

meN N=1

1
—, ha k>N és n>N},
m
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és a valoszintiség folytonosséga alapjan

1
—, ha k>N és n>N}):1
m

]P’( M U{we: [ Xiw) = Xn(w)] <

meN N=1

, ha k>N és n>N}):1

= 1
<~— VmeN té P X —X,|| < —
m esetén (Jpl{ﬂ k I -

<= Vee (0,00) esetén IP’(U {|Xr—X,|| <e, ha k>N és n>N}>:1
N=1
<= Vee (0,00) esetén

P(ﬂ {1 Xy —X,| >¢ valamely (k,n)e (N\{1,...,N})x(N\{1,...,N}) esetén}) =0

N=1

<= Ve e (0,00) esetén
IP’(VN eN I (ky,ny) € (N\{L,...,N}) x (N\{L,..., N}) : [ Xmnax(kn,nn) — Xmin(kn.nn) || > 5) =0

<= Vee(0,00) esetén P < sup || X — X,|| > € végtelen sok n € N esetén) =0,
{k€N:k=n}

bizonyitva ezzel (7.4)-t. A (7.1) formula alapjan, tetszleges Y,, n €N, és Y (valos értéki)
véletlen valtozok esetén

Y, mb oy akkor és csak akkor, ha

Ve>0 esetén P(|Y,—Y|>¢e végtelen sok n €N esetén) = 0.

Ezt alkalmazva az Y, = supgren.pony [Xe — Xull, n €N, és Y :=0 vilasztasokkal, kapjuk,
hogy

sup | Xp— Xl =20 amint n — oo
{keN:k>n}
&= Ve>0 esetén P ( sup || Xk — X,|| > € végtelen sok n € N esetén) =0.
{keN: k>n}
[gy (7.4) alapjan adddik, hogy (a) <= (c).

Megjegyezziik, hogy az (a) = (c¢) implikaciot egyszeriibben is levezethetjiik. Valoban, ha
X, 2% X amint n— oo valamely X d-dimenzios véletlen valtozo esetén, akkor tetszéleges
n € N esetén kapjuk, hogy

sup | Xe—Xull < sup [ X=X+ sup [X-X,[= sup || Xp— X[+ X=X,
{keN:k>n} {keN:k>n} {keN:k>n} {keN:k>n}
ahol az (i) rész (a) <= (c) ekvivalencidja alapjan sup ey, gsny || Xk — X|| 2% 0 han — oco.
(ii). (¢) = (b): A 7.2. Tétel (i) részébol kovetkezik.
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(ii). (b) = (a) : Tegyiik fel, hogy supg,en. mzny [|Xm — Xl 2,0, ha n— oco. Ekkor
minden € >0 é n &N esetén

P(HXm—XnH>€)<]P’< sup HXm—XnH>5), V'm > n.

{meN: m>n}

Igy minden >0 esetén

sup  P(|| X — Xl >¢) < IP’( sup || X — Xo|| > E) — 0, ha n — oo.

{meN: m>n} {meN: m>n}

Ezért a 7.4. Tétel szerint létezik olyan X :QQ—R? véletlen vektor, hogy X, . x. fgy minden

e >0 esetén

]P’( sup || X —X|| >5>

{meN: m>n}

<1p>( sup HXm—XnH>5/2)+IP’(||X,L—X||>5/2)—>0, ha n — oo,

{meN: m>n}

ahol a (b) feltételt is hasznaltuk tjra. Ezért

sup || X —X]|| 250 amint n — 0o,
{meN: m>n}

és igy az (i) rész (a) <= (b) ekvivalencidja alapjan X, 2% X, amint n— oo, azaz kapjuk
az (a) rész allitasat.

A fentiekbdl a (ii)-beli (a) == (b) implikacié azonnal kévetkezik, ugyanis (a) = (¢) =
(b). Megjegyezziik, hogy (a)-bol kozvetleniil is levezethetjiik (b)-t. Valoban, tegyiik fel, hogy
X, 2% X ha n— oo, ahol X:Q—R? egy véletlen vektor. Ekkor az (i) rész (a) <= (b)
ekvivalenciaja alapjan kapjuk, hogy supg,.en. msny | Xm —X]| 50, ha n— oo, melybsl az

is kovetkezik, hogy || X, —X|| N 0, ha n— oco. Igy tetszéleges € >0 esetén

P s XXl >¢)

{meN: m>n}

<IP’< sup HXm—XH>5/2>+]P’(HX—XHH>€/2)—>O, ha n — oc.
{meN: m>n}

(iii). Mivel egy konvergens sor altalanos tagja nulldhoz konvergal, kapjuk, hogy tetszéleges
e >0 esetén P(|| X, —X|| >¢) =0, azaz X, 5 X. A tétel allitasaban szerepls ennél erdsebb
X, mhe x konvergencia (7.1) alapjan kovetkezik a Borel-Cantelli-lemma els6 részébdl, ugyanis
a feltétel alapjan, a Borel-Cantelli lemma szerint P(limsup,_, . {||Xx — X| >¢}) =0, >0,
azaz P (|| Xy — X|| > € végtelen sok k€N esetén) =0, > 0.

(iv). Tegyiik fel, hogy X, LN X, amint n — oo, és tekintsiik pozitiv egészek tetszsleges

ny <ng <... sorozatat. A sztochasztikus konvergencia definici6ja szerint tetszéleges € >0 és
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d>0 szamokhoz van olyan ng €N, hogy P(||X,,—X||>¢) <0 barmely n>ny esetén. Ezért
tetsz6leges ¢ € N szamhoz van olyan k; € N, hogy
1 1 i i
Pl Xx—X|| == ) < 5 barmely k> k; esetén.
) 7

Mivel ng >k, k€N, kapjuk, hogy

1 1
IP’(HXW —X|| = —,) < o barmely k> k; esetén,
i
és specidlisan P([| X, —X|[| > 1)< 4, i€N. Tehdt az ny, <ng, <... részsorozatra teljesiil,
hogy
S (1%, - X2 1) < L <,
i=1 ; U i=1 2

igy a Borel-Cantelli-lemma els§ része szerint a {||Xnk, - X|| = %}, i €N, események koziil

1 valoszintséggel csak véges sok kovetkezik be, azaz 1 valdsziniiséggel véges sok ¢+ € N index
Ry , b, o i b,

kivételevel | X, —X| < 1, ezért | X, — XI|| 220, amint i — oo, amibdl Xy, 2% X,

amint 7 — oo.

Megforditva, indirekt médon tegyiik fel, hogy pozitiv egészek barmely n; <ny <... soro-
zatanak van olyan n, <ng, <... részsorozata, hogy X, b X, amint 1—o00,de X, EA X,

amint n — oco. Ekkor létezik olyan e >0, hogy P(||X,—X]|| >¢) - 0, melybdl kovetkezik,
hogy limsup,, .. P(||X,—X|| >¢) >0. Igy megadhato olyan gy >0 és pozitiv egészek olyan
ny <ng < ... sorozata, hogy P(||X,, —X]|| >¢)>¢p minden k€N esetén. Ezért a szoban

. . , , P .
forgd my <ng <... sorozat tetszbleges ny, <mny, <... részsorozata esetén X,, - X amint
1

i — o0, igy a 7.2. Tétel (i) része alapjan X, 2 X amint i — 0o, mely ellentmondés,

ugyanis az indirekt feltevés alapjan az n; < ny < ... sorozatnak kellene lennie legalabb egy
olyan részsorozatidnak, mely mentén 1-valdszintiséggel konvergal X-hez. 0

Véletlen vektorok folytonos fiiggvényének majdnem biztos és sztochasztikus konvergencia-

jarol szol a kovetkezd tétel.

7.7. Tétel. Legyenek X :Q—RY YV:Q—=RY X,:Q—=RY és Y,:Q—=RY neN, véletlen
vektorok és g:RYxRY — R* folytonos fiigguény.

() Ho X, 25X és Y, 2%V, akkor g(X,,Y,) 23 g(X,Y).
(i) Ho X, - X és Y, —=Y, akkor g(X,,Y,) — g(X,Y).

Bizonyitas. Elgszor végiggondoljuk, hogy ¢(X,,Y,), n € N, és ¢(X,Y) véletlen valtozok.
Az 1.22. Allitas alapjan (X,,,Y,), n€N, és (X,Y) R*-beli értéki véletlen valtozok. Mivel g
folytonos, igy mérhetd is, ezért az 1.18. Allitas (i) része szerint g(X,,Y,), n €N, ¢ g(X,Y)

véletlen valtozok.
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(). Tekintsiik az
Qi ={we: X,(w) > X(w)} €A, Qi ={we:Y,(w)=>Y(w)}eA

eseményeket. Mivel ¢(X,,Y,), n€N, és g(X,Y) véletlen valtozok, a mértékelméletbdl tanultak

alapjan (az 1.18. Allitas bizonyitasaban egy hasonlo részt részleteztiink)
{weQ:g(Xn(w), Yo(w)) = g(X(w),Y(w))} € A,

igy beszélhetiink a P(g(X,,,Y,)—g(X,Y)) valoszintiségrsl. Tovabba, mivel g folytonos, kapjuk,

hogy
2Ny C{w e g(Xp(w), Ya(w)) = g(X(w), Y (w))}.

A feltétel szerint P(Q1)=1=P(Qy), amib6l P(21NQ) =1, ezért P(g(X,,Y,) —g(X,Y))=1.

(ii). Legyen mj<ng<... pozitiv egészek tetszsleges sorozata. Az X, X konvergencia
alapjan a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint van olyan ny, <ng, <... részsorozat, hogy X, o x

amint i —o00. Az Y, ——Y konvergencia alapjan megint a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint

ennek a részsorozatnak van olyan ny, <mng, <... részsorozata, hogy Y”kij 2%y amint
j — oo. Felhasznalva, hogy nyilvan X”kij DX amint j—00, az (i) pont szerint kapjuk, hogy
g(Xnki]_ , Ynkij ) b g(X,Y) amint j— oo. Osszefoglalva: pozitiv egészek tetszdleges ni <ny <
<... sorozatdnak van olyan ny, <mng, <... részsorozata, hogy Q(Xnkij : Y”kij> mb g(X,Y)
amint j — oo, ezért jra a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint ¢(X,,Y,) N g(X,Y). O

A konvergencia és miveletek kapcsolatarol szol a kovetkezs tétel.

7.8. Tétel. Legyenek X :Q—RY, Y:Q—=RY X,:Q—=RY és5 Y,:Q—=RY neN, wvéletlen
vektorok.
() Ho X, 22X és Y, 2BV, akkor Xo+Y, 2% X+Y és (X,,Y,) 2% (X, V).
(il) Ho X, -5 X és Y, —Y, akkor X,+Y, —> X+Y és (X,,Y,) — (X,Y)
(iii) Ha X, mX és Y, MY valamely r >0 esetén, akkor X,+Y, MX+Y.
Bizonyitas. Mivel az RIxR?> (x,y)—~x+yeR? és RIXRIS (z,y)— (z,y) ER fiiggvények
folytonosak, igy (i) és (ii) kovetkezik a 7.7. Tétel (i) és (ii) részeibdl. Az

R xR 3 (z,y) — Y critt
(z,y)

folytonos fiiggvényre alkalmazva a 7.7. Tétel (ii) részét azt is kapjuk, hogy

Xn+Y, p [ X+Y
xvy)  \xeny )
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(iii). Felhaszndlva, hogy tetszéleges r>0 és a,b>0 esetén (a+b)"<(2max(a,b))"<2"(a"+
+0"), kapjuk, hogy

E(X+Y]") <ECXA+ YD) < EE X+ Y1) = 2T<E(|\XHT) +E(HYH’")> <00,
hasonloan, hogy E(|| X, +Y,||") <oo, ne€N, és

E( (X0 +Yo) = (X+Y)|")

E( (X0 = X)+ (Y =Y)I")
SE(([[Xn = X[+ 1Yo =Y)")
< 2TE(|[ Xy = X|7) + 27 E([[Ys = Y[") = 0,

amint n — oo. O

7.9. Definicio. Legyen (Q, A, P) waldsziniségi mezé, T # 0 nemiires halmaz, és minden
yeT esetén X,:Q—R? véletlen vektor. Azt mondjuk, hogy az {X.,:v€T} wvéletlen vektorok

egyenletesen integrdlhatok, ha
A sup B (1X5 [ Lg1x,1>x7) = 0.

Ha az X : Q — R? véletlen vektor integralhato (azaz E(]|X||) < 0o), akkor a majorans
konvergenciatétel alapjan limg_ .o E (HXH]1{||X||>K}) =0, tehat ekkor az X véletlen vektor
egyenletesen integralhaté. Forditva, ha az X : ) —R? vektor egyenletesen integralhato, akkor
limg oo E (|| X || Lxy>x3) =0 alapjan van olyan Ko>0, hogy E (|| X|[|Lgx|>x,}) <00, ezért

E(|X]) =E (X Tgxj<xoy) +E (X1 Tgxpsx0y) < Ko+E (X[ Tgxsx03) < 00,

tehat az X véletlen vektor integralhat6. Mindezek miatt, ha X, v € I', azonos eloszlastak
és integralhatoak, akkor {X, : v € I'} egyenletesen integralhato. Specialisan, ha X,, neN,
azonos eloszlasu integralhato véletlen vektorok sorozata, akkor {X, :n € N} egyenletesen
integralhato. Hasonloan bizonyithato, hogy ha T'#() nemiires véges halmaz, és minden €T
esetén X, : Q — R? véletlen vektor, akkor az {X, :~y €'} véletlen vektorok egyenletes
integralhatosaga azzal ekvivalens, hogy sup. . E(|[X,|) <oc. Végtelen szdmossidgi I' halmaz

esetén a kovetkezs tétel szolgaltat sziikséges és elégséges feltételt.

7.10. Tétel. Legyen (0, A, P) waldszintiségi mezd, T #( nemiires halmaz, és minden €T
esetén X, : Q —R? wvéletlen vektor. Az {X,:v €T} wvéletlen vektorok akkor és csak akkor

eqyenletesen integralhatok, ha
sup E([| X [) < o0 (7.5)
~yel

€s
li E (]| X,|[14) = 7.6
P(fllr)go Sylellr) ( WH 4) =0, (7.6)

amit dgy értink, hogy tetszdleges €>0 esetén van olyan 0>0, hogy E (|| X,[|14)<e minden
v €T és minden olyan A€ A esemény esetén, melyre P(A) <.
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Bizonyitas. Ha {X,:~v €T} egyenletesen integralhatok, akkor van olyan Ky > 0, hogy
sup,cp E (||X’y||]1{||XWH>KO}) < 00, ezért

sup E([| X, ) = sup (B (15,11 qx, j<x0}) +E (X 1T 11x, 15 503) )
~erl ~ver

< Ko+ supE (X 1 Lgx, > 03) < 00,
ye

tehat teljesiil (7.5). Tovabba tetszéleges vy €', A€ A és K >0 esetén

E (|1 X))114) = E (| X, [|Tangix, 15 53) +E (X T angx, 1<x)

(7.7)
<E (1X,]11qx, 5 xy) + K P(A).

Az {X,:y€Tl'} véletlen vektorok egyenletesen integralhatosaga miatt tetszdleges € >0 esetén
van olyan Ko >0, hogy sup,.E (IX5 1 Lx, > 503) <5, igy ha A€ A olyan esemény, hogy
P(A) < 55-(=:6), akkor E(||X,[[14) <e minden y €T esetén, tehat teljesiil (7.6).
Forditva: tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (7.5) és (7.6) feltételek. A (7.6) feltétel szerint
tetszéleges € >0 esetén van olyan 0 >0, hogy E(||X,[|14) <e minden 7y €I és minden
olyan A€ A esemény esetén, melyre P(A)<é. Ezt {||X,||> K}, K >0 alakt eseményekre

szeretnénk alkalmazni. A Markov-egyenlGtlenséggel

E(|1X,]]) _ supser E([|X5]))
P(| X, || > K) < T
(11X ) e e :

vel,

ahol sups . E([| X5]|) <oo a (7.5) feltétel szerint, tehst ha K > 222er 050 “apqeor P X || >

5
>K) <6, yel. Osszefoglalva, azt kaptuk, hogy barmilyen £>0 esetén E (||X7||IL{HXW||>K}) <e

: . sup, er E(J| X))
minden y€' & K> ———-

esetén, azaz limg o SUp,cp E (HX’YHIL{HXW||>K}) =0. O

Megjegyezziik, hogy ha T' véges és (7.5) teljesiil, akkor (7.6) is fennéll (mely 6sszhangban
van a 7.10. Tétel el6tt irottakkal). Valoban, a dominélt konvergenciatétel és I' végessége miatt,
tetszéleges € >0 esetén létezik olyan Ko >0, hogy sup,rE (HXWHH{HXWII>K0}) <t fgy, ha
A€ A olyan, hogy P(A) < 55=(=:0), akkor (7.7) alapjén E([|X,[14) <e minden y€T
esetén.

A kovetkezd tétel elégséges feltételeket tartalmaz az egyenletes integralhatosagra.

7.11. Tétel. Legyen (2, A,P) wvaldszintiségi mezd, T'#0 nemiires halmaz, és minden €T
esetén X, : Q=R Y, : Q=R véletlen vektorok.

(i) Ha létezik olyan r>1, hogy sup, E(||X,[]") < oo, akkor az {X,:v €T} wéletlen

vektorok egyenletesen integrdalhatdk.

(i) Ha az {X,:v€l'} és {Y,:yel'} wvéletlen vektorok egyenletesen integralhatok, akkor
az {X,+Y,:yeTI'} véletlen vektorok is egyenletesen integrdlhatok.

(ili) Ha az {Y,:y €'} wvéletlen vektorok egyenletesen integralhatok és minden v €D esetén
| X, <[|Y,]| P-m.b., akkor az {X,:v€D'} wvéletlen vektorok is egyenletesen integrdlhatok.
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Bizonyitas. (i). Tetszéleges ve€T, K >0 és w € Q esetén

1,0 ) < 1) (2 L) < P

igy

SUPE X g, j>13) < Ki sup E (J|.X, ") = 0
y€er
amint K — oo, tehat az {X,:y€TI'} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok.
(ii). Elegendd megmutatni, hogy a 7.10. Tétel (7.5) és (7.6) feltételei teljesiilnek az {X, +
+Y, :yeTl} véletlen vektorokra.

A 7.10. Tétel szerint sup,r E([|X,[|) < oo és sup,cr E(||Y5]]) < oo, igy

sup B, +Y,) < sup E(LX, ) +sup B(I, ) < o0

tehat a 7.10. Tétel (7.5) feltétele teljesiil az {X,+Y, :y €'} véletlen vektorokra.

Tetsz6leges € >0 esetén tjra a 7.10. Tételt alkalmazva léteznek olyan d; >0 és 69 >0
szamok, hogy E(||X,||14) <&/2 minden v &I és minden olyan A € A esemény esetén,
melyre P(A) <6y, és E(]|Y,]|14) <e/2 minden &I és minden olyan A€ A esemény
esetén, melyre P(A) < dy. Ezért E (|| X,+Y,[|14) <E (]| X, 14)+E(||Y;]|14) < e minden
v€T ésminden olyan A€ A esemény esetén, melyre P(A) <min{dy,do}, tehat a 7.10. Tétel
(7.6) feltétele is teljesiil az {X,+Y,:vy €'} véletlen vektorokra.

(iii). Tetszbleges ye€I' és K >0 esetén || X,||1yx, 1>y < ||Y5l1qy,>x3 P-m.b., ezért

SUPE (X 1T gx, 513) < SHPE (Y51 gy,p>xy) =0

amint K — oo, tehat az {X,:y€TI'} véletlen vektorok egyenletesen integralhatok. O

A kovetkez§ tétel sziikséges és elégséges feltételt ad az r-edik momentumbeli konvergenciara.

7.12. Tétel. (Momentum konvergenciatétel, Vitali konvergenciatétel) Legyenck X :

O—=R? és X,:Q—=RY neN, véletlen vektorok, és r>0. Ekkor X, MX akkor és csak

akkor, ha X, —— X ésa {I|Xn]|" : n € N} wvéletlen vdltozck egyenletesen integrdlhatdk.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy X, Il % Ekkor a deﬁmclo folytan || X,.||", n €N,
és || X||" integralhatoak. A 7.2. Tétel (i) pontja szerint ekkor X, 4 X. Felhasznélva, hogy
tetszéleges a,b>0 és r >0 esetén (a+0b)" < (2max(a,b))” < 2"(a"+b"), kapjuk, hogy
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tetszGleges K >0 és n €N esetén

E (||Xn||’“ﬂ{uxnw>f<}) =E ([IXaLgx,ir>x3 ")
E (I|(X0 = X)1gx,0r> 3 + X Lgpxar>x3 )

<E ((H (X X)]l{||xn||r>K}||+||X1{||xn||r>K}||> )

<2E (H(X — X)Lyl ) +2'E (I!Xﬂ{nxnurw}\!’”)
2"E (HX - X IL{||Xn||r>f<}) +2'E <||XH 1{||X,L||T>K})

27“]E<HX —X[7) +2E (X1 Lgxarosy )

Mivel ||X||" integralhatd, ezért egyenletesen integralhato (lasd a 7.9. Definici6 uténi részt), igy
a 7.10. Tétel szerint tetszGleges € >0 esetén van olyan 6 >0, hogy E (|| X||"14) <e minden
olyan A € A esemény esetén, melyre P(A) <o. Ezt {||X,]|"> K}, neN, K >0 alaka

eseményekre szeretnénk alkalmazni. Mivel
{(IXull" > K} = {1 Xa]| > K7} € {||X, — X|| > K7 /2} U{|| X|| > K7 /2},
ezért
P(| X, " > K) <P(| X, — X[ > K7/2)+P(| X|| > K7 /2). (7.8)

A mérték folytonossaga miatt van olyan K; >0, hogy P(||X||> K+ /2)<d/2 minden K > K,
esetén. Az X, — X konvergencia miatt van olyan n; € N, hogy P(||.X,, — X]|| > K1 /2) <

<60/2 minden n >n; esetén, 1gy P(|| X, — X|| > K+ /2) <6/2 minden K> K; & n>n
esetén (hiszen P(|| X, — X| > K+ /2) <P(| X, — X| > K1 /2), ha K > K;). Ezért (7.8) alapjan

P(||X,|" > K) <6 minden K > K; é n>=ny esetén, igy ekkor E (|| X||"Lyx, k1) <&

A X, Wy konvergencia miatt van olyan n, € N, hogy E(|| X, —X]||") <& minden n>ns

esetén.

Osszefoglalva: E (||Xn||rﬂ{||xn”r>K})<2T€+2T€:2r+15 minden K>K; és n>ng:=max{n,ny}
esetén.

Az || Xa]|", ., [[Xng—1]|” véletlen valtozok egyenletesen integralhatok (lasd a 7.9. Definicio
uténi részt), ezért van olyan K, >0, hogy E (|X,|"Lix,r>k3) < 2'"'e teljesiil minden
K>K; és n=1,...,n9g—1 esetén.

Vegiil is E (| X || Lx,r>xy) < 27 e teljesiil minden K > Ky :=max{K;, K>} és n€N
esetén, tehat az {||X,||":n € N} véletlen valtozok egyenletesen integralhatok (a 7.9. Definicio
szerint).

Forditva: tegyiik fel, hogy X, — X és az {J|Xn|I" :n e N} véletlen valtozok egyenletesen
integralhatok. El6szor megmutatjuk, hogy E(||X||") < oo. Mivel az {|| X, ||" : n € N} véletlen
valtozok egyenletesen integralhatok, a 7.10. Tétel szerint sup, .y E(]| X,|") < co. Mivel az
RS 2+ [|z]|” € R fiiggvény folytonos, igy a 7.7. Tétel (ii) pontja szerint | X,,||" N | X"
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Ezért a 7.6. Tétel (iv) pontja szerint van pozitiv egészek olyan n; <mny < ... sorozata, hogy

| X " mb | X|", amint k — oco. Igy a Fatou-lemméval

E(|X17) = E(im [1X,, ") < liminf B(|X, ") < sup (|, ") <

Tetsz6leges neN esetén || X, —X||"<(|| X, ||+ X)) <27 (]| X, ||"+]| X||"), ugyanis tetszbleges
a,b>0 és r>0 esetén (a+0)" < (2max(a,b))” <2"(a"+b"). Ezért a 7.11. Tétel (ii) és (iii)
pontjai alapjan a {||X,,— X||":n € N} véletlen valtozok egyenletesen integralhatok, hiszen az
| X||" véletlen valtozo integralhato, igy egyenletesen integralhaté is (lasd a 7.9. Definicié utani
részt), és az {||X,||":n € N} véletlen valtozok is egyenletesen integralhatok a feltétel szerint.

Tetsz6leges n €N és € >0 esetén

E(| X, — X[|") = E(| X5 = X" Lijx,—x|r<e}) T E( X0 = X" Ljx,—x|r>e})
E([| X0 — X" x,—x|r>e})-

Az {||X,,—X]||":neN} véletlen valtozok egyenletes integralhatosiga szerint tetszéleges € >0
esetén van olyan ng€N, hogy E(||X,—X||"1{x,-x|r>:}) <¢ minden n>ngy esetén. Valoban,
mivel X,—X —=0, és RISz |z||" € R folytonos fiiggvény, a 7.2. Tétel (ii) része alapjan
| X — X || 50, Mivel {|| X, —X||":n €N} egyenletesen integralhatoak, a 7.10. Tétel szerint
barmilyen e >0 esetén létezik olyan ¢ >0, hogy E(||X,—X||"14) <e minden n €N és
minden olyan A €A esemény esetén, melyre P(A)<d. Ezt {||X,—X||">¢}, neN, alaka
eseményre szeretnénk alkalmazni. Mivel ||X, — X]||"” 0, kapjuk, hogy létezik ng €N, hogy
P(|X,—X||" >¢€) <d, ha n>=ng, ezért n>ng esetén élhetiink az A = {|| X,,— X||" > ¢}
valasztassal. Igy E(||X,, — X||") < 2e minden n > ng esetén, tehat lim,, o, E(|| X, — X||") =0. O

Egy A CR? halmaz esetén jelolje A~ és A° az A lezartjat, illetve belsejét. Ismert,
hogy A~ zart halmaz, A° pedig nyilt halmaz.

7.13. Definicié. Legyenck p,, n€N, és p wvaldsziniségi mértékek az (R, B(RY)) mérhe-
tdségi téren. Azt mondjuk, hogy a p,, n €N, sorozal gyengén konvergdl -hiz (jelolése:
fn = 1), ha nh_}rrgo pn(A) = p(A) minden olyan A € B(RY) esetén, melyre p(0A) =0, ahol
0A=A"\A° az A halmaz hatdrdt jeloli.

7.14. Tétel. (Portmanteau tétel) Legyenck p,, n € N, és p wvaldszindségi mértékek az
(R, B(R?)) mérhetdségi téren. A kéivetkezd dllitdasok ekvivalensek:

(i) lim 9(y) pn(dy) :/ g(y) u(dy) minden g:R*— R korldtos, folytonos figguény
Rd

n—oo R4
eseten.

(ii) hm/ Y) tn(dy) / g(y) u(dy) minden g:RT—R korldtos, egyenletesen folytonos
Rd

fiigguény esetén.
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(iii) limsup p,(F) < u(F) minden F € B(R?Y) zdrt halmaz esetén.

n—oo

(iv) liminf 11, (G) = u(G) minden G € B(R?) nyitott halmaz esetén.

n—o0

(V) o= p, azaz lim p,(A)=p(A) minden A€ B(RY) esetén, melyre p(0A)=0.

A 7portmanteau” sz6 eredetileg nagy utazo taskat jelentett. A nyelvészetben ma sz60ssze-
rantast jelent: két kiilonbozo6 jelentést eredeti szd Gsszevonasaval teljesen 1) jelentésd szo jon

létre (példaul: cs6 + orr — csdr vagy Hungarian + English — Hunglish).

A 7.14. Tétel bizonyitasa. (i)==(ii) trivialis.
(ii)==(iii). Legyen F € B(RY) zart halmaz, és legyen minden k€N esetén

B d(z, F) \"* .
gr(z) -—1—(m) , z € R,

ahol d(z, F) :=inf{|jzr—y| :y € F'}. Eldszor megmutatjuk, hogy g¢r egyenletesen folytonos
fiiggvény. A hg(z):=1-— (H%)l/k7 r € R, fiiggvény egyenletesen folytonos, hiszen folytonos,
és lim, o hi(z) = 0. Valoban, barmilyen ¢ >0 esetén, létezik egy olyan N(e) € R, hogy

|hi(z)] < €, ha x> N(e). Igy

() = b ()| < [hwe(2) |+ [hie(y)| <&, ha z,y > N(e). (7.9)

Tekintsiik a [0, N(e)+1] intervallumot, mely kompakt, igy hx a [0, N(e)+1] intervallumon
egyenletesen is folytonos, azaz létezik olyan () >0, hogy

|hi(x) — hi(y)| < e, ha |z—y| <d(e), =,y €[0,N(e)+1].

Az éaltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy d(e)<1. Legyenek most z,y>0 olyanok,
hogy |r—y|<d(e). Ha z,y < N(e)+1, akkor a fentiek alapjan |hi(z)—hi(y)| <e. Ha
x> N(e)+1 (ill. y> N(e)+1), akkor, mivel d(¢) <1, kapjuk, hogy y>N(e) (ill. z> N(e)),
igy (7.9) alapjan ekkor is teljesiil, hogy |hi(z)—hi(y)| <e. Igy, felhasznalva, hogy egyenletesen
folytonos fiiggvények kompoziciéja is egyenletesen folytonos, elegend§ azt belatni, hogy az R%>
> x—d(x, F) fiiggvény egyenletesen folytonos. Ez pedig abbol kovetkezik, hogy tetszéleges
z,y€R? esetén |d(z, F)—d(y, F)|<||x—y|. Ehhez szimmetria okok miatt azt elég ellendrizni,
hogy tetszbleges x,y € R? esetén d(z, F) < ||z —yl|+d(y, F). A haromszég-egyenlGtlenség

szerint tetszGleges x,1y,2 € R? esetén |o—z| < ||z —y| +|ly—=z|, igy

d(z, F) =inf {[lz—z]| : 2 € F} <inf {{lz —y| +|ly— 2] : 2. € F}
= lz—yll+inf {[ly—2]: 2 € F} =[x —y[[+d(y, F).

Tehat belattuk, hogy ¢, egyenletesen folytonos fiiggvény.
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Nyilvan
_ 1 ha d(z,F)=0,
lim ge(r) =
k=00 0 ha d(z,F) >0,
és I zartsaga miatt d(x, F)=0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x € F. Valoban, ha z € F,
akkor |[z—z| =0 miatt d(z, F)=0. Ha pedig d(z,F') =0, akkor barmilyen £ >0 esetén
létezik olyan z€ F, hogy |x—z| <e, ésigy z€ B(x,e)NF, specidlisan B(z,e)NF #(, ahol
B(z,e) az z korili e-sugara nyilt gombot jeloli. Ezért x € F~, és mivel F zart, kapjuk,
hogy z € F. Mivel tetszéleges a €[0,1) esetén a N3 ks a'/* fiiggvény monoton névekvé,
kapjuk, hogy tetszéleges x € R? esetén 1 > gi(z) | 1p(z), ha k1 oo. Ezért a monoton
konvergencia-tétel és (ii) felhasznalasaval

pu(F) = /Rd 1p(z) p(dz) = lim gr(z) p(dzr) = lim lim dgk(x) o (dx). (7.10)

k—o0 R k—o00 n—o00
Nyilvan tetszGleges k,n €N esetén g, > 1p miatt [o, ge(2) pn(dx) > [pu Lp(x) pn(de), igy
tetszoleges k € N esetén

lim gr(z) pp(dz) > lim sup/ 1p(x) pn(dz) = lim sup g, (F).
Rd

n—00 Jpd n—00 n—00
Ezért, felhasznalva (7.10)-et, kapjuk, hogy u(F') > limsup,,_, . un(F), azaz teljesiil (iii).
(iii)«=(iv) trivialis a komplementerre valo attéréssel. Példaul, tegyiik fel, hogy (iii) teljesiil,
és legyen G € B(R?) nyilt halmaz. Ekkor R?\ G zart halmaz, és igy
1—u(G) = p(R*\ G) = limsup 1, (R*\G) =1 — hm mf wn(G),

n—oo
melybdl p(G) < liminf, o 1, (G), azaz (iv) teljesiil.
(iv)=>(v). Legyen A € B(R?), melyre p(0A)=0. Mivel mar belattuk, hogy (iv)==(iii),
Igy
lim sup 41, (A) < limsup 1, (A7) < pu(A”).

Az A-=AU(A"\A) diszjunkt felbontas alapjan pu(A~)=p(A)+u(A-\A), és A-\ACA™\
\A°=0A miatt p(A-\A)<p(0A)=0, ezért (A~ )=pn(A), tehat limsup,,_, o pn(A) <u(A).
Tovabbé (iv) felhasznalasaval

liminf p,(A) > lim inf u,, (A%) > u(A°).
n—o0

n—00
Az A= A°U(A\ A°) diszjunkt felbontés alapjan p(A) = pu(A°)+p(A\ A°), ahol A\ A°C A~\ A°
o=0A miatt p(A\A°) <p(0A)=0, ezért u(A)=p(A°), ésigy liminf, o pn(A) > u(A),
tehat kovetkezik (v).

(v)==(i). Legyen g :R? — R korlatos, folytonos fiiggvény. Legyen K >0 olyan, hogy

sup |g(x)| < K. Legyen
z€ER

D:={teR:p({zeR:g(x)=t})>0} ={teR:u(g " ({t})) > 0}.
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Az F(t):=p({zeR?:g(z) <t}), tER, fiiggvény nemmds, mint az (R BR?), ) valo-
szintiségi mez6n definialt ¢:RY — R egydimenzios véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye, igy F
monoton névekvs és balrél folytonos, tovabba D éppen azon t € R pontok halmaza, ahol F
nem folytonos, igy D megszamlalhaté halmaz (lasd az 1.29. Allitas bizonyitasat). Tekintsiik
a [—K, K] intervallumnak egy olyan —K =t,<t; <...<ty =K beosztasat, melyre ¢, & D,
j=1,...,k (ilyen beosztas létezik, mert a D megszamlalhato halmazt el tudjuk keriilni).
Jelolje j=1,...,k esetén B;:={rxeR¥:¢; ; <g(xr)<t;}. Ekkor R?= U] | B diszjunkt
felbontas, és Bj e B(RY), j=1,...,k (ugyanis B; =g '([tj_1,t;)) és g mérhetd, hiszen
folytonos). Mivel {z€R%:t; ; <g(x)<t;}=g¢ '((t;_1,t;)) nyilt halmaz (ugyanis ¢ folytonos),
igy
OB; C{z eR: g(x) =t; 1 vagy g(z)=1;} =g '({t; .1 })Ug " ({t;}).

Valoban, ha xy€ 0B;, akkor léteznek olyan (x%l))neN és (xSP)neN sorozatok, hogy € B;,
neN, xg) € ]Rd\Bj, neN, és xﬁf) — 19, ha n—o0, i=1,2. Igy g folytonossiga miatt
g(xo) € [tj_1,t;] €s g(xg) € (—o0,t;_1]UJt;,00) is teljesiil, és ezért g(xo) € {tj_1,t;}. Ezért
oty @D miatt pu(0B;) =0 (hiszen p(9B;) <l ({t; 1) +alg ({4,1) =0), és ey ()
felhasznalasaval lim, o p1n(B;) = u(B;) teljesiil minden j=1,... k esetén. Tovabba

[ 9ttt = [ @)t
/]R g(x) pn(de) Z tibn(B

()= [ gfa) )

k k
<Z/B 9(x) = ;] pn(dz) + jbn(B Zt;u
j=1 j=1

<

k k
jtn(B) =Y tiu(B))
1 =1

+Z/ 1ty —g(x)| (o)

<2 max (1 - yun »)—thju(By)
iz
ugyanis
k k k k
[ ot (@0 =3 "t 8= [ g@)m(@n)=3 [ tine)=3 [ (o)t pnlc)
Rd —1 i—1 7 Bj i=1 7 Bi =1/ Bi
J J J J
és
k
Z/ |9(2) =] pn(dz) < max (8 —1;1 Z j) = max (1 — 1) (RY) = max (¢ —1;1),
és hasonloan 7. 1fB t; —g(z)] p(de) < maxycjcr(t; —tj—1). BEzért limy, oo un(B;) = pu(B;),
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j=1,...,k, miatt

lim sup
n—oo

S 2 max (t; — 1),

[ o@mtan) = [ gte) utao)

Rd

ami tetszGlegesen kicsivé tehetd (oly modon, hogy a D megszamlalhato halmazt el tudjuk
keriilni).

Az aldbbiakban egy maésik bizonyitast is adunk az (v)==(i) részre. Legyen g : R? —» R
korlatos, folytonos fiiggvény. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy g(z) € (0,1),

r € RY. Valoban, ha
~ g—inf,cpe g(z) +e
9 SUP,epd 9() —inf,cpa g(z) +2¢”

ahol ¢ > 0, akkor g(x) € (0,1), x € R?, és felhasznélva, hogy

[ (A0 +B) () =4 [ s m(@)+B.  ABER neN

/Rd(Ag(y)—FB) p(dy) :A/ g(y) p(dy) + B, A, B eR,

R4
kapjuk, hogy az (i) feltétel akkor és csak akkor teljesiil g-re, ha teljesiil g-ra.
A 3.7. Tétel (xxii) része alapjan

/Rdg(y)/in(dy)I/Oooun(g>t)dt:/Olun(g>t)dt, neN,
és /Rd 9(y) p(dy) = /000 (g >t)dt = /Ol,un(g > ) dt.

Mivel ¢ folytonos, kapjuk, hogy tetszéleges t € [0,1] esetén

HyeR 1 g(y) >t} C{y e R g(y) =t}. (7.11)

Valoban, ha yo € d{y € R?: g(y) >t}, akkor léteznek olyan (y,(LI))neN és (yg))neN sorozatok,
hogy g(y,(ll)) >t néeN, g(yT(f)) <t, neN, 6 y! 5y, ha n—ooo, i=12. Igy ¢
folytonossaga miatt g(yo) >t és g(yo) <t, amibdl adodik hogy g(yo) =t. A korabbi (els6)
gondolatmenetben lattuk, hogy a {t € [0,1] : u(g =t) > 0} halmaz megszamlalhato, és igy
u(g =t) = 0 megszamlalhato sok ¢ € [0,1] kivételével. Ezért (7.11) alapjan u(0{y € R?: g(y) >
>t}) =0 megszamlalhato sok t € [0,1] kivételével. Igy az (v) feltétel alapjan g, (g>t) — pu(g>t)
amint n — oo megszamlalhato sok ¢ € [0,1] kivételével. Ezért, a dominalt konvergencia tételt is

felhasznalva, kapjuk, hogy
1 1
/dg(y) 1in(dy) =/ fin(g > t) dt—>/ fin(g > t) dt = /dg(y)Mdy), amint n — co.
R 0 0 R
O
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7.15. Megjegyzés. A 7.14. Tétel (i) része a kovetkezGképpen is atfogalmazhato. Tekintsiik az
(R, B(RY), py,), n €N, és (R4, B(R?), 1) valoszintiségi mezéket. Ha g: R?— R egy korlatos, foly-
tonos fiiggvény, akkor g véletlen valtozo ezen valoszintiségi mezékon (hiszen folytonos fliggvény
Borel-mérhetd), tovabba

/R 9(9) 1n(dy) =Eu(g), neN,  és / 9(y) p(dy) =E(g),

ahol E,, illetve E a pu,, illetve p valoszintiségi mértékek szerinti varhato érték képzését jeloli.
Ezért a 7.14. Tétel (i) része ugy is megfogalmazhato, hogy lim, . E,(g) = E(g) tetsz6leges
g :R? — R korlatos, folytonos fiiggvényre. O

Az eloszlasbeli és gyenge konvergencia kapcsolatarol szol a kovetkezd tétel.

7.16. Tétel. Legyenck X, :Q—RY, neN, é X:Q—R? d-dimenzids véletlen vektorok.

A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) X, = X.

(iii) lim E(g(X,)) =E(g(X)) minden g:R?—R korldtos, folytonos fiigguény esetén.

n—oo

(iv) lim E(g(X,)) =E(g(X)) minden g:R?*—R korldtos, egyenletesen folytonos fiigguény

n—oo
esetén.

(v) limsupP(X, € F)<P(X € F) minden F € B(R?Y) zirt halmazra.

n—oo
(vi) liminfP(X,, € G) >P(X € G) minden G € B(RY) nyitott halmazra.
n—oo
(vii) lim P(X, € A)=P(X € A) minden olyan A € B(RY) esetén, melyre P(X € 0A)=0.
n—oo

Bizonyitas. Legyen u,:=Px, , n€N, és u:=Px. Ekkor a Transzforméacio-tétel (3.8. Tétel)

alapjan

Blg(X,)) = [ g(X,(w)) Bdw) = [ o) Px,(dy), e,
Q R
és
Blo(X)) = [ 9(X() B(de) = [ glu) Bx(dy)
Q R

A portmanteau tétel alapjan elegendé az (i)==-(vi) és (ii)==-(i) allitasokat bizonyitani, ugyanis
a portmanteau tétel alapjan (ii)<=(iii)<= - - - <=(vi), a (vii) pedig nem méas, mint a (ii)-ben
szereplé gyenge konvergencia definici6 szerinti kifrasa. Csak a d =1 esetben bizonyitunk.

(i)=(vi). Ha G CR nyitott halmaz, akkor a nyilt halmazok strukturatétele alapjan elgall

paronként diszjunkt, nyitott intervallumok megszamlalhaté unidjaként: G = |J,cyIx, ahol
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Iy = (ag,by) CR, k€N, és ay, b € RU{xoo}. Ha példaul G = (0,1)U(2,3), akkor élhetiink
az a1 =0,a0=2, 0 =1, by =3¢ a,=b, =0, k > 3, k € N, valasztasokkal. Legyen & > 0.
Ekkor léteznek olyan [, = [a, b)) C I, k€N, intervallumok, hogy Fx folytonos az aj,bj, €
€ R pontokban, és pu(ly) < u(l},)+e27%, ke N. Valoban, egyrészt Fx :R — [0,1] monoton
novekvd fiiggvény, igy legfeljebb megszamlalhato sok {s,: ¢ € N} pont kivételével folytonos.
Masrészt, mivel a p  valoszintségi mérték folytonos, kapjuk hogy tetszc’ileges k € N esetén
u([xén),yk N T u((ar, b)), azaz (L) — p(z, ™)), ha =™ | ai és 3™ 1 b, amint n — co.
Mivel a megszamlalhato {sy: ¢ € N} halmazt el tudjuk keriilni, adott € > 0 esetén létezik olyan
I = [x,(:),y,(g )) intervallum, hogy xk ,yk (n) ¢ {s;: LN} és M(Ik> w(I;) <27, Felhivjuk, hogy

ez a gondolatmenet akkor is miikodik, ha a;, = —oo vagy by =

=St = [ fakpar).  nen.

ahol f,(k):=pn(Ix), n,kEN, és v aszamlalo mértéket jeloli N-en, a (tetszéleges mértéktérre

Tovabba, mivel

vonatkozo) Fatou-lemma alkalmazéaséaval, felhasznalva azt is, hogy I, C Iy, k € N, kapjuk, hogy

liminf P(X,, € G) = liminf Py, (G) = liminf 1, (G) = lim mfz,un (1) = lim mf/ fulk

n—00 n—00 n—00 n—00 n—00
> /Nli}lrr_lirolf fulk)v( thmf,un (Ix) Zhggolfun(f’)

Viszont tetszdleges k€N esetén az (i) feltétel alapjan, az aj, bj, megvalasztasa miatt p,(I},)=
= Fx, (b)) = Fx, (a,) = Fx(b) = Fx(a}) = p(ly), ha n— oo, igy

o0

iminf P(X, € G) =Y pu(lf) 2> (u(ly)—27%) = p(G)—e =P(X € G) -

n—oo
k=1 k=1

Mivel >0 tetszdlegesen valaszthato, igy liminf, .. P(X,€G)>P(X €G) tetszileges GCR
nyitott halmaz esetén, azaz (vi) teljesiil.

(ii)==(i). Nyilvanvalo, hiszen, ha x€R és A, :=(—o0,x), akkor JA,={x} miatt, ha az
Fx fiiggvény folytonos az x pontban, akkor Px(0A,) =P(X =2)= Fx(x+0)— Fx(x) =0,
igy (ii) felhasznalasaval

lim Fy, (z)= lim P(X, <z)= lim Py, (A;) =Px(A,) = Fx(x),

n—o0 n—o0 n—oo

tehat kovetkezik (i). O
Egy h:R?— R’ mérhets fiiggvény esetén jeldlje Dj, a h szakadasi (nem folytonossagi)

pontjaibol all6 halmazt, azaz
Dy, = {x € R : létezik olyan (2,)neny R%beli sorozat, hogy z, — z, de h(x,) = h(x)}
Meértékelméletbdl ismert, hogy Dy, € B(R?).
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7.17. Tétel. (Leképezési tétel) Legyenek X :Q—R?Y, X,:Q—R?Y neN, wvéletlen vektorok
és h:RT R’ mérhetd figguény. Ha X, —X és P(X € D) =0, akkor h(X,) N h(X).

Ha X, X és h folytonos, akkor Dy, =0, {X e D,}=0, igy P(X € D;,)=0, és ezért
a 7.17. Tétel alapjan h(X,,) N h(X), mely esetben a leképezési tételt folytonos leképezések
tételének is szokas hivni. Felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy a 7.17. Tételben {X € Dy}
valoban esemény, hiszen {X € Dy} = X1(D},), ahol D, € B(RY) é¢s X mérhets leképezés,

igy értelmes {X € Dy} valoszintségérdsl beszélni.

A 7.17. Tétel bizonyitasa. Megmutatjuk, hogy tetszéleges F € B(RY) zart halmaz esetén

limsupP(h(X,) € F) <P(h(X) € F), (7.12)

n—o0

melybél a 7.16. Tétel szerint kovetkezik, hogy h(X,) — h(X). Mivel X, 25X, tjraa 7.16.
Tételt hasznalva, kapjuk, hogy tetszéleges F € B(RY) zart halmaz esetén

limsupP(h(X,) € F) =limsupP(X,, € b *(F)) < limsupP(X,, € h~1(F)) < P(X € h—1(F)),

n—o0 n—oo n—oo

ugyanis h~1(F) egy R%beli zart halmaz (ahol h='(F) a h~'(F) halmaz lezartjat jeloli).
Megmutatjuk, hogy
P(X € h"}(F))=P(X € h'(F)) =P(h(X) € F),

melybdl az el6z6ek alapjan kovetkezik (7.12). Felhasznalva, hogy

hY(FYCch{(F)={reRi:h(z) e F} C{r €R*: h(z) € F}UD, =h " (F)UDy, (7.13)
és Px (D) =P(X € D) =0, kapjuk, hogy

Px(h™H(F)) <Px(h~'(F)) <Px(h™'(F))+Px(Dy) =Px(h™(F)),

és figy P(X eh™(F))=P(X eh~1(F)). A (7.13)-beli a masodik tartalmazast az alabbi modon
indokolhatjuk: ha zy € {z € R?: h(z) € F}, akkor z¢€ D, vagy zo€ R\ Dy teljesiil, és
zo € (RN Dp)N{z € RY: h(z) € F} esetén létezik olyan x,, n €N, sorozat, melyre h(z,)€ F,

neN, z, —xp, amint n— oo és (mivel zq a h folytonossagi pontja) h(x,)— h(xy), amint

n — oo teljesiil. Mivel F zart, ezek maguk utan vonjak, hogy h(zg) € F, és igy o€ h™'(F).
[l

7.18. Lemma. (Cramér—Slutsky) Legyenck X :Q—R¢, X,:Q—R? neN, és Y,:Q—R9,
n € N, wvéletlen vektorok. Ha X, Py X és X,—Y, LN 0, akkor Y, NS

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy tetszéleges F € B(RY) zart halmaz esetén

limsupP(Y,, € F) <P(X € F),

n—o0

134



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

melybdl a 7.16. Tétel alapjan kovetkezik, hogy Y, NS Felhasznalva, hogy az R? >z +—
d(z, F):=inf{||z—y||:ye F} figgvény folytonos (lasd a 7.14. Tétel bizonyitasaban a (ii)==-(iii)
részt, ahol egyenletes folytonossagot igazoltunk), kapjuk, hogy tetszéleges €>0 esetén az F.:=
={zreR?:d(z,F) <&} halmaz zart. Tovabb4, tetszileges ¢ >0 esetén

PY,e F)=PY, e F || X,—Y,|| =e)+P(Y, € F, || X, —Y,| <¢)
<P(| X, =Y, = e)+P(X, € F.),

ahol felhasznaltuk, hogy Y, € F és || X,—VY,| <e esetén d(X,, F)<|X,—Y,|+d(Y,, F)=
= || X, —Y,|| <e. Igy a 7.16. Tétel és a feltétel alapjan
limsupP(Y,, € F) < limsupP(X,, € F.) <P(X € F.), e>0. (7.14)

n—oo n—o0
Mivel F' zart, igy d(z, F)=0 akkor és csak akkor, ha z€F (lasd a 7.14. Tétel bizonyitasaban
a (ii)==(iii) részt), és igy Fi/m L F, ha m — oo, hiszen, ha my = my, my, me € N, akkor
Fijmy CFymy €8 1€y Fiym esetén d(z, F)) =0, melybdl kovetkezik, hogy x€ F. Ezért a
valoszintiség folytonossaga miatt lim,, o P(X € Fy /) =limy, o0 Px (Fijm) =Px (F)=P(X €F).
Igy (7.14) alapjan, az € := 1/m vélasztassal élve, majd m — oo hataratmenetet véve, kapjuk,
hogy limsup, , PV, € F)<P(X €F).

A d=1 esetben mutatunk egy masik bizonyitast is. Jelolje Fx az X eloszlasfiiggvényét,
és legyen x € R az Fyx egy folytonossagi pontja. Legyen tovabba (ex)ren egy olyan sorozat,
hogy €510, és x=+e, folytonossigi pontjai Fy-nek minden k€N esetén. Mivel Fx legfeljebb
megszamlalhato sok ponttol eltekintve folytonos, ilyen (ex)ren sorozat létezik. Ekkor minden
n,k € N esetén

Fy (2) =P, <z)=PY, <z, X, =Y, <er) +P(Y, < z,|X,, — Y| = &)
SP(X, <z+ep)+P(|X,,—Ya| Zer) = Fx, (x+e) +P(| X, — Ya| = &r),

ugyanis, ha Y, <z és |X,—Y,|<e, akkor X,=Y,+X,—Y, <x+e,. Hasonl6an, minden
n,k € N esetén

Fx, (v—ep)=P(X,<z—¢ep) =P(X, <v—ep, | X, —Yo| <ep) +P(X,, <z —ep, | Xp, = Y,| > ex)
SP(Ya <2)+P(| X0 —Ya| 2 &) = Fy,, (2) +P(|1 X5 = V2| 2 ep).
Igy minden n,k €N esetén
Fx, (x—ep) —P(| X, —Ya| Z er) < Fy, (z) < Fx, (x+¢e) +P(| X, = Y,| = ).
Ezért minden k € N esetén, a feltételt is hasznalva,
Fx(zx—eg) = liﬁginf Fx, (v—e¢p) < lirrbgicgf Fy, (z) <limsup Fy, ()

o0 n—00

Llimsup Fx, (v +¢x) = Fx(x+ex),

n—oo

melybdl k — oo hataratmenettel adodik, hogy lim,, . Fy, (x) = Fx(z). O
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7.19. Tétel. Legyenck X :Q—=RY X,:Q—=RY V,:Q—=RY neN, wvéletlen vektorok, és
ceERY Ha X, 25X és Y, —c, akkor (X,,Y,) = (X,c).

Bizonyitas. Megmutatjuk elGszor, hogy (X, c) N (X,c). A 7.16. Tétel alapjan ehhez elég
belatni, hogy tetszéleges f:R?? — R korlatos, folytonos fiiggvény esetén E(f(X,,c)) —
E(f(X,c)). Vezessiik bea g:R?—=R, g(z):=f(z,c), v €RY, fiiggvényt. Ekkor ¢ is folytonos
és korlatos, igy tjra a 7.16. Tétel alapjan E(g(X,))—E(g(X)), azaz E(f(X,,c)—=E(f(X,c)).
Mivel

(X, Yy) = (X, ) = (0, Y, — ) — (0,0) € R,

a Cramér—Slutsky lemma (7.18. Lemma) alapjan (X,,Y,) N (X, c). O

7.20. Tétel. (Véletlen vektorok konvergencidja) Legyenck X :Q — R? X, :Q — RY
Y, Q=R é Z,:Q—=RY neN, véletlen vektorok, és a €R?, beR.

(i) Ha X, —— X, akkor X, 25 X.

(ii) (Cramér—Slutsky) Ha X, -5 X, Y,——b és Zn——a, akkor Y,Xn+Z, —bX +a.
Specidlisan, ha X, 2, X, és a,a, €RY, neN, b, b, R, neEN, hogy a, —a és
b, — b, akkor b,X,+a, 2, bX +a.

(iii) X, s a akkor és csak akkor, ha X, - a.

Bizonyitas. (i). Az X/ :=X, neN, sorozatra trivialisan teljesiil, hogy X/, 2 X, igy, mivel
X,—X —50, a Cramér—Slutsky lemma (7.18. Lemma) alapjan kapjuk, hogy X, =X/ + X, —
-X 2 X,

(ii). Mivel Z,—a N 0, a Cramér-Slutsky lemma (7.18. Lemma) alapjan elég belatni,
hogy Y, X,+a N bX 4+ a, melyhez elég belatni, hogy Y, X, NS (gondoljunk példaul a
folytonossagi tételre). A 7.19. Tétel alapjan (X,,Y,) 2 (X,b), és a leképezési tételt (7.17.
Tétel) alkalmazva a h:RYIxR — RY, h(z,y) == yz, (z,y) € RIxR, folytonos fiiggvényre,
kapjuk, hogy Y, X, — bX.

A d=1 esetben egy mésik bizonyitast adunk arra, hogy Y, X, Lo bX. Mivel X, Px
alapjan 0X, NS , a Cramér—Slutsky lemma szerint az Y, X, PopXx konvergencidhoz elég
belatni, hogy (Y, —b)X, 0. Legyen 0 >0 és valasszunk egy olyan h >0 szamot, hogy
+h folytonossagi pontjai Fy-nek és Fx(h)—Fx(—h)>1—4. Illyen h >0 létezik, ugyanis a

valosziniiség folytonossaga szerint
Fx(h)—Fx(—h)=P(-h< X <h) =1, ha h 1 oo,

és Fy-nek legfeljebb megszamlalhato sok szakadési helye lehet. Tgy tetszéleges € >0 és neN
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esetén

P(|(Y, —b) X, > ) =P(|(Yy —b) Xo| > &, | Xo| < B)+P(|(Ye —b) Xo| >, | X| > h)
<P(|Y, — b > ¢/h) +P(|Xa| > h)
=P(|Y,,—b| >c/h)+1-P(—h < X,, < h).

Mivel +h folytonossagi pontjai F'x-nek, kapjuk, hogy

liminf P(—h < X, < h) 2 liminf P(—h < X,, <h)

n—oo n—o0

n—00

Ezért tetszGleges € >0 esetén

limsup P(|(Y,,—0)X,,| > ¢) <limsupP(|Y,, —b| >¢/h)+1—-liminf P(-h < X,, <h)<J, V>0,
n—oo n—o00 n—oo
melyb6l 6 ] 0 hatardtmenettel kapjuk az allitast.
(iii). Ha X, s a, akkor az (i) rész alapjan X, Psa. Ha X, 2> a, akkor tetszéleges
e>0 esetén az F.:={yeR?:|y—al| >e} zart halmazra, a ¢ F. és a 7.16. Tétel alapjin
limsup P(|| X, —al| = ¢) =limsupP(X,, € F.) <P(a € F.) =0,

n—o0 n—o0

és igy X, L 0

fs 02z

tétel, melyet hivhatunk sztochasztikus konvergenciara vonatkozo leképezési tételnek is.

7.21. Tétel. Legyenck X,:Q—Re neN, véletlen vektorok, h:R?—R’ mérhetd figguény,
és 1R Ha X, >z és ¢ Dy, akkor h(X,) N h(zx).

Bizonyitas. Mivel X, Sz, igy a 7.20. Tétel (i) része szerint X, L. Igy felhasznalva,
hogy x ¢ Dy, a leképezési tétel (7.17. Tétel) alapjan kapjuk, hogy h(X,) 2, h(z). Végezetiil
a 7.20. Tétel (iii) része alapjan adodik, hogy h(X,,) N h(z). O
tétel, melyet hivhatunk sztochasztikus konvergencidra vonatkozo folytonos leképezési tételnek
is. Ez a tétel valojaban specidlis esete a 7.7. Tétel (ii) részének, azonban azért, hogy a kiilonh6z4

leképezési tételeket konnyebben Osszehasonlithassuk, tjra megfogalmazzuk.

7.22. Tétel. Legyenck X, :Q—RY neN, és X:Q—=R? véletlen vektorok, és h:R?Y— R
folytonos fiiggvény. Ha X, LN X, akkor h(X,) LN h(X).

Bizonyitas. Mivel X, RN's igy a 7.6. Tétel (iv) része szerint pozitiv egészek barmely n; <

. 4 m.b. .
<ng < ... sorozatdnak van olyan ni, <ng, <... részsorozata, hogy X, —— X, amint
K
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i — 0o. Mivel h folytonos, kapjuk, hogy h(Xnki) b h(X), amint i— oco. Igy alkalmazva
ajra a 7.6. Tétel (iv) részét, kapjuk, hogy h(X,,) N h(X), amint n — co. O

Cz 02

vetkezG eredmény, melyet tekinthetiink egy specialis leképezési tételnek is.

7.23. Tétel. Legyenek X, :Q—R, neN, wvéletlen vektorok és h:R—R korldtos és mérhetd
figguény, melyre P(X € Dy)=0. Ha X, 2y X, akkor E(h(X,)) = E(h(X)).

Bizonyitas. Jelolje M a h egy korlatjat, azaz |h(z)| < M, x €R. A 7.17. Tétel szerint
h(X,) i>h(X). gy a 7.16. Tétel alapjan kapjuk, hogy tetszéleges f:R—R korlatos, folytonos
fiiggvény esetén E(f(h(X,))) = E(f(h(X))), ha n—oco. Az

—M ha rx<-—-M,
f@):==qz  ha —M<z<M,
M ha x> M,

valasztassal élve adodik, hogy E(h(X,)) — E(h(X)). O
Az alabbiakban az eloszlasbeli konvergencia, az egyenletes integralhatdsag és a varhato ér-

tékek konvergencidjanak kapcsolatat vizsgaljuk meg valos értékd valoszintiségi valtozok esetén.

7.24. Allitas. Legyenek X :Q —R és X,:Q—=R, neN, valdszintségi viltozdk. Ha
X, 25 X, akkor E(|X|) < lminf, e E(|X|).

Bizonyitas. Mivel az abszolutérték fiiggvény folytonos, a leképezési tétel (lasd 7.17. Tétel)
alapjan | X,| — |X|, gy P(|X,| >t) = P(|X|>1t) legfeljebb megszamlalhaté sok ¢ € R
kivételével. Igy a 3.7. Tétel (xxii) pontja és a (valos egyenesre vonatkozo) Fatou-lemma alapjan

]E(]X\):/O P(]X\}t)dt:/o lim inf P(|X,| > ¢) dt

n—o0

<nmmf/ P(|X,| > £) dt = lim inf B(|X,,|).
0 n—oo

n—oo

O
7.25. Allitas. Legyenek X:Q—R és X,:Q—R, neN, valdszintségi vdltozok. Ha XH&X
és {X,:neN} egyenletesen integrdlhato, akkor E(|X|) <oo és E(X,) — E(X).
Bizonyitas. Mivel {X, :n €N} egyenletesen integralhato, a 7.10. Tétel alapjan kapjuk, hogy
sup,en E(]X5|) < 0o, 1gy a 7.24. Allitas alapjan

E(]X]) < liminf E(| X,|) <supE(]X,|) < oo.
n—oo

neN

Mivel a pozitivrész- és negativrész fiiggvények folytonosak, a leképezési tétel (lasd 7.17. Tétel)
alapjan XX+ és X 25X, ésmivel X <|X,|, X7 <|X,|, n€N, ahol {|X,|:neN}
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egyenletesen integralhato, a 7.11. Tétel (iii) része alapjan {X:neN} & {X, :neN} is
egyenletesen integralhato. Igy elég belatni az allitast abban az esetben, ha X, >0, n€N, és
X > 0. Valoban, ekkor E(X,[) - E(XT) és E(X,)— E(X™), melybdl

E(X,)=E(X'—X)=EX)-EX,)>EX")-EX")=E(X), ha n— oo

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy X, >0, n€N, é X > 0. Ekkor minden n€N és K >0

esetén, a Fubini tétel alapjan

/ X, / oy ) B+ /{ o ol ()

/ / L) (X (@) dt P(deo) +E(X, L x,))
ngK}
:/ (/ H{Xn(w)gK}]l[t,oo)(Xn(W)) ]P’(dw)) dt+E(Xnﬂ{Xn>K})
0 0
:/ (/ 1< X, ()<} ]P’(dw)) dt+E(X,1¢x,>k})
0 Q
K
:/ Pt <X, <K)dt+E(X,1x,>k}) (7.15)
0
és hasonléan
K
E(X):/ Pt < X < K)dt+E(X1{x>x3)- (7.16)
0

Mivel {X,,:neN} és {X} nemnegativ valoszintiségi valtozokbol allo egyenletesen integralhato
csaladok, tetsz6leges € >0 esetén létezik olyan Ky >0, hogy
SupE(Xn]l{Xn>K}) <g, ha K > K,,

neN
és
E(X]]-{X>K})<5; ha K > K,.
Rogzitsiink a tovabbiakban egy olyan K>K, értéket, melyre P(X K )=0 (ilyen K létezik,

mert X eloszlasfiiggvénye legfeljebb megszamlalhato sok pontban nem folytonos). Ekkor
+ 2¢, n e N,

K K
BB < | [ Pe< X< R)ai- [ Re<X <Byar
0 0

igy elég belatni, hogy

K K
lim P(tgxngK)dt:/ Pt < X < K)dt.
0

n—oo 0

Ez a domindlt konvergencia tételbdl kévetkezik, ugyanis
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o lim,_,o P(t< X, <K)=P(t<X<K) legfeljebb megszamlalhato sok te[0, K] kivételével,
hiszen X, N ,

o [P(t<X,<K) <1, te[0,K], neN, ¢ [Fldi=K < oo,
O

7.26. Allitas. Legyenek X:Q—R és X,:Q—=R, neN, wvaldszindségi vdltozék. Ho X, >0,
neN, X>0, EX,) <o, neN, EX)<oo, X,—X é E(X,) —E(X), akkor
{X, :n €N} egyenletesen integrdlhato.

Bizonyitas. Mivel X, 2, X, a 7.25. Allitas bizonyitasa alapjan kapjuk, hogy minden olyan
K >0 esetén, melyre P(X = K) =0, teljesiil, hogy
K K
im [ Pt<X, gK)dt:/ P(t < X < K)dt.
0

n—oo 0

Igy, felhasznalva, hogy E(X,) — E(X), (7.15) és (7.16) alapjan kapjuk, hogy

n—oo

minden olyan K >0 esetén, melyre P(X = K)=0. Legyen e >0 és valasszunk egy olyan
Ko >0 értéket, melyre P(X = Ky) =0 és E(X1{xs>xk,)) <e. Ekkor létezik olyan ng € N,
hogy E(X,1lix,>k,)<¢, ha n>ng, ésigy, felhasznalva, hogy X, >0, ne€N, kapjuk, hogy

]E(Xn:ﬂ-{Xn>K}) < ]E(Xn]]-{Xn>Kg}> <Eg, ha n> ng és K > K.
Tovabba tudunk olyan K; >0, K3 >0,..., K,,—-1 >0 értékeket valasztani, hogy
E(Xi:n-{Xi>Ki})<€7 1=1,...,n9—1.

Igy tetszoleges K >max(Ko, K1, ..., Kpy-1) esetén E(X,, 1(x,>x}) <¢, n€N, melybdl kivetkezik,
hogy limg o0 sUp,ey B(Xn1ix,>k1) =0, azaz {X,, : n € N} egyenletesen integralhato. O
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8. Feltételes valoszintiség, feltételes varhato érték, regularis

feltételes eloszlas
A késébbiekben gyakran hasznaljuk majd a varhato érték kovetkezd tulajdonsagat.

8.1. Lemma. Legyen (9, A,P) wvaldsziniségi mezd és F C A eqy rész o-algebra.

(i) Ha ¢:Q—R olyan F-mérhetd valdsziniségi viltozs, melyre E(|(]) < oo és minden
AeF esetén E((1a) =0, akkor (=0 P-m.m.

(ii) Ha £:Q—R és n:Q—=R olyan F-mérhetd valdszindségi viltozok, melyekre E(|{]) < oo,
E(|n]) < oo, és minden A€ F esetén E(E1a) <E(nly), akkor £<n P-m.m.

(i) Ha &:Q—R és n:Q—R olyan F-mérhetd valdsziniségi vdltozok, melyekre E(|€])<oo,
E(|n]) < oo, és minden A€ F esetén E(E1lx) =E(nla), akkor £=n P-m.m.

Bizonyitas. (i). Ha p:=P({ <0) > 0 volna, akkor a valoszintiség folytonossaga alapjan
lim,, 0o P(C < —1/n) =P(¢ < 0) teljesiilne, ugyanis {¢ < —1/n}1{¢ <0}, ha n— oo. Igy
létezne olyan ng €N, melyre P(( <—1/ng)>p/2, ésekkoraz A:={weQ:((w)<—1/no}eF

eseményre

1 1 1 P
E(lly) S ——E(ly)=——PA)=——P((< -1 <—-—=—<0
(CLa) €~ B(La) = - P(A) =~ B(C < ~1/my) < L
teljesiilne, ami ellentmondana a feltételeknek.
(ii). Alkalmazzuk az (i) allitast a ¢ :=n—¢ valoszintiségi valtozora.
(iii). Nyilvanvaloan kévetkezik (ii)-bol. O

Ha (Q,A,P) valoszintiségi mez6 és B € A olyan esemény, melyre P(B) > 0, akkor

tetszGleges A € A esemény esetén definidlhato a

P(ANB)

PAIB)= 5

feltételes valoszintiség. De ha példaul X és Y véletlen valtozok, és X abszolat folytonos,
akkor P(Y <b|X =a) nem definidlhato a fenti médon, mert P(X =a) =0 minden a €R
esetén.

Ha P(B) € (0,1), akkor P(A|B) ismerete még nem irja le az 6sszes informaciot, melyet a
B eseményre vonatkozé megfigyelés ad az A eseményre vonatkozoan; ehhez még P(A|B) is
hozz4 tartozik. Altaldnosabban: ha {B,}%°, olyan teljes eseményrendszer, melyre P(B,) >0
minden n€N esetén, akkor egy A€A eseményre vonatkozo teljes informaciot a {P(A| B,)}5°,

feltételes valoszintiségek irjak le. Hogyan lehetne ezt az informéciot gy megadni, hogy ne kelljen
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hozzd a P(B,) >0, neN feltétel? Tekintsiik a kovetkez6 modon definidlt f:Q — R 1épcsss
fiiggvényt:

:iP(A]Bn)]an(w), w €

Ez nyilvan véletlen valtozo, s6t még a {B,}22, események altal generalt F o-algebrara nézve
is mérhets. Az F o-algebra éppen a {B,}22, eseményekbdl képezett Gsszes megszamlalhato
uniobol all, azaz

F=0(Bp,neN)= {U B;: FCN, F megszamlalhato} (8.1)

leF

ahol J,ey By := 0. Ugyanis a jobboldalon levé halmazrendszer egy o-algebra, hiszen
(i) tartalmazza az Q-t, mivel Q=" B,,

(ii) ha tartalmazza az A =|J,.p B, halmazt, ahol F CN megszamlalhato, akkor Q\ A=
= UeeN\F By, ahol N\ F megszamlalhato,

(iii) zart a megszamlalhaté unioképzésre is, mert megszamlalhato sok megszamlalhato halmaz
uni6ja is megszamlalhato.

A jobboldalon levs o-algebra tartalmazza a B,,, n € N, eseményeket (éljiink az F'={n}, n€N,

valasztasokkal), igy a generalt o-algebra definicioja folytan

FC {U By: FCN, F megszémlélhaté} .
teF

Masrészt, a {B,}>2, eseményeket tartalmazo tetszéleges o-algebra tartalmazza a jobboldali

halmazrendszer tetszéleges elemét (hiszen egy o-algebra zart a megszamlalhaté unioképzésre),

igy ijra a generalt o-algebra definicioja miatt

FD {U By: FCN, F megszémlélhaté} .

leF

Ezzel belattuk a (8.1) Osszefiiggést.
Tovabba, a 3.7. Tétel (xi) része alapjan

E(|f]) ZE (A|B,)1g,) Z]P’A\B B,) =P(4) < co.

Igy az f véletlen valtozét a 8.1. Lemma (iii) része alapjan egyértelmtien meghatarozzak az
{E(f1p) : B € F} varhato értékek, ugyanis F-ben az egyediili P-null mértékid halmaz az
iireshalmaz. Valoban, ha f egy olyan F-mérhetd véletlen valtozo, hogy E(|f]) <oc és E(f15)=

—E(f]lB) B e F, akkor a 8.1. Lemma (iii) része alapjan f = f P-mm., azaz f— f=0 P-m.m.
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Mivel f és f F-meérhetdek, kapjuk, hogy {f—f: 0} € F. Az, hogy az egyetlen F-beli PP-
nullmértékd halmaz az tireshalmaz, F-nek a (8.1)-beli elGallitasabol és abbol kovetkezik, hogy
P(B,) >0, n€N.

Vegyiik észre tovabba, hogy az {E(f1p): B € F} halmaz nem feltétleniil megszamlalhato.
Tovabba, ha B € F, akkor (8.1) és By, k € N, paronként diszjunkt volta miatt, tetszéleges
n €N esetén vagy B, C B (ésigy B,NB=B,) vagy pedig B,NB =10, ezért

fﬂgmBﬁ(ZPka)ﬂBk) Long, = Y P(A|B)lpsns, = Y. P(A|By)lg,,

k=1 k=1 {n:B,CB}

ésigy 1=5> 1p, alapjan

E(f1g) ZE fllp,)=> E(flpns,)= Y P(A|B,)P(B,)

{n:B,CB}

P(ANB,)
{M;CB} B(5,) P(B,) {n:j;B}P(AﬂBn) P(ANB) =E(141p).

Tehat az f:Q — R véletlen valtozot egyértelmiien meghatérozza a kivetkezs két tulajdonséig:
F-mérhets, és minden B € F esetén E(flp)=E(Lslp). llyen f fiiggvény olyan {B,}>°,
teljes eseményrendszer esetén is létezik, melynél nem feltétleniil teljesiil P(B,) >0 minden ne
€N esetén, de ekkor f nem lesz egyértelmiien meghatarozott, csak F-mérheté P-nullmértéki
halmaz erejéig.

Hasonlé gondolatmenet érvényes a feltételes varhaté értékre is. Legyen X : Q) — R véletlen
valtozo, melyre E(|X|) <oo. Ha B €A olyan esemény, melyre P(B) >0, akkor definidlhato

E(X|B) = /ﬂ X(w) QB(dw):ﬁE(X]lB):ﬁ /B X (w) P(dw) (8.2)

feltételes varhato érték, ahol a Qp: A—[0,1], Qp(A):=P(A|B) halmazfiiggvény valoszintiségi
meérték az (€2, A) mérhets téren. Felhivjuk a figyelmet, hogy ha B €A olyan esemény, melyre
P(B)>0, akkor E(X | B) nem més, mint X-nek a B halmazon vett P-szerinti integralatlaga.
A @Qp valbszintiségi mérték abszolit folytonos P-re nézve, és ()p-nek P-re vonatkoz6 Radon-
Nikodym derivaltja ﬁﬂg(w), w € Q, formalisan Qp(dw) = ﬁ:ﬂ.g(&)) P(dw). Speciélisan,
ha példaul X =3""  ¢;14, alaka, ahol ¢; €R, i=1,...,n, és A, € A, i=1,...,n, akkor

/QX<W>QB<dw>=ZCiQB( Zf/‘z Al B)=D %

/ZCZM 5(w) P(dw) = %B)/Q(MB)(@) P(dw):M%)E(XHB).

Ha {B,}2, olyan teljes eseményrendszer, melyre P(B,)>0 minden n €N esetén, akkor az

X véletlen valtozé varhato értékére vonatkozo teljes informacot a {E(X | B,)}22, feltételes
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varhato értékek irjak le. Ennek az informacionak a megadéasahoz tekintsiik a kévetkezd modon

definialt ¢: € — R lépcsss fiiggvényt:

= ZE(X | Bn)]an(w>7 w € (L.
n=1
Ez is nyilvan véletlen valtozo, és még a {B,}>2; események altal generalt F o-algebrara

nézve is mérhets. Tovabba, a 3.7. Tétel (xi) része alapjan
E(lgl) ZE|EX|B Ig,|) <> E(E(X||By)lg,) ZE!XHB B)
n=1

—Z/ X1(0) Pldw) = | 1XI(w) Pld) = E(X) <

Igy a g véletlen valtozot a 8.1. Lemma (iii) része alapjan egyértelmtien meghatarozzak az
{E(¢glp) : B € F} varhato értékek, ugyanis F-ben az egyediili P-null mértékd halmaz az
iireshalmaz. Tovabba, ha B € F, akkor tetsz6leges n € N esetén vagy B, C B, vagy pedig
B,NB =10, ezért (8.2) és 1= " 1p

alapjan,

n=1 n

E(g1p) ZE 9lglp,) = Z E(X | B,)P(BNB,)

{n:B,CB}

= > P(dw) / X (w —E(X1p).
{n:B,CB}

Tehat a ¢g:Q — R véletlen valtozo6t egyértelmiien meghatirozza a kovetkezs két tulajdonséig:
F-mérhetd, és minden B € F esetén E(glp) =E(X1g).
Az el6z6ek motivaljak a o-algebrara vonatkozo feltételes varhato érték definicidjat.

8.2. Definicid. Legyen (2, A,P) wvaldsziniségi mezé, F C A rész-o-algebra, és X :QQ — R
olyan véletlen vdltozo, melyre E(|X|)<oo. Azt mondjuk, hogy eqy Xr:Q—R wvéletlen vdltozo

az X feltételes varhato értéke az F feltételre nézve, ha
(i) Xz F-mérhets, E(|Xr|) < oo
(ii) minden A€ F esetén E(Xzla)=E(X1,).

Megjegyezziik, hogy a 8.2. Definicibban az E(|Xz|) < oo feltétel valojaban redundéns,
ugyanis a definicio (ii) részében az A = Q vélasztassal kapjuk, hogy E(Xr) =E(X), és
igy E(Xx) is véges, amibdl a 3.6. Megjegyzés (i) része szerint E(|Xx|) < co. Megjegyezziik
tovabba, hogy a fentiekben szereplé motivacios részben levg f, illetve ¢ nem mas, mint
1 4-nak, illetve X-nek a (8.1)-beli F o-algebrara vonatkozo feltételes varhato értéke.
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8.3. Tétel. Legyen (2, A,P) waldsziniségi mezd, F C A rész-o-algebra, X :Q — R olyan
véletlen vdltozd, melyre E(|X|) <oo. Ekkor létezik Xr:Q— R feltételes varhato érték, mely

P-m.b. egyértelmien meghatdrozolt.

Els6 bizonyitas. Legyen A € F esetén Qr(A) :=E(X14). Ekkor Qr véges (de nem
feltétleniil nemnegativ), o-additiv halmazfiiggvény az (Q,F) mérhetGségi téren. Valoban,
Qr(Q)=E(X1g)=E(X)<oo, ésha A,cF, neN, paronként diszjunktak, akkor a dominélt
konvergencia tétel alapjan (felhasznalva az E(|X|) < oo feltételt):

Qr (G An> =E (X1y> a,) = (ZXILA ) = lim E (ZXILA )
n=1
= lim » E(X14,)= lim Z@(An):Z@f(A
n=1 n=1 n=1

fgy QF elGjeles mértek, ugyanis Qr elsall Qr=QY —QF alakban, ahol QW(A):=E(X+
+14), A€ F, &s Q@(A) =E(X"14), AcF, véges mértékek (Q,F)-en. Tekintsiik a P
valosziniiségi mérték Pz megszoritasat is az (2, F) mérhetGségi térre. Ekkor Qr <Pr (azaz
QF abszolut folytonos Pz-re nézve, Vagyis ha A€ F olyan, hogy Pr(A)=0, akkor Qz(A)=
=0), ugyanis Qr(A)=E(X14)=/, X dw), AeF, és,ha AeF olyan, hogy Pr(A)=0,
akkor P(A) =0, mely az integral tulaJdonsagal alapjan maga utan vonja, hogy Qz(A) = 0.
Ezért a Radon-Nikodym-tétel (3.16. Tétel) alapjan létezik olyan Pr-m.b. (és igy P-m.b.)
egyértelmien meghatérozott F-mérhets Xr:Q — R fiiggvény, melyre tetszéleges A € F
esetén Qr(A)= [, XrdPr= [, Xz dP, vagyis E(X14)=E(Xrl4). Az X fiiggvény azért
lesz valos erteku P-m.m., mert Qx valos értéki; tovabba az is igaz, hogy ha X nemnegativ,
akkor Qr nemnegativ, és igy a 8.1. Lemma (i) része szerint Xz is nemnegativ P-m.m.
Megjegyezziik, hogy a tételnek az a része, hogy a feltételes varhato érték P-m.b. egyértelmtden
meghatarozott a 8.1. Lemma (iii) részébdl is kovetkezik, mert ha Xz és X7 is X feltételes
vérhato értékei F-re nézve, akkor Xz ¢s Xr F-mérhetSek, E(|X7|) < oo, E(|Xx|) < oo, &s

tetszéleges A € F esetén
E(X71a)=E(X1,4)=E(X£la),

azaz teljesiilnek a 8.1. Lemma (iii) részének a feltételei, és igy Xr = X7 Ponam.

Masodik bizonyitas. Jelolje (rogzitett F esetén) H azon X :Q— R véletlen valtozok
halmazat, melyekre E(|X]|) < oo, és melyekhez létezik Xr:Q — R feltételes varhato érték.
Jelolje HT™ a H-beli nemnegativ véletlen valtozok halmazat.

Elgszor belatjuk, hogy H tartalmazza az Osszes korlatos véletlen valtozot. Ha X korlatos,
akkor X € L*(Q, A,P). Nyilvan L*(Q,F,P) egy zart altere az L*(2, A,P) Hilbert-térnek,
mely a (£, n):=E(¢n), £, nel?(Q, A,P), belsdszorzattal van ellatva. Jelolje X a X merGleges
vetiiletét az L?(Q2, F,P) altérre. Ekkor Xz nyilvan F-mérhets és négyzetesen integralhato
és igy integralhato is. Tetszéleges A€ F esetén 14€ L*(Q, F,P), ezért Xr—X 1 L*(Q, F,P)
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miatt <X_7:—X,ILA>:O, igy
E(XfﬂA):/XﬂAdP:<XF, 14) = (X, 14) = E(X1y).
Q

Tehat Xr az X-nek egy feltételes varhato értéke F-re nézve.
Legyen {X,}3%,CH" egy monoton névekvs sorozat. Jelolje minden neN esetén X, r a
X, egy feltételes varhato értékét F-re nézve. Ekkor tetszéleges n€N esetén 0<X,, r< X, 41 7

teljesiil P-m.b., ugyanis a feltételes varhato érték definicioja alapjan tetszéleges A€ F esetén
E(Xn,]-']lA) = E(Xn]lA) és E(Xn+1,]-'1A) = E(Xn+11A>7

igy, mivel E(X,14) <E(X,4+114), kapjuk, hogy E(X, rla) < E(X,11714). Ezért a 8.1.
Lemma (ii) része alapjan X, r < X417 P-m.b. és a szoban forgd P-nullmértékd halmaz
JF-mérhetd is. Igy minden n € N esetén létezik az X,,-nek olyan )?n 7 feltételes varhato
értéke  F-re nézve, hogy az {X, r}°°, sorozat monoton névekvs (mindeniitt). Jelslje X :=
= limy, 00 Xp, 65 tegyiik fel, hogy E(|X|) < oo. Jelolje Xz :=lim, o0 X, r. Ekkor Xz
nyilvan F-mérhetd, és tetszbleges A € F esetén a monoton konvergencia tétel alapjan

]E(X]:]lA) = lim E(Xn’]:ﬂA) = lim E(Xn]lA) = E(XILA),

n—o0 n—oo

tehat Xr az X-nek egy feltételes varhato értéke JF-re nézve, azaz X € HT. Mivel H
tartalmazza az Osszes korlatos véletlen valtozot, igy az el6z6 konstrukeio alapjan H*t  tartal-
mazza az Osszes P-integralhaté nemnegativ véletlen valtozot (valéban az 1.17. Lemma alapjan
egy nemnegativ valoszintiségi valtozohoz létezik egyszert valoszintiségi valtozokbol allo olyan
sorozat, mely minden w € 2-ra monoton névekvGen konvergal hozza, és egy egyszeri véletlen
valtozo korlatos). Ezért H nyilvan tartalmazza az 6sszes P-integralhato véletlen valtozot.
Az Xz :Q — R véletlen valtoz6 P-m.b. egyértelmiien meghatarozott (a definiciojabol

kovetkezGen). O

8.4. Definici6. A 8.3. Tétel alapjin létez6 Xz wvéletlen vdltozo P szerinti ekvivalencia-

osztdlydt, és ennek egy tetszdleges reprezentansdt is E(X | F) fogja jeldlni.

A 8.4. Definicioban az alabbi ekvivalenciarelacié altal indukalt osztalyozasrol (ekvivalencia
osztalyokrol) van sz6. Egy £:Q - R és n:Q — R véletlen valtozorol akkor mondjuk,
hogy relaciéban allnak, ha & =7 P-m.b. Ez a relaci6 reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz
ekvivalenciarelacié a véletlen valtozok halmazan, igy azon indukal egy osztalyozést.

A kovetkezd tételben a véletlen valtozok kozotti egyenlGségek, illetve egyenlGtlenségek min-

dig P-m.m. értenddk, ezt a legtobb esetben kiilén nem irjuk ki.
8.5. Tétel. Legyen (Q, A P) waldsziniségi mezd, F C A rész-o-algebra.
(i) Ha E(]X]|) <00, E(JY]|) <00 és X <Y, akkor E(X|F)<E(Y|F).
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(xii)

(xiii)

Ha E(|X]|) < oo, akkor |E(X|F)|<E(X]||F).

Ha E(|X]|) <oo, akkor E(X|A)=X.

Ha X F-mérhetd és E(|X]|) <oo, akkor E(X|F)=X.

Ha E(|X]) <oo, akkor E[E(X|F)]=E(X).

Ha E(|X]|)<o0 és X figgetlen F-tdl, akkor E(X |F)=E(X).
Toronyszabdly: ha E(|X|) <oo és GCF rész-o-algebra, akkor

E[E(X | F)|9] =E[EX|G) [ F]=E(X[G).

Ha E(|X])<oo és E(|Y]) <oo, akkor tetszdleges a,b € R esetén

E(aX +bY | F) = aB(X | F)+bE(Y | F).

Ha E(|X]|) <oo, E(|XY|) <o és Y F-mérhets, akkor E(XY |F)=Y E(X|F).

Ha X, X5, ... Pantegrdlhatok, X,1TX P-m.b. és X s P-integrdlhato, tovabbd létezik
olyan Y waldsziniségi valtozd, hogy ¥ n € N esetén X, >2Y P-m.b. és E(|Y|) < o0,
akkor E(X,|F)TE(X|F) P-m.b.

Ha X, Xo, ... P-integrdlhatok, Vn € N esetén X, >2Y P-m.b., ahol Y egy
liminf X, ) < oo, akkor

n—oo

olyan valdszintségi vdltozd, melyre E(|Y|) < oo, és ]E(

E <1im inf X, | J—“) <liminf E(X,, | F).

n—oo n—oo

Ho X, m-by X, éslétexik olyan 'Y P-integrdlhato véletlen vdltozo, hogy minden n € N
esetén |X,| <Y P-m.b., akkor E(X,|F) "B E(X|F), é E(X,—X||F)=%0.

Ha X, X, ... P-integrdilhatck, Vn € N esetén X, >0 P-m.b., és > X, is P-
n=1

integrdlhato, akkor E (Z X, | ]:) = > E(X,|F).
n=1 n=1

Bizonyitas. (i). Tetsz6leges A € F esetén

E[EY | F)-E(X | F)1a] =EEQY | F)La) -EEX | F)Ls) =E(Y14) -E(X14)
=E((Y -X)14) 20,

amibdl, felhasznalva, hogy E(X|F) és E(Y |F) F-mérhetGek és integralhatoak (definicio

alapjan), a 8.1. Lemma (ii) része alapjan kovetkezik az allitas.

(i

i). Kovetkezik (i)-bdl, hiszen —|X| < X <|X| alapjan

E(—[X[]F) SEX [ F) <E(X[]F),
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¢s E(—|X||F)=—-E(X]||F) (mely a definici6 alapjan konnyen ellendrizhets).

(iii). Kovetkezik a definiciobol, ugyanis X A-mérhetd, integralhato, és a 8.2. Definicio (ii)
tulajdonsaga trivialisan teljesiil.

(iv). Hasonloan kivetkezik a definiciobol.

(v). Az Q€ F eseményre a definici6 alapjan teljesiil
EEX [ F)] =E[E(X | F)lo] = E(X1q) = E(X).

(vi). Nyilvan a konstans E(X) véletlen valtozd6 F-mérhets, integralhato és X és F
fiiggetlensége miatt tetszbleges A € F esetén az X és 1,4 véletlen valtozok fiiggetlenek,
ezért E[E(X)14] =E(X)E(14) =E(X1,).

(vii). A definicio alapjan nyilvin E(X |G) G-mérhetd, integralhato és tetszéleges A € G

esetén A € F is teljesiil, ezért
E[E(X |G)l4] =E[X14] =E[E(X | F)1L4].

ley E(E(X|F)|G)=E(X|G). Az E(E(X|G)|F)=E(X|G) egyenlsség abbol kivetkezik,
hogy E(X|G) G-mérhets, integralhato, és igy G C F miatt E(X |G) F-mérhet6 is, és ezért
(iv) alkalmazhato.

(vili). A definici6 alapjan nyilvan «E(X | F)+0E(Y | F) F-mérhets, integralhato és tet-
szbleges A € F esetén

E[(aB(X | F)+bE(Y | F))l =aE[E(X | F)li+bE[E(Y | F)L4]
—aE [X14)+bE[Y 14 =E[(aX +bY)14].

(ix). A definici6 alapjan nyilvan Y E(X |F) F-mérhets. Ha Y egy F-mérhets indiké-
torvaltozo, azaz Y = 1, ahol B € F, akkor XY = X1p is P-integralhato, és (ii) és (v)

alapjan

E([Y E(X | F)|) =E(|1s E(X | F)|) < E(|E(X [ F)]) SEE(X][F)) =E(|X]) < occ.
Tetsz6leges A€ F esetén ANB e F ésigy

EYE(X[F)1a] =E[1pE(X | F)La] = E[E(X | F)lanp] = E[X1anp] =E[Y X14],

igy ekkor teljesiil E(XY |F)=Y E(X |F). Nyilvan ez teljesiil F-mérhets indikatorvaltozok

véges, linearis kombinacidira is. Példaul, ha Y =alp, +b1p,, ahol By, Bs € F és a,b e R, akkor

(alp, +blp,) E(X | F) egy F-mérhets véletlen valtozo, és a (vii) rész alapjan

E(XYLF) :E<X(6L131 —l—b]lBQ) |f) :E(CLXILBl+bX]lB2 |.F) = aIE(X]LBl |F)+bE(XILB2 |.F)
— alp, E(X | F)+blp, E(X | F) = (alp, +blp,) E(X | F) = YE(X | F).
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Ha Y >0 és F-mérhets, akkor az 1.17. Lemma (F-mérhets véletlen valtozokra vonatkozo
verzidja) alapjan létezik F-mérhets indikatorvaltozok véges, linearis kombinacioinak {Y;,}>
monoton novekvs sorozata agy, hogy minden n € N esetén Y, >0, és lim, .Y, =Y. Ha

még az is teljesiil, hogy X >0, akkor tetszéleges A € F esetén
E[YE(X|F)la]=E |(lim Yn)E(X|.7-")ILA} = lim E[Y, E(X | F)14]
n—oo n—oo

— lim E[Y, X1, =E [( lim Yn)XﬂA} —E[YX14],
n—oo

n—oo

ahol a masodik és negyedik egyenlGség a monoton konvergencia tétel kdvetkezménye, ugyanis,
mivel X (igy E(X|F)) és Y,, n€N, nemnegativak, a 0 integralhato also korlat. Tovabba

az A= vilasztassal
E(YE(X | F)) =E(YE(X|F))=E(YX)=E(]YX]) <0,

ezért F-mérhet6 nemnegativ Y és nemnegativ X esetén is teljesiil, hogy E(XY |F) =
=YEX|F). Végilaz XY =(XT—-X")(Y"T-Y ) =XTYT XY - XYV T4+ XY~
felbontas alapjan kapjuk az altalanos esetet.

(x). Mivel (X,,)nen monoton névekvé P-m.b., az (i) rész alapjan E(X,, | F) <E(X,41 | F),
n €N, P-m.b., igy lim, .E(X,|F) létezik P-m.b., és lim, . E(X,|F) F-mérhets.
Tovabba, az (i) és (ii) részek alapjan E(X, | F)ZE(Y | F), neN, ahol E(|E(Y | F))<E(]Y])<
< o0. Igy tetszéleges A € F esetén a monoton konvergencia tétel alapjan

E[lim E(X, | F)14] = lim E[E(X,|F)14] = lim E[X,14] = E[X14)].
n—oo n—o0

n—o0

[gy a feltételes varhato érték definicioja alapjan lim, . E(X, |F)=E(X |F) P-m.m., és ezért
E(X,|F)TEX|F) P-mm., ha n— oo.
(xi). Nyilvan (i) alapjan, felhasznélva azt is, hogy megszamlalhato sok 1 valoszintiségi ese-

mény metszete is 1 valoszintiségii esemény, kapjuk, hogy

P(E(inf X, | F) < inf E(X, | F), vmeN) ~1. (8.3)

n=m n=m

Az Y, :=inf,>,, X,,, m €N, sorozatra teljesiil, hogy

Y <Y, T lim inf X, =liminf X,, ha m — oo,

m—oo n=>m n—o00
ahol a feltétel miatt liminf, , X, ésigy Y, m €N, P-integralhatoak. Alkalmazva (x)-et
azt kapjuk, hogy lim,, ., E(Y,, | F)=E(liminf, .. X, | F), azaz

lim E(inf X, | F)=E(liminf X,, | F),
n—o0

m—00 nz=m

ezért (8.3) alapjan

E(liminf X, | F) < lim inf E(X, | F)=liminf E(X, | F).

n—o0 m—oo n=>m n—oo
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(xii). Nyilvan elég a masodik allitast bizonyitani, hiszen
| E(Xn | F) —E(X [ F)] = [E(X, = X[ F)| <E(] X, — X[ [ F).

Mivel X, mby X, ha n—=00, a Z,:=sup,,, | Xm—X|, n€N sorozatra 7,0 P-m.b., és
minden n €N esetén 7, >0, ezért (x) alapjan E(Z,|F)l0 P-m.b. A (x) rész alkalmazhato,
mert X, 2% X és | Xo| <Y P-m.b. miatt | X|<Y, ésigy [Z,] <sup,,.,(|Xm|+]X]) <2Y,
n €N, ahol E(Y)<oo. Mivel minden n €N esetén 0<|X, —X| < Z,, ezért (i) alapjan
0<E(X,—X||F)<E(Z,|F), amibél E(|X,—X||F),0 P-m.b.

(xiii). Kovetkezik (x)-b6l. A nemnegativitas ott van kihasznalva, hogy az (X;+- -+ X, )nen
részletosszeg sorozat monoton névekvéen konvergal >~ | X,,-hez, és hogy a részletisszegek 0-

val alulrél korlatozhatoak. O

8.6. Tétel. (Feltételes Jensen-egyenlStlenség tobbdimenzidéban) Legyen (2, A,P) egy
valdszintiségi mez6, F C A rész-o-algebra, és X = (X1,...,Xy) : Q — R4 wvéletlen vektor,
melyre E(]|X]]) < oc.

(i) Ho K CR? nemiires, konver, zirt és X € K P-m.b., akkor

E(X | F):= (E(X{|F),....E(X4| F)) € K P-m.b.

(ii) Towdbbd, ha g:R?*—R konver és E(|g(X)|) < oo, akkor g(E(X|F))<E(g(X)]|F).

Bizonyitas. (i). Tetsz6leges w € Q esetén alkalmazzuk az A.5. Lemmat =z =E(X | F)(w) és
y= X(w) szereposztassal. Mivel X € K P-m.b., azt kapjuk, hogy

E(X | F)(w) [E(X | F)(w) ~ ha(E(X | F)(w))]
> hi(E(X | F)(@))T[E(X | F)(w) — hie (E(X | F)(w))]
> X (w) [E(X | F) (@)~ hi(E(X | F)w))]  P-m.b.

Feltételes varhato értéket véve az F rész-o-algebrara, felhasznalva azt is, hogy hyx mérhetd,

mely az A.4. Lemmabol kovetkezik, adodik, hogy

E(X | F)(w) [E(X | F)(w) = hx (B(X | F)(w))]
> hi (E(X | F) ()" [E(X | F)(w) = hx(BE(X | F)(w))]
>E(X | F)(w)' [E(X | F)(w) - hx(EX]F)w))]  P-mb.

Mivel az els6 és harmadik kifejezés megegyezik, igy mindkét helyen egyenl@ség van, ezért az
A.5. Lemma szerint E(X | F) € K P-m.b.
(ii) Tekintsiik a

K :={(z,y) eR™" :z € R’ y € [g(x),00)} C R
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zart, konvex halmazt. Valoban konvex halmaz K, ugyanis, ha (z1,41),(x2,v2) € K, akkor

yi = g(z;), i=12, ésigy g konvexsége alapjan, minden X\ € [0,1] esetén,
g(Az1+ (1= A)x2) < Ag(@1) + (1= A)g(@2) < Ayr+ (1= A)ys,
amib6l kovetkezik, hogy A(z1,y1) + (1 —A)(22,42) € K. A K halmaz zartsdga abbol ko-

vetkezik, hogy ismert, hogy R? egy konvex, nyilt halmazin értelmezett valos értékid konvex
fiiggvény folytonos is. Mivel (X,¢(X))e K P-m.b., E(||X]]) <oo és E(|g(X)]) < oo, igy (i)
alapjan E((X,g(X))|F) =(E(X | F),E(9(X)|F)) € K P-m.b., ezért K definicidja szerint
E(g(X) | F) = g(E(X | F)) P-m.b. O

8.7. Definici6. Legyen (92, A,P) wvaldszindségi mezé és F C A rész-o-algebra. Egy A€ A

eseménynek a feltételes valdszinisége az F feltételre nézve P(A|F) =E(14]|F).

8.8. Definicid. Legyen (2, A,P) waldszindségi mezd, X :Q — R olyan véletlen vdltozd,
melyre E(|X]) <oo, és Y :Q—R? wvéletlen vektor. Ekkor az X feltételes vdrhaté értéke
az Y-ra nézve E(X|Y):=E(X|o(Y)).

8.9. Lemma. Legyen (2, A,P) wvaldsziniségi mezd, X:Q—R olyan véletlen vdltozd, melyre
E(|X|)<oo, és Y:Q—=Re véletlen vektor. Ekkor létezik olyan f:R?—R mérhetd fiigguény,
hogy E(X|Y)=f(Y). Ez az a Py-m.b. egyértelmien meghatdrozott f:RY— R mérhetd
fiigguény, melyre tetszdleges B € B(R?) esetén teljesiil, hogy

| 1) Prldy) = EX 1y, (8.4)
B
ahol Py az Y eloszldsdt jeloli, azaz minden B € B(R?) esetén Py(B):=P(Y € B).

Bizonyitas. Mivel E(X |Y) egy o(Y)-mérhetd véletlen valtozo, az 1.18. Allitas (ii) része alap-
jan létezik olyan f:R? — R meérhets fiiggvény, hogy E(X |Y) = f(Y). Az aldbbiakban egy
masik indoklast is adunk, melybdl (8.4) is kovetkezik.

Az (R B(RY)) mérhetGségi téren Py valoszintiségi mérték. Legyen tovabba minden B €
€ B(R?) esetén Q(B) := E(X1y-1(p)). Ez véges, oc-additiv (nem feltétleniil nemnegativ)
halmazfiiggvény az (R, B(RY)) meérhet6ségi téren, melyre Q(0) =0, ugyanis, ha B, € B(R?),
n €N, paronként diszjunktak, akkor Y~1(B,), n € N, is paronként diszjunktak, igy a dominalt

konvergenciatétel alapjan (felhasznalva, hogy tetszdéleges m € N esetén |Y " X1y-1(p,| <
Yo XLy -1p,) < |X|, ahol a feltétel alapjan E(|X|) < oo):

Q (U B”) =E (XILY*l(Ui":l Bn)) =E (X:H'UOO Y- 1(Bn) (ZXI]'Y H(Bn >
n=1
i & (30 ) =t 38 () =t 30,
=) Q(B
n=1
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Tovabba, Q < Py, ugyanis
:/X(w)ﬂyl(B)(w) P(dw) :/ X(w) P(dw),
Q Y-1(B)

és mértékelméletbdl ismert, hogy ha P(Y~1(B))=Py(B)=0, akkor Q(B)=0. A Q el6jeles
mérték, ugyanis Q elsall Q=Q; —Q, alakban, ahol Q,(B):=E(X"1y-1(5)), BeB(RY), és
Qs(B):=E(X 1y-1(p)), BeB(R?), véges mértékek (R, B(R?))-n. Ezért a Radon-Nikodym-
tétel (3.16. Tétel) alapjan létezik olyan Py-m.b. egyértelmt’ien meghatarozott f:R? — R
mérhetd fiiggvény, melyre tetszoleges BeB(R?) esetén Q(B)= [, fdPy (az f fiiggvény azért
valos értékid Py-m.b., mert Q(B) € R, B € B(RY)), és igy f-re telJesul a (8.4) Osszefiigges.

A kovetkezokben a definicio alapjan belatjuk, hogy E(X | Y)=f(Y). A Transzformacio-tétel
(3.8. Tétel) alapjan

B(XTy(m) = QUB) = [ f() Pylde) = [ f@)1ala) Prlde) = [ (Y (@) 1Y (@) Plde)
- / (f oY) () Ly-1(5) () P(dw) = / (foY)(w) P(dw) = E((f oY) Ly-1(z)).

Y-1(B)

Mivel o(Y)={Y"Y(B): B € B(R%)} (lasd 1.13. Megjegyzés (ii) része), igy tetszéleges A €
€o(Y) esetén E(X14)=E((foY)la). Nyilvan foY o(Y)-mérhets, és E(|foY|)<oo (mely
a fentickben B =R? vilasztassal adodik az E(|X|) < oo feltétel alapjan), igy a feltételes
varhato érték definicioja szerint E(X |Y) = foY = f(Y). Ha pedig valamely f:R? — R
mérhet6 fiiggvény esetén E(X | V)= f(Y), akkor minden A€o (Y) esetén teljesiil E(X1,)=
=E(f(Y)La), igy minden B € B(R?) esetén teljesiil, hogy E(X1y-1z)=E(f(Y)ly-1(s)),
amibdl a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) alapjan kovetkezik, hogy

QUB) = E(X Ly = E(F ) y-sm) = | FYV @)y r0o) Ple)
— [ F@)ua(e) Prtds) = [ Fapy,
R4 B
ezért a Radon-Nikodym-tétel egyértelmiségi része alapjan f = f Py-m.m. O

8.10. Megjegyzés. (i) A 8.9. Lemma bizonyitasa szerint (a 8.9. Lemmaban szerepl$) f nem-
més, mint a Q(B)=E(X1y-1(5)), BEB(R?), véges, elGjeles (azaz nem feltétleniil nemnegativ)
mértéknek a Py-ra vonatkozé Radon-Nikodym derivaltja az (R?, B(R?)) mérhetd téren.

(ii) Ha a 8.9. Lemmaban Y olyan diszkrét véletlen vektor, hogy értékkeszlete {y;:i€ N},
akkor a B = {y;} valasztassal kapjuk, hogy

{ }f(y) Py (dy) = E(X L{y—y,}), ieN,
Yi

ahol
[ 16 By =SB () = F0) Y =), €N
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Igy

és

E(X1iy—y))

flyi) = P(Y = u) =E(X|Y =w), i €N,

E(X|Y)=f(Y)=)  f)lyy=yy =D EX|Y =4) oy
i=1 i=1

Itt > E(X|Y =v)l{y—y) nemmas, mint a 8.2. Definiciot megel6z6 motivacios részben

szerepls ¢:Q— R fiiggvény a B;:={Y =y;}, i €N, teljes eseményrendszerhez tartozoan. (]

8.11. Jelblés. A 8.9. Lemma alapjdn létezd f fiigguény Py  szerinti ekvivalencia-osztdlydt,

és ennek eqy tetszéleges reprezentdnsdt is R1>y— E(X |Y =y) fogja jelilni.

8.12. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy ) nemdires halmaz részhalmazainak C rendszere

monoton osztdly, ha A, €C, neN, és A, T A, amint n— oo esetén Ae€C fenndll.

8.13. Tétel. (Monoton osztaly tétel) Legyen Q#0, H az Q részhalmazainak egy hal-
mazalgebrdja, C eqy monoton osztdlya, hogy H C C. Ekkor o(H) CC.

8.14. Tétel. Legyen (2, A, P) wvaldsziniségi mezd, X :Q—R olyan véletlen vdltozd, melyre
E(|X|) <oo, és Y :Q—RY wvéletlen vektor.

(i)

(ii)

(iii)

Ha g:R*— TR olyan mérhetd figguény, hogy E(|Xg(Y)|) < oo, akkor
E(Xg(Y)|Y =y)=g(y)E(X|Y =y)  Py-mm. yecR"

Madsképpen, ha f:R* =R és f: R — R olyan mérhetd figguények, hogy E(X |Y) = f(Y)

és E(Xg(Y)|Y) = f(Y), akkor f(y) =g(y)f(y) Py-m.m. y € R".

Ha X és Y fiiggetlenek, és g:RxRI—R olyan mérhetd figguény, hogy E(lg(X,Y)|)<

< o0, akkor
E(g(X,Y)|Y =y)=E(9y(X,y)|Y =y) =E(9(X,y))  Py-mm. yeR",

és E(g(X,Y)|Y)=E(g(X, y))’yzy. Masképpen, ha f:RY— R olyan mérhetd figguény,

hogy E(X |Y) = f(Y), akkor f(y) =E(9(X,y)) Py-m.m. y € R%

Ha ¢g:RxRY—R olyan mérhetd fiigguény, hogy E(lg(X,Y)|) < oo, akkor
E(g(X,Y)|Y)=E(9(X,y)|Y)|

y=Y"

Mdsképpen, ha f: R — R olyan mérhetd fiigguény, hogy E(g(X,Y)|Y) = f(Y), akkor
fly) =E(g(X,y)|Y) Py-m.m. y € R%
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Bizonyitas. (i). Kovetkezik a 8.5. Tétel (ix) pontjabol ugyanis ¢(Y) o(Y)-mérhetd.

(ii). Elég azt bizonyitani, hogy az allitas teljesiil egy mérhet halmaz indikatorfiiggvényére,
azaz amikor ¢ = lp valamely B € B(R xR?) = B(R) x B(R?) esetén, ugyanis ebbsl mar
levezethetd az allitas a 8.5. Tétel (ix) részének bizonyitasaban hasznalt gondolatmenettel. Tehat

elég azt bizonyitani, hogy tetszéleges B € B(R) x B(R?) esetén
E(1p(X,Y)|Y =y)=E(1p(X,y)|Y =vy) =E(1s(X,y)) Py-m.m. y € R<. (8.5)

A 8.5. Tétel (xiii) pontja alapjan azok a B(R) x B(RY)-beli halmazok, melyekre teljesiil (8.5)
monoton osztalyt alkotnak. Valoban, ha B,, n € N, olyan Borel-mérheté részhalmazai R x
x Ri-nek, hogy E(1p,(X,Y)|Y =y)=E(1p,(X,y)|Y =y) =E(1p,(X,y)) Py-m.m. y € R%,
neN, é B,1T B, amint n— oo, akkor mivel

]anH —1p, = :H'Bn+1\Bn7

kapjuk, hogy

E(I]'Bn+1\Bn <X7 Y) | Y = y) = E<:H'Bn+1\Bn <X7 y) ‘ Y = y)
= E<I|‘Bn+l\Bn <X7 y)) Py-m.m. y € Rd; n€N.

Ezért, felhasznéalva, hogy megszamlalhato sok 1 valoszintiségii esemény metszete is 1 valoszint-

ségl esemény, kapjuk, hogy

ZE ILB¢H-1\B (X Y |Y y Z ]]'Bn+1\Bn X y)|Y y)
n=1 =1

Z ﬂBnJrl\Bn X y)) Py—m.m. Yy € Rd,
=1

és igy a 8.5. Tétel (xiii) pontja alapjan

n=1 n=1

=K (Z 1Bn+1\Bn,(X7 y)) ]Py—m.m. (TS Rd.

n=1

Mivel

B— [OJ B, = B,U (G(Bn+l\Bn)> ,

n=1 n=1

és By, B,i1\B,, n€N, paronként diszjunktak, kapjuk, hogy

E(1p(X,Y)|Y =y) =E(1p(X,y)|Y =y) =E(13(X,y)) Py-mm.yeR’
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Ezért a monoton osztaly tétel alapjan elég (8.5)-t egy olyan halmazalgebran belatni, mely
generdlja a B(R) x B(R?) g-algebrat. Megjegyezziik, hogy a 8.5. Tétel (xiii) pontja alapjan
az is belathato, hogy azok a B(R) x B(RY)-beli halmazok, melyekre teljesiil (8.5) o-algebrat
alkotnak, és igy a Carathéodory-féle kiterjesztési tételt is hasznalhatnank. A monoton osztaly
tulajdonsagot konnyebb belatni, mint azt, hogy a széban forgdé halmazrendszer o-algebrat
alkot.

Belatjuk, hogy az el6z6ekben emlitett halmazalgebranak véalaszthatjuk azt a halmazt, mely
a CxD (CeB(R), DeB(R?) alakii halmazok paronként diszjunkt, véges uniéibol all. A

H::{a C' x D alaki halmazok paronként diszjunkt, véges unioi, ahol C € B(R), D € B(Rd)}
halmaz valoban halmazalgebra, ugyanis
~ Rx R4 e B(R) x B(R?),

— zart a komplementerképzésre nézve. Azt ellendrizziik le, hogy ha C'x DeH, ahol CeB(R)
és D € B(R?), akkor (RxR%)\(Cx D)eH. Ekkor

RxRH\(Cx D)= (CxRHYURx D)= (CxD)U(CxD)U(CxD)U(CxD)
= (CxD)U(CxD)U(CxD),
mely uni6 véges sok paronként diszjunkt, megfelel§ tipusi halmaz unidja.

— zart a véges uni6 képzésre. Azt ellendrizziik le, hogy ha C'x D e H és CxDe ‘H, ahol
C,C €BR) és D,D e B(RY), akkor (C'xD)U(CxD)e?H. Ekkor

(C'x D)U(C x D)
= (e u(ENn )] x [(D\D)u(DN D))
u([C\e)u(E@ne)x ((D\D)u(DN D))

=[(C\C)x (D\D)]U[(C\C) x (DND)U[(CNC) x (D\D)JU[(CNC) x (DN D)]
UI(C\O) x (D\D)JU[(C\C) x (DND)U[(CNC) x (D\D)],

mely uni6 véges sok paronként diszjunkt, megfelel§ tipusi halmaz unioja.

Ezért elég azt belatni, hogy (8.5) teljesiil a B = C x D Borel-halmazokra, ahol C € B(R) és
D € B(RY). A 8.9. Lemma alapjan ez pedig azért igaz, mert az

R? 3y = E(Lexn(X,y)) = E[Le(X)1p(y)] = P(X € C)1n(y)
fiigevény mérhets, és tetszoleges D € B(R?) esetén teljesiil, hogy
| Bllo.n(X.) Pr(dy) = Bloxn(X,Y)Ly -1 ),
D
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hiszen a baloldal

/NE(ﬂc(X)ﬂD(y)) Py (dy) = / E(1c(X)) Py (dy) = B(X € C) By(DN D)

D DND

—P(X € C)P(Y € DND),
a jobboldal pedig X és Y fiiggetlensége miatt
E(1o(X)Lo(Y) Ly 5) = EQe(X) 15, (Y)) =B(X € C, Y € DN D)
—P(X € C)P(Y € DND).

Igy a 8.9. Lemma alapjan E(lexp(X,Y)|Y)=f(Y), ahol f(y)=E(lcxp(X,v)), y€R.

(iii). Hasonléan bizonyithat6, mint a (ii). O

8.15. Definicié. Legyen (Q, A,P) wvaldszindségi mezd, és Y :Q— R wéletlen vektor. Egy

Ae A eseménynek a feltételes valdsziniisége az Y -ra nézve
P(AY):=P(A|o(Y)):=E(1a|o(Y)).

A 8.9. Lemma alapjan létezik olyan Py-m.b. egyértelmtien meghatarozott f:R? — R
mérhetd fliggvény, hogy P(A|Y)=f(Y). Ezen f fiiggvény Py-szerinti ekvivalencia osztéalyat
és ennek egy tetszéleges reprezentasit is R y—P(A|Y =y)=E(14|Y =vy) fogja jeldlni

Osszhangban a 8.11. Jeloléssel.
8.16. Megjegyzés. Ha A, B € A, akkor
P(A|1p) =P(A|o(1p)) =P(A|c({B})) =P(A[{0,©, B,Q\ B}) = E(14[{0,Q, B,Q\ B}).
Ha P(B) € (0,1), akkor a 8.2. Definici6 el6tti motivacios rész alapjan

P(A|1p)=P(A|B)1g+P(A|Q\B)lap=P(A|B)1p+P(A|Q\B)(1-15) (8.6)
—P(A[Q\B)+ (P(A| B)~1)15 = f(1p), |
ahol f:R — R egy olyan mérhets fiiggvény, melyre

f(0):=P(A|Q\B) és f(1):=P(A|B)—1.

Lathatjuk, hogy a 8.9. Lemmaéval &sszhangban, f csak Py ,-m.m. egyértelmtien meghatarozott,
hiszen ]P)]lB = ]P(B)(SO —f—IED(Q\B)(Sl
Ha P(B) = 0, akkor a 8.9. Lemma alapjan P(A|1g) = f(1p), ahol f: R — R egy olyan

alkalmas mérhetd fiiggvény, mely Py -m.m. egyértelmien meghatarozott. Tetszéleges S € B(R)
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esetén
(0 ha 0,1¢ S,
P(B) = ha0e S, 14585,
Py (S)=P(lpesS)= (B) ¢

PQ\B)=1-P(B)=1 ha0¢S,1€S8S,
(1 ha 0,1€ S5

0 halgls,

= ¢ :51(5)’
1 hales,

azaz Py, = 01, és tetszbleges olyan S € B(R) halmaz, melyre 1 ¢ S §;-szerint null-mértékd, igy
f-nek csak az 1 pontban felvett értéke érdékes. Ellendrizziik, hogy f: R — R, f(x) :=P(A),
zr € R, jo valasztas. Mivel o(15) = {0,Q, B, 2\ B}, kapjuk, hogy tetsz6leges C' € o(1p) esetén

(0 ha C =0,
E(11Le) = P(A) ha C'=Q,

P(ANB) =0 ha C' = B,

(P(AN(Q\B)) =P(4) ha C=Q\B,

és

0 ha C =),

P(A) ha C'=1,

P(A)-0=0 ha C'= B,
1=P(A) ha C=Q\B.

E(P(A)1c) = P(A) P(C) =

Igy a feltételes varhto érték definicioja alapjan, ha P(B) = 0, akkor
P(A|1g)=E(1a|1p)=P(A) P-m.m.
Felhivjuk a figyelmet, hogy az is igaz, hogy
E(14] 15) = P(A|Q\ B)las = B(A| Q\ B)(1—15) = P(A|Q\ B)(=B(4))  P-mm.
O

8.17. Tétel. Legyen (9, A, P) waldszintdségi mezd, és (X,Y):Q — R? abszolit folytonos
véletlen vektor. Jelolje (X,Y) sdrdségfiggvényét fxy. Definidljuk az fxy : R* — [0, 00)

figguényt a kiovetkezd maodon :

fX,Y(ﬂf, Y) ha fy 0
fx‘y(l"y) = fY(y) f (y) # ’
h(z) ha fy(y) =0,

ahol fy az Y siridségfigguénye, és h:R — [0,00) tetszdleges siriségfiggvény. Ekkor

érvényesek a kovetkezd dllitasok:
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(i) Bdrmely yeR esetén az R> x> fxy(zly) figguény striségfigguény.

(ii) Bdarmely A€ B(R) esetén P(X € A|Y =y) =E(14(X)|Y =vy) = [, fxy(z]y)dz,
Py-m.m. y € R esetén.

(i) Ha g:R—R olyan mérhetd figgvény, melyre E(|g(X)|) <oo, akkor E(g(X)|Y =y)=
= [ _g(@)fxy(zly)dz Py-m.m. y €R esetén.

Bizonyitas. (i). A széban forgé fiiggvény mérhetGsége abbol kovetkezik, hogy fxy és h
mérhetdek (hiszen stirtségfiiggvények). Az, hogy a szoban forgo fiiggvény integralja R-en 1
abbol kévetkezik, hogy fyv(y)=/""_ fxy(z,y) dz, y€R, illetve abbol, hogy h stiriségfiiggvény.
(ii). Specialis esete (iii)-nak a g= 14 fliggvénnyel.
(iii). Nyilvin R >y — ffooo g(z) fx)y(z|y) dr mérheté a Fubini-tétel alapjan, ugyanis g
mérhetdsége miatt R? > (z,y) — g(x) fxpy (z]y) mérhets fiiggvény. Tovabba minden B € B(R)
esetén teljesiil, hogy

/B (/_:g(x)fxw(x!y) dx) Py (dy) :/B (/_:g(x)fx|y(g:]y) dx) Fr(y) dy

o ([ stssvtatac) swas= [ . ([ sorrrtanar) ay

- /_oo /_OO g(x>ﬂBﬂ{fy7é0}(y)fX7y<1‘,y) dz dy
=E(g(X)15(Y) s ayz0y) = E(g(X)Iy—1(m),

ahol az utolso egyenlség abbol kovetkezik, hogy

P(fy(Y) =0) =E(1{s (v)=0}) =/ L pe=0p(v) fy(y) dy =0,
ugyanis Lis -0y (y)fy(y) =0, y€R. Igy a 8.9. Lemma alapjan kovetkezik az allitas. O

8.18. Definici6. Legyen (Q, A, P) wvaldszintdségi mez6, és (X,Y):Q—R? abszolit folytonos
valdszintségi vdltozo. A 8.17. Tételben definidlt fx|y figgvényt az X-nek Y-ra vonatkozo

feltételes striiségfiiggvényének nevezziik.

8.19. Tétel. Legyen (2, A,P) waldszintségi mezd, és Y : Q — R wvéletlen vdltozé. Ekkor
ervényesek a kovetkezd dllitdsok:

(i) Teljes valdsziniség tétele: tetszdleges A€ A eseményre teljesiil

P = [ BAIY =) Pridy)

—00

Specidlisan, ha Y abszolit folytonos és fy jeloli a siriségfigguényét, akkor

o0

P(A) = / B(A|Y = y)fy (y) dy.

o0

158



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

(ii) Teljes vdrhaté érték tétele: ha X :Q — R olyan véletlen vdltozd, hogy E(|X|) < oo,
akkor

B0 = [ E(X|Y =) Pridy)

Specidlisan, ha Y abszolit folytonos és fy jeloli a siriségfigguényét, akkor

o0

E(X) = / E(X Y =) fr(y)dy

[e.9]

Bizonyitas. (i). Specialis esete (ii)-nek az X =1, indikatorfiiggvénnyel.
(ii). Kovetkezik a 8.5. Tétel (v) pontjabol és a 8.9. Lemmabol, ugyanis

E(X) =EEX |Y)) =E(f(Y)) = / f(y) Py(dy) = / E(X|Y =y) Py(dy),
R R
ahol f:R—R a8.9. Lemma szerint Py-m.b. egyértelmtien meghatarozott fliggvény. 0

8.20. Tétel. Legyen (9, A,P) waldszintdségi mezd, és (X,Y):Q — R? abszolit folytonos
véletlen vektor. Jeldlje (X,Y) sdriségfiggvényét fxy, az X sirdségfigguényét fx, az
Y-nak X-re vonatkozo feltételes siriségfigguényét pedig fy|x. FEkkor tetszileges A € B(R)

Borel-halmaz esetén érvényes Bayes tétele:

/fY|X (y|z) fx(x) dz
/ Frix(yl) fx (@) da

Bizonyitas. El6szor belatjuk, hogy

P(X e AlY =vy)

Py-m.m. y € R esetén.

fyix(wle) fx(x) = fyx(y, x) Lebesgue-m.m. z,y € R. (8.7)
Egyrészt,
) h 07
P (gl () = | X ha S £ 59)
0 ha fx(z) =0,

masrészt, ha [, fx(z)de =P(X € B) =0, Be B(R), akkor

frx(y,z)dyde =P((Y,X) ERxB) <P(X € B) =0

RxB
is fennéll, amibdl kovetkezik, hogy ha B € B(R) olyan, hogy fx(z)lg(z) =0 Lebesgue m.m.
z € R, akkor fy x(y,z)lz(z) =0 Lebesgue m.m. x,y € R. Igy, felhasznélva (8.8)-t is, kapjuk
(8.7)-t. Ezért fy(y) #0 esetén

JaPrixl) fx(@)de [, frx(y, @) de fAfYX y7 /f (z|y)d
I heixle) fx (@) de — [, frx(y,z) de x|y

Mivel Py (fy #0)=P(fy(Y)#0)=1 (lasd a 8.17. Tétel (iii) részének bizonyitasat), a 8.17.
Tétel (ii) része alapjan kapjuk az allitast. O
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8.21. Definicid. Legyen (2, A,P) waldszindségi mezd, F C A rész-o-algebra, és X :QQ— R
négyzetesen P-integrdlhato valdsziniségi vdltozo. Azt mondjuk, hogy eqy Y :Q2—R wvaldszinidség:

vdltozo az X mnégyzetes kozépben vett legjobb F-mérhetd becslése, ha
(i) Y F-mérhetd, négyzetesen P-integrdlhatd,
(ii) tetszdleges Z:Q—R F-mérhetd, négyzetesen P-integrdlhato valdsziniségi vdltozd esetén
E(X-Y)?) <E(X—2)%).

Tulajdonképpen az X € L*(2, A,P) vektorhoz keresiink olyan Y € L*(Q, F,P) vektort,
melyre barmely Z € L?(Q, F,P) esetén teljesiil, hogy || X =Y |2 <||X —Z||z2, ahol ||§||2:=
= (E(£2))1/2, €€ L*(Q, A,P); ez nyilvan X merdleges vetiilete az L?(Q, F,P) zart, linearis

altérre.

8.22. Tétel. Legyen (92, A,P) waldsziniiségi mezd, F CA rész-o-algebra, X:Q—R négyze-
tesen P-integrdalhato valoszinidségi valtozo. Ekkor létezik X -nek négyzetes kozépben vett legjobb

F-mérhetd becslése, mégpedig E(X | F) (mely négyzetesen integrdalhato).

Bizonyitas. Legyen Y :=E(X|F), mely a 8.3. Tétel masodik bizonyitasa alapjan létezik,
F-mérhet6, és négyzetesen integralhato. Ekkor barmely Z € L?(Q, F,P) esetén

(X~ 2)) =E | (X=Y)+(Y = 2))" | =E((X = Y)?)+2E[(X ~Y)(¥ = 2)] +E((Y - 2)?).
Mivel YV és Z is F-mérhetd, igy a 8.5. Tétel (ix) pontjanak segitségével
E[(X —Y)(Y - 2)] :E<E[(X—Y)(Y—Z) yf]) :E((Y—Z)E[X—Y | ]—"]) —0,
hiszen E[X -Y |F|=E(X|F)-EY |F)=Y -Y =0. Ezért
E((X - 2)%) =E((X —Y)) +E((Y - 2)2) > E(X - Y)?),
amibdl kovetkezik az allitas. ]

8.23. Definicid. Legyen (2, A, P) waldszindségi mezd, és X,Yq,...,Y, : Q — R négyzetesen
P—integrdlhato véletlen vdltozok. Azt mondjuk, hogy eqy Y : Q — R wéletlen vdltozo az X

négyzetes kozépben vett legjobb linedris becslése az Yy,...,Y, alapjdn, ha

(i) Y benne van az L*(Q, A,P) Hilbert-térnek abban a L*(Yy,...,Y,) zdrt, linedris alte-
rében, melyet az Yy,...,Y, linedris kombindcioi alkotnak,
(ii) tetszdleges Z € L*(Yr,...,Y,) esetén E(X—Y)?) <E((X —2)?).

Tulajdonképpen az X € L?(Q, A, P) vektorhoz keresiink olyan Y € L3(Yy,...,Y,) vek-
tort, melyre barmely Z € L*(Yy,...,Y,) esetén teljesiil || X —Y |2 < || X —Z|2; ez nyil-
van X mer6leges vetiilete az L%(Y3,...,Y,) zart, linearis altérre. Mivel L2(Y;,...,Y,) C

C L*(Q,0(Y1,...,Y,),P), ezért az Yi,...,Y, alapjan vett legjobb linearis becslés altalaban
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,rosszabb”, mint a legjobb o (Y7, ...,Y,)-mérhets becslés (mely a 8.22. Tétel és a 8.9. Lemma

alapjan f(Y1,...,Y,) alakua valamely Py,  y -m.m. egyértelmiien meghatarozott f:R™— R

-----

mérhetd fiiggvénnyel).

8.24. Tétel. Legyen (X,Y1,....Y,) egy n+ l-dimenzids normdlis eloszldsu valdszindségi
vdltozd, és tegyiik fel, hogy E(X)=E(Y;)=...=E(Y,)=0. Ekkor X négyzetes kizépben

vett legjobb linedris becslése az Y1, ..., Y, alapjin megegyezik a legjobb o(Y1,...,Y,)—mérhetd
becsléssel, igy szintén E(X |Yi,...Y,).

Bizonyitas. Mivel X,Y;,....Y,, normalis eloszlasiuak, négyzetesen P-integralhatoak. Jelolje
Y az X négyzetes kozépben vett legjobb lineéris becslését az Yy,... Y, alapjan. Belatjuk,
hogy X és Y teljesiti a 8.21. Definici6 feltételeit az F:=o(Y),...,Y,) valasztassal, melybdl
kovetkezik az allitas. Nyilvan, Y JF-mérhet6 és négyzetesen integralhato, hiszen JF-mérhetd,
négyzetesen integralhato véletlen véaltozok (véges) linearis kombinacioja. Tovabba, tetszdleges
ic{l,...,n} esetén (X —Y,Y;);2=0, ahol (£, n)2:=E(¢n), &,ncL*(Q, A P). Igy, felhasz-
nalva, hogy E(X)=E(Y;)=...=E(Y,) =0, kapjuk, hogy Cov(X-Y,Y;)=0, ie{l,...,n}.

Mivel (X,Y7,...,Y,) normalis eloszlasi, a 6.7. Kovetkezmény szerint X, Yj,....Y, tetszd-

leges linearis kombinacidja normélis eloszlast. Felhasznalva, hogy Y az Yi,....Y, valamely
linearis kombinacidja, tjra a 6.7. Kovetkezmény alapjan (X —Y.Yy,...,Y,) is normélis elosz-
last (hiszen a koordinatéik tetszéleges linearis kombinacioja X, Y7,...,Y, valamely lineéaris

kombinécidja). Igy a 6.8. Kovetkezmény szerint X —Y és (Vi,...,Y,) fiiggetlenek, ezért
E(X-Y|o(Y1,...,Y,)) =E(X -Y) =0. Ezért alkalmazhato a 8.22. Tétel bizonyitasdban
hasznalt gondolatmenet, amivel azt kapjuk, hogy barmely Z € L?(Q,0(Y1,...,Y;),P) esetén

E(X-2)*) =E(X-Y)*)+E((Y -2)*) 2 E((X-Y)?),
amibdl kovetkezik az allitas. O

8.25. Kovetkezmény. Legyen (X,Y) egy kétdimenzids normdlis eloszldsi valdszindségi vdl-
tozd, és tegyiik fel, hogy D*(Y)>0. FEkkor
Cov(X,Y)
DY)

Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy E(X)=E(Y)=0. A 8.24. Tétel szerint E(X |Y) az X
merdleges vetiilete a L2(Q, A, P)-beli {cY :c € R} zart, linearis altérre, igy E(X|Y) =cY
valamely ¢ € R esetén. Tovabba X —E(X |Y) L L?(Q,0(Y),P) miatt (X —cY,Y)2=0, igy
E(X—cY)Y)=0, azaz E(XY)=cE(Y?), amibsl c¢= Cov(X,Y)/D*(Y), és igy kapjuk az
allitast.

Az altalanos esetben legyen X':=X—-E(X) ¢é¢s Y :=Y —E(Y). Ekkor E(X’)=E(Y’")=0,

és az el6z6ek alapjan

E(X|Y)=E(X)+ (Y -E(Y)).

Cov(X',Y")

Y’
D2(Y")

E(X'|Y') =
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Mivel o(Y)=0(Y —E(Y))=0(Y"), kapjuk, hogy
E(X'Y) =E(X'|Y) =E(X |Y) -EEX) V) =E(X |Y) -E(X),

amibdl

Cov(X',Y")

E(X|Y)=EX)+ D2(Y")

(Y —EY)).
Felhasznalva tovabba, hogy chgfy’;‘;’) = ng(g;;/ ) kap juk az altalanos esetben is a bizonyitando
allitast. O

8.26. Megjegyzés. Legyen (X,Y) egy kétdimenzios normaélis eloszlast valoszintségi val-
tozo, és tegyiik fel, hogy (X,Y) kovariancia matrixa invertalhato, azaz D?(X)D?*(Y) —
—(Cov(X,Y))? > 0. Ekkor X feltételes eloszlasa az Y =y feltételre vonatkozéan normalis

eloszlas, mégpedig

N (E(X Y = y), D*(X) = (Cov(X, Y))*/D¥(Y))

Cov(X,Y)

(Cov(X, Y))2>
D*(Y) ’

=N(E(X)+ i

(y—E(Y)),D*(X) -

ahol y € R. Felhivjuk a figyelmet, hogy X-nek az Y =y feltételre vonatkozo D*(X|Y =
=y) feltételes szorasnégyzete nem fiigg y-tél. A bizonyitas gondolatmenete a kovetkezs. A

8.9. Lemma alapjan tetszéleges = € R esetén
PX <z|Y =y) =E(lix<a} | Y =y) = f(v),

ahol f:R—R aza Py-m.m. y € R esetén egyértelmiien meghatarozott fliggvény, melyre

/B f(y) Py(dy) =E(X1y-15)), B e B(R).

Mivel (X,Y) kovariancia matrixa invertalhato, ezért a 6.3. Tétel alapjan (X,Y) abszolit

folytonos eloszlast, igy a 8.17. Tétel (ii) része szerint

f(y) = / feiv(ely)du,  Pymm. yeR,

ahol
fX,Y (U, y)

Aw YR

Ixy(uly) =
O

A fejezet hatralevd részében a regularis feltételes eloszlassal és reguléris feltételes eloszlas-
fiiggvénnyel foglalkozunk.

Legyen (92, A, P) egy valoszintiségi mezs és F C A egy rész o-algebra. Legyen A € A egy
esemény. Ekkor a 8.5. Tétel (i) része alapjan, felhasznalva, hogy 14 € [0,1], kapjuk, hogy

P(A|F)=E(14|F)€[0,] P-m.b. (8.9)
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Hangstulyozzuk, hogy (8.9) csak P-majdnem biztosan igaz. Esetlegesen azt gondolhatnank, hogy
létezik olyan N € A, hogy P(N) =0 és P(A|F)(w) €[0,1] tetszbleges A€ A és we Q\N esetén.
Azonban éltaldban még ez sem teljesiil, melynek magyarazata a kovetkezs. Tetsz6leges A € A
egy esemény legyen

Na={weQ:PA|F)(w) ¢[0,1]}.

Az el6z6ek alapjan Ny € A és P(N4)=0. Tovabba, a “kivételes” halmaz |J 4 4 Na, mely azonban
nem biztos, hogy esemény, mert a fenti uni6 nem biztos, hogy megszamlalhato (hiszen egy
szigma-algebra szamossaga vagy véges vagy legalabb kontinuum), és a nem megszamlalhato

unioképzés miivelete egy o-algebrabol kivezethet.

oo
Legyenek tovabba X,,, n € N, P-integralhat6 nemnegativ véletlen valtozok, hogy > X, is
n=1

P-integralhato. Ekkor a 8.5. Tétel (xiii) része alapjan

E (i Xn|]-"> = i]E(XnU-") P-m.b.

Specialisan, ha B, € A, n € N, paronként diszjunkt események, akkor

P (i B, | ]—") = i P(B,|F)  P-m.b. (8.10)

Hasonloan az el6z6ekhez, hangstlyozzuk, hogy (8.10) csak P-majdnem biztosan igaz, és hogy
egy tetszdleges w € Q esetén a A > B P(B|F)(w) leképezés nem feltétleniil (valoszintségi)
mérték. Esetlegesen azt gondolhatnank, hogy létezik olyan A € A, hogy P(N) =0 és A >
5> B—P(B| F)(w) (valoszintiségi) mérték tetszdleges w € Q\N esetén. Azonban altalaban még
ez sem teljesiil, melynek magyarazata a kovetkezd. Tetszéleges paronként diszjunkt B, € A,

n € N, események esetén legyen

N((Bp)nen) = {w €Q:P (Z B,| f) (w)# Y _P(B, ]| }")(w)}.

n=1
Az el6z6ek alapjan N ((By)nen) € A és P(N((By)nen)) = 0. Tovabba, a "kivételes” halmaz
U N((Bn)nEN)7

{Bn € A, n € N: paronként diszjunktak}

mely azonban nem biztos, hogy esemény, mert a fenti unié nem biztos, hogy megszamlalhato, és
a nem megszamlalhat6 unioképzés miivelete egy o-algebrabol kivezethet. Az alabb bevezetendd

regularis feltételes eloszlas fogalma a fenti problémakat hidalja at.

8.27. Definicid. Legyen (L2, A, P) egy valdsziniségi mezd, F C.A egy rész o-algebra és X :Q—R
egy véletlen vdltozo. Egy v : Q x B(R) — [0,1] leképezést az X wvéletlen vdltozd F o-algebrdra

vonatkozo requldris feltételes eloszldsdnak nevezink, ha
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(i) tetszdleges we) esetén, a B(R)> B—v(w, B) leképezés valdszinidségi mérték (R, B(R))-en,
(11) tetszdleges B € B(R) esetén, az 5w v(w, B) leképezés a P(X € B|F) feltételes vald-

szintdség eqy reprezentdnsa, azaz v(w, B) =P(X € B|F)(w) P-m.m. w € Q esetén.

8.28. Definicid. Legyen (12, A, P) egy valdsziniségi mezd, F CA egy rész o-algebra és X :Q—R
egy véletlen vdltozd. Egy F:QxR—[0,1] leképezést az X véletlen vdltozd F o-algebrdra vonatkozo

requldris feltételes eloszlasfigguényének neveziink, ha
(i) tetszdleges w € Q esetén, az R > x — F(w,x) leképezés eloszlasfigguény,

(7i) tetszdleges x €R esetén, az Qdwr— F(w, x) leképezés a P(X <z | F) feltételes valdsziniség
egy reprezentdansa, azaz F(w,z) =P(X <z |F)(w) P-m.m. w € Q esetén.

8.29. Tétel. Legyen (0, A, P) egy valdszintiségi mezd, F CA eqy rész o-algebra és X :QQ—R egy
véletlen vdltozo. Ekkor X -nek létezik az F o-algebrdra vonatkozoan reguldris feltételes eloszldsa

és requldris feltételes eloszldsfiigguvénye is.
Bizonyitas. Tetszbleges r € Q és w € ) esetén legyen
Fi(w):=P(X <r|F)(w).
Jelolje (r;);en a raciondlis szamok egy felsorolasat. Tetszoleges i € N esetén legyen
A = {w €N F.(w) ¢ [0,1]}.

Ekkor A; € A, hogy P(A;)=0 és F,,(w) €[0,1] tetszbleges w € Q\ A; esetén. Ha r;, ; € Q olyanok,
hogy r; <r;, akkor

Fr(w)=PX <r;| F)(w) <P(X <rj| F)(w) =F,(w) P-mm. weQ,
és igy
Ai,j = {w eN: Frj (W) < Fm‘ (W)} eA és ]P)(AL]) =0.
Ezért - -
A:UAZU U Ai,jGA és P(A)ZO

i=1 ij=1

Legyen tovabba
B = {w €Q: lim Fy_yjn(w) £ Fri(w)}, ieN,
n—oo

és B:=J;2; Bi. Mivel 1(_oor,—1/n) T L(—o0,ry) ha n— 00 tetszéleges i € N esetén, a 8.5. Tétel (x)
része alapjan (feltételes varhato értékre vonatkozo monoton konvergencia tétel) kapjuk, hogy

Ericiyn(W) = E(L(ooyri—1/n) (X) | F)(w)
TE(L(—oo,r) (X) | F)(w) = F, (w) ha n— oo P-mm. w € esetén.
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Igy Bi€ A, i €N, és P(B;) =0, i € N, amib6l kovetkezik az is, hogy B € A és P(B) = 0.
Legyen tovabba

C:= {weQ: lim Fn(w)%l}u{weﬂz lim Fn(w);«éo}.

n—o0 n——oo

Mivel {X <n} 1, han— oo és {X <n}]0 ha n— —oco, kapjuk, hogy

Fr(w) = E(L(—oomn)(X) [ F)(w) TE(1]|F)(w) =1 ha n— oo P-mm. w €} esetén,
és

Fr(w) = E(L(—oon)(X) | F)(w) L EO| F)(w) =0 ha n— oo P-mm. we ) esetén.

[ey C € Aes P(C)=0.
Tekintsiik az F': Q@ xR — [0,1]

sup{F,.(w) :r <z, r € Q} = lim,4,, req Fr(z) haw¢ AUBUC,
Flw,z):= ’ (8.11)
G(z) hawe AUBUC,

fiiggvényt, ahol G: R — [0,1] egy tetszéleges eloszlasfiiggvény. Belatjuk, hogy F teljesiti a 8.28.
Definici6 feltételeit, és igy I’ egy regularis feltételes eloszlésfiiggvénye -nek az F o-algebrara
nézve.

A konstrukci6 miatt
P(X <r|F)(w)=F.(w)=F(w,1), w¢ AUBUC, re Q. (8.12)

Elgszor a 8.28. Definicio (i) feltételét ellendrizziik le, azaz, hogy tetszGleges w € Q esetén az
R >z F(w,x) leképezés eloszlasfiiggvény. Példaul a monoton névekviséget az alabbi modon
kaphatjuk. Ha r < s, r, s € Q, akkor az A halmaz megvalasztasa miatt F,.(w) < Fs(w) tetszéleges
w ¢ AUBUC esetén, amibdl adodik, hogy F(w,r) < F(w, s) tetsz6leges w ¢ AUBUC esetén.
Ha z <y, z,y € R, akkor léteznek olyan (7,,),en €S (Sn)nen raciondlis szamokbdl allo sorozatok,
hogy 7, 12 és s, Ty, han— oo, ¢és feltehetjiik azt is, hogy 7, < s,, n € N. Igy F, (w) < F,, (w),
n €N, és ezért
F(w,z)=lim F, (w) < lim F, (w)=F(w,y).

n—o0 n—o0
Ha we AUBUC, akkor R>z+— F(w, z) automatikusan eloszlasfiiggvény, hiszen ekkor F(w, z)=
= G(z), v € R, ahol G egy eloszlasfiiggvény.
A 8.28. Definicio (ii) feltételét az alabbi modon ellendrizhetjiik le. Ha r € Q, akkor (8.12)
alapjan F(w,r) =P(X < r|F)(w) P-mm. w € Q esetén. Ha x € R, akkor létezik raciondlis
szamoknak olyan (r,)nen sorozata, hogy r, 1 =, ha n — co. Ekkor, felhasznélva, hogy a 8.28.

Definicio (ii) feltételét mar ellendriztiik, kapjuk, hogy F(w,r,) T F(w,r) ha n — oo tetsz6leges
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w € Q esetén. Tovabba, a 8.5. Tétel (x) része alapjan (feltételes varhato értékre vonatkozo

monoton konvergencia tétel) kapjuk, hogy
Flw,r,) =P(X <r, | F)(w) > P(X <z|F)(w) P-mm. w € Q.
Ezért, felhasznalva a hatarérték egyértelmiségét, kapjuk, hogy
Flw,z)=P(X <z |F)w) P-m.m. w € Q.

Az alabbiakban azt mutatjuk meg, hogy X-nek létezik regularis feltételes eloszlasa az F
o-algebrara nézve. Tekintsiik a v : Q x B(R) — [0,1]

v(w, B) ::/ 1 F(w,dx), wefl, BeB(R),
B

fiiggvényt, ahol F: Q xR — [0,1] a (8.11)-ben definialt. Mivel tetszdleges w € Q esetén R >
> x — F(w,x) eloszlasfiiggvény, kapjuk, hogy tetszéleges w € Q esetén B(R) 3 B — v(w, B)
valoszintiségi mérték (R, B(R))-en (a Lebesgue-Stieltjes integral tulajdonsigai alapjan). Igy a
8.27. Definicio (i) feltétele teljesiil v-re.

Belatjuk, hogy v teljesiti a 8.27. Definicio (ii) feltételét is. Legyen

C:= {B €B[R):v(w,B)=P(X € B|F)(w) Pmm we Q}
Mivel tetszéleges © € R esetén
v(z,(—o00,x)) =F(w,z) =P(X <z |F)(w) P-mm. w e Q,
kapjuk, hogy {(—o0,z): x € R} C C, melybdl addodik, hogy
{[a,b):a<b, a,bER} cC.

Igy C tartalmazza a [a,b) (ahol a < b, a,b € R) tipusii intervallumok véges diszjunkt uni6ibol
allo ‘H halmazalgebrat is. Felhasznélva, hogy tetszdleges w €  esetén B(R) > B — v(w, B)
valoszintségi mérték (R, B(R))-en és azt, hogy B(R)> B—P(X € B | F)(w) szintén valoszintiségi
mérték (R, B(R))-en P-m.m. w € Q esetén, belathato, hogy C monoton osztaly (lasd, 8.12.
Definici6). Igy a monoton osztaly tétel (lasd, 8.13. Tétel) alapjan, felhasznalva azt is, hogy C
tartalmazza a H halmazalgebrat adodik, hogy o(H) C C. Mivel o(#H) = B(R), kapjuk, hogy
C = B(R). O

8.30. Megjegyzés. Belathato az is, hogy ha X egy teljes szepardbilis metrikus térbeli értékii
véletlen valtozo, akkor X-nek létezik regularis feltételes eloszldsa egy JF rész o-algebrara vo-
natkozoan. Specidlisan, ha X egy R™-beli értékd véletlen vektor, akkor X-nek létezik reguléris

feltételes eloszlasa egy F rész o-algebrara vonatkozoan. U
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8.31. Példa. Legyen (2, A, P) egy valoszintiségi mez6 és X :QQ— R egy véletlen valtozo. Legyen
tovabba {A,}22, egy olyan teljes eseményrendszer, melyre P(A,,) >0 minden n €N esetén,
és legyen F :=o({A,,n € N}). Ekkor a 8.2. Definiciot megel6z6 motivacios rész alapjan az F

o-algebra éppen az {A4,}°°, eseményekbdl képezett Gsszes megszamlalhato uniobol all:

= {U A, FCN, F megszémlélhaté} ,

leF

ahol J,ep Ae:=0, és tetszéleges B € B(R) esetén

P(X € B| F)(w Z]P’XGB|A)ILA( ) P-mm. weQ.

n=1

Legyen v : Q x B(R) — [0,1],

v(w,B):=Y P(X€B[A,)l4,(w), weQ  BeBR).
n=1
Ekkor tetsz6leges w € (2 esetén egyértlemten létezik olyan n, €N, hogy we A, , és igy v(w, B)=
=P(X € B|A,,), ahol a jobb oldal, és igy a bal oldal is, mint B € B(R) fiiggvénye valosziniiségi
mérték (R, B(R))-en. Igy v az X véletlen véltozonak egy regularis feltételes eloszlasa az F rész

o-algebrara vonatkozoan. 0

8.32. Tétel. Legyen (2, A, P) egy valdszintségi mezd, F C A eqy rész o-algebra és X : Q1 — R
eqy véletlen wvdltozd. Jeldlje v : Q x B(R) — [0,1] az X-nek egy reguldris feltételes eloszldsdt
az F o-algebrdra vonatkozdan. Legyen tovdbbd f : R — R eqy olyan mérhetd fiigguény, melyre
E(]f(X)]) < co. Ekkor

E(f(X /f v(w,dx) P-m.m. w € (.

Bizonyitas. Legyen eldszor f:= 1p, ahol B € B(R). Ekkor azt kell igazolni, hogy
P(X € B| F)(w) =v(w, B) P-m.m. w € (2,

mely a 8.27. Definici6 (ii) feltétele miatt teljesiil. Felhasznalva a feltételes varhato érték, illetve a
varhato érték linearitasat, kapjuk, hogy a bizonyitando egyenlGség egyszerd mérheté fiiggvények
esetén is teljesiik.

Legyen most f:R—R, egy olyan nemnegativ mérhetd fiiggvény, melyre E( f(X))<oo. Ekkor
léteznek olyan nemnegativ egyszer mérhetd fiiggvények f, - R—R,, n €N, hogy f.(z) 1T f(x),
ha n — oo tetszoleges © € R esetén. A 8.5. Tétel (x) része (feltételes varhato értékre vonatkozo

monoton konvergencia tétel) alapjan

E(fo(X) | F)(w) TE(f(X) | F)(w) han— o0, P-mm. we . (8.13)
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Mivel f,, n € N, nemnegativ egyszeri mérhet6 fliiggvények, az el6z6ek alapjan tetszéleges n € N

esetén teljesiil, hogy

E(fn / fo(2) v(w,dx) P-m.m. w € €.

Igy, felhasznélva, hogy tetszéleges w € esetén A > B v(w, B) valészintiségi mértek (R, B(R))-
en, a 3.7. Tétel (x) része alapjan (varhato értékre vonatkozo monoton konvergencia tétel) ado-
dik, hogy

lim E(f,(X) | F)(w) = lim [ () vl do)

n—oo

(8.14)
:/ lim f,(z)v(w,dz) = /f w, dz) P-mm. we .
RTL-}OO

Igy (8.13) and (8.14) alapjan kapjuk a bizonyitandé egyenlséget olyan nemnegativ mérhetd
fiiggvény f:R — R, esetén is, melyre E(f(X)) < 0.
Ha f valos értékd, akkor az f = f+— f~ felbontast hasznalva kaphatjuk az allitast. O

8.33. Definicid. Legyen (2, A, P) egy valdsziniségi mezd, F C.A egy rész o-algebra és X :Q—R
és Y :Q—R véletlen vdltozdk. Egy p:RxB(R)— [0,1] leképezést az X véletlen vdltozd Y véletlen
vdltozora vonatkozo requldris feltételes eloszlasanak neveziink, ha

(i) tetszdleges weS) esetén, a B(R)>B—u(Y (w), B) leképezés valdsziniiségi mérték (R, B(R))-

en,

(ii) tetszdleges B € B(R) esetén, az Q> w— u(Y(w), B) leképezés a P(X € B| Y) feltételes
valdszinidség egy reprezentdnsa, azaz p(Y (w), B)=P(X € B|Y)(w) P-m.m. w € Q) esetén.

8.34. Tétel. Legyen (2, A, P) egy valdszintségi mezé, F C A eqy rész o-algebra és X : Q — R
és Y : Q — R wvéletlen vdltozok. Ekkor az X véletlen vdltozonak létezik az Y véletlen vdltozora

vonatkozo requldris feltételes eloszldsa.

8.35. Példa. Legyen (9, A,P) valosziniiségi mez6 és (X,Y): Q — R? abszolat folytonos
véletlen vektor. Jelolje (X,Y) stridségfiiggvényét fxy, illetve X-nek az Y-ra vonatkozo

feltételes strtségfiiggvényét fxy, azaz fxpy : R* — [0, 00),

fxy(z,y) ha fy 0
fxp(xly) = Fr(y) W70

h(z) ha fy(y) =0
ahol fy az Y striségfiiggvénye, és h:R — [0,00) egy tetszbleges stirtségfiiggvény (lasd
8.17. Tétel és 8.18. Definicid). Legyen u: R x B(R) — [0,1],

B)= [ fav(elpds,  yeR, BeB®),

A 8.17. Tétel (i) és (ii) részei alapjan p az X véletlen valtozo egy regularis feltételes eloszlasa

az Y véletlen valtozora nézve. O
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9. Nagy szamok gyenge torvényei

Legyenek Xi, Xo,... véletlen valtozok, és jeldlje

_ X, 44X,
Sy =X+ -+ X, Xn::L, n e N.
n

9.1. Tétel. Ha E(X?)<oo minden neN esetén és E(XyX,)=0 ha k#{, akkor minden
e>0 és neN esetén
I =2

— 1
P(| X, 2¢e) < s EX,) <— E(X
(%o >2) < G E(X,) < g swpE(X7).

Specidlisan, ha supE(X}7) < oo, akkor X, Il 0, ésigy X, .o,

>1

Bizonyitas. Nyilvain E(S2)=>"7_, > | E(XxXo)=>",_, E(X?), igy a Markov-egyenl6tlenség

alapjan

_ 1 -2 1
P([X0| > ¢) < S E(X,) = -5 B(S7) n2€2 ZE X< — sgl)E(Xe)
]
9.2. Tétel. (Csebisev) Ha Xi,Xs,... pdronként korreldlatlanok, sup Var(X,) < oo, és
0>1

E(X,)=m minden n€N esetén, ahol m €R, akkor X, Il m, ésigy X, Lom.

Bizonyitas. A 9.1. Tételt lehet alkalmazni az X; —E(X;), Xo—E(X3), ... sorozatra. Valoban,
a paronkénti korrelalatlansag miatt E((X; —E(X;))(X,—E(X,))) =0, ha k#/{¢, k(€N és
X, —E(X,)=X,—m, neN, és supys; E((X,—E(Xy))?) =sup,, Var(X,) <oo (igy specidlisan
E(X?) < oo, £ €N). Ezért a 9.1. Tétel alapjan X,, —m LAY 0, azaz X, Wl O

9.3. Tétel. (Markov) Ha Xi,Xy,... pdronként korreldlatlanok, sup Var(X,)<oo, és létezik
=1

a lim E(X,)=:m R hatdrérték, akkor X, mm 6s fgy Xn — m.

n—oo
Bizonyitas. A 9.1. Tételt lehet alkalmazni az X; —E(X;), Xo—E(X3), ... sorozatra. Valoban,
a paronkénti korrelalatlansag miatt E((X; —E(X;))(X,—E(X,))) =0, ha k#¢, k (€N, és
Xn _E(Xn) = 7n _E(yn)7 ne N es SupZ>1 E<<X€ _]E<XZ)>2) = Sup€>1 Var(X@) < 00. Igy a

9.1. Tétel alapjan X, —E(X,) Wz 0. Bgért a Minkowski- egyenl6tlenség alapjan kapjuk, hogy

X0 —mll2 <[ X0 —E(X0)ll2+ 1 E(X ) —mlls = [ X0 —E(X) |2+ E(X0) —m| =0,

ha n — oc. U

A 9.1. — 9.3. Tételekben szerepl§ nagy szamok gyenge térvényeiben az alapul vett véletlen
valtozok masodik momentuma véges. Felmeriil a kérdés, hogy elegendd-e feltenni pusztan az elsé
momentum végességét ? Kideriilt, hogy paronként fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok

esetén igen, errdl szol az alabbi eredmény.
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9.4. Tétel. (Hincsin, 1929) Ha X3, X,,... pdronként figgetlen, azonos eloszldsi véletlen
vdltozdk és E(|X1|) < oo, akkor X, SN E(X;).

9.5. Tétel. Ha X1, Xs,... egyenletesen integrdlhato, fiiggetlen véletlen vdltozok, akkor

X,—E(X,) m 0, és igy X, —E(X,) 0.

Specidlisan, ha X1, Xo, ... figgetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok és E(|X;|)<oo, akkor
X, M m X)), ésigy X, o E(X).

Bizonyitas. Mivel {X}, keN} egyenletesen integralhato, a 7.10. Tétel alapjan sup,cey E(| Xk|)<
< oo, igy az E(Xy), k€N, varhato értékek léteznek és végesek. Elegends E(X;) =0, k€N
esetén bizonyitani, hiszen ha X, Xs,... egyenletesen integralhato, fliggetlen véletlen valtozok,
akkor X;—E(X;), Xo —E(X3), ... is egyenletesen integralhato, 0 varhato értékii, fiiggetlen
véletlen véltozok. Valoban, E(X;—E(Xy)) =0, k€N, é {—E(Xy),k € N} egyenletesen
integralhatd, mert

sup E(| = E(Xg)|) < sup E(|X4|) < o0,
keN keN

és

0< li E(|—E(Xy)|14) <supE(|Xg]) lim P(A) =0,
plim, Sup (| =E(Xx)[1a) Sup (1 ’“Dp(,iﬁ’io (A4)

ugyanis { X, k€N} egyenletesen integralhato és hasznalhatjuk a 7.10. Tételt. Végezetiil, {X,—
—E(Xy),k € N} egyenletes integralhatosdga a 7.11. Tétel (ii) része alapjan kovetkezik abbol,
hogy {X, k€N} egyenletesen integralhato és az elgzGekben belattuk, hogy {—E(X}), k€ N}
is egyenletesen integralhato.
Legyen R€(0,00) és teR esetén fr(t):=t-1i_gpr(t) (ez egy Ggynevezett nyirofiiggvény).
Jelolje
m™ =E(fr(Xy), X=Xy -mP v = x - x P,

=B 1 o =R 1 (R)
X, =— X Y, T i=-— Y. .
n n ; k n “ k

—_

et X helyett

(a fejezet elején bevezetett jelolésbeli konvencio alapjan az utobbit kellett volna hasznélnunk).

(R)

n

Megjegyezziik, hogy a fentiekben a jelolés egyszertsitése végett irtunk X

Nyilvan
mi| <E(| fr(Xe))) <E(R) = R,
E((X")%) < 2(E((fa(X0))*) + (mi”)?) < 2B(X} Lxjery) + BY) 4R < oo,

R R
E(YP)) = B(1 Xe — (fa(Xe) —m{P)))
SE( Xk — fr(Xo)) +miP| = E(I XL gxsry) + Imi?),
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ahol

[my”| = | E(fr(Xi)| = [E(XkLyxyj<ry)| = [E(XG— X Lxsry)]
= [E(X0) —E(Xelgx>m)| = [0-E(Xilgx>m)| < BIXKLyx=r),

ahol a legutolso egyenldtlenségnél felhasznaltuk, hogy E(X;) =0. Igy tetszéleges R € (0, 00)

esetén
E()Y?)) < 2E(1 X[ Lqx0 5 m)s
és ezért
By ISRy ®) < 23 R(Ix E(|X,|1 N
E(lY,]) < (1D <= (Xl Lyxp>ry) < 2 max B(( Xkl Lyxomy),  neN
k::l k=1

Ezért X, = XP 1y s a Lyapunov-egyenlGtlenség alapjan

~ (B | 77(R) ~(R) - (R)
E(X)) =E(X,” +7,") <E(X,.")+E(7,”)
o (9.1)
<E (7)) +2 max BOXu[ 1, 5m).

1<k<

ahol az alabbiakbol az is kideriil, hogy E [(X( )) ] < 00. Tovabba, X(R ke N, fiiggetlen, 0

varhato értéki véletlen valtozok, hiszen Xy, k € N, fiiggetlenek, a R >t +— fr(t )—mk , keN,
fiiggvények mérhetGek, és igy a 2.3. Lemma alapjan X,E;R) = fr(Xk) —m,(cR), k€N, is fiiggetlenek.
Ezért

n 2 n
w(Ry2] _ 1 @) | _ 1L (R)
]E[(Xn )]_EE <ZXk ) = = Var |3 x|
k=1 k=1
1 & 1 m\2]  4R?
~p v = 3 e ()] <
k=1

igy (9.1) alapjan kovetkezik, hogy

— 2R
E([Xn]) < NV +2 max B(|Xx[Lyx,>r)).

Ezért
limsup E(|X,|) <2 2u§E(|Xk!]1{|Xk|>R})>
€

n—oo

igy az egyenletes integralhatésag alapjan R — oo esetén limsup, .. E(|X,|) <0. Igy
lim, oo B(|X,]) =0, azaz X, 1% 0=E(X)), ha n — oco.
A specidlis esetben a 7.9. Definicio utan irottak alapjan {X,,n € N} egyenletesen integ-

ralhato. ]
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10. Nagy szAmok erss torvényei

Legyenek Xi, Xo,... véletlen valtozok, és jeldlje

_ X+t X,
Sn::X1+...+Xn’ Xn::L7 neN
n

10.1. Tétel. Ha X, Xo,... figgetlen véletlen vdltozok és E(X,)=0 minden neN esetén,

akkor minden >0 és ne€N eselén

el SglflE(Xz)-

P(|Xa|>€) <

Specidlisan, ha supE(X}) < oo, akkor X, MO és X, L)
=1

Bizonyitas. Az els6 egyenl6tlenség a Markov—egyenlGtlenség kovetkezménye. A masodik egyen-
16tlenséghez elég belatni, hogy E(S?)<3n?M,, ahol M,:=supE(X}). Teljes indukci6val bizo-
=1
nyftunk. A bizonyitando6 egyenlGtlenség n=1 esetén trividlis. Tegyiik fel, hogy E(S})<3k*My,
k=1,...,n. Ekkor
Sppr = (SntXng1)' = 8, +AS Xy +68, X0 +4S, X0 + X,
Mivel S, és X, fiiggetlenek és E(X,.1) =E(S,) =0, igy

E(Sp11) = E(S,) +6E(S2 X7, 1) +E(X,1) = E(S,) +6 E(S7) E(X7,1) +E(X,,14)

=E(S,)+6 Z E(X2)E(X2,)+E(X,,,) <E(S,)+ (6n+1)M,,
k=1
hiszen
E(S2) =) EX)+ > EXX)=) EX)+ > EX)EX;)=> EX}),
k=1 ij=1,i#j k=1 ij=1,i#j k=1

és a Ljapunov-egyenlétlenség (3.7. Tétel (xvii) része) alapjan E(X?) < VE(X}) < /M, Igy
E(Sn 1) < (3n*+6n+1)My < 3(n+1)>M,.

Igy supE(X}) < oo esetén E(X ) =0, azaz X, LS Tovabba, tetszéleges € >0 esetén

e>1
a mar bizonyitott egyenlGtlenségek felhasznalésaval

< 3M4 1 My
ZP(‘X’”A 64 ZE [Xl) — nZ 24 < 00,
igy a 7.6. Tétel (iii) része alapjan X, b0, O

Az aldbbiakban egy nagy szamok erds torvényét bizonyitunk masodik momentum feltétel
mellett.
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10.2. Tétel. Ha X1, Xo,... pdronként fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok és B(X?)<
< 0o, akkor X, 2% E(Xy).

Bizonyitas. Feltehets, hogy az X,,, n € N, véletlen valtozok nemnegativak, hiszen az X, =
=X+ — X, neN, felbontasbol kovetkezik az allitds az altalanos esetben. Valoban, X;© > 0,

X->0,neN,
E((X7)?) SE((X; +X7)%) =E(X1*) =E(X}) < o0,

hasonléan E((X])?)<oo, X, =Xt,— X, neN, E(X;)=E(X;")~E(X;), {X;,neN} paron-
ként fiiggetlen, azonos eloszlasuak, és {X,,n € N} is paronként fiiggetlen, azonos eloszlastak.
Igy, felhasznalva azt is, hogy két 1 valoszintiségli esemény metszete 1 valoszintiségii esemény,
kapjuk, hogy

X, =Xt — X 2N E(XH) —E(X]) = E(X,).

Feltehetjiik azt is, hogy E(X7) > 0, hiszen az E(X;) =0 esetben trivialisan teljesiil az allitas,
ugyanis ekkor (X feltételezett nemnegativitasa miatt) P(X; = 0) = 1, mely alapjan P(X, =
=0,neN)=1

Tetsz6leges € > 0 esetén, a Csebisev-egyenlGtlenség és a paronkénti fliggetlenség alapjan
kapjuk, hogy

k‘2 k?2
(|sk2 ¢ E(X))| >5> :P( > (ZX ) >Ek2)

2 2
_ Var(3F | X;) _ S Var(X;) _ B Var(X)) _ Var(Xy) 1
= e2kA g2k4 g2k4 g2 k2’

Mivel Y7, % < 0o, kapjuk, hogy

. > : — K2 E(X
ZP(‘S’“ ~E(Xy)| > ):ZP(‘S’“ ]‘;2 ( 1>’>g)<<>o, e>0.
k=1

Ezért a 7.6. Tétel (iii) része alapjan (melynek hatterében a Borel-Cantelli lemma all) adodik,
hogy % b E(X1), ha k — oco. Ennélfogva létezik olyan A € A, hogy P(A) =1 és tetszileges
w € A és tetszileges € € (0,E(X)) esetén létezik olyan K; € N (mely fiigghet w-tol és e-tol is),
hogy

SkZ (u})
12
Legyen w € A és legyenek k > K, k€N, és n € N olyanok, hogy k? <n < (k+1)2. Felhasznélva,

hogy X,, > 0, m € N, kapjuk, hogy

Si(@) _ Sul) _ Sisplee)
(k+1)2 n k?

~E(X))|<e, hak>K, keN.

ahol ) ) , )
S(k+1)2 w . S(k+1)2 w (k"—l) 1
TGy e < BT (145
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* See(w)  Sp(w) K 1\?
(k+1)2 K (k+1)? > (E(X1) —¢) <1_E> '

Kovetkezésképpen, tetszéleges w € A és tetszbleges € € (0,E(X7)) esetén létezik olyan K; € N

(mely fiigghet w-t6l és e-t0l is), hogy

(E(X1)—¢) (1 - %) 2< Snr(lw)

1\2
<(E(X1)+¢) (1+E) , hak?’<n<(k+1)% k>Ky, k,neN.
Tovabba, tetszdleges 0 € (0,1) esetén létezik olyan K, € N, hogy

1\’ 1)’
1_5<(1_E> és <1+E> <144, ha k> Ky, ke N.
Igy tetszéleges w € A és tetszdleges ¢ € (0, E(X,)) és 6 € (0,1) esetén létezik olyan K :=
=max (K7, Ky) € N (mely fiigghet w-tol és e-t6l is), hogy

Sn(w)

(1=6)(E(X;)—¢) < < (1=90)(E(Xy)+e), han> K? neN,

melybdl kovetkezik az allités. O

10.3. Tétel. (Kolmogorov-egyenl6tlenség) Ha Xi,..., X, figgetlen véletlen viltozok és

E(X?) <oco minden k=1,2,...,n esetén, akkor tetszbleges >0 esetén
Var(S,
P <max 1S, —E(S))| = g) < ar(g ).
1<k<n £

Bizonyitas. Elegend6 E(X;)=0, k=1,2,...,n, esetén bizonyitani. Valéban, ha X, ..., X,
fiiggetlenek, E(X?) < oo, k=1,...,n, akkor X; —E(X;),..., X, —E(X,) is fiiggetlenek, nulla
varhato ertékiek, S8 (X, —E(X;)) =S —E(Sy), k=1,...,n, é Var(S,—E(S,)) = Var(S,).

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy E(X;)=0, k=1,2,...,n. Tetsz6leges 1<k<n esetén

S2 82 = (S, — Si)2+2(S, — Si) Sk = 2(S, — Si) S

Mivel S, — S, fiiggetlen a o(Xy,...,Xx) o-algebratol, kapjuk, hogy tetszbleges Ay €
€o(Xy,..., X)) esemény esetén S, — S, és Sply, fiiggetlenek. Igy felhasznalva azt is,
hogy E(S, —Sk) =0, adodik, hogy

E [(S2—57)1a,] ZE[2(S,—Sk)Skla,] =2E(S, — Si) E(Sg1a,) =0,

ezért

Ha specialisan

Ar={[S1] > ¢}, Ak={|5k|>5, max |Sj|<g}, ke{2,...,n},

1<j<k-1
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akkor Ap€o(Xy,...,Xy), k=1,...,n, paronként diszjunktak és

5= { ey 51> }:kUlAk-

Ezért . .
E(S21p) =) E(S21a,) ZE Sily,) > P(Ax) =*P(B),
k=1 k=1
tehat ) . .
_ . 2 . 2y _ +
P (1%?2; |Sk| = ) =P(B) < = E(S;1p) < = E(S7) = Var(S,,),
ami a bizonyitando allités. U

Megjegyezziik, hogy a 10.3. Tétel feltételei mellett a Kolmogorov-egyenlGtlenséghdl n =
=1 valasztassal kovetkezik a Csebisev-egyenl6tlenség. Tovabba, felhasznalva, hogy |5, —

—E(S,)| < maxicren | Sk —E(Sk)|, tetszbleges >0 esetén kapjuk, hogy

P(|S, —E(S,)| > ¢) < P <maX Sk —E(Sy)| > a) < Yar(Sn)

1<k<n c?

10.4. Tétel. (Kolmogorov egy sor tétele) Ha Xi,X,,... figgetlen véletlen vdltozck és
> Var(X,) < oo (specidlisan E(X?) <oo, neN), akkor
n=1

P (i(Xn—]E(Xn)) konvergens) =1.

n=1

Bizonyitas. Elegendé E(X;) =0, k€N, esetén bizonyitani. Mivel minden N €N és >0

esetén -
{ig) | SNk —SN| > 8} :H {1{1]?2(@ | SNk —SN| > 5}
és

1<k<n

o0
{max ’SN+’€_SN|>5}TU{II§,?§€|SN+’€_SN|>5}’ ha n — oo,
£:1 XV

a valoszintiség folytonossaga alapjan kapjuk, hogy

Jim P (jua [Svea =Sy > <) =F (U | Sl > })

= (10.1)
=P <SUP | SNk —SN| > 5)
k=1
tetsz6leges NEN és >0 esetén. A Kolmogorov-egyenlGtlenséget alkalmazva az Xniq,..., Xyin

fiiggetlen valtozokra:

N+n

1
P(f?ax [ Sy — S| >5) < g Var(Xnpi b+ Xnp) = 5 3 Var(X

j=N+1
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igy tetszéleges ¢ >0 esetén, felhasznalva a ) Var(X,) sor konvergencidjat és (10.1)-et
n=1

kapjuk, hogy

1 oo
P (sup]SN+k—SN| >£) < = Z Var(Xj;), NeN, >0,

k>1

j=N+1
amibdl
lim P (sup |SN4k —Sn| > 5) =0.
N—oo E>1
Ezért a 7.6. Tétel (ii) része alapjan az Sy, Ss,... sorozat 1 valoszintiséggel konvergens. U

10 5. Tétel. (Kolmogorov két sor tétele) Ha X1, Xs,... figgetlen véletlen vdltozok, hogy
Z E(X,) konvergens és Z Var(X,,) < oo, akkor

n=1

P (Z X, konvergens) =1.

n=1
Bizonyités. Mivel X, —E(X,), ne€N, fiiggetlenek, 0 varhato értékiek és > >, Var(X,, —
—-E(X,))= Z Var(X,,)<oco, a Kolmogorov egy sor tétel alapjan >~ (X, —E(X,,)) konvergens
P-m.m. Mlvel > E(X,) konvergens, kapjuk, hogy > > X, konvergens P-m.m. O

10.6. Tétel. (Kolmogorov harom sor tétele) Ha X, Xs,... figgetlen véletlen vdltozok,
hogy létezik olyan ¢ >0, hogy

(1) SSE(XY) konvergens,
n=1

(2) 3 Var(X\?) < oo,
n=1

(3) D2P(|Xu[>¢) <00
n=1
ahol
© . Xn, ha |X,|<c,
Xy = Xnlgix,) <y =
0, ha |X,|>c,

akkor

P (Z X, konvergens) =1.

n=1
Bizonyitas. Mivel X\, neN, fiiggetlenek (hiszen X\ = h(X,), ahol h: R — R, h(z) :=
=21 (_cc) (), x€R, Borel-mérhetd fiiggvény, igy hasznalhatjuk a 2.3. Lemmat), Kolmogorov két
sor tétele alapjan (10.5. Tétel) kapjuk, hogy > 7 X % konvergens P-m.m. Mivel Z P(|X,|>

n=

176



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

c)<oo, a Borel-Cantelli lemma alapjan P(limsup,_,. {|X,|>c})=0, azaz P(" —, Ur—,, {|Xn|>
) =0. Igy P, N2, {IXa] < c}) = 1. Mivel {|X,|<c}={X{=X,},neN, adodik,
hogy P(U, N2, {X{) =X, })=1. Ezért P-mm. weQ esetén X, (w) =X\ (w) legfeljebb

véges sok n € N-et kivéve. Igy, mivel > °°, X

konvergens P-m.m., kapjuk, hogy > 7 X
is konvergens P-m.m.
Megjegyezziik, hogy a fenti bizonyitas azt is mutatja, hogy a tételben szerepld X véletlen

valtozo (csonkitas) helyett tekinthetnénk az

X,, ha |X,|<e,
XnL{ixal<e T Cl{ x50} =
¢, ha |X,|>c

véletlen valtozot (csonkitést) is, melyre szintén teljesiil, hogy az {|X,,| < ¢} halmazon egyezik
meg X,,-nel. U

10.7. Lemma. (Kronecker) Legyen by, by, ... pozitiv szdmokbdl d@llé sorozat, b, T oo, és
jelilje n € N esetén [, :=b,—b,_1, ahol by:=0.

n
(i) Ha s1,82,... walds szamsorozat és s, — s € R, akkor % > Bese — s. Specidlisan, ha

S1,89,... walds szdmsorozat és s, — s € R, akkor %22:1 S¢ — 8, azaz a szamtani
kozepekbdl dallo sorozat is konvergens ugyanazzal a hatdrértékkel.

o0 n

Tn 1
& konvergens, akkor ;- % x¢— 0.

n=1 (=1

(i) Ha w1,%9,... wvalds szamsorozat és

(i) (Diszkrét L’Héspital szabaly) Tegyiik fel, hogy 5, >0, n €N, és legyen (,)nen

eqy olyan valds sorozat, hogy 2" —ceR. FEkkor

D e Tt
nz$ _Ze 15€_>C

Azért hivjdk diszkrét L’Hospital szabdlynak, mert az %= — c € R feltétel irhato

Bn
ARy me)
A (Z?:1 Bf)

alakban is, ahol tetszdleges (zp)nenw valds sorozat esetén Az, = z,—z,_1, n€N, a

—ceR

20:=0 jeldléssel.

Bizonyitas. (i). Nyilvan §,>0, neN, é >, fi=0b,—by=b,, ne€N. Elegend§ s=0
esetén bizonyitani. Valoban, ha s#0, akkor s,—s—0, ha n— oo, ésigy

1 n
b—ZBg(Sg—S)—)O, ha n — oo,
" =1
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ahol Z Be(sg—s) = Z Bese—s, m €N, amibdl kovetkezik, hogy Z Besy — s, ha
n — oo. A tovabblakban feltesszuk tehat, hogy s=0. Ekkor tetszéleges ¢ > 0 esetén létezik

olyan ng € N, hogy minden ¢ >mny esetén |sy| <e, ezért n>mng esetén

Z@ese <o Zﬁz|56|+— Z Belse| < —(Sup!Sd)ZﬁmL— Z Be

é no+1 = no+1

bn, bn,
= _Osup |5€|+_(bn_bno) < _Osup |S(|—|—E,
bn >1 bn bn >1

ahol sup,.; |s¢| < oo, mert egy konvergens sorozat korlatos. Mivel b, T oo, tetszbleges >0

1 n
. Zﬁese <e
" op=1

esetén

lim sup
n—o0

tehat kovetkezik az allités.

(ii). ,Parcialis szummazéssal”:

n n n J4 n n
1 1 Ty 1 To 1 Ty
il — Nt ot _ -t
bnzxf bnz b, b, bgzﬂﬂ b, BJZ .
=1 1 (=1 Jj=1 j=1 l=j
1 n n 2 j—1 T 1 n n o 1 n j—1 T
¢ ¢ ¢ ¢
DT D S ST I 9P SRR 3 okt
by, “ ¢ ¢ bn, ¢ b ¢
7=1 /=1 /=1 7j=1 /=1 7j=1 /=1
- Ty 1 - = Ty
=Y ey
=1t =1 =1t
00 n—1
Jelolje s:= > 3. Alkalmazva az (i) allitast az s,:= > 3£ — s sorozatra, kapjuk, hogy
=1 =1
n j— s
b le B ; b_ ha n — oco.
Igy L Z xp—>s—s=0.
(111) Az (i) részbdl adodik az s, := 3* — ¢ sorozat vélasztaséval. O

10.8. Tétel. (Kolmogorov, 1929) Legyenek X, Xs,... fiiggetlen véletlen vdltozdk. Legyen

Var(X,)

b1, by, ... pozitiv szdmokbdl dll6 sorozat, hogy b, Too. Ha ) 5" <oo, akkor

n=1

N
P (hm b—Z(Xg—E(Xz)) = 0) =1.

n—oo
"og=1

Specidlisan, ha Z M < oo, akkor X,—E(X,) b, Specidlisan, ha X,, n €N,

n=1

fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok, hogy E(X?) < oo, akkor X, LY E(X;).
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Bizonyitas. Kolmogorov egy sor tételét (a 10.4. Tételt) alkalmazhatjuk az %, )b("’, ... fiiggetlen

véletlen valtozokol allo sorozatra, mert Y-, Var(52) =37, V‘H(X”) <oo. Igy

n=1

P (Z %(XR—E(XN)) konvergens) =1

Ebbdl a Kronecker—lemma (ii) részének felhasznalasaval kovetkezik az allitas elsg része. Az
allitas masodik része egyszeriien adodik az els6 részbél. Ha X,,, n€N, fiiggetlen, azonos eloszlasu
véletlen valtozok, hogy E(X?) < co, akkor

> Var(X,,) 1 2
E ———— = Var(X E — = Var(X;)—
gt ng ar( 1) gt ng ar( 1) 6 < 09,

és igy az allitas masodik része alapjan X, —E(X,)=X, —E(X;) m—'b')(), amibdl kovetkezik, hogy
X, X E(X). O

10.9. Tétel. (Kolmogorov, 1933) Legyenek X1, Xs,... figgetlen, azonos eloszlasi véletlen

valtozok.

(i) Ha E(|X1|) < o0, akkor E(Xl)

Xn
(i) Ha P ((Xn)ns1 konvergens) >0, akkor E(|X1|) < oo
Bizonyitas. (i). Elegendd E(X;) =0 esetén bizonyitani, ugyanis E(X,, —E(X,)) =0, n €N,
és X,—E(X,)=X,—-E(X;), neN. Jellje

X, ha |X,|<n,
Y, = an{\XnKn} = n eN,
0, ha |X,|>n,

azaz Y, az X,-nek a [—n,n| intervallumon kiviili csonkitasa. Ekkor Y,,, n € N, fiiggetlenek,

de nem feltétleniil azonos eloszlastak. Tovabba

Y PV, £ X)) =Y P(X,|>n)= ZP]X1]>n =) ) Pk <|Xi| <k+1)
n=1 n=1

n=1 k=n

o0

I
N

P(k < |X1| <k+1) :Zk:IP’(k:< 1 X1 <k+1)

1 k=1

B
Il

1

= E(kLgaxiicriy) < Y E(X [ Leixyj<rin) = E <|X1|Zﬂ{k<xl|<k+1}>
k=1 k=1 k=1

=E(|X1]|Tqx,513) S E(JX]) <

3
Il

ahol felhasznaltuk a 3.7. Tétel (xi) részét is. Ezért a Borel-Cantelli-lemma alapjan

P(lim sup{Y,, £ X, }) =0,

n—0o0
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és igy
P(Y, # X,, véges sok n €N esetén) = 1. (10.2)

Ezért az
1 n
= — E Y, neN
n
k=1

jeloléssel, P(X, — 0) =1 ekvivalens azzal, hogy P(Y, — 0) = 1. Valoban, (10.2) alapjan
P-m.m. we esetén létezik olyan n(w) €N, hogy tetszéleges n>n(w) esetén Y, (w)=X,(w),
tovabba L 3" "M@=l ¥ (W) =0, ha n— oo, és %Zz(z‘j)_l Yi(w) — 0, ha n — oco.

Tehét elegendo azt belatni, hogy P(Y, — 0) = 1. Mivel E(|X;]) < co, a majorans
konvergencia-tétellel

lim E(Y,) = lim E(X,1qx,<n}) = hm E(X11{\X1\<n}) E(X;) =0,

n—oo n—oo
ahol a méasodik egyenléségnél felhasznaltuk azt is, hogy X, 1y x,|<ny és X1l x,|<n} azonos el-
oszlastiak, hiszen X; és X, azonos eloszlasik, X,1{x, <y =M(Xn) és X11qx,<n) =h(X1),
ahol h: R = R, h(x) := xl{z)<n}, ¢ € R, egy Borel-mérheté fiiggvény. fgy a Kronecker-lemma
(i) részét alkalmazva

lim [E(

n—00

~|
|
=z
gE
S|
i
=
=
|
=
=
h<
o

Var Y77

Ezért a 10.8. Tétel alapjan elegendd azt belatni, hogy Z < 00, ugyanis ekkor Y, —

~E(Y,) 250, és mivel E(Y,)—0, kapjuk, hogy Y, =30. A Z % sor konvergenciaja
n=1

pedig abbol kovetkezik, hogy Var(Y,) =E(Y,?)—(E(Y,))> <E(Y,?), ne€N, és

=1
E(X21(x,<n}) = ) 3 E(X 1 0<|x,|<n})

I
WE
3M| —_

= n=1 n=1
o0 1 n
:Zﬁ E(XpL{e-1<|xal<e}) Z ZE (XTLqm1<1x11<0})
n=1 =1 n=1
00 , 0o 1 00 1 , 00 1
:Z E(Xl ﬂ{f—1<\X1|<f})Zﬁ :Z ZE(XI ﬂ{g_1<|X1|<g})~fzﬁ
(=1 n={( (=1 n={
o0 o0 1
< (s ) 3 B <

ugyanis egyrészt

(0] 1 o0 (o ¢]
Z 7 E(XTL{-1<ix1)<e}) Z (I X1 Lger1<ixy <) = E <|X1| Z 1{“<IX1|@}>
/=1

— (=1
= E(]X1[Lyx,>0p) = E(]X4]) < o0
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masrészt - %:%2<oo, és
- =~ 1 l
sup ¢ — <sup/ =sup —— =2,
pt ZHQ\@I; Zn(n—l) mp (—1

ahol felhasznéltuk, hogy

=~ 1 1 11 11 1
B R LD Dy AR LD (m‘ﬁ) = Jim_ (e—fN) =T
(ii). A 2.13. Példa alapjan P((X,).>1 konvergens) € {0,1}, igy a feltétel alapjan csak
P((X,)n>1 konvergens) = 1
lehetséges. Igy, felhasznalva tjra a 2.13. Példaban latottakat, létezik c€R gy, hogy X, b

Ebbdl o o
Xn Sn_Sn 1 an—(TL—]_)Xn_l

Ko On=Snr -x,-"Ix,
n n n n
alapjan az is kovetkezik, hogy
Xn m.b.
— —0.
n

Igy az A, :={weQ:|X,(w)|>=n}, n=1,2,... fiiggetlen események koziil 1 valoszintiséggel
csak véges sok kovetkezik be. Valoban, mivel & mb 0, kapjuk, hogy P-m.m. w € Q esetén
létezik olyan ng(w)€N, hogy ‘X"(w) ‘ <1, ha n>n0( ), azaz | X, (w)|<n, ha n>=ng(w). Ezért
a Borel-Cantelli-lemma szerint >~ P(A4,) <oo, hiszen >~ P(A,) =00 esetén (felhasznalva
azt is, hogy A,, n€N, figgetlenek) P(limsup,,_,., A,) =1 teljesiilne, azaz P-m.m. w € Q) esetén
| X,,(w)| = n végtelen sok n € N esetén fennallna, mely az el6zdek miatt nem lehetséges. Igy a

3.7. Tétel (xxii) része alapjan

IE(|X1|):/OOO P(1X,] > dx—Z/ P(1X,| > 1+Z/ P(|X;| > n)dz
—1+i]P’(\X1\2n)—1+Z]P(\Xn\>n)—1+Z]P’(A

t

10.10. Megjegyzés. A 10.9. Tétel (i) része bizonyitasanak els6 része mutatja, hogy ha X,
n € N, fliggetlen véletlen valtozok, hogy E(X,)=0,n €N, és c¢,, n €N, egy olyan pozitiv
szamokbol allo sorozat, hogy > o7 P(|X,,|>c,) <oo, akkor P(X,, —0)=1 akkor és csak akkor
teljesiil, ha P(Y,, — 0) = 1, ahol vagy

X’m ha ’Xn| < Cn,
Y, = n €N,
0, ha |X,|>c,
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vagy

Y, = X, 2 [ X S s n e N.
cn, ha |X,|>cp,

Tovabbi nagy szamok erds torvényei is ismeretesek.

10.11. Tétel. (Etemadi, 1981) Legyenek X, Xo,... pdronként figgetlen, azonos eloszldsi
véletlen vdltozok, hogy E(|X,|) < co. Ekkor X, mb E(Xy).

10.12. Tétel. (Chandra és Goswami, 1992) Legyenek X1, Xo,... pdronként figgetlen vé-
letlen wvdltozok, hogy

/ sup P(|X,| > £) dt < 0o,
0

neN

Ekkor Sn=E(Sn) m—'b'> 0.

Megjegyezziik, hogy ha X, n € N, azonos eloszlastak, akkor a 3.7. Tétel (xxii) része
alapjan

[e.9]

/ sup]P’(]Xn\>t)dt:/ P(|X1|>t)dt:/ P(|1X,| > t)dt = E(|X,]),
0 0

neN 0

igy ebben az esetben a 10.12. Tételben szerepld fooo sup,en P(| X5| >1) dt < oo feltétel azt jelenti,
hogy E(]X1]) < co. Ezért a Chandra és Goswami tételbsl kovetkezik az Etemadi tétel.
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11. Centralis hatareloszlas-tétel és Poisson konvergenciaté-
tel

11.1. Definicié. Legyen (Q, A,P) wvaldsziniségi mezd. Azt mondjuk, hogy az X : Q — R?
véletlen vektor elfajult (degenerdlt), ha létezik olyan xo € RY, hogy P(X =x¢) =1, azaz
Py = d,,.

Egy X=(X® .. X@):Q—+R? véletlen vektor akkor és csak akkor elfajult, ha Cov(X)=
=0 € R™9, Valoban, ha X elfajult, akkor létezik olyan xo € R? hogy P(X = x¢) = 1, és gy
Cov(X) =E(X —EX)) (X —-E(X))") = E((xo — 7o) (z0 — 79) ") = 0 € R¥4. Megforditva, ha
Cov(X) =0 € R akkor E(X® —E(X®))?) =0, i =1,...,d, melybél kovetkezik, hogy
PXO=E(XD)=1,i=1,...,d, és igy P(X =E(X)) = 1.

Minden n €N esetén legyenek X,,1,..., X, fiiggetlen (valos értékid) véletlen valtozok,
melyek nem mind elfajultak, E(X7? ;) <oco és 0y,;:= VVar(X,,;) tetszoleges j=1,...,k,
esetén. Jelolje

Sn = n,1+"'+Xn,kn7

ahol D, pozitivitasa abbdl kovetkezik, hogy X, i,..., X, nem mind elfajultak. Nyilvan

~ -~

E(S,)=0 és Var(S,)=1. Legyen tovibbA n €N és >0 esetén

1
T 1= D, 1%‘2}1; Onj
és
1 &
Lu(e) =55 D B [(Xns —E(Xn ) L1, ;—E(X0 ) 52D0}]
h =
=1 Dn el

Legyen Y ~ N(0,1).

11.2. Tétel. (Lindeberg) Minden neN esetén legyenek X, 1,..., Xng, fliggetlen véletlen
valtozok, melyek nem mind elfajultak, és E(XTQL’]-) <oo, j=1,...,k,. Legyen g:R =R

hdromszor folytonosan differencidlhato fiigguény.
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(i) Tetszdleges n€N és €>0 esetén

3

Elg(S)] ~Elg)]| < (5+3) 19" oo + La(@)lg”

ahol h:R—R esetén ||h| :=sup |h(z)|.
z€R

(i) Ha ||¢"]|ec <00, ||g"]lec <00, és teljesiil az in. Lindeberg-feltétel: tetszdleges ¢ >0

~

esetén lim L,(e) =0, akkor lim E[g(S,)]=E[g(Y)].

n—o0

Bizonyitas. Elegendé E(X, ;) =0, neN, j=1 ...k, esetén bizonyitani, hiszen az
allitdsokban szereplé §n nemmaés, mint S,-nek a standardizaltja.
(i). Legyenek {Yn,j}§i1 olyan fiiggetlen, standard normalis eloszlast véletlen valtozok,

melyek fiiggetlenek az {X,, }f;l valoszintiségi valtozoktol is. Jelolje

g Xn,j =S O-TLJY’VLJ
n,j = Dn i n,j = D—n
Ekkor §n = Z?; )A(n’j, és
kn
T,:=> Y., ~N(0,1),
j=1
ezért
A, = [Elg(8)) - Elg(V)]| = [Elg(S.)] ~Elg(T)]|
Az {Y,;:5=1,...,k,, n € N} csalad egy olyan normalis eloszlast valoszintiségi valtozokbol

allo an. kiséré haromszogrendszer, hogy alkalmas normalizalas utan az egymasnak megfelel-

tethetd valoszintiségi valtozok, X, ; és Y, ;, els6 és masodik momentumai megegyeznek, és

a normalizalt norméalisok sordsszegeinek az eloszlasa standard normaélis. Jeldlje ¢ =1,... k,
esetén
-1 kn
Un,f = E Xn,j + } Yn,j7
j=1 j=t+1

ahol 22:1 =0 és Z?gknﬂ := 0. Ekkor
Un,k’n +)?n,kn = S\na Un,l + n,1 — Tna n € N.

Igy a harmonika elv alapjan

kn kn
An = Z(E[Q(Un,é_l'Xn,Z)] _E[Q(Un,Z+Yn,Z)]) g Z An,ﬂa
=1 =1

ahol
An,f = ’E[g<Un,€+Xn,€)] _E[g(Un,€+Yn,€)]’ .
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Val6ban,
kn
(Une+ X))l —Elg(Un e+ o))
4:1
—E[ (S)] —E[g(Xp1+- -+ Xppo 1+ Yoi)]
FE[G( X1+ 4 Koo+ Yopo + Xt 1)] = E[g (X1 4+ X2+ Yook + Yook 1))
ot
B Kt 4 Vos+ 4 Vo + Xn2)] = Elg( K+ Yoz +- -+ Vs + Vo))
+E[g(Voz+ -+ Vg + X)) —Elg(T)].

Legyen z,y € R esetén

1
R(z,y) =g(x+y)—g(y) —xg'(y) — 55029”@)-
Mivel E(Y,,)=E(X,;)=0, E(Y2)=E(X2)), igy ¢=1,...,k, esetén
Elg(Upo+Xn)] =Elg(Uns+Yn0)] = E[R(X e, Uno)] = E[R(Yp0, Unt)].

A~

Valoban, felhasznalva azt is, hogy U,, és an fiiggetlenek, illetve, hogy U,, és Y,
fiiggetlenek, kapjuk, hogy ¢=1,... k, esetén

E[R(Xot, Upt)] —E[R(Y, s, Uns)]

= E(( R Un)) ~ E(9(Un)) ~ B(Rosd (Un)) — 5 E(R)0" (Unr)

= E(9(Xn e+ Uns)) = E(Xnt) E(¢' (Uni)) — = E(Xn0)?) E(¢" (Unr))

—E(g(Yns+Une) +EV0) E(g (Un o)+ = E(Yor)?) E(g" (Une))
= E[Q(Un! +5€n,€)] _E[Q(Un,é "’?n,é)]'

Ezért (=1,...,k, esetén
Ang = EIR(Xn e, Un )l = E[R(Yo, Un )| E(IR(X o0, Un) ) +E( RV, Unp)])-

A Taylor-tétel alapjan tetszéleges =,y € R esetén

g/// oo
R <l'loa®. |RGg) < ey

Valoban, tetsz6leges x,y € R esetén létezik olyan 21,2, € R, hogy
1 . 1
Rz,y) = c2g"(y+21), & glety)—gly) —og'(y) = 50°9" (y+22).
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Ezért tetszGleges € >0 esetén

kn kn kn
> E[R(Xps, Ung)l] = ZE |:|R(Xn’g, Un,e>|ﬂ{\gn,l|<g}] +ZE [|R(Xn,ea Un,e)\ﬂ{p?n,ggg}}
/=1

Hg’”l!oo i
ZE 1Znd g, 1] + 119"l ZE DT

o] - 9"l §-
< 6°026E[X§e]+ T2 2 B [Xael(x, 5200
/=1 noog=1
el :
Z 9" lloo = =l1g" oo+ La()9” 1

Tovabba o, <1,D, alkalmazasaval

n "
7nanWHOO Z | ///H

ahol az utolso elstti lépés abbol kovetkezik, hogy a Ljapunov-egyenlGtlenség (3.7. Tétel (xvii)
része) alapjan E(|Y11[%) < (B(|Y11]*)7 =37 < 3.
(ii). Tetszoleges € >0 esetén, felhasznalva, hogy E[X,, (] = 0, kapjuk, hogy

one =E[X0 | =E[X2 Lyx, d<enny] +E [ X7 L(ix, J2ep0y] < 2Dy +La() D;,

n,

ezért
r2:imaxa <e®+ Ly(e).
" D2 1<5<kn A

Igy az (i) rész alapjan minden n €N és >0 esetén

El(S)] ~Elg(V)]| < <6++’3”> " oo + ()9 o

ezért a feltételek alapjan kapjuk, hogy minden >0 esetén
tim sup [E[g(S,)] ~Elg()]| < (545 ) 9"l
n—o0 6 2
Végezetiil, az €] 0 hataratmenetet véve kapjuk az allitast. O
Megjegyezziik, hogy a 11.2. Tétel (ii) részébdl direkt modon még nem kovetkezik, hogy
§n i>/\/(0,1), ha n — oo, ugyanis a 7.16. Tétel szerint ez azzal ekvivalens, hogy tetsz6leges
g:R =R korldtos, folytonos fiiggvény esetén lim, oo E(g(S,)) = E(g(Y)). A 11.2. Tétel
(ii) része alapjan azt allithatjuk csak, hogy a Lindeberg-feltétel fennallasa esetén tetszdleges
olyan g¢g:R — R héaromszor folytonosan differencidlhato fiiggvény esetén, melynek masodik
és harmadik derivaltja korlétos, teljesiil, hogy limu e E(g(S,)) =E(g(Y)). A kdvetkezs tétel
specialis eseteként adodik majd, hogy §n 2, N(0,1), ha n— oo.
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11.3. Tétel. (Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek

Xni,s Xnk, figgetlen véletlen vdltozok, melyek nem mind elfajultak, és ]E(Xfw-) <00, J=

=1,...,k,. Ha tetszileges € >0 esetén lim L,(e) =0, és g:R — C olyan folytonos
n—oo

fiigguény, melyre

akkor

Specidlisan, S, —2 N(0,1).

Bizonyitas. Valasszunk egy olyan ¢:R — [0,00) végtelen sokszor differencialhato fiiggvényt,
hogy o(x)=0 ha |z|>1, és [* o(x)dz=1. Olyan folytonosan differencialhaté o:R— [0, o0)
fiiggvényt konnyd valasztani, melyre o(z) =0 ha |z| >1, és ffooo o(z)dz =1, példaul
1
Rozw [ (e-1)2(z+1)2 de
differencialhato p fiiggvény létezése az alabbi topologidbol tanult allitasbol kévetkezik: Legyen

(= 1)*(x+1)*1_11y(z) megfelel. A szoban forgd végtelen sokszor

K CR egy kompakt halmaz, U pedig a K-t tartalmazo6 nyilt halmaza R-nek. Ekkor létezik
olyan f:R —[0,1] végtelen sokszor differencialhato fiiggvény, melyre teljesiil, hogy f(x) >0,
zeK, és f(x)=0, zeR\U. A K=[-1,1] és U=(—1,1) valasztasokkal kapjuk, hogy létezik
olyan g:R —[0,1] végetlen sokszor differencialhato fiiggvény, melyre o(z) >0, x € [—%, %],
¢s 0(z)=0, ha |z|>1. Mivel [7_ o(z)dz= f_ll o(z)dz €(0,2], igy a o:= (f_ll o(z)dx)~'o
valasztas megfeleld.

Legyen minden k€N és x € R esetén

k(z+k)

w0 =k [ olke—gtway= [

) - o(2)g (:c— %) dz.

Megmutatjuk, hogy a gx, k€N, fiiggvények a [—R, R] alaki intervallumokon, ahol R>0,
egyenletesen kozelitik a ¢ fliggvényt, azaz barmilyen R >0 esetén

lim sup |gx(z)—g(z)| =0. (11.1)

k—oo lz|<R

A paraméteres integralok differencidlhatosagi tétele alapjan g, : R — C végtelen sokszor dif-
ferencialhato fiiggvény. A teljesség kedvéért megadjuk a g, fiiggvény (egyszeri) differenci-
alhatosaganak a bizonyitasat. Legyen x9 € R rogzitett. Mivel ¢ egyenletesen folytonos a

[k(xo—k), k(xo+k)] intervallumon, tetszdleges € >0 esetén létezik olyan & >0, hogy

') =o' (y2)l <&, ha |yr—ya| <0, y1,y0 € [k(zo— k), k(2o +k)].
Minden z €R, = # 1z esetén

ge(1) —grlwo) _ / olk(z=y) = o(k(zo=y)) ). _4 /

T — o —k T — Ty
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ahol £(y) az x és xo kozé esik. Igy, ha 0 <|z—zo| <2, akkor

WEIZ9) e [ o= | =1 | K e =)~ 6o~ ))ato)

T — Xy

<k/_kke|g< )] dy < K sup |g()|(2k),

ly|<k

ugyanis 5
[K(§(y) —9) = k(o —y)] = KIE(y) — o] <k =6,

¢s g folytonossiga miatt sup, < [9(y)| < oo. Mindezek miatt

dhlan) =k [ (koo dy, e

A g, fiiggvény kompakt tartoja is, hiszen g¢x(z) =0, ha |z| > k+1/k, ugyanis ekkor
[k(x—k),k(x+k)]N(—=1,1) = 0. Tovabba,

o) =ae)= [ o) (s (- 7)ot az-st0 (1— [ dz) ,

ezért, felhasznalva, hogy o(z) =0, ha |z| > 1, és, hogy ffooo o(z)dx =1, kapjuk, hogy
tetszbleges R € (0,00) esetén

k(erk) k(z+k)
sup lo(e) ~o() < s o (v 1) gt [ "ot ast s b (1= [ o)
lz|<R lz|<R |z|<R k(z—k)
2<1

p k(z+k)
< sup Jg (2= ) ~g(a)| + sup Jg(a)| {1~ / o(z)dz | .
|z|<R |z|<R k(z—k)

2I<1

Mivel ¢ folytonos és [—R—1, R+1] kompakt, a Heine-Cantor tétel alapjan ¢ egyenletesen
folytonos a [-R—1, R+1] intervallumon, igy

lim sup g(az—E)—g(x)‘ =0.

k—oo |z|<R k
|z]<1
Tovabbi a 9(2)]
gz
K= <
261% 1422 >
jeloléssel

sup |g(z)| < sup (1+2*)K < (1+R*)K,
lz|<R lz|<R
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ezért

k(z+k) k?+kx
sup |g(z)| 1—/ o(2)dz | < K(1+R2) sup 1—/ o(z)dz
|z[<R k(z—Fk) |z|<R —k2+kz

k2 +kx
= K(1+R?) 1—inf/ o(z)dz | .
|z[<R J k24 kx

Mivel elegendGen nagy k € N esetén (—1,1) C (—k*+kx, k> +kx) tetszGleges = € [—R, R]
esetén, kapjuk, hogy ekkor

k2 +kx 1
/ g(z)dz:/ ox)dz=1, |t| <R,

—k24-ka 1

amibdl kovetkezik, hogy elegendGen nagy k € N esetén
k(xz+k)
sup lo(o)] (1= [ o) dz | <o
lz|<R k(z—k)
Igy kapjuk (11.1)-et.

Megmutatjuk, hogy létezik olyan K’ € (0,00), hogy

sup |gr(2) — g(z)| < K'(1+27), r €R. (11.2)
k=1

Minden k€N és z € R esetén

k(xz+k) p
@) -g@I<| [ oelg(o- ) de-g(a)
(z+k) p
< o(z ‘g T— = ‘dz+ g(x
/MM)()( | dz +lo(a)|
erk > 2
K/ l—l—(I—E) )dz+K(1+:c2)
k(:v—l—k 2\ 2
_ _Z 2
K/ 1+<x k) )1[_1,1](z)dz+K<1+x)
z 2 k:(I"rk)
< K sup <1+<x——) )/ o(z)dz+ K (1+2%)
l2|<1 k k(z—k)
2N\ 2
<K<2+x2+sup <x—E> )

|z|<1

Mivel
2

sup <x—z>2 < 2 sup <x2+z—> < 2<x += ! ) 2(x* +1),

EERN <1 K K
kapjuk, hogy |gn(z)—g(z)| < K(2+2%+22°+2) = K(322+4) <4K(2*+1), k€N, z€R, és
igy élhetiink a K’ :=4K valasztassal.
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Tetszo6leges n,k € N esetén

| Elg(S)] —Elg(Y)]| < |E[g(S0)] ~Elgr (Sl +| Elg(S2)] — Elge (V)] + | E[ge(Y)] - E[g(Y)].

Tetsz6leges k€N esetén a g, fliggvény valds és képzetes részeire alkalmazhatjuk a Lindeberg-

tételt (11.2. Tételt), hiszen ¢ végtelen sokszor differencialhato és kompakt tartoji, ugyanis
! "

gr(2)=0, ha |z|>k+}, és kovetkezésképpen [|g)[l<00 és [|g)|so<o00. gy lim |E[ge(S,)]—
n—oo

—E[gr(Y)]| =0, k€N, ezért

lim sup | E[g(S,)] — Elg(Y)]| < lim sup | E[g(S,)] — Elgi(Sa)]| + | Elgs (V)] — E[g(V)]],

n—oo n—oo

amibdél

lim sup | E[g(S,,)]~E[g(Y")]|<lim sup lim sup | E[g(S,,)] ~E[gi(S,)]|+1im sup | E[ge(Y)]~E[g(Y)] -

n—oo k—o00 n—00 k—o0
Tetszéleges k € N és R € (0,00) esetén, felhasznalva a 3.45. Allitast és (11.2)-t, kapjuk,
hogy
| Elgr(V)]=Elg(Y)]| = E[(gx(Y) —g(¥Y )| < E[|gr(Y) —g(Y)]]
=E [lgc(Y) =gV Lgyicrmy] +E [lgx(Y) = 9(V) Ly sy
< sup |g(2) —g(2) [+ K'E [(1+Y?) Lyismy]

|z|<R

igy (11.1) alapjan tetsz6leges R € (0,00) esetén

limsup | E[gy(Y)] = Elg(V)]| < K'E [(1+Y*) Ly j>my] -

k—o0

A majorans konvergencia-tétel segitségével
Jim B [(1+Y*)Liypsm) =0, (11.3)

ezért
lim | E[g(Y)] - E[g(Y)]| = 0.
Hasonloan, (11.2) alapjan tetszSleges k,n €N és R € (0,00) esetén
| Elg(Sn)] —Elgr (Sl = | Elg(Sn) = 9e(Sn)]| < El|g(Sn) — gi(Sn)]]
= E[|g(Sn) = gx(Sn) 15,1 ry) TEI9(Sn) = 90(Sn) 15, 15 )
< sup |gu(@) — g(@)| + K'E (145215, 1oy |

ezért (11.1) alapjan tetszéleges R € (0,00) esetén

lim sup lim sup | E[g(S,)] — E[gx(S,)]] < K limsup E [(1+§5)1 {@M} .

k—o00 n—00 n—00
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Mivel az R > z — (14 2?)1j,>p fiiggvény nem folytonos (mindeniitt), a Lindeberg-tételt
(11.2. Tételt) nem tudjuk direktben alkalmazni limsup,,_,. E [(1+§721>]1{\§n|>1%} vizsgalatara.
Valasszunk egy olyan h:R — [0, 1] végtelen sokszor differencialhato fiiggvényt, hogy h(z)=0
ha |z|<1/2, és h(z)=1 ha |z|>1. Legyen z€R és Re(0,00) esetén hg(x):=(1+z*)h(z/R),
melyre

Wo(z) = 20h(z/R) + (1—|—x2)h’(x/R)}%, rER,
és

h(z) = 2h(m/R)+4xh'(m/R)% +(14+x )h”(x/R) 77 reR.

Ekkor a hp fiiggvényre alkalmazhatjuk a Lindeberg-tételt (11.2. Tételt), hiszen |z|> R esetén
Ry (x)=2, hj(x)=0, és h%, hY korlatosak a [—R, R] intervallumon, mert folytonosak, igy
lim |E[hgr(S,)] —E[hr(Y)]| =0. Ezért felhasznalva, hogy

n—oo

(1+2*) o>y < hr(7) = ha(@) Lo>r/2) S 1+ 2" Lapsr),  TER,
ahol a masodik egyenl6tlenség h(z) € [0,1], x € R, kovetkezménye, kapjuk, hogy

ligisong (1+SZ)]1{‘§H|>R}} <hgisong [hR(S )] Ehr(Y)] <E [(1+Y Myisay| -
Ezért (11.3) alapjan
lim limsupE [(1+§2)1{\§7L|>R}} =0,

R—o0 nsoo

amibdl kovetkezik, hogy

lim sup lim sup | ]E[g(gn)] - E[gk(gn)] | =0,
k—o00 n— 00
igy végiilis
limsup | E[g(S,)] —E[g(Y)]| = 0.

n—o0

lg@)|
T+a2

alapjan lim,, E[g(gn)] =E[g(Y)], melybdl a 7.16. Tétel segitségével kapjuk az S, —>N(O,1)
eloszlasbeli konvergenciat. U

Ha g:R—R korlatos, folytonos fiiggvény, akkor sup g <00, és igy a mar bizonyitottak

A kovetkezdkben a 11.3. Tétel egy altalanosabb verziojat kozoljiik bizonyitas nélkiil.

11.4. Tétel. (Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek
Xni, s Xnk, figgetlen véletlen viltozok, melyek nem mind elfajultak, és E(thj) <00, J=
=1,...,k,. Hatetszbleges €¢>0 esetén lim L,(¢)=0, és g,:R—C, neN, olyan folytonos
fugguények, hogy B

——

< 00,
neN zeR 1

€s gn kompakt halmazokon egyenletesen konvergal valamely g:R — C folytonos fiigguényhez,

amint n— oo (azaz barmilyen K CR kompakt halmaz esetén g,|x egyenletesen konvergdl
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gli-hoz, amint n—o0, azaz barmilyen K CR kompakt halmaz esetén lim,,_, o SUp,c e |gn () —
—g(z)|=0), akkor
lim E[g, (5n)] = E[g(Y)].

n—oo

Specidlisan, S, 2 N(0,1).

11.5. Tétel. (Ljapunov centralis hatareloszlas-tétele) Minden n € N esetén legyenek
Xni,--s Xng, figgetlen véletlen vdltozok, melyek nem mind elfajultak. Ha valamely 6 >0
esetén E(|X,;[*)<oo, neN, j=1,...,k,, €s

k

1 n

D2+6 Z E||Xn,; _E(Xn,j)|2+6] — 0, amint n — oo,
J=1

n

akkor §n:5"%n(swi>/\/(0,l). (Itt D, =+/Var(S,), neN.)

Bizonyitas. A 11.3. Tételb6l kovetkezik az allitas. Valoban, mivel E(|X,, ;]*7) < oo, kapjuk,
hogy E(X. ;) <00, és megmutatjuk, hogy teljesiil a lim,,_o Lyn(e)=0, Ye>0, Lindeberg-feltétel,
igy valoban alkalmazhato a 11.3. Tétel. Tetsz6leges n €N és j=1,...,k, esetén

1
E [(Xn; —B(Xn3))* Lix, ;B0 izennt] < S5 Bl X =BG ],

ezért .
1 n
Ln(e) < S > B[ X —E(Xn,) P =0

amint n — oo. O

11.6. Tétel. (Lévy centralis hatareloszlas-tétele: FAE eset) Legyenek Xy, Xo, ... fig-
getlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok, és jelolje S,:=X1+---+X,, n€N, a részletisszegeket.

Ha E(X?)<oo és Var(X;) >0, akkor S”%r(g:) 2 N(0,1). Tovibbd,

—-E
Swlég P (&T\/f(g? < a:) —®o(x)| =0, amint n — oo. (11.4)

1. Bizonyitas. Elegendé E(X;)=0 esetén bizonyitani az allitast. Alkalmazzuk a 11.3. Tételt
X=X, j=1,...,n, neN, valasztasokkal (és ekkor k,=n, neN). Jelolje o:=+/Var(X).
Nyilvan D2 =Var(S,) =no?. Felhasznalva, hogy X, j €N, azonos eloszlastiak és E(X?) < oo,

a majorans konvergencia-tétel alapjan, tetszGleges € > (0 esetén

1 n
Lu(e) = 52 D E [(Xnj —E(Xn))*1{ix, ,~E(X, ) [52Dn}]

k 1

= 57 B [(Xna =E(X0)) Lx0-200ize00 ] = 5 B [XT1x,5eym ] =0
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amint n — oco. Igy teljesiil a Lindeberg-feltétel, és ezért valéban alkalmazhaté a 11.3. Tétel,
I . S,—E(S,) D
melybol kivetkezik, hogy =2e=22 — N(0,1).
Ratériink (11.4) bizonyitasara. Legyen e > 0 tetsz6legesen rogzitett. Mivel lim, . ®(z)=1
és lim, , o ®(z) =0, léteznek olyan (e-tol fiiggd) a,b € R konstansok, hogy ®(a) < e és
1—®(b) <e. Mivel & folytonos, kapjuk, hogy @ egyenletesen folytonos az [a,b] (kompakt)

intervallumon, igy létezik olyan k€N ésolyan a=:2o <z <w9 <...<xp:=b pontok, hogy
@(wj)—(I)(I’j,l) <g, ]21,,]{7

Valoban, e > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy |®(z) — ®(y)| <e, ha |z —y| < d, 2,y € R. Igy, ha
k € N olyan, hogy b_T“ <0 és xji= a+b_T“j, 7=0,1,...,k, akkor
O(z)) = P(xj1) =[P(z;) = P(z;1)[ <&, j=1,... .k

Mivel %ﬁ") 25 N(0,1), kapjuk, hogy létezik olyan n. € N, hogy

|Fo(z;) —@(z;)] <e, n=zn., je€{0,1,...,k},

ahol F,(x):=P (S\’}%) < :L‘), x € R. Belatjuk, hogy

|F(z) —@(2)| < 2¢, reR, n>n,.,

melybdl kovetkezik (11.4).

Ha x < x¢y = a, akkor
0< P(x) < P(xg) =P(a) <e &8 0< Fu(x) < Fu(xg) < P(mg)+e <2, n>=ne,

melybdl kévetkezik, hogy |F,(z) —®(z)| < 2e tetszleges n >n. esetén.
Hasonloan lathato be, hogy = > xp =0 esetén |F,(z)—P(z)| < 2¢ tetszbleges n >n. esetén.

Ha z € [zg, ), akkor létezik olyan j e {1,...,k}, hogy x € [x;_q,2;), ésigy
P(zj-1) < ®(x) < B(x)) < D(zj-1) Fe,
és
P(xj_1)—e < Fo(zjo1) < Fo(z) < Fo(xj) < () +e < P(xj_1) + 2, n=n,..
Ebbdl kévetkezik, hogy |F, ()
< P(z;_1)+e¢, akkor ®(x) és F,(x) is ®(x;_1)-nek az ¢ sugart nyilt kérnyezetébe esik; ha pedig

O(zj_1)+e < F(x) < P(xj_1)+2e, akkor O(z) és F,(x) is (P(z;_1)+¢e)-nak az e sugari balrol
zart, jobbrol nyilt kdrnyzetébe esik.

—®(x)| < 2¢, ha n > n,, ugyanis, ha ®(x;_1) —e < F,(x) <

2. Bizonyitas (a tétel els6 részére). A folytonossagi tétel (4.16. Tétel) miatt elegends
belatni, hogy tetszbleges t € R esetén

Y-k (1) = px(1), ha n — oo,
V/Var(Sn)
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ahol X egy standard normalis eloszlasi Veletlen valtozo.
A 4.19. Allitas alapjan ox(t) =e 2, t € R. Tovabba, az m :=E(X;) és o := /Var(X;)

jeloléseket hasznélva, a 4.2. Tétel (viii) része alapjan, tetszéleges n € N és t € R esetén

.S, —E(S,) ( { Sn—nm})
n-Esn) (1) =E .. - =K U
SOS\/iVar((Sn))( ) (exp { Var(S,) }) P Vno

I= (oo {igmos ) = (e (7))

A 4.2. Tétel (ix) része alapjan, felhasznalva, hogy E((X; —m)?) < oo és E(X; —m) =0, kapjuk,
hogy

2
Ox,—m(t) = 1+it E(X, —m)+7> E((X1—m)?)+ Ry(t) =1— %t2—|—R2(t), teR,

ahol Ry(t) = o(t?), ha t — 0 (felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy Ry(t) € C, t € R, altalaban
véve). Igy tetszoleges n € N és t € R esetén

n

2/t t\\" 2 4 nRy (A
O sn-Esn) (1) = 1—0— (—) + Ry <_) — |1+ 2 (\f ) ,
JVar(5n) 2 \Vno Vno n
()=

t
lim nR, (— = lim nRy(0) = lim n-0=0,
wﬁiT)

n—00 n—0o0 n—oo

ahol

n—oo

Valoban, ha t =0, akkor

ha pedig t # 0, akkor

2 Rs <fg> 2

. t
Mm nft, (W) = U—? =20=0
vno
Végezetiil, felhasznalva az 5.13. Lemmat, kapjuk a bizonyitando allitast. O

11.7. Megjegyzés. A 11.6. Tétel feltételei mellett, a 7.16. Tétel alapjan, tetszéleges x € R

esetén 5 _E(S
P(%;S:) <x) — ®(z), amint n — 0o,
v/ Var S,
hiszen @ folytonos, igy Par(o,1)(0(—00,)) = Prr0,1)(0(—00, z]) = Proy({2}) =0, € R. O

és

< :17) — O(x), amint n — oo,

194



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

11.8. Allitas. Minden n € N esetén legyenek Xnis-ooy Xngk, [figgetlen véletlen vdltozok,
melyek nem mind elfajultak, és ]E(Xfw-) <oo, 7=1,...,k,. Ha teljesil a Lindeberg-feltétel,
azaz barmely >0 esetén L,(c)— 0, akkor teljesil az in. egyenletesen aszimptotikusan

elhanyagolhatiosdgr feltétel, azaz barmely >0 esetén
(=T

Var(S,)
Bizonyitas. A Csebisev-egyenlGtlenség alapjan barmilyen e >0 esetén

X, i —E(X,.; X, 2
max P ) (Xn,j) > M—T—"%O, ha n — oo,
1<j<kn Var(S,)

max P
1<j<kn

< max =
1<<kn €2 Var(S,,) &2

ugyanis a 11.2. Tétel (ii) részének bizonyitdsaban belattuk, hogy r2<n?’+L,(n), neN, n>0,
igy a Lindeberg-feltétel teljesiilése esetén 7, — 0, ha n — oco. U
Az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatosagi feltételt infinitezimalitasi feltételnek is

szokas hivni.

11.9. Tétel. (Feller tétele, 1935) Minden neN esetén legyenek X, 1,..., X, i, flggetlen

véletlen wvdltozok, melyek nem mind elfajultak, E(X,QLJ) <oo, j=1,...,k,, ésjelolje S, =

=X,1+--+X,r. Ha §n — Sn_E(5h) i>./\f 0,1) és teljesiil az eqyenletesen aszimptotikusan
1 o, \/m ( ) ] gy 14

25) — 0,

akkor teljesil a Lindeberg-feltétel, azaz barmely ¢ >0 esetén L,(c)— 0.

elhanyagolhatosdgi feltétel, azaz bdrmely >0 esetén

Xnj —E(Xn )
Var(S,)

max P
1<j<kn

11.10. Megjegyzés. Minden neN esetén legyenek X, 1,..., X, fliggetlen véletlen valto-
20k, melyek nem mind elfajultak, E(X7 ;) <oo, j=1,...,k,, ésjelolje S,=X, 1+ -+ Xk,
Ha r, = DL" max, <<k, On; — 0, amint n — oo, akkor a 11.8. Allitas bizonyitdsa alapjan teljesiil
az egyenletesen aszimptotikusan elhanyagolhatosagi feltétel. Tovabba, ha fennall az egyenlete-
sen aszimptotikusan elhanyagolhatosagi feltétel, akkor Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele
(11.3. Tétel) és Feller tétele (11.9. Tétel) alapjan kapjuk, hogy S, — A(0,1), amint n — oo

akkor és csak akkor all fenn, ha teljesiil a Lindeberg-feltétel. ([l

11.11. Tétel. (Lindeberg t6bbdimenziés centralis hatareloszlas-tétele) Minden neN
esetén legyenek X, 1,..., X1, figgetlen d-dimenzids véletlen vektorok, és E(|| X, ;||*) < oo,
j=1,...,k,. Ha

kn
(i) > Var(X,;) =X, ha n— o0, ahol ¥ €R™ jnvertdlhatd,
i=1
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(ii) Lindeberg-feltétel: minden ¢ >0 esetén

kn
Y E X —EXa )P Lgix,-exapiza] =0 ha n— oo,

akkor S, —E(S,) = N(0,%), ahol N(0,X) a 0€R? vdrhatd érték vektori és ¥ € R

kovariancia mdtrizd d-dimenzios normdalis eloszldst jelols.

Megjegyezziik, hogy a 11.11. Tétel (i) feltételében szerepld Y matrix pozitiv szemidefi-
nit is, igy minden f6minorja nemnegativ, és mivel feltettiik, hogy invertalhato, kapjuk, hogy
det(X) > 0. Tovabba, a 11.11. Tétel (i) feltételébsl kovetkezik, hogy létezik olyan ng € N,
hogy tetszbleges n >ng esetén X, i,..., X, ;, nem mind elfajultak, ugyanis a széban forgéd
feltételbdl kovetkezik, hogy létezik olyan ng € N, hogy det(zgtl Var(X,, ;) > 3 det(Z) > 0,
ha n >mny, és ha valamely n >ng esetén X, ,,...,X,, mind elfajultak lennének, ak-
kor E , Var(X,, ;) =0€ R lenne, mely ellentmondas. A 11.11. Tételben szerepls N (0, X)
hatareloszlas abszoliat folytonos, hiszen ¥ invertalhato (lasd, a 6.3. Tételt). A 6.3. Tétel bi-
zonyitasaban azt is belattuk, hogy mivel ¥ invertalhato, létezik olyan A € R?™*? invertalhato
matrix, melyre S=AAT és igy NV'(0, ) 2 A-N(0, I,). Ezért a folytonos leképezések tétele (7.17.
Tétel) alapjan A=1(S, —E(S,)) N N(0, 1), ha n — oo, hiszen az R? > x — A~ 'z leképezés
folytonos, ahol I; a d X d-s egységmétrixot jeloli.

11.12. Tétel. (T6bbdimenzids centralis hatareloszlas-tétel: FAE eset) Legyenek X,
neN, figgetlen, azonos eloszldsu d-dimenzids véletlen vdltozok, és jeldlje S, =X1+---+X,,
n €N, a részletisszegeket. Ha E(||X1]]?) < oo és Var(X;) € R invertdlhatd, akkor

1
NG

ahol N(0,Var(X;)) a 0€R? wdirhatd érték vektori és Var(X,) kovariancia mdtrizi d-

dimenzids normdlis eloszldst jelols.

— (8, —E(S,)) = N(0, Var(X;)), ha n — oo,

Bizonyitas. A 11.11. Tételt alkalmazzuk az X,, ;:= %
(azaz ekkor k, =mn, neN). A 11.11. Tétel (i) feltetele trividlis modon teljesiil, ugyanis

Zfil Var(X,, ;) = nVar(\/LﬁXl) = Var(X;), neN. A 11.11. Tétel (ii) feltételének teljesiilése
hasonloan lathaté be, mint a 11.6. Tételben az egydimenzids esetben: a majorans konvergencia

X;, j=1,...,n, neN, vilasztasokkal

tétel alapjan tetszéleges € >0 esetén

kn,
D B [[1Xn; —E(Xn ) 1P L(1x,-Exa ize)] = E [”Xl ~EXD)IPL{x, mix i)
j=1

ha n — oo. O

196



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

11.13. Tétel. (Poisson konvergenciatétel) Minden neN esetén legyenek X1, ..., Xnk,
figgetlen véletlen vdltozok, melyekre P(X,, ;=1)=p, ;=1-P(X,,;=0), j=1,... k,, és jelolje

kn
Sp=Xp1+ - +Xok, Ho Y poj—AeRy és 1r<r}a>k< Pnj — 0, akkor S, 2, Poisson ().
j=1 <kn

Megjegyezziik, hogy a 11.13. Tételben p, ; =E(X,;), neN, j=1,... k,, és 2521 Dn,j =
=E(S,), neN.

11.14. Lemma. Hao m €N és ay,...,am,b1,...,b, € [—1,1], akkor

m m
b <D la—b5l.
j=1 j=1

Bizonyitas. A harmonika elv alapjan

Lo 035 (1) o0 (11

Jj=1 Jj=1 Jj=1
ahol az iires szorzat értéke definicié szerint 1. Valoban,
m 7—1
>\ I]e

j=1 \i=1

(H b) (a1 —b1)ba -+ by +ai(ag—ba)bs - - - by +-- - +

i=741
+a1 e am—Q(am—l _bm—1>bm+al e am—l(am_bm)

= —biby - byt ay - Ay 10,

Igy m m m |j—1 m m
H&j—Hbj <Z Hai ’Clj—bj H bl éZ]aJ—b]\
j=1 j=1 j=1 |i=1 i=j+1 j=1

n

A 11.13. Tétel (Poisson konvergenciatétel) bizonyitasa. A A\ paraméterti Poisson-

eloszlas generatorfiiggvénye

o

k_ - 7)\ 7)\ x)\_ Az—1)
R9x|—>§ x k! E k:' = =e )
k=0

lasd az 5.11. Allitast is. Az X,,; véletlen valtoz6 generatorfiiggvénye

Roz— E(%X"’j) =1 —Pn,j +pn,jx = 1+pn,j($_ 1)’

ezért a 4.21. Tétel (v) része alapjan az S,, véletlen valtozo generatorfiiggvénye

kn

R3Sz H[1+pn,j(:c—1)].
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A generatorfiiggvényekre vonatkozd folytonossagi tétel alapjan (lasd, 4.22. Tétel) az allitas
bizonyitasahoz elegendd belatni, hogy tetszéleges x € [—1,1] esetén

n—oo

kn
lim H 1+pp(z—1)] =MD,
7j=1

Tekintsiik a

kn
[T +pni@—10)]—e V< Ay(2)+ Bu(z),  xe[-11],
j=1
becslést, ahol
kn kn kn,
A (x) = H[l—l—pw-(x—l)]—Hep"vﬂ'(x_l) B, (x) = Hepnﬂ(“"’ D _eAe=b]
j=1 j=1 j=1
Itt minden x € [—1,1] esetén
B, (z) = ‘e(m_l)zﬁlp”’f —eMe=ll 0, ha n — oo,

mert, Z?len,j — A Mivel |z| <1 esetén |ePri@ V| =ePril@=1) <=1 ¢s
—1 g 1_2pn,j = 1+pn,j(_1_ 1) g 1+pn,]($_ 1) g 1+pn,j(1_ 1) = 17

azaz |1+p,;(r—1)| <1, a1l1.14. Lemma alapjan kapjuk, hogy

o ¢ 2, X 42 2 ¢ 2 0 |10 2
SRR DI RS DI e RS I S T
ezért tetszbleges x € [—1,1] esetén
<L o
An(z) éx 1) Zp gPmiile— 1‘<2(x 1)2 Z;pfw,
=
ahol felhasznaltuk, hogy p, ;lr—1| <2. Itt
kn kn
;pi,j < (1g}z>]§npn,j) ;pn,j S 0-A=0,
ezért A,(r) —0, ha n— oo minden z€[—1,1] esetén. O
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12. Sztochasztikus folyamatok, véges dimenzios eloszlasok

12.1. Definicié. Legyen (2, A,P) wvaldszindségi mezd, T tetszdleges nemires halmaz, €és
minden t€T esetén &:Q—R waldszintdségi vdltozd. Ekkor ezek {&:t€T} seregét sztochasz-
tikus folyamatnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy T a folyamat paraméterhalmaza (vagy

indezhalmaza), R pedig a fdzistere (vagy dllapottere).

Természetes modon lehet definialni olyan sztochasztikus folyamatokat, melyek fazistere egy
(X, X) mérhets tér.

Azt mondjuk, hogy a {&:t€T} sztochasztikus folyamat a ¢t €T paraméterben (ha T id6
jellegii, akkor a t € T' id6pontban) az x € R Aallapotban van, ha a realizalt w € Q kimenetel
mellett & (w)=xz. A folyamat értékének jelolésére hasznalni fogjuk a &(t)(w), illetve &(t,w),
teT, we Q) jeloléseket is (ugyanis a folyamatot lehet tekinteni természetes modon egyetlen
E:TxQ— R leképezésnek is: £(t,w) :=&(w)).

12.2. Definici6. Rdgzitett w € Q esetén a T >t &(w) € R fligguényt a folyamat egy

.

Csak olyan folyamatokrol lesz sz6, amikor T C R, azaz a paraméter id6 jellegi, példaul
T=1[0,00), T={0,1,2,...}. Mivel a valos szamok halmazan adott egy természetes rendezés,
beszélhetiink egy folyamat jovGjérsl, illetve multjarol. Amennyiben egy rogzitett ¢t €7 C [0, 00)
paramétert tekintiink jelen idépillanatnak, akkor a {&:s>t} valoszintiségi valtozok csaladjat
a sztochasztikus folyamat jovGjének, a {&,:s <t} valoszintségi valtozok csaladjat pedig

a sztochasztikus folyamat miltjanak nevezziik.

12.3. Példa. Legyenek ¢&,, n € N, teljesen fiiggetlen, azonos eloszlasa, valos értékii valo-
szintiségi valtozok egy sorozata. Ekkor {¢, :n € N} sztochasztikus folyamat 7' =N para-
méterhalmazzal és R fazistérrel. A trajektoridk ebben az esetben valds szamsorozatok. Ha
E(&) =0 és E(£F) <oo is teljesiil, akkor a {&,:n € N} sztochasztikus folyamatot fiiggetlen,
azonos eloszlasu fehér zajnak is szokas nevezni az id&soranalizisben. Val6jaban, idGsoranalizis-
ben kicsit altalanosabban egy (paronként) korrelalatlan, nulla varhato értéki, véges masodik

momentummal rendelkezé sorozatot értenek fehér zaj alatt. U

12.4. Példa. Rogrzitsiink egy tetszéleges pe (0,1) szamot, és tekintsiink 7, Z, ... fliggetlen

és azonos eloszlasu véletlen valtozokat
P(Z,=1)=np, P(Z,=—-1)=1—p, neN,

eloszléssal. Legyen S,,, n € Z,, a kapcsolatos részletosszeg-sorozat, azaz Sp:=0 és S, :=
=Z1+---+Z,, neN. Ekkor minden ne€N esetén o(Sy,Si,...,5)=0(Z1,...,Z,), ésa
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Znr1 valoszintségi valtozo fliiggetlen ettsl a o-algebratol. Valoban,

10 - 0 10 -+ 0

S Z Z S

.1 11 --- 0 .1 ’ '1 11 --- 0 '1
1 1 1 1 1 1

P(Sn—l-l - Sn+1 | Sn; Sn—la RS SO) - IP>(Z’n,—‘,-1 - ]-) =D,
P(SnJrl = Sn— 1 ‘ Sn, Snfl, c. 750) = P(ZnJrl = —1) = 1—p

fgy az {Sn:n€Z,} sztochasztikus folyamat a valos egyenes egész racspontjain lépked, deter-
minisztikusan a 0 pontbdl indul, és minden egyes id6pontban a korabbi lépésektdl fiiggetleniil p
valoszintiséggel eggyel jobbra ugrik, és 1—p valoszintiséggel pedig eggyel balra. Az {S,:n€Z,
+} sztochasztikus folyamatot (egydimenzios) véletlen bolyongasnak nevezziik. Ha p=1/2,

akkor szimmetrikus, egyébként nem szimmetrikus bolyongasrol beszéliink. U

12.5. Definici6. Legyen T C Ry és {& :t € T} egy valds értékd sztochasztikus folyamat.
Azt mondjuk, hogy a folyamat diszkrét idejd, ha T megszamldlhato halmaz. Ekkor dltaldban
T=17Z,, tehdt a folyamat véletlen valtozoknak egqy sorozata. A folyamat folytonos idejid, ha T
a nemnegativ félegyenes eqy véges vagy végtelen részintervalluma. Ekkor példdul T =R, wvagy
T =1[0,1].

12.6. Példa. Megmérjiik a kiilsé (véletlen) hémérsékletet egy 7' C [0,24] indexhalmaz altal
meghatéarozott idépontokban, és legyen &, t € T, a mérések eredménye. Ekkor a {§ :t €T}
csalad egy sztochasztikus folyamat. Ha a hGmérsékletet példaul 0 érakor, 1 orakor és 13 orakor
meérjiik, akkor 7= {0,1,13} C Z, diszkrét halmaz, tehat diszkrét idejii folyamatrol van szo.
Ha a hémérsékletet folyamatosan mérjiik, tehat 7'=[0,24], akkor a folyamat folytonos ideji.
Ha a mérést egy digitalis h6mérGvel végezziik, akkor a lehetséges értékek halmaza elméletileg
megszamlalhato, gyakorlatilag véges. Ha analdég hémérst hasznalunk, és képesek vagyunk az

értékeket tetszéleges pontossaggal leolvasni, akkor a folyamat allapottere nem megszamlalhato.
O

Egy {& :teT} sztochasztikus folyamat viselkedésérsl sok informaciot tartalmaznak a

folyamat un. véges dimenzios eloszlasai.

12.7. Definici6. Legyen T CR. Egy {&:t €T} sztochasztikus folyamat véges dimenzids
eloszldasar alatt a

{<§t17"->£tk)3k€N, tl,...,tkET}

valdszindiségi vektorvdltozok eloszldsait értjiik (ahol az 1.22. Allitds alapjin (&, ...,&,) vald-

ban valdsziniségi vektorvdltozd).
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Egy {& :t€T} sztochasztikus folyamat véges dimenzios eloszlasait az
{F£t17"'7£tk ke N7 t,...,lk € T}

eloszlasfiiggvény-sereggel is meg lehet ekvivalens moédon adni (lasd 1.28. Allitas). Természetes

modon felmeriilhet az a kérdés, hogy ha megadjuk eloszlasfiiggvényeknek egy

{Ftl,...,tk k < N, t]_, e ,tk; € T}

seregét, akkor létezik-e olyan (€, A, P) valoszintiségi mez6 és rajta olyan {& :t € T} szto-

chasztikus folyamat, melynek véges dimenzids eloszlésai éppen az adott eloszlasok:
thl""’&k :Ftl,u-»tk? ]CEN, tl,...,tk ET

A kovetkezo fejezetben (Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétel) részletesen megvizsgal-
juk ezt a kérdést (lasd a 13.15. Tételt). Felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy a véges dimenzids
eloszlassereg ismeretében &altalaban még nem lehet eldonteni, hogy milyen tulajdonsidgokkal

birnak a folyamat trajektoriai.

12.8. Definici6. Legyen T egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy a {&:t€T} és {n:teT}
sztochasztikus folyamatok

(i) tdgabb értelemben ekvivalensek, ha megegyeznek a véges dimenzids eloszldsaik.

(ii) ekvivalensek, ha ugyanazon valdszindségi mezdn értelmezettek és P(& =mn,) =1 tel-
jestil tetszdleges t €T esetén. Az ekvivalens folyamatokat eqymds modifikdcioinak is
nevezzik.

(iii) megkilonboztethetetlenek, ha ugyanazon valdszintiségi mezin értelmezettek és P(& =

Ellenérizhetd, hogy a 12.8. Definicioban megadott relaciok ekvivalencia-relaciok a sztochasz-
tikus folyamatok kozott.

12.9. Allitas. Legyen T egy nemiires halmaz.

(i) Haa {&:teT} és {n:teT} sztochasztikus folyamatok ekvivalensek (azaz egymds mo-
difikdcioi), akkor tagabb értelemben is ekvivalensek (azaz megegyeznek a véges dimenzids

eloszldsaik).

(ii)) Haoa {&:te€T} és {m:te€T} sztochasztikus folyamatok megkilonboztethetetlenek,

akkor ekvivalensek is (azaz eqgymds modifikdcidi).
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Bizonyitas. (i). Tetsz6leges n €N, t1,...,t, €T, és x1,...,x, € R esetén

Fey e (1,0 x0) = P(§ <21y, &, <)
=P(&, <1, &, <Xy &y =Mtys -5 &, =M1,)
=Py, <1, 300 < Ty &ty = My -+ 5§t = M)
=P, <1, 0, <Tn) = Fyp g (B0, T0),

ahol felhasznaltuk, hogy P(A)=P(ANB), VA, Be A, P(B)=1 esetén, mely abbol kovetkezik,
hogy P(A)=P(ANB)+P(ANB) és P(ANB)<P(B)=0.
(ii). Mivel tetszGleges to € T' esetén

{ft =, Vi€ T} - {fto = 77750}7

a valosziniiség monotonitasa alapjan 1=P(& =mn, Vt € T) < P(&, =m1,), melybdl kovetkezik
az allitas. O
A 12.9. Allitasban sem az (i), sem a (i) részt nem lehet megforditani altaldban, mind a két

esetben ellenpéldat adunk a kovetkez6 megjegyzésben.

12.10. Megjegyzés. (i). Ellenpélda arra, hogy a 12.9. Allitasban az (i) rész nem megfordit-
hato. Legyenek &, és 1y azonos eloszlasu véletlen valtozok ugyanazon valoszintiségi mezén,
& =&, teT, és n.:=ny, t€T. Ekkor {&:t€T} és {n,:t€T} véges dimenzids eloszlasai
megegyeznek, de semmi sem garantilja, hogy egymas modifikacioi lennének. Példaul, ha &
standard normalis eloszlast véletlen valtozo és ng:= —&y, akkor P(§=1mn9) =P({ =0)=0
(ii). Ellenpélda arra, hogy a 12.9. Allitdsban a (ii) rész nem megfordithat6. Legyen T :=[0,1]
és U egyenletes eloszlasi T-n. Legyen tovabba & :=0, t€ T, és

1 ha t=U,
M= tET
0 ha t#U,

Ekkor tetszéleges t € [0,1] =T esetén P(&=m)=P(U #t)=1, igy {&:t€T} és {m:te
€T} egymas modifikacioi. Azonban P(& =, YVt € T) =0, mert tetszbleges w € Q0 esetén
{&(w):teT} és {m(w):teT} a t=U(w) pontban kiilonbozé értékeket vesznek fel. [

12.11. Definicid. Azt mondjuk, hogy a {&:t>0} sztochasztikus folyamat fliggetlen névek-
ményd, ha P(§o=0)=1, és tetszbleges k€N és tetszdleges 0 <ty <ty <...<t iddpontok
esetén a &, & —&yy ooy &b — &, novekmények (teljesen) fuggetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {&:t>0} sztochasztikus folyamat fiiggetlen, staciondrius novek-
ményi, ha fiiggetlen névekményt, és a névekmények eloszldsa iddeltoldssal szemben invaridns,
azaz tetszdleges t,h >0 iddpontok esetén & p—& eloszlasa nem fiigg t-tdl (kovetkezésképpen

megegyezik &, eloszldsdval).
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12.12. Allitas. Legyenck X és Y figgetlen (valds értéki) valdsziniségi vdltozdk F és G
eloszlasfigguényekkel. Jeldlje X +Y  eloszlasfigguényét H, melyet az F és a G eloszlds-

.

H(z) = /Oo F(s—y)dG(y), zcR. (12.1)

o0

Bizonyitas. Bevezetve a
B, ::{(x,y)€R2zx+y<z}, z €R,

jelolést, a Transzformacio-tétel (3.8. Tétel) és a Fubini-tétel alapjan kapjuk, hogy tetszéleges
z € R esetén

H(z)=P(X+Y < 2)=P((X,Y) € B.) = E(15.(X,Y)) :/

]132 (l’, y) dFX,Y(:U7 y)
R2

[ s aEm) - [

R

( /R 15, (z,1) dFX<x>) AFy ().

Mivel

1 ha z<z—y,
]]-Bz(ajvy) =
0 ha =z > z—y,

és Fx balrdl folytonos, kapjuk, hogy

ul—00

/RILBZ(x,y)dFX(x)—/(_ | LAEX() = Py(e )= fim Fx(w) = P (o).

és igy

O
Megjegyezziik, hogy ha X és Y fiiggetlen, abszolit folytonos (valos értéki) véletlen
valtozok f és g stirtiségfiiggvénnyel, akkor a 12.12. Allitasbol kovetkezik a 3.25. Allitas (i)

része, ugyanis a paraméteres integralok differencidlhatosagi tétele alapjan

e - [ T Pz y)gly) dy = / T fe—yely)dy,  zeR

o
A C Appendixben részletesen foglalkozunk a konvolicioval és tulajdonsagaival.
A kovetkezSkben azt vizsgaljuk, hogy egy fiiggetlen névekményt, illetve egy fiiggetlen, sta-
cionarius novekményii sztochasztikus folyamat véges dimenzios eloszlasait milyen véletlen val-

tozok eloszlasa hatarozza meg egyértelmten.

12.13. Allitas. Egy {&:t>0} fiiggetlen névekményd sztochasztikus folyamat véges dimenzids

eloszldsait egyértelmien meghatdrozzak a & —¢&s, 0< s <t, novekmények eloszldsau.
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Bizonyitas. Tetszbleges k€N és 0<ty <tog <... <t esetén a & —&, 0<s<t,

novekmények eloszlasa egyértelmtien meghatérozza (&, &, —&y, - -+, & —6t,_,) €loszlasat, mely
egyértelmien meghatarozza (&,,...,&,) eloszlasat is. Valoban, a fiiggetlen névekményiiség
definicioja alapjan &, &, —&,, ..., &, —&, , fliggetlenek (ha t;=t,.1, akkor &, , —&, =0,
mely fiiggetlen minden véletlen valtozotol), igy barmilyen zi,...,x; € R esetén
]P)(fh <, §t2 _ftl < Z2,... aftk _ftk_l < xk)
=P(&, <) P — &y <2) P&, — &y <an).

Mivel

&ty 1o -0 &ty

N N I (122

£tk r 1.1 £tk _gtkfl

kapjuk, hogy tetszdleges xy,...,xr € R esetén

§t1 I
€t2 )
P(ftl<$1,€t2<x27...,£tk<xk):]P : <
gtk T
-1
ftl 1 0 --- 0 )
— ]P) £t2 fgtl < 1 1 . 0 :Li2 |

gtk _gtk—l 1 1 e ]_ l‘k

és igy (&, &, .-, &) eloszlasat egyértelmien meghatarozza (&, &, — &y -5 & — &t y)

eloszlasa, melyet pedig, mint lattuk a & —&;, 0<s<t, novekmények eloszlasa. Végezetiil, ha

keN és ty,...,t, >0 tetsz6legesek (azaz nem feltétleniil rendezettek), akkor nagysag szerint
novekve sorrendbe valo rendezés utan alkalmazhatoak az elézGekben leirtak. U

12.14. Allitas. Egy {& :t >0} figgetlen, staciondrius novekményd sztochasztikus folyamat
véges dimenzios eloszldsait egyértelmien meghatdrozzdk a &, t>0, véletlen vdltozok eloszldsai
(azaz az egydimenzids eloszldsok). Tovdbbd, az {Fg, :t >0} eloszldsfiggvényekbdl dllo csalddra
teljesiil, hogy Fe,, . =F¢ *F;, tetszdleges s,t=0 esetén (ahol x eloszldsfigguények konvolicidjdat
jeloli).

Bizonyitas. A 12.13. Allitas alapjan {& : ¢ >0} véges dimenziés eloszlsait egyértelmtien
meghatarozzak a &—¢&s, 0<s<t, névekmények eloszlasai. Mivel a stacionarius novekménytiség
miatt tetszéleges 0 < s <t esetén & —&, eloszlasa megegyezik &, eloszlasaval, kapjuk az
allitas elsG részét. Tovabba, o= (Espr— &) +&, ahol & —& 68 & =& —& fiiggetlenek,
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és &sr—& eloszlasa megegyezik &,—E& =&, eloszlaséval, igy kapjuk az allitds masodik részét
is. 0

12.15. Definicid. Azt mondjuk, hogy (egydimenzids) eloszldsfigguényeknek eqy {F;:t >0}
csalddja egyparaméteres konvolicids félcsoportot alkot, ha F, =FxF; tetszdleges s,t>=0

esetén, €s Fo = 1(0,00)-

12.16. Megjegyzés. A 12.15. Definicioban az Fy=1(9) megkotés mar kovetkezik az Fipy=
=F,xF;, s,t >0 feltételbdl. Ugyanis az s =t =0 valasztassal kapjuk, hogy Fy= Fy* Fj.
Jelolje ¢y egy Fy eloszlasfiiggvényd (¢ valoszintiségi valtozo karakterisztikus fliggvényét.
Ekkor F,= FyxF, miatt ¢ 2(+(, ahol (2( és C és ( fiiggetlenek, igy o(t) = pa(t),
t eR. Felhasznalva, hogy ¢o(0)=1 és ¢q folytonos, kapjuk, hogy ¢o(t)=1 barmilyen t€R
esetén, azaz Fy az azonosan 0 véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye. U

12.17. Definici6é. Legyen T #0 és {&:t € T} walds értékid sztochasztikus folyamat, hogy
E(|&]) <oo, t€T. Ekkor az m:T —R, m(t):=E(&), t€T, figguényt a folyamat vdrhatd
érték figguényének hiviuk. Tovdbbd, ha E(&2) <oo, te€T, akkor a K:TxT — R,

K(s,t) := Cov(&s, &), (s,t) e T xT,
figguényt a folyamat kovariancia fiigguvényének hivjuk.

12.18. Megjegyzés. Ha {& :t € T} egy olyan valos értéki sztochasztikus folyamat, hogy
E(£2)<oo, teT, akkor E(|&])<oo, teT, is teljesiil, ugyanis a Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség
alapjan E(|&]) < /E(&) E(1%) < oo, D

12.19. Allitas. Legyen T#0 és {&:t €T} egy olyan valds értéki sztochasztikus folyamat,
hogy E(&2) < oo, t €T. Ekkor K kovariancia fiigguényére teljesiil, hogy

(i) K(s,t)=K(t,s), s,t €T (azaz K szimmetrikus),
(i) VEEN, Vii,....tx €T, ¥ Ai,..., \x €C esetén
k
> ANEK(ti 1) > 0.
ij=1

Specidlisan, tetszéleges k € N és ty,...,t, € T esetén a (K(tj,1))=1

7777

pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas. (i). K(s,t) = Cov(&s, &) = Cov(&, &) = K (t, s), s, t €T,
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(ii). A varhato érték linearitasa alapjan

k k k
Z Az)\_JK@@, tj) = Z )\2)\_] COV(&“ gtj) = Z )\1/\_]]E ((gtz _E(fti))(&j _]E(&])D
ij=1 ij=1 =1
k
=K Z >\2)‘_j(€tl —E(&,)) (&, _E<§tj)))
ij=1

@
I
—
<
I
—
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13. Kolmogorov konzisztencia- és egzisztenciatétel

Legyen &:={& :t €T} egy tetszGleges valos értéki sztochasztikus folyamat, ahol T egy
nemiires indexhalmaz. Jelslje R? a T indexhalmazon értelmezett valos értékii z: 7T — R
fiiggények halmazat, azaz legyen RT:={xz|x:T —R}. Vegyiik észre, hogy a ¢ sztochasztikus
folyamat tgy is felfoghato, mint egy olyan fiiggvény, mely az ) eseménytéren van értelmezve,

és az RT térben veszi fel értékeit, nevezetesen
Q=R Qswe E(w),

ahol {(w):T—=R, T3t—{(w)(t):=&(w). Természetesen a tovabbi munka szempontjabol az
lenne kényelmes, ha ¢ az RT tér véletlen eleme lenne, tehat ha a £:Q—R? fiiggvény mérhets
lenne valamilyen alkalmasan definidlt mérhet&ségi strukturara vonatkozdéan. A késébbiekben
latni fogjuk, hogy ez nem is egyszerlien egy kényelmi kovetelmény, hanem a ¢ leképezés
mérhet&sége elengedhetetlen egyes eredmények bizonyitésa soran.

Abban a specialis esetben amikor T egy véges indexhalmaz, azaz T = {t;,...,t4}, ahol
d €N, kapjuk, hogy a (&,,...,&,): Q—R? leképezés valosziniiségi vektorvaltozo (lasd 1.22.
Allit4s), azaz mérhets az (2, A) és (RY B(R?)) mérhetsségi struktirakra nézve, ahol B(R?)
az R? szorzattér Borel o-algebrajat jelsli.

Természetes médon adddik a kérdés, hogy mit allithatunk akkor, ha T nem véges halmaz.
Ekkor megadunk az RT téren egy o(C) modon jeldlt o-algebrét, az tin. cilinderhalmazok
(hengerhalmazok) altal generalt o-algebrat. Ehhez elészor bevezetjiik az un. (végesdimenzios)

projekciokat.

13.1. Definicié. Legyen T egy nemiires indezhalmaz, n € N és S ={sy,...,s,}CT. A
Ps - RT — RS,

(pS(x))<SZ) = x(si)J izlv"'7n7 xGRT7
leképezést az R-re vald projekcionak vagy vetitésnek nevezzik. (A fentickben definidlt

ps(z) fagguényt roviden (xzs,,...,xs,) modon is irhatjuk, ahol xs, az x figguénynek az s;

pontban felvett x(s;) helyettesitési értékét jeloli réviditett modon, ahol i=1,...,n.)

Megjegyezziik, hogy a 13.1. Definicioban bevezetett pg(x) valoban fiiggvény tetszéleges
r€RT esetén, ugyanis az S halmaz elemei paronként kiilénbozsek (egy halmaz megadasanak
konvencidit figyelembe véve).

Az aldbbiakban felidézziik mértékelmélethdl a mérhetd terek szorzatat és a cilinderhalmaz

(hengerhalmaz) fogalmat.
13.2. Definicid. Legyenek (X1, A1) és (Xo, Ay) mérhetd terek. A

TZ:{A1XAQZA1€A1,AQEA2}
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halmaz elemeit mérhetd tégldiknak hiviuk, az (X1 x Xo,0(T)) mérhetd teret pedig az (X1,.A)
és (Xo, A2) mérhetd terek szorzatdanak nevezzik. A o(T) o-algebrdt Ay x Ay (vagy A1®.A;)
mddon szokdas jelolni. A definicio értelemszerien kiterjeszthetd véges sok (X;, A;), i=1,...,n,
mérhetd tér szorzatdra is.

Ha (Xo, Ad)acr végtelen sok mérhetd tér, ahol T egy tetszdleges (nem feltétleniil véges)
act Xa €5

o(C) az un. cilinderhalmazok (hengerhalmazok) dltal generdlt o-algebra. A cilinderhalmazok

indezhalmaz, akkor szorzatukon azt az (X,0(C)) mérhetd teret értjik, melyre X:=[]

olyan C C X halmazok, melyekhez létezik olyan neN, oy,...,a, €T, a; #a;, ha i# 7],
i,je{l,...,n}, és Be][i_; A, :=Aa, X X A,,, hogy

C={reX:(xa,...,x4,) € B}.

Az ay,...,qp indexeket a C tartopontjainak (koordindtdinak), a B halmazt pedig a C egy

tartohalmazdnak (alapjanak) mondjuk. A cilinderhalmazok dsszességét C-vel jeloljik.

13.3. Megjegyzés. (i): Amennyiben X,:=R, a €T, ugy a 13.2. Definiciébeli X szorzattér
nemmas, mint a 7' halmazon értelmezett R-beli értékii fiiggvények halmaza, azaz R”. Ekkor

tetszbleges oy, a0 €T, ay # g, esetén
C:= {x T SR (T, Tay) € [0,1]2}

egy cilinderhalmaz. Mértékelméletbdl ismert, hogy tetszéleges n € N esetén B(R") = B(R)",
igy, ha T egy n-elemii halmaz, akkor R7?-t beazonositva R"-nel, kapjuk, hogy B(RT)
beazonosithaté B(R)"-nel.

(ii): Legyen T:={1,23} és X;:=R, i=1,2,3. Ekkor tetszéleges r>0 esetén {(:Ul,a:Q,xg)E

eR?: 2 +a3 < 7”2} cilinderhalmaz, ugyanis
{(ml,xQ,xg) ER?: 22 +23 < 7“2} = {(xl,xQ,xg) ER?: (21,29) € B},

ahol B az (x1,x2) sik origo kézépponti r-sugari korlapja (a hatart is beleértve). A szoban
forgo cilinderhalmaz nemmaés, mint az x3-tengelyre forgdsszimmetrikus, r-sugari henger.

(iii): Egy cilinderhalmaz tobbféleképpen is megadhato. Példaul:
{(xl,xg,xg) ER?: 2% +25 < 7”2} = {(xl,xg,wg) ER®: (x1,19,73) € B XR},

ahol B a (ii)-ben definialt.
(iv): Véges sok cilinderhalmaz mindig tekinthetd azonos koordinatak felettinek, azonos "dimen-
zi6ji” tartohalmazokkal. Példaul, ha T:=N, X, =R, 1€ N, és

Cl = {l' eX: (xalaxozzv"'?xan) € Bl}’
02 = {ﬁ e X: (xﬁnxazv"'?xan) < BQ}’
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ahol X a 13.2. Definiciobeli szorzattér, n €N, «a;, 5, €T, 1=1,...,n, a; # o, [ #q;,
j=1,...,n, és By, By € B(R"), akkor legyen w;:=aq,...,w, = &y, w,11:= (1. Ekkor

{x € X 1 (Twys Tuwsy -+ Twpyy) € BIXR}={2 € X : (L0, Twy, .-, Tw,) € B1}
={r € X :(Tay,Tay, -+ Ta,) € B1} =C1,

és
{x € X (Twnirs Twss -+ s Ty, Tun ) € Ba xR} ={x € X : (24, Tag, - .., Ta,) € Bo} = Co.
Igy Oy, illetve C, tekintheté {wy,...,w,, wys1} tartopontokhoz tartozoaknak, azonos di-

menzioji By xR, illetve By xR tartohalmazokkal. Mas a tartopontok sorrendje, de ugyanazon
tartopontokrdl van sz6. Azon is lehet segiteni, hogy nem ugyanaz a sorrend. Legyen p: X,, X
XX X, x Xg, = Xp, X Xo, XX X,

P( Ty ooy Tays Ty ) = (T Tags -+ s Ty )s (Tags -+ s Tans Tp,) € Xag X -+ X Xy, X Xp,.
Ekkor

{2 € X (Tuy, Tugs -+ + s Tupyy s Ty ) ERX p  (Bo)} = {2 € X : (Targy -+ » T, ¥5,) € p~ ' (Ba)}
={r e X :p(Tay,... Ta,,Ts) € B2}
= {ZE € X: ([E/BI,QTOQ, e ,QTan) S BQ} = ().

Ha a tartopontok szama kiilonb6z6, akkor a kevesebb szamu tartoponttal rendelkezd cilinder-
halmaz tartohalmazat ki lehet boviteni BxRx---xR modon (a direkt szorzatban hozzavett
R-ekhez tartozo tartopontokat tetszélegesen véalaszthatjuk), és alkalmazhato a fenti levezetés.
(v): Legyen T egy nemiires indexhalmaz, és tekintsiik az RT téren a 13.2. Definiciéban
bevezetett hengerhalmazok altal generalt o(C) o-algebrat. Egy S = {s1,...,s,} CT index-
halmaz elemeihez, mint tartopontokhoz és egy B € B(R") = B(R)" Borel-halmazhoz, mint

tartohalmazhoz tartozé cilinderhalmaz felirhato
pgl(B) ={z¢€ RT . (Tsyy...,xs,) € B}

alakban is, ahol pg a 13.1. Definicioban bevezetett (végesdimenzios) projekcio. A cilinder-
halmazok (hengerhalmazok) altal generalt o(C) o-algebra nemmads, mint az a legsziikebb

o-algebra RT-n, melyre nézve minden (végesdimenzios) projekcié mérhets. Ha T véges, akkor
o(C) = B(RT). O

13.4. Lemma. A 13.2. Definicio jeldléseit haszndlva, a cilinderhalmazok C-vel jelélt 6sszessége

halmazalgebra.
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Bizonyitas. (i). X €C, mert X ={zr € X :z, € X,} fennall minden o €T esetén.
(ii). Ha C €C, ahol C:={r e X : (24, %0y,---,%a,) € B}, n€N, aq,...,0, €T, a; #ay,
ha i#j, i,5€{l,...,n}, és Be[,_, Aqa,, akkor

X\C={x€ X : (o, Ty, %a,) € B}
= {xGX:(mal,xam...,xan) € <HX%> \B} ecC.
i=1

Igy C-nek és X\ C-nek ugyanazok a tartéopontjai, X \C tartohalmaza pedig C tartéhal-
mazanak [[;_; X,,-ben vett komplementere.
(111) Ha Cl, CQ S C, ahol

Cl 3:{.T€XI(l'al?xaQu"'?xan)eBl}’ BleHAak’
k=1

Cy:={reX:(vp,xp,...,28,) € B}, BQEHA@,
=1
akkor a 13.3. Megjegyzés (iv) része alapjan elérhetjiik, hogy a C; és Cy cilinderhalmazok
azonos tartopontokkal és azonos "dimenzioji” tartohalmazokkal rendelkezzenek. Azaz feltehetd,

hogy n=m, és o, =0, i=1,...,n. Igy
CiUCy ={x € X : (Tays Tagy - - -, T, ) € BIUBy} €C,
ugyanis ByUBs € [[}_, Aa,- O

13.5. Allitas. A 13.2. Definicid jeléléseit haszndlva eqy B C X halmaz pontosan akkor mér-
hetd, azaz B € o(C) pontosan akkor teljesil, ha létezik olyan (ay)?>, indexsorozat és B e
EH?:l Aoy, hogy p(oélk),;";1<B):B7 ahol p(ak)iil:naeT Xa%Hf:l Xay p(ak)z":1<x)::<xak>zozlf
& € [[oer Xa (vagyis a B halmaz ,csak megszamldlhato sok koordindtdtol figg”).

A 13.5. Allitas az X,:=R, a€T, esetben szemléletesen azt jelenti, hogy egy BCR” halmaz
pontosan akkor o(C)-mérhets, ha a B-hez tartozo fiiggvények oly modon vannak definialva,
hogy megszamlalhato sok pontban kézos modon el6irjuk az értékiiket, a tébbi helyen pedig az
értékek tetszolegesek lehetnek.

Ezek utdn mar van értelme azt kérdezni, hogy egy &:Q — RT fiiggvény mérheté-e, melyet

a kovetkez6 allitasban valaszolunk meg.

13.6. Allitas. Legyen & := {&:t €T} eqy valds értéki sztochasztikus folyamat, ahol T egy
nemiires indezhalmaz. Ekkor &:Q — RT mérheté az (Q,A) és (RT,0(C)) mérhetdségi

terekre (struktirdkra) vonatkozdan.
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Bizonyitas. Mivel a cilinderhalmazok C 0Osszessége halmazalgebra (lasd 13.4. Lemma), mely
generalja a o(C) o-algebrit, a "j6 halmazok” modszere alapjan (lasd 1.19. Allitas) elég azt
megmutatni, hogy tetszéleges cilinderhalmaz & altali 6sképe A-mérhets. Jeloljon C  egy
cilinderhalmazt, melynek tartopontjai egy S = {s1,...,8,} CT véges halmaz elemei (ahol
n € N) és tartohalmaza egy B € B(R") Borel-halmaz. Ekkor

5_1(0) = {w S Qﬁ(w) S C} - {w € (581(w)7"'7fsn(w)) S B}
= (€ops -5 &) TH(B) € A,

mert  (&,,...,&,) : @ = R® mérhetd, ugyanis R"-beli értékii véletlen valtozo (lasd 1.22.
Allitas). O

Tekintettel arra, hogy mar definidltunk egy mérhetéségi struktirat R”-n, a cilinderhal-
mazok altal generdlt o(C) o-algebrat, definiadlhatjuk egy ¢ sztochasztikus folyamat, mint
RT-beli értéki véletlen valtozo, eloszlasit is az (RT,0(C)) téren. Az alabbi definicié valojaban

az 1.10. Definicio specialis esete.

13.7. Definici6. Egy £ :={& :t € T} (valds értéki) sztochasztikus folyamat (ahol T egy
nemiires indezhalmaz) eloszldsin az (RT,0(C)) téren definidlt aldbbi valdszintségi mértéket
értyik:
P(M) = B(E€ M) =P(E (M),  Mea(C).
A kovetkez$ allitas egy sztochasztikus folyamat eloszlasa és a végesdimenzios eloszlasai

kozotti kapesolatot targyalja.

13.8. Allitas. Legyen &:={& :t€ T} egy (valds értékii) sztochasztikus folyamat, ahol T egy
nemdres indechalmaz.

(i) Ekkor & eloszldsa egyértelmien meghatdrozza & végesdimenzids eloszldsait.

(i) Ha n:={n:t €T} egy olyan (valds értéki) sztochasztikus folyamat, melynek végesdi-
menzios eloszldsai megegyeznek & wvégesdimenzios eloszldsaival, akkor & és n eloszldsa
megegyezik, azaz Pe=P,. (Tehdt egy sztochasztikus folyamat végesdimenzids eloszldsai

egqyértelmiien meghatdrozzdk a folyamat eloszldsdt az (RT,o(C)) téren.)

Bizonyitas. (i). Legyen S ={sy,...,s,} CT, ahol neN & B e B(R"). Ekkor

..... 6 (B) =P((&sy, -, &) € B) = P(€ € O) = Pe(C),

ahol C' az S indexhalmazhoz, mint tartoponthalmazhoz és B-hez, mint tartéhalmazhoz
tartozo cilinderhalmaz.

(ii). Mivel a cilinderhalmazok C Osszessége halmazalgebra (lasd 13.4. Lemma), mely generalja
a o(C) o-algebrat, és Pe és P, o-véges mértékek (R”,o(C))-n, a Carathéodory-tétel szerint
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(lasd 1.8. Tétel) elég azt megmutatni, hogy P és P, megegyezik a C halmazalgebran. Ez
viszont teljesiil, ugyanis, ha C' egy S={si,...,s,} indexhalmazhoz, mint tartoponthalmazhoz
és B € B(R")-hez, mint tartéhalmazhoz tartozo cilinderhalmaz (ahol n € N), akkor

Pe(C) =P € C) =P((&1s - &) € B) = Pe,, g, (B) = Poy, o, (B)
=B((s1, - ms,) € B) =P(n € C) =P, (C).

O

A kovetkez6kben azt az el6z6 fejezetben felvetett kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi egy olyan
minimalis feltétel, melyet egy valoszintiségeloszlas csaladnak teljesitenie kell ahhoz, hogy a csa-
1ad elemei egy sztochasztikus folyamat végesdimenzios eloszlasai (masként szolva a szoban forgo
sztochasztikus folyamat eloszlasanak, mint valoszintségi mértéknek a marginalisai) legyenek.

Ez a Kolmogorov konzisztenciatétel, illetve egzisztenciatétel témakore.
13.9. Definicio. Legyen T # () indezhalmaz. Legyen
T ::{(tl,...,tn)eT”: neN, t;#t;, ha i#j, i,je{l,...,n}},

. valdszintségi mérték az (R"™, B(R™))
mérhetd téren. A {Py, _1,:(t1,...,t,)€T*, neEN} csalddot konzisztensnek hivjuk, ha kielégiti
az aldbbi két feltételt :

és minden (ti,...,t,)€T™ esetén legyen adott eqy Py, . 4

(a) permutacié invariancia: ha 7 az (1,2,...,n) egy permutdcidja, akkor tetszdleges
A;€B(R), i=1,...,n, Borel-mérhetd halmazok esetén a P, ., €s Py

szintségi mértékekre fenndll, hogy

7t7r('n) Ualo_

Ptl,..‘,tn (Al X AQ X X An) = Pt Aw(l) X Aﬂ-(g) XX Aﬁ(n)),

7l'(1)7"'7t7l'(n)(

(b) kompatibilitasi feltétel: minden neN, (t1,...,t,, th11)E€T™ és tetszdleges A€ B(R™)
esetén

ta(A) = Poy ot (AXR).

-----

13.10. Megjegyzés. (i). A 13.9. Definicio (a) feltétele szemléletesen azt jelenti, hogy egy
téglatest mértéke nem fiigg a koordinatak sorrendjétsl, a (b) feltétele pedig a ,hasabok térfogata
egyenls az alapteriilet szorozva a magassaggal” elv altalanositasa. A 13.9. Definicio (b) feltételét
azért szokas kompatibilitasi feltételnek hivni, mert kiilonb6z6 dimenzios Euklideszi tereken
adott valoszintiségi mértékek kozotti kapesolatrol szol.

(ii). A kovetkezSkben példat mutatunk valoszintiségi mértékek konzisztens (azaz a 13.9. Defi-
nici6 (a) és (b) feltételeit teljesits) csaladjara. Legyen T#(, f:R—[0,00) egy strtségfiiggvény,
legyen tovabba tetsz6leges (t1,...,t,) €T*, ne€N, és A€ B(R") esetén

Py 1. (A):= /Af(:vl) < fxy) deyde, ... day,.
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Ha neN és &,...,§, figgetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, hogy a kozos
eloszlas abszolut folytonos [ stiriségfiiggvénnyel, akkor felhasznélva, hogy ekkor (&i,...,&,)

is abszoltt folytonos eloszlast és stirtiségfiiggvénye fe --- fe,, kapjuk, hogy

Ptl ~~~~~ tn(A>:/f(§1 ----- §n)(x17“'7xn)dx1"'dxn:P((glw"75”)GA)
A

minden n€N és A€ B(R") esetén. Ekkor (t1,...,tn,thy1) €ET*, nEN és A€ B(R") esetén,
a Fubini-tétel alapjan

Pt (AXR) = : flzy) - f(xn) f(xpy1) dopdas . .. dz,de,
xR
:/ f(xr) -+ f(zy) (/ f(xnat) dxn+1) dzdzy ... dz,
R
/ f(x1) - f(zy)daeydasy .. dey, = Py 4, (A).

Igy teljesiil a 13.9. Definicio (b) feltétele. A 13.9. Definici6 (a) feltételét hasonloan ellendrizhet-
jiik le. 0

13.11. Allitas. Legyen T #0 egy indezhalmaz. Legyen tovibbd P egy valdszindségi mérték
z (RT,0(C)) szorzattéren, ahol o(C) a cilinderhalmazok dltal generdlt o-algebrdt jeléli (ldsd
a 13.2. Definicidt). Minden (ti,...,t,) €T*, n €N, esetén legyen
Py 4, (A):=P ({x eR”: (24,,...,24,) € A}) , AeB(R").
Ekkor a {Py 4, :(t1,...,tn) €T*, ne N} waldsziniségi mértékekbdl dllo csaldd konzisztens.

Bizonyitas. Permutacio invariancia: Legyen (t1,...,t,)€T*, neN, A, € B(R),i=1,...,n,

és m az (1,...,n) egy permutécidja. Ekkor

Py (Ao xA)) =P ({z eR": (z4,,...,2,) €A x - x An})
:]P({xGRT:xtiGAi,izl,...,n}),
és
f)tﬂ(l) 77777 tﬂ(n)(Aﬂ(l) X X Aﬂ(n)) =P <{$ € RT . (l‘tﬂl), .. 7$tw(n)) € Aﬂ-(l) X X Aﬂ(n)}>

:P({fﬂeRT:l}ﬂm GAﬂ(l),z:l,,n})
:P({xERT:xtjGAj,jzl,...,n}),

ahol az utolso lépésben az i:=m"1(j) helyettesitéssel éltiink.
Kompatibilitas: Legyen (t1,...,t,, thr1) €T*, neN, A€ B(R"). Ekkor
13151 7777 tmtn-&-l(AXR ({.TGR ($t1,...,$tn,xtn+l)GAXR})

=P ({x eRT: (2y,,...,21,) € A}) =P, 1, (A).
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U

Sokkal érdekesebb a forditott allitas, mely Kolmogorov konzisztenciatétel néven ismert.

13.12. Tétel. (Kolmogorov konzisztenciatétele) Legyen T #0 egy indezhalmaz, és min-
den (t1,...,t,)€T*, neN esetén P, 4,
téren. Tegyiik fel, hogy a {Py, . 4, :(t1,...,tn) €T*, n €N} csaldd konzisztens. Ekkor egyértel-

eqy valdszinidségi mérték az (R™, B(R™)) mérhetd

mden létezik olyan P wvaldszindségi mérték az (RT,0(C)) mérhetd téren (ahol o(C) a cilin-
derhalmazok dltal generdlt o-algebra, lisd a 13.2. Definicidt), amelyre minden (ty,... t,)€T*,

n €N esetén
Prtn(A) =P ({zeR": (z4,...,24,) € A}), vV Ae BR"Y).

Bizonyitas. Elgszor definidlunk egy P halmazfiiggvényt a cilinderhalmazok C halmazalgeb-
rajan. Ha
C={zeR": (xy,24,,...,14,) € A},

ahol (t1,...,t,) €T, neN, AecB(R"), egy cilinderhalmaz, akkor legyen P(C):=PF;, _; (A).
Egy C cilinderhalmaz mértéke ugy van definidlva, hogy megkeressiik milyen tartépontok és
tartohalmaz tartozik hozza, vessziik a tartopontokhoz tartozo6 P, ., valoszintiségi mértéket,
majd e szerint a tartohalmaz mértékét. Felhivjuk a figyelmet, hogy mivel egy C cilinderhalmazt
tobbféle modon is meg lehet adni, ezért nem evidens, hogy P(C) definicioja értelmes. Azonban,
mivel a {P, 4, :(t1,...,t,) € T*, n € N} csalad konzisztens, végiggondolhato, hogy P(C)

joldefinialt, vagyis értéke nem fiigg a cilinderhalmaz megadasi modjatol. Példaul, a fenti C' a

C={zeR": (x4, 24,...,2¢,,71,,) € AXR}

n+1 )

alakban is megadhato, igy a definicio szerint P(C)=F;, 1, . 1, t,.. (AXR), mely a kompatibilitasi
feltétel miatt megegyezik B, ;, (A)-val.

Belatjuk, hogy P(RT)=1. Nyilvan minden t €T esetén R? ={z e RT: 2, € R}, és igy
P(RT) = P,(R) =1, hiszen P, valoszintségi mérték (R, B(R))-en.

Megmutatjuk, hogy P végesen additiv halmazfiiggvény C-n. A 13.3. Megjegyzés (iv) része
alapjan véges sok cilinderhalmazrol feltehetd, hogy ugyanazokkal a tartopontokkal rendelkez-
nek, azt, hogy véges sok ilyen tulajdonsagi, paronként diszjunkt cilinderhalmazt tekinthetiink
olyan tartohalmazokkal, melyek paronként diszjunktak, és felhasznalva azt is, hogy ezen rogzi-
tett tartopontokhoz a feltétel alapjan tartozo valdszintiségi mérték specialisan végesen additiv
is, adodik, hogy P végesen additiv halmazfiiggvény C-n.

Megmutatjuk, hogy P o¢-additiv is C-n. A B.4. Tétel alapjan ehhez elég belatni, hogy
letezik egy olyan K C C o-kompakt csalad, hogy a P:C — [0,1] végesen additiv (véges
értékeket felvevs) halmazfiiggvény beliilrsl regularis KC-ra nézve.

Jelolje K a kompakt tartéhalmazokkal rendelkezd cilinderhalmazok csaladjat.
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Megmutatjuk el6szér, hogy K o-kompakt csalad. Legyen K, € K, n € N, olyan sorozat,
hogy (., K, =0, azonban V N € N-re ﬂivzl K, # 0. Ellentmondasra szeretnénk jutni. Az
egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy K1 D KyD---DK,D---,neN, és K, #0, neN. (Ezt
megtehetjiik, mert a [?1 = Kj, [?2 =KiNKs,... ,I?n =KiN---NK,, n €N, valasztasokkal
KpekK,neN, é N, K=" Kn=0, N K,=EKx#0, NeN) A K,, neNl,
halmazok tartoindexeit oly modon vegyiik sorra, hogy elGszér a K tartéindexeit, majd a
K, tartéindexeit, stb. vessziik sorra. Természetesen mindig csak a "sziikséges” tartoindexeket
vessziik hozza, és mivel K1 DKyD---D K, D---,ne€N, minden egyes lépésben a méar meglévs
tartoindexek sorozata csak béviilhet, és felhasznalva, hogy megszamlalhato sok véges halmaz
uni6ja is megszamlalhato, kapjuk, hogy K,, n € N, tartoindexeit ilyen médon sorra véve
valoban egy (t,)nen modon jelolt sorozatot kapunk. Ez a sorozat megszamlalhatéan végtelen
sok (azaz nem véges sok) taghol 4ll, ugyanis ha csak véges sok taghol allna, akkor a Cantor-féle
kozosrész- (metszet) tétel alapjan a K, n € N, csalad metszete egy olyan cilinderhalmaz
lenne, melynek tartoponthalmaza a szoéban forgd véges sok pontbol all6 halmaz, tartohalmaza
pedig egy nemiires halmaz lenne, mely ellentmondt annak, hogy (2, K, = 0. Vegyiik az
els6 t; indexet, és tekintsiik a pg3(/,), n €N, halmazokat (vetiileteket), ahol pg,y(K)
(a 13.1. Definici6 szerint) azon y € R pontokbdl all, melyekhez létezik olyan 7 € RT\Mtl},
hogy wy-t és y-t "alkalmas" modon Osszerakva a kapott pont benne van K,-ben. Mivel
(Ky)nen cilinderhalmazok olyan nemiires monoton csokkend rendszere, melyek tartohalmazai
kompakt halmazok, kapjuk, hogy a szoban forgé vetiiletek nemiires, monoton cstkkend kompakt
részhalmazai R-nek. Igy Cantor-féle kozosrész (metszet) tétel alapjan a metszetiik nem iires
halmaz, legyen 7 a metszet egy eleme, és jeldlie Cy, az {z}} egy pontbol all6 halmazhoz,

mint tartohalmazhoz tartozo cilinderhalmazt, azaz
Cy,={zeR":1ay, =1 }.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az zj létezésének indoklasakor (a metszet nemiires) hasznaltuk
fel, hogy (2., K, #0, ¥ N €N, (vagy ami ezzel ekvivalens, hogy K, # 0, n € N, hiszen
feltettiik, hogy K, n € N, monoton csokkend halmazrendszer). Ha a K,,, n € N, halmazokat
elmetssziik a C}, halmazzal, ugy tovabbra is fennall, hogy K;NCy, D KoNCy, D --- D K, N
NCy D+, ol (K,NCy) =0 és azis, hogy ¥V N € N-re ﬂszl(KnﬂCtl) # (), ugyanis
a monoton csokkendség miatt ﬂgzl(KnﬂC’tl) = KnNCyy, & x) €pyy(Ky), azaz xj-ot
ki lehet tgy "egésziteni", hogy a kiegészités utan kapott pont Ky eleme legyen, és ez a pont
nyilvan eleme Cj,-nek is. Vegyiik ezt kovetGen a t, indexet és ismételjiik meg az eljarast a
K, ne€N, csaldd helyett a K,NC;, neN, csaladra: 27, eleme a pp, (K,NCy,), n €N

halmazok (vetiiletek) metszetének, tovabba a

o T . ok %
Ciits = {x eER" 1wy, =17, 24, —xt2}
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jeloléssel
o) N
ﬂ(KnﬁCtm):@, éS m(KnﬂCtth):KNmCtth #@, V NEN
n=1 n=1

Mivel csak megszamlalhaté sok indexen kell végigmenniink, teljes indukciot hasznalva kapjuk,

hogy létezik egy olyan (x} )men sorozat, hogy a
Chppon ={2€R 1oy, =2}, i=1,...,m}

jelolessel, tetszoleges m € N esetén zj . benne van a (py,,,,}(KnNCh  4,))nen halmaz-
rendszer metszetében, és

00 N

ﬂ (K,NCly.ot,) =10, és ﬂ (K,NCyy o a,)=KnNCyy 4, 70, V NeN.

n=1 n=1

Legyen C' az (2} )nen ponthoz tartozo alabbi cilinderhalmaz:

C .= {33 eR”: (21, )nen = (x;tkn)neN} :

Végiggondoljuk, hogy tetszbleges x € C' esetén x € () —, K,, ami ellentmondas, hiszen
Mo, K, =0. Adott ng €N esetén K, felirhato

K, — {3: ERT: (24,14, ) € 0<"0>} alakban,

ahol s1,...,8,, €T a K,, péaronként kiilonbozG tartopontjai (ahol my,, € N), Cmo) ¢
€ B(R™0) pedig egy tartohalmaza. Az (x] )nen sorozat definicioja miatt és felhasznéalva azt
is, hogy az si,...,58n,,, tartopontok szerepelnek a konstrukci6 miatt a (¢,)nen sorozatban,

xr )eC™) | vagy ezzel ekvivalens modon z € K,,, tetszéleges x€C

ETRIRIE) S'V‘Vlno

kapjuk, hogy (z
esetén. Igy C C Mo, K, mely ellentmondas, ugyanis C' nemiires. Belattuk tehat, hogy K
egy o-kompakt csalad.

Megmutatjuk most, hogy P beliilrél regularis K-ra nézve a C halmazalgebran. Mivel R"
teljes szeparabilis metrikus tér, a B.6. Tétel alapjan az (R", B(R™)) mérhetd téren barmely
valészintiségi mérték kompakt regularis. Felhasznalva P definiciojat, ez azt jelenti, hogy P
beliilrsl regularis K-ra nézve C-n. Valoban, a B.3. Definicié jeloléseivel legyen X :=R7T, A:=
=C, u:=P, és K akompakt tartohalmazokkal rendelkez6 (C-beli) cilinderhalmazok csaladja.
Ha A e(C, akkor létezik olyan n € N, (t1,...,t,) € T* és Ba € B(R"), hogy A={x¢€
eRY: (z4y,...,21,) € Ba}, ésigy P(A)= P, . (Ba). Ezért a B.6. Tétel alkalmazhato az

(R™, B(R™), P,, .. +,) valoszintségi mez§ esetén:
Pt1,...,tn (BA) = Sup{Pthm’tn (B) . B C BA, B - B(Rn) kompakt},

és igy
P(A) =sup{P(K): K C A, K € K}.
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A B.4. Tétel minden feltétele teljesiil tehat, igy P o-additiv C-n.
Felhasznélva, hogy C halmazalgebra, P o-additiv C-n és azt, hogy P valdszintiségi mérték

C-n, az 1.8. Tétel (Carathéodory-tétel) alapjan kapjuk, hogy P egyértelmien kiterjeszthets
o(C)-re. O

13.13. Példa. A Kolmogorov konzisztenciatételben legyen T:=N, tovidbba minden neN és
(t1,...,t,) € T* esetén legyen P,

.....

ahol f(z):= \/Lﬂe’é, r€R, a13.10. Megjegyzés (ii) része alapjan a {Py, 4, : (t1,...,t,) €
€ T*, n € N} csalad konzisztens. Ezért a Kolmogorov konzisztenciatétel szerint (RY, o(C))-n
létezik olyan P valoszintiségi mérték, hogy minden pgj : RY - R, j €N, koordinataleképe-
zésnek (projekcionak) a P-szerinti eloszlasa 1-dimenzios standard normalis eloszlas. Valoban,

tetszGleges j €N és B € B(R) esetén
1 o2

e 2 dx.
\ 2T

A Kolmogorov konzisztenciatétel jelen esetben valojaban egy fiiggetlen, azonos standard nor-

Poiy (B) = Plog) € B) = Pl{a R s, € BY) = P(B) = [

malis eloszlast véletlen valtozokbol allo sorozat létezését allitja. 0

13.14. Példa. Tekintsiik az (2, A,P) valoszintiségi mezét, ahol Q :=[0,1], A := B([0,1])
és P := A4, ahol X\ az egydimenzids Lebesgue-mértéket jeloli. Megmutatjuk, hogy nem
lehetséges olyan fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozokbol allo {&;:t€[0,1]} sztochasztikus
folyamatot megadni (€2, A, P)-n, hogy &-k k6zos eloszlasa nemdegeneralt legyen. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy lehetséges. Ekkor, mivel P, nemdegeneralt, létezik olyan A € B(R),
hogy Pe (A)=P(& e A)=P(& e A)e(0,1), te[0,1]. Tovabba, tetszéleges s#t, s,t€[0,1],
esetén, felhasznélva, hogy &, és & fiiggetlenek és azonos eloszlasuak, kapjuk, hogy

E((La(&) = 1a(6))*) = E(La(&) —21a(&)La(&) +1a(&))
=P(¢, € A)—2P(¢, € A)P(&, € A)+P(& € A)
=2P(&, € A)—P(& € A)? =2P(6, € A)(1—-P(& € A)) :=c4 € (0,1).
Mivel L%(Q, A, P) egy végtelen dimenzios, szeparabilis Hilbert-tér, létezik benne egy ,, n €
€N, modon jeldlt teljes ortonormélt sorozat, és igy tetszéleges f € L?(Q, A, P) esetén teljesiil

az || flI7, = ooy [(f, on)|7, Parseval-egyenléség. Specidlisan, tetszéleges s #t, s,t e [0,1],

esetén

ca =E((La(6) — 1a(6))%) = [114(&) — La(@)F, = D [(La(&) = Ta(&). pn)ral

n=1
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Itt tetszGleges n € N esetén, mivel & és & azonos eloszlasuak,

(La(€s) =Lal€e)s on) o = (Lal&s), )i = (Lal&r), n) 1o = E(La(€:)Pn) —E(1a(E:)Pn) = 0,

mely ellentmondas, ugyanis c4 € (0, 00). d

13.15. Tétel. (Kolmogorov egzisztenciatétele) Legyen T C[0,00) egy nemiires halmaz.
Tetszéleges kEN, ty, ... t, €T, t;<---<t) esetén legyen Fy, 4, 4 :R¥—[0,1] egy k-dimenzids
eloszlasfigguény. Tegyiik fel, hogy az

{Ft1,t2,...,tk ke N, tl,tg, o ,tk c T, L <tg <o < tk}

csaldd kompatibilis, azaz tetszdleges kEN, tq,... tp€T, Le{l,... k}, és 1<ii<iz<...<i,<k
egészek esetén

acj%oo,ljig{lil,...,ig} By @, oome) = Fyy o (T @), Vi, . .,x, €R
Ekkor létezik olyan (2, A, P) waldszindségi mezd és rajta olyan {& :t € T} walds értékd
sztochasztikus folyamat, melyre tetszbleges kEN, t1,... .t €T, t1<-- <t esetén &,,...,&,
eloszldsfiggvénye Fy, 4, (melybdl kovetkezik, hogy {&:t€T} végesdimenzids eloszldsai éppen

az adott eloszldsfigguényekkel vannak megadva).

Bizonyitas. Kolmogorov konzisztenciatételét (a 13.12. Tételt) fogjuk alkalmazni. Minden k€
EN, ty,...,tp €T, 1 <--- <ty esetén legyen P, ., az F,
Lebesgue-Stieltjes mérték (R, B(R*))-n, azaz P,

valoszintiségi mérték az (RF, B(RF)) meérhets téren, melyre
P[0 €8 < <))

=P ot ((—OO, x1) X (—00, L) X - -+ X (—00, Ik)) =Fy byt (@1, .. 1)

. closzlasfiiggvényhez tartozo

. az az egyértelmiien meghatarozott

(13.1)

teljesiil minden zq,...,2; €R esetén. Ha ke N, t,... .t €T és t; #1t;, ha 1#j, i,j€
e{l,...,k}, akkor P,

mérték (R* B(R*))-n, ahol tj<---<t; a t,...,t; szamok nagysag szerint novekvs sorrendje.

. legyen az Ft’f~~~¢i eloszlasfiiggvényhez tartozo Lebesgue-Stieltjes

Felhasznélva, hogy az
{Fito. 1, keN ..t €T, 1y <--- <t}
csalad kompatibilis, kapjuk, hogy a
{Pitgtn keEN ...ty €T, t; £y, 4,5=1,...,k}

valészintiségi mértékekbdl allo csaldd konzisztens a 13.9. Definicié értelmében. Példaul a 13.9.
Definiciobeli (a) feltétel, a permutacié invariancia n =2 esetén az alabbi modon igazolhato:

minden t; <ty, t1,to €T esetén a definicié értelmében

RfQ,h((_OO?x?) X (_007 Il)) - E1,t2(I17 $2) - Rﬁ,tQ((_OO?xl) X (_007 x2))7 Ty, 22 €R.
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A 13.9. Definiciobeli (b) feltétel, az ottani kompatibilitasi feltétel n=2 esetén az alabbi modon
igazolhato: minden t <ty <ts, ty,to,t3€T, és A:=(—00,11)x(—00,72) € B(R?), 11, 72€R,

esetén

Pt17t2,t3(A X R) = xlgnoo Pt17t2,t3((_oo> xl) X (—OO, xQ) X (—OO, 1:3)) - xl,linoo Ft17t2,t3 ($1, L2, x3)

= Ft17t2 (xh IQ) = Pt17t2((_oov 1‘1) X (_007 xQ)) = Pt17t2 (A)

Igy a 13.12. Tétel alapjan egyértelmtien létezik olyan P valoszintiségi mérték az (R”, o(C))

mérhetd téren, amelyre minden ke N, ti,... .6, €T, t;#¢;,1,j=1,...,k, esetén
Py (A)=P({zeR": (z,....24) €A}), V AeBR". (13.2)

Igy az Q:=R” és A:=0(C) valasztasokkal (2, A,P) egy valosziniiségi mezs. Minden t€T
esetén legyen & :Q — R,
&(w) :=wy, w e Q.

(Itt w € Q nemmas, mint egy 7T-bsl R-be képezd fiiggvény, és a korabbiakhoz hasonloan
teszGleges t €T esetén w; az w értékét jeloli t-ben.) Ekkor & valoszintiségi valtozo, hiszen

tetszGleges v € R esetén
{weQ: G <vt={weQ:w<vi={zeR 1z, <v}={zeR":z,€(—o0,v)},
ami pedig egy cilinderhalmaz, igy benne van o (C)-ben (a cilinderhalmazok altal generalt o-
algebraban). Ezért (&)ier egy sztochasztikus folyamat. Végezetiil, tetszdleges k€N, ¢y, ... 1€
€T, t) <+ <ty vy,...,0, €ER esetén, a (13.1) és (13.2) Gsszefiiggések alapjan
P(&, <wvi,...,&, <vk) :IP’({:EG]RT:xtl < V1., Ty <vk})
=P ({z eR": (zy,...,2,) € (—00,v1) X X (—00,v3) })
= Ptl,m,tk ((-OO, Ul) XX (_007 vk))
= Ftl,...,tk (Ul, e ,’Uk).

O

13.16. Allitas. Legyen {F,:t >0} eloszlasfiggvényeknek eqy egyparaméteres konvolicids fél-
csoportja. Ekkor létezik olyan (2, A,P) wvaldszindségi mezd és rajta olyan {&:t>0} figgetlen,
staciondrius névekményd sztochasztikus folyamat, hogy Fe,=F; tetszdleges t=0 esetén. (Ekkor

a 12.14. Allitds alapjdn {& :t >0} végesdimenzios eloszldsait egyértelmien meghatdrozza az
{F,:t>0} ecsaldd.)

Bizonyitas. Legyen k € N tetszGlegesen rogzitett. Legyen 0 <t; <ty < ... <t esetén

(M1,m2, ..., M) egy olyan valoszintiségi vektorvaltozo, melynek koordinatai fiiggetlenek és rend-
re Fy,Fy_4,...,F,—y,_, eloszlasuak. Megjegyezziik, hogy létezik olyan valosziniiségi mezo,
melyen n,...,n; a feltételeknek megfelel6en definidlhatoak. Jeldlje Fy 4, . az

(77177]1+7]2,---7771+772+--~+77k)
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véletlen vektor eloszlasfiiggvényét. Belatjuk, hogy az
{Ftl,...,tk keN, 0Lt <--- < tk}

csaladra teljestil a 13.15. Tételbeli kompatibilitasi feltétel. Azt kell megmutatni, hogy ha k&N,
e{l,... .k}, és 1<iy<ip<...<iy<k egészek, akkor az (n,m+mn2,...,m+n2+---+nk)
véletlen vektor iy,is,...,7, sorszamu koordinatainak egyiittes eloszldsa megegyezik egy olyan

(7%177%1 +ﬁi27"'777i1 +m2++ﬁu)

véletlen vektor eloszlasaval, ahol (7;,,7i,,...,7;,) egy olyan véletlen vektor, melynek koordi-
natai fiiggetlenek és rendre Fy, [y, 4, ..., [y —,,  eloszlastuak. (Hasonloan az el6zéekhez
olyan valoszintiségi mezs is létezik, melyen n;,,7m:,,...,7;, a feltételeknek megfelelGen defini-

alhatoak. Ez nem feltétleniil ugyanaz, mint az el6z6 valészintiségi mezd, de ez nem baj, mert
minket gy is csak az eloszlasa érdekel a szoban forgd valoszintiségi valtozoknak.) Ekkor a
feltételek alapjan

Nij+1+ N2t 40, J=0,...,0-1,

eloszlasfiiggvénye

Ft *Ft * *Ft —t :Fti —tis j:O,...,g—l,

ij+1 7t ij+2 i1 ij41—1

mely éppen 7;,,, eloszlasfiiggvénye (ahol az ig:=0 és to:=0 jelolésekkel éliink). Ezt
felhasznéalva a kompatibilitas konnyen kovetkezik, ugyanis j = O-ra kapjuk, hogy n;,41+---+
+ i =M+ -+, eloszlastiiggvénye Fy, , és igy az eloszlasa megegyezik 7;, eloszlasaval. A
j =1 valasztassal kapjuk, hogy 41+ -+, eloszlasfuggvénye Fi, —F, , ésigy eloszlasa
megegyezik 7;, eloszlasaval. Felhasznalva azt, hogy ny,...,n;, fiiggetlenek és azt, hogy n;,
és m;, is fiiggetlenek kapjuk, hogy

(ot b it 1) = (i 1)

eloszlasa megegyezik (7,7, +7;,) eloszlasaval. A j =2,--- £ —1 valasztéssal hasonlo
gondolatmenetet hasznalva adodik a kompatibilitasi feltétel.
A Kolmogorov egzisztenciatétel (13.15. Tétel) alapjan 1étezik olyan (9, A, P) valosziniiségi

mezG és ezen olyan {& :t > 0} sztochasztikus folyamat, hogy Fe, ..&, = Fi, .y minden

k

EeN, ti,...,tp, €T, 0<t; <--- <t esetén. Specidlisan, F, =F;, t > 0. Legyen k€N

tetszGlegesen rogzitett, ekkor a konstrukeio alapjan 0<t; <ty <...<ty esetén (&,,&,,..-,&,)
eloszlasa megegyezik az  (nm1,m1+n2,...,m+n2+---+n,) véletlen vektor eloszlasaval, ezért

(&tyy &t =&ty oy &t — &ty ) eloszlasa megegyezik (my,m2, ..., mx) eloszlasaval. Valoban, (12.2)
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alapjan
¢ 10 0 -1 ¢ 1 0 0 ¢
¢ S I P I Y
SR I =10 -1 1 ol [*®]. (@33
gtk - gtk,1 1 1 1 gtk O O ) : . _1 1 gtk

és mivel (&,,&,,...,&,) eloszlasa megegyezik az (n1, 1 +n2,...,m+1n2+---+n;) véletlen
vektor eloszlasaval, (13.3) jobboldalanak eloszlasa megegyezik az alabbi véletlen vektor elosz-

lasaval:

1 0

-1 1 0 11 "

0 —1 U . T2 _ 77.2

0 0 ... -1 1 T2 Nk U
Ezért {&:t>0} fiiggetlen, stacionarius novekmeényt, hiszen ny, ..., n figgetlenek és tetszéleges
ie{l,..., k} esetén n; eloszlasfiiggvénye F; ;. |, mely a konstrukcié miatt megegyezik &, ;, .
eloszlastiiggvényével, ill. a fentiek miatt &, —&;, , eloszlasfiiggvényével is. O
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14. Poisson-folyamat (homogén, inhomogén, Gsszetett)

14.1. Definici6. Legyen A>0 és legyenek n,, n€N, figgetlen, A\ paraméterd exponencialis
eloszldsi valoszintdségi valtozok. Legyen Ty :=m+---+nx, k€N, és Ty:=0. Legyen

& :=max{k € Z; : T, < t}, t>0.
A {&:t >0} sztochasztikus folyamatot N paraméterd Poisson-folyamatnak nevezzik.

14.2. Megjegyzés. Nyilvan, P({,=0)=1, hiszen Tp=0 és k>1 esetén P(T, =0)=0,

ugyanis k> 1 esetén T} abszolit folytonos eloszlast. 0

A kovetkezSkben olyan eredményeket targyalunk, melyek a Poisson-folyamat alternativ de-
finicioira adnak lehetGséget (szam szerint tovabbi harom alternativ definiciora, lasd 14.3. Tétel,
14.6. Tétel és 14.8. Tétel).

14.3. Tétel. Legyen A >0. FEgy {&:t >0} sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor A

paramétertd Poisson-folyamat, ha
(i) figgetlen, staciondrius novekményd,

(ii) tetszdleges 0 < s <t iddpontok esetén & —E&s ~ Poiss(\(t—s)) (azaz & —&s Poisson

eloszldsi A(t—s) paraméterrel),
(iii) a [0,00) 2t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy {& :t >0} egy A paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor
MMy - Mer1, k€ 7Zy, fiiggetlensége miatt

P& =k) =P+ -+ <t <m+- -+ +Mkt1)

= / / MNetle=A@ittzeteni) qpy - dey dagy .

1+ txp<t<zi+o T tTe
Ty yTy120

Kiintegralva az xp,1 valtozo szerint (az integralési tartomanyon t—xzy—---—x, > 0):
o0
/ )\ef)\xjﬂ,l dxk+1 —_ ef/\(tfmlf---ka)’
t—x1——xp
igy

/ /)\’“ AMdzy ... day (14.1)

SEH— <t
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Ha bevezetjik az y; :==ax1+---+x;, j=1,...,k 1j viltozokat, akkor a transzformacio

Jacobi-determinénsa 1. Valoban,

" 10 - 0\ [
| (11 0|
és igy
1 0 0 -0
o 11 0 - ol ("
oo -1 o1 o o [
Tk 0 0 .- —1 1) \

1 0 0 0
-1 0 0
det | 0 —1 0]1=1
0 0 -1 1
Igy
/ / 1dxy...dz, = / / 1dy, ..
T1+ xR <t
ZT1e, Tk 20
Végiggondoljuk, hogy az 1,2,...,k szamok tetszéleges iq,19,...,7, permutacidja esetén

/ / 1 dy, .. dyk— / /1dy1 (14.2)

0<Yiy SYig <S4y, ST

Vezessik be az

U Y1
U

2 _ 4 3{2
Uy Yk

helyettesitést, ahol A az a k x k-tipust matrix, melynek /(-edik soraban az is,-edik elem 1,
a tobbi pedig 0 (¢ =1,...,k). Mivel 4y,...,i; egy permutéicidja az 1,..., k szamoknak,

kapjuk, hogy A determinansa (—1)/Cv-%) ahol [I(iy,...,4,) az i1,...,9 permutacio
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Osszes inverzidinak a szamat jeldli. Igy a transzforméaci6é Jacobi-determindnsanak abszolutértéke

1 és az integralasi tartomany is megfelelGen alakul. Tekintve az 1,...,k szadmok Osszes
i1,...,1, permutaciojat, az ezekre vonatkozo, (14.2)-tipusu integraloknak az Gsszege éppen a

t élhosszisagi k-dimenzios kocka térfogata, s mivel minden ilyen integral egymaéssal egyenld

adodik, hogy
tk
0<y1<y2<...<ygp<t .

Tehat végiilis (14.1) alapjan

(A)F
I

]P(ét:k): ]CEZ+,

azaz & ~ Poiss(\t).
Tetszbleges 0<t; <to<...<t,, neN, és 0< k1 <k <...<ky, ky,..., ky,€Z, esetén,
1,7, ... fliggetlensége alapjén
P(&, =k, &y =koy oo &, =kn) =P(Ty, <t; <Tgy1,i=1,...,n)
=P+ <t <m+- 41, i=1,...,n)
= / s / )\k”He*)‘(‘rﬁ"*zk"“) dz .. .dIkn+1.

x1+---+xki §t¢<x1+-~-+xki+1,i:l,...,n
T15eeyThy+120

Kiintegralva az xy,.; valtozo szerint (az integralasi tartomanyon ¢, —xy—---—xy, > 0):
+o0
/ e ATkntt dy g = e AT
tn—T1——Tg,
és igy
P(£t1 :kh €t2 :k27~~->£tn:kn): // /\kneiAtn dxldxkn

Tt txp, <G <z 4T, 41, 1=1,n—1
T1e ATy, Sty T1 ey Ty, 20

Az el6z6hoz hasonld gondolatmenettel megmutatjuk, hogy
]P)(ftl = kl: 57&2 = k?a s 7525” = kn)
I R
kil (ke — k)l (K —kp_1)!

A levezetést csak az n=2 esetben irjuk le. Vezessiik be ekkor az y;=x1+---4x;, i=1,..., ko

NmemAn, (14.3)

helyettesitést. Hasonloan az el6zGekhez a transzformacio Jacobi-determinansa 1, igy

// ldzy...dzy, = // 1dy ... dyg,

Tt ATy SU<T14 ATk 41 0<yry <1 <Ykq+1
T1+e e FTpy <l2, T15000, Ty 20 Yho St2, 0<Y1 <Y2 < <Yk,

_ // Ldys .. dy,.

0<y1<y2 <<y S
11 <Yky +1 Yk +2 5 SYRg St2
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A (14.2) levezetésének gondolatmenetéhez hasonloan, kiilon végrehajtva permutaciokat az elss

ky darab valtozora, majd a maradék ks —k; darab véltozora adodik, hogy

2f]lfl (t2_t1)k2—k1
// 1dy1...dyk2:k_ﬂm.

0<y1 <y2 <<y <
01 <Yky +1SYkq +2 < SYky St2

Ezért (14.3) alapjan tetszleges 0<t; <ty <...<tn, n€N és l1,ly,... l, € 7L, esetén

P(ftl 2617 €t2_§t1 2627 N 7€tn_§tn71 :gn)
=P(&, =01, & =li+la, .. &, =i+ la+---+1y)

¢
_H (to—t1)" -+ (tn —tna)™ N+t =M
0l 0! '

Specialisan tetszéleges 0 < s <t esetén & —& ~ Poiss(A\(t—s)), hiszen a

t(ta— 1)
P(fﬁ =1, §to— & = 52) = g)\fﬁrf?e*)‘t2
011 405!

egyenl@ség mindkét oldalat szummazva ¢ szerint 1-t6l oo-ig kapjuk, hogy

L 0 12 4
P(§t2 _€t1 — EQ) — (t2 _tl) ° )\de—)\tg Z ()\tl) _ ()\(tQ _tl)) 2e_/\(t2_tl)

| 1 |
A = /! N

Ezért

P(éh = gla 5152 _€t1 = 627 s 7515” _ftn_l = gn)
=P(&, = 01) P(§r, — & = la) - - P(&r, — &ty = ln)-

Ebbdl kévetkezik, hogy a folyamat valoban fiiggetlen, stacionarius névekményt.
A trajektoriak jobbrol folytonossaga rajz alapjan kénnyen lathato.

Megforditva, tegyiik fel, hogy {&:t>0} olyan sztochasztikus folyamat, mely rendelkezik a
tételben szerepld (i), (ii) és (iii) tulajdonsagokkal. Ekkor a trajektoridk nemnegativ egész értéki
fiiggvények, hiszen s = 0-val (ii)-bél latjuk, hogy & ~ Poiss(\t). Méasrészt a trajektoriak

monoton névekvd fliggvények, mert (ii) alapjan a novekmények is Poisson eloszlastak. Legyen
Ty :=inf{t >0:& >k}, k=0,1,...,

és ng =T, —Tr—1, k=12,.... Ekkor (i) alapjan P(§ =0)=1, igy P(Tp=0)=1, ésa
trajektoridk monoton novekvisége miatt n, >0, k=1,2,.... Megmutatjuk, hogy tetszéleges
t>0 és keN esetén

{weQ: Ti(w) <t} ={weQ:&w) =k} (14.4)
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Egyrészt, T) definicioja alapjan adodik, hogy
{weQ:T(w) <t} D2{w e Q: &(w) > k}.

Masrészt, ha weQ olyan, hogy Ty (w)<t, akkor mivel Tjy(w)=inf{s>0:{(w)>k} adodik,

hogy létezik olyan ¢; >0, hogy Ty(w) <t; <t és &, (w)=>k. Mivel a trajektoridk monoton

novekvs fiiggvenyek & (w) = &, (w), igy &(w) = k. Ha weQ olyan, hogy Ty(w)=t, akkor

letezik olyan (t,).en sorozat, hogy t, | t, gy, hogy &, (w) =k, neN. Mivel a trajektoriak

jobbrol folytonosak lim, . &, (w) = &(w), ésigy &(w) > k. Ellendriztiik tehat (14.4)-t.
Mivel & egész értékt, igy az is teljesiil, hogy

&i(w) =max{k € Z; : Ti(w) < t},
ugyanis (14.4) alapjan
max{k € Z : Ty(w) <t} =max{k € Z; : {&(w) = k} = & (w).

Azt kell még belatni, hogy mny,79,... filiggetlen A paraméteri exponencialis eloszlasi va-
l6szintiségi valtozok. ElGszér megmutatjuk, hogy tetszéleges k € N esetén (T4, T3, ..., T)

stirtiségfiiggvénye

Aee=™ % ha 0<uy <ug <...<uy,
le,TQ 77777 T (Ul, Uug, . .. ,uk) = (145)
0 egyébként.

Tetsz6leges 0=1tg<t; <ty <...<tl, esetén, (14.4) alapjan

]P)(Tlgtl?T2<t2a'-'>Tk<tk):P(§t1 >1a €t2 >2a>€tk>k)

= Z P(gtl = il? gtg - i27 s 7§tk - Zk)? (146)
0<i1<i2<...<ig
to=l,0=1,....k

és az (i),(il) tulajdonsagok alapjan

P&, =1, & =12, .., &, =in)
= P(ftl = il» ftg _ftl = i2 _ily e agtk _gtk_l = Zk _ik—l)

=P(&, =i) P(&, =& =t2—in) - - P(&, — &y = 1k — 14-1)
_ ()T (= )T

i (ig— 1)+ (i —ip_1)!

Nkg™ Mk (14.7)

A kovetkezdkben belatjuk, hogy

Pty — )2 0 o (4, — )i R—1
R D U B R e T

i (i — 1)+ (ip—ig_1)! (14.8)

0<<ig i <<y

gl 0=1,... k 0<uy <up <-<uy

UL <K U St
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Ha k=1, ugy (14.8) baloldala:

Z W_lyle*M =e M(eM—1)=1—e"",

71!
=1 1

illetve (14.8) jobboldala:

t1
/0 e M dyy = [—e”\’“}gl =1—e M,
Ha k=2, ugy (14.8) baloldala:

ZAl _ iQ*il
tl (t2 tl) AiQ —At2
(s i) €
1. — .
O<ii<i L V2T M
i121,1222

ti(ty—t1)™" at £ tz—tl )2
e $ 5 Bl

I
AM8

—1 —
12=2 (22 ) 1= 212 =1 Zl 22 Zl
ZOO Z Z th
— ( ) )\12—‘,-1 —)\t2_|_ 1 )\12+21 — Ao
i 'z
ia=1 i1=2i5=0 102
_ Z t1 _ _
:tlAe )\tz( t2 t1 + )\tze/\(tz t1)
11=2
_ _ Z t1 _
= )\( Aty )\tz + At
i1=2

= tlx\(e_’\tl — e_’\tQ) +e M (e”1 —-1- /\tl) =1—eM —\tje M2,
llletve k=2 esetén (14.8) jobboldala:

2 t2 t1 _
Jf e dudin= [ ] e dudua = [ (=2 d
0 u1 0

O0<ui <uz
w1 <t,u2<t2

t1
_ —Aur _ —At2 N R X — At uy1=ty
_/ Ae e ") duy = [ e Auqe LFO
0
=1—e M —\tje M2,

A k>3 esetben az alabbi modon ellendrizhets le (14.8). A kovetkezs gondolatmenet Igloi
Endrétol szarmazik. Jeloljiik az (14.8)-beli baloldali 6sszeget Sk-val, a jobboldali integralt pedig
Ii-val. Ekkor Sy és I is tq,...,t,-tol fiigg. Tovabbé

I, = \F / / / / e M dugduy_ .. . dugduy
Uk —2
tre—1
=\~ / / / e M1 duy g . . . dugduy
0 ul Uk —2
1 pto lk—1
—e”wﬂ/ / / 1 dug_q ... dusdus.
0 ul Uk —2
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t1 to tr—1
Jk_lzz/ / / 1dug_y...dugduy, k=23,...,
0 ul Ug—2

jelolést kapjuk, hogy

Bevezetve a

I.=1,4 —G_AtkAk_ljk_l, k e N. (149)

Irjuk fel Sj-t is olyan alakban, mint az I,-t, azaz gy, hogy az i, (azaz a t,-t tartalmazo

tényezd) szerinti Gsszegzés legyen a legbelss. Bevezetve a max(a, b) := m(a, b) jelolést,
Y Y ey y Bl e
) 21!(Zg—ll>!"'<lk_1—lk_2)!

11=1 i9=m 21,2) Th— I:m(ik,g,k—l) ik:m(ik,1 k

(tr—tgp_1)* ik M
(ik—ik_l)!
il (is—i0) - (g1 —ip_o)!

i1=1ldo=m(i1,2)  ig_1=m(ix_2,k—1)

i (tr —.tk—'lykﬂ'k*l Ak @M
ip=m(ig_1,k) (lk B Zk_l)!
Bevezetve az
s tr—t )R-
A= Z (t ok 1) ' A jelolést,
ip=m(ir_1,k) (Zk B Zk_l).
kapjuk, hogy
- = O ) N = At —=te1)) 40
4= Z (i —ir—1)! A= Z TA 1

ip—ig—1=m(0,k—ij_1) J=m(0,k—i_1)

g Qle—te)) Nir—1 pg -1 =k—1,

_ j=1 J!
B 0o (Altk—tk—1 .
Zj:o —)\Zk Uoha iy 2K,

(e’\(tk th—1) ))\Zk 1 ha ik:—l :]{?—1,

e)x(tk—tk—l))\ik—l ha U1 = k.

gy

Sy = i i . i tlll (t2 —tl)mf’u ... (tk—l _tk_'z)ikflfik,2
I B e

i1=1 igim(i1,2) ik_lim(ik_g,k—l)

« <e—>\tk71 /\ikﬂ ﬂ{ik_12k} + (e—)\tkfl _ e—Atk))\ikA ﬂ{ik_1:k_1}> .
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Felhasznélva, hogy

e—)\tk—1 /\ik—1 l{ik,1>k} + (e_/\tk_1 _ e—)\tk)/\ik_1 l{ik,lzk’—l}

—Atp—1 \ik— — At \ik—
— e Mk—1 )k lﬂ{ik_12k—1}_e k )\tk 1ﬂ{ik_1:k—1}>

kapjuk, hogy

k—1 k-1 k-1

til (tg _tl)igf’il . (tk 1 _tk 2)]@,1,%72
Sk—Sk L —e )\tk/\k IZ Z 1 . .
| — _
’Ll 1 7,2 m(11,2) o= m(zk 3, k? 2) 7/1 (12 21) (k 1 Zk 2)
Bevezetve minden k£ =2,3,..., esetén a
k—1 k—1 k—1 til (t2 _tl)i2—i1 c.. (tkfl _tk72)ik—1_ik—2
Qua=2>, ) - il (ia—i)l - (ipr —ipa)!
11=1i3=m(i1,2) _o=m(if_3,k—2)
jelolést, kapjuk, hogy
S =Sp_1—e M NI keN. (14.10)

Ha megmutatjuk, hogy Ji, = Qk, k € N, ugy (14.9) és (14.10) alapjan teljes indukcidval
befejezhet a bizonyitas. Az aldbbiakban J,=Q;, k€N, igazolasaval foglalkozunk. Ismert, hogy

ha Xj,..., X, fiiggetlen, a [0,¢] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok,
ugy az X7,..., X, rendezett mintara vonatkozoan, tetszéleges 0<t; <to<---<t,, <t esetén

P(Xf<t1,xg<t2,.. X<t // / 1da ..

(Ez utobbi tényt az 14.17. Tétel bizonyitdsaban mi is megmutatjuk, lasd (14.19).) Igy, ha
0<t <ty <+ <t gy 0SB <2< Bl &

w
Iy = k’*; IP’(X* <th... X} <tk>,
ahol X7,..., X fiiggetlen, a [0,%;] intervallumon egyenletes eloszlasu valosziniségi valtozok.
Mivel )t(—kl, N f—: fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozok,
Iy = P(Uf<— Ur < tkl,U,j<1> ]P’(Uf<— Ur, < = 1),
k! i’ tr k! tr tr
ahol Uj,...,Uy_1,Uy fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi val-
tozok. Tovabb4 megmutatjuk, hogy az Uy, ..., U, mintat alapul véve

-
-t

k—1
ti o .
ﬂ { {O, t—)—ba legalabb ¢ mintaelem es1k}) :
k
1

1=
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)< pi) e i)
23 Ly, tr

kapjuk, hogy (gondoljunk a polinomiélis eloszlasra)

k—1
l; o .
P <ﬂ { [0, —>—ba legalabb ¢ mintaelem emk})
; 172
a - 1! (ig—iy)! - -+ (et —ip—2)! (k= ig—1)!

A . . (3}
11=1io=m(i1,2) ip_1= _o,k—1)

y t_l i1 t_g_t_l i2_i1'. te 1_tk ) Ip—1—lg—2 1_tk—1 k—ip_1
172 etk 12 122 122

k — — G
Z Z Z tl (tz—tl)m i, .. (tk N 2)%71 k 2(tk_tk_1)k E—1
'(Z 1

—ip)!- —ik—2)!
Fir=lis=m(i1,2) ix—1=m(ip_2,k—1) 2 1) (k Lk 2)

= %Qk-

Felhasznélva, hogy

Felhasznélva, hogy az

k-1
t t;
P <Uf <—,..., Ui < - 1) =P ﬂ 0, — )-ba legalabb i mintaelem esik
t’ 1 i1 12

egyenlgség trivialis modon igaz, kapjuk, hogy Jy = Qk, k€ N. Tehat (71, Ts,...,Ty) stri-
ségfiiggvénye valoban a megadott alak.

Megjegyezziik (bar nem fogjuk felhasznalni), fennall az is, hogy

]P(fh :ih €t2_§t1 :'L.Q_Z.la ce 7€tk~ _gtk_1 = Z.k_'l.k—l)

Ugyanis, példaul k = 2-re, (14.4) alapjan és felhasznélva azt, hogy &, egész értéki

P(T;, <t1 <Tj41, Ty <to <Tipyr) =P(&, 2 01,8, <ir+1,&, >142,&, <ia+1)
—P(£t1 = Zl;ftg = 22) = (ftl = Zl;ftg —ftl = Z2—1'1)~

Visszatérve annak indoklasahoz, hogy mny,7.,... fliggetlen A\ paraméterti exponenciélis
eloszlasu valoszintségi valtozok, (14.5) alapjan tetszéleges xy,...,z, >0 esetén

Pl <@, ;e <o, ..., <xp) =P(Th <y, To—T1 <zo,...,Tp—Tho1 < xp)
= // Nee™ e dy dys . . . dys.

0<y1 <y2<...<yk
Y1<x1, Y2 —Y1<x2,-., Yk —Yk—1<Tk
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Végrehajtva az y;=ui+- - -+u;, i=1 , k helyettesitést kapjuk, hogy tetszéleges 1, ..., 2,>0

esetén

P(ny < a1, np < Tay ..., M < Tp) / / NeemAutuatFue) Qo duy . . duy,

O<uj<zj,j=1,....k

_H/ NN du; — H( o),

7=1
amibdl kovetkezik, hogy ny,ms,... valoban fliggetlen, \ paramétert exponenciélis eloszlasu
valoszintiségi valtozok. 0

Az aldbbiakban a Poisson-folyamat egy ajabb (sorrendben a harmadik) definialasara lehe-
tGséget ado allitast targyalunk. Sziikségiink lesz arra a fogalomra, hogy egy f(x) fiiggvény
o(z) tulajdonsagu, amint = — 0.

14.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy f:R—R fiigguény o(x) tulajdonsdgi, amint x— 0,

ha
lim M =0.

x—0

14.5. Megjegyzés. (i) Az a tény, hogy egy f fiiggvény o(z) tulajdonsagi, amint = — 0
heurisztikusan azt jelenti, hogy f(x) gyorsabban tart a 0O-hoz, mint az x fiiggvény, ha
x — 0.

(ii) Az f(z)=2a? fiiggvény o(z) tulajdonsagt, amint x — 0, mert

limM =limz =0.
z—0 2 x—0

(i) Az f(z) =« fiiggvény nem o(z) tulajdonsagi, amint = — 0, mert

lim@:limlzl#o.

z—0 X z—0

(iv) Ha f és g o(x) tulajdonsagiak, amint x — 0, akkor f+g¢g és c¢f (c€R) is o(z)
tulajdonsagi, amint x — 0.
U

14.6. Tétel. Legyen {& :t >0} egy valds értékd sztochasztikus folyamat. Ekkor a kévetkezd
allitasok ekvivalensek:

(i) {&:t >0} X paraméterd Poisson-folyamat,

(ii) (a) figgetlen, staciondrius névekményi,

(b) nemnegativ egész értéki, P(§>2)=o(t) amint t[0 és P(§=1)=At+o(t) amint
£10,
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(c) a [0,00) 2t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

14.7. Megjegyzés. (i). A 14.6. Tétel (ii)/(b) részében a P(§>2)=0(t) és P(&=1)=At+o(t)
amint t | 0 feltételek részletesebben kiirva azt jelentik, hogy
P(& > 2) P& =1)

lim ———~ =0 és lim
t}0 t tl0 t

=\

(ii). A kovetkezGkben a 14.6. Tétel (ii)/(b) részének P(& >2) =o(t) amint ¢ 0 feltételét
vilagitjuk meg. Legyen {& :t >0} egy fiiggetlen, stacionarius novekmény(i nemnegativ egész
értéki sztochasztikus folyamat, hogy a trajektoridk monoton noévekvéek és jobbrol folytonosak,
tovabba limy g % P(& >2) =0 teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor

P ( sup (&—&-) > 2) =0. (14.11)
t€(0,1]

Mivel feltételeztiik, hogy a trajektoriak monoton névekvéek, és ismert, hogy egy monoton né-

vekvg fiiggvénynek legfeljebb megszamlalhato sok szakadasi helye lehet, a (14.11) Gsszefiiggés

azt jelenti, hogy (& );>0 P-m.m. trajektoridjanak legfeljebb csak megszamlalhato sok szakadasi

helye lehet és minden ugras nagysaga legfeljebb 1. Ratérve (14.11) bizonyitaséara, a valoszintiség

folytonossiga miatt

P ( sup (&§—&-) = 2) =P ( sup (& —&-) > 1)
te(0,1] te(0,1]

n=1 k=0
oo 2"—1 2n—1
-F (ﬂ U {ese €22 2}) =l P ( U {es—es> 2}>
n=1 k=0 =0
2"—1 2n—1
=1 Jm? ( N e -ta < 1}> = 1= Jim J] Plesz —¢ <1
k=0 =
2” 271
—1— lim (P(ggw < 1)) —1— lim (1—1@(527,1 > 2))
n—oo n—oo
M P(Eyn >2)\
—1— lim <1—L) =1-—e0=0,
n—o0 on
mert 1
lim 2" P(£y-n > 2) = lim —— P(&-n > 2) =0,
n—00 n—oo 21

hiszen limy % P(& >2) =0, és alkalmazhatjuk a 5.13. Lemmaét.
(iii). A kovetkezSkben a 14.6. Tétel (ii) részének feltételeit egyiittesen vilagitjuk meg, részben
heurisztikusan. A (b) feltételbdl nyilvan kovetkezik, hogy P(&=0)=1—At+o(t), amint ¢ 0.

Legyen T >0 és osszuk fel a [0,7] intervallumot n darab egyenls, L hosszisagu részre. A

232



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

feltételek alapjan elég nagy n-re a szobanforgo % hossziisagu intervallumok mindegyikében

0 vagy 1 ugrashelye van {& :t> 0}-nek nagy valoszintiséggel. A szobanforgo intervallumok
((k’—l)T kT

n ’n

|, k=1,...,n, alakuak, és {& :t >0} stacionarius névekménytisége miatt

T T
P({w—&k_ln:1):IP(§T:1):/\—+0<—), ha n — oo, k=1,...,n.
n n n n n

Tovabba, mivel {& :t >0} fiiggetlen novekményt is, az az esemény, hogy egy adott inter-
vallumban van ugrashelye {&; :t > 0}-nak fiiggetlen attol, hogy mas intervallumokban van-e
ugrashelye. Tgy elég nagy n € N esetén a
(n) 1 ha (&)i=0-nak van ugrashelye (@, ¥ ben, P
= =1,...,n,
0 ha (&)i=o-nak nincs ugrashelye (w, M1 ben,
7j6 kozelitéssel” fiiggetlen, Bernoulli eloszlasu valoszintiségi valtozok, kozos paraméteriik p,, :=
= % +o0 (%) fgy & eloszlasa "kozelithets” dn) +-- -+C7(1") eloszlasaval elég nagy n € N-re,
mely nemmaés, mint az n-edrendd és p,-paramétert binomidlis eloszlas. Mivel
T
npp =NI'+n-o( — | = AT, ha n — oo,
n
az 5.12. Allitas alapjan Cl(") + —|—C7(Ln) konvergdl eloszlasban a AT-paramétert Poisson-
eloszlashoz, ha n— co. Igy a 14.6. Tétel (i) részében természetes azt varni, hogy a (ii) részbeli

feltételek teljesiilése esetén & Poisson-eloszlasu AT paraméterrel tetszéleges T'> 0 esetén.
O

Az alabbi eredmény a Poisson-folyamat egy tjabb (sorrendben a negyedik) definidlasara ad
lehetGséget.

14.8. Tétel. Legyen A\>0 és L,, X,gn), k,neN, figgetlen valosziniségi vdltozok, hogy L,
Poisson eloszldsi N\ paraméterrel és X,i’” egyenletes eloszldasi az (n—1,n| intervallumon.
Ekkor

&i=t{(k,n) eN*: k<L, é XV<t}, >0,

eqy A paraméteri Poisson-folyamat.

14.9. Allitas. (Poisson-folyamat Markov tulajdonsaga) Legyen {& :t >0} egy A >0
paramétert Poisson-folyamat. Tetszdleges k€N, 0<s1 <so < <5<t s 0<my <mo <

e <myg < n, ahol my,...,my,n€Z,, teljesiil, hogy

P(ft:n|€sk :mka'--vgsl :ml) :]P)(gt:n|fsk :mk’) :]P)(gt—sk :n_mk)

_ (Alt=sp)) o At—sp)
(n—myg)!

Y

azaz {& :t >0} egy folytonos ideji Markov-ldnc a fenti formuldban szerepld dtmenetvaldszi-

niségekkel.
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Bizonyitas. A 14.3. Tétel alapjan {§, : ¢t > 0} fiiggetlen, stacionarius névekménytii folyamat,
igy
P& =n,8, =mp, ..., &, = m)

P(ésk =Mk, ..., &, =mi)
- P(&§ —&op =n—1mp, §s —Espy = Mk — M1, -+, & — & = m1)
- P(Eo, —Eapy = Ma— M1, -, &gy — &g = 1)
_ P(& —§sk = n_mk) P(gsk —§sk,1 =Mk _mk—1> e 'P(531 —50 = ml)

P&y, —Esiy = Mg —mg—1) - - P(§s, —&o =)

(A(t—sp)) ™ o Mi—si)
(n—myg)!

P& =n[&s, =mp, ..., & =mi) =

= P(ft —fsk = n—mk) = P(ft—sk = n_mk) =

Hasonl6an gondolatmenettel kévetkezik, hogy
_ P =n,&, =mi) _ P& —&, =n—my, &, =m)

]P)(ft =n | gsk = mk)

P(e, =mi) P(&s, =mu)
P& =& =n—my) P(E, =my) o =n—
- P(&, = my) e =
Q)

(n—my)! '

U

14.10. Allitas. Legyen {&:t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Fkkor a 14.1.
Definicioban bevezetett T, n € N, waldsziniségi vdltozok n-edrendd, X\ paraméterd Gam-
ma eloszldsiak. A T, wvaldsziniségi viltozot a Poisson-folyamathoz tartozo n-edik “esemény

(felujitds)” varakozasi idejének szokds nevezni.

Bizonyitas. Az allitas rogton kovetkezik abbol, hogy T, =m+---+n,, n€N, ahol ny,...,n,
fiiggetlen, \ paraméterd exponenciélis eloszlast valoszintiségi valtozok; tudva azt, hogy n da-
rab fiiggetlen, A\ paraméteri exponencilis eloszlast valoszintiségi valtozo Gsszegének eloszlasa
n-edrendt, A paraméteri Gamma eloszlas.

Az érdekesség kedvéért adunk egy ,elemibb” bizonyitéast is. Felhasznalva (14.4)-t, kapjuk,
hogy minden n € N esetén

{62 n} = {1, <t).

Tudva azt, hogy T,, n € N, eloszlasa abszolut folytonos, hiszen abszolit folytonos eloszlasok

konvolicidja, kapjuk, hogy T, eloszlasfiiggvénye a ¢ >0 helyen
Fr,(t)=P(T, <t)=P(T, <t) =P(& = n).

(Ha t <0, akkor Fr,(t) =0, hiszen 7, nemnegativ.) Mivel & Poisson eloszlasi At
paraméterrel, kapjuk, hogy

Fr,(t) = Z (A.t)j

‘ e M, t>0.
7!

J=n

234



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

Felhasznalva, hogy egy hatvanysor a konvergencia tartomanyan beliil "tagonként" differen-

cialhato, a t valtozo szerint differencidlva kapjuk, hogy ha ¢t >0, akkor 7T, striségfiiggvénye

B SN CY) UV V) Ly
an<t>—;(A<j_me Fpe (=)

RS — () BV (A=t )t

LG 2 e e

AT le M

 (n=1)

ami pontosan egy n-edrendii, A paraméteri Gamma eloszlast valoszintiségi valtozo6 stirtiség-
fiiggvénye a t >0 helyen. O

Megjegyezziik, hogy amikor a Gamma eloszlas rendje egy pozitiv egész szdm, akkor a Gam-
ma eloszlast Erlang eloszlasnak is nevezik, igy a 14.10. Allitas szerint a 14.1. Definicioban

bevezetett T,,, n € N, valoszintségi viltozok Erlang eloszlasiak.

14.11. Allitas. Legyen {&:t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Tetszdleges

k,n €N esetén legyen
n+k+1

Yk(n) = dpyk+1 — n+1 Z 1y,

j=n+2

ahol T,, n €N a 14.1. Definicicban bevezetett valosziniségi viltozok. Ekkor Y fuggetlen

a o(m,...,Nne1) o-algebrdtol és Gamma-eloszlasi k és X paraméterekkel, azaz Yk()

striségfiggvénye

Aegyk—lg—Au

fram(u)y=¢ &1
k 0 ha u<0.

ha u >0,

Tovdbbd, minden 60 >0 és kN esetén

P(Y, " > ) = (ki > (14.12)

Jj=0 J!

(n)

Bizonyitas. Az, hogy Y,’ Gamma-eloszlasi a megadott paraméterekkel kovetkezik a 14.10.

Allitas bizonyitasabol. Legyen n € N tetszéleges. Ha k=1, akkor

P(Y,\"™ > 6) = P(np42 > 0) =1—F,

Mn+2

0)=1—(1—ec )=,

Tegyiik fel, hogy (14.12) igaz 1,2,...,k-ra, és mutassuk meg, hogy fennall k+ 1-re is. Mivel
Yk(") és Mnirso fiiggetlenek, a teljes varhato érték tétele (lasd 8.19. Tétel) alapjan kapjuk,
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hogy
P(Yk(L > 0) = P(Y," 41 iisa > 0) = / P +u> 0| nogrin = ) fnire (1) du
0 0 9]
= / P > 0—u)fy 0o (u) du= / P(Y, ™ > 6 —u)re du+/ Ae M du
-0 0 0
g k=1 ] k—1 0
0— J Jj+1 )
_ (A( ‘ u)) o~ MO—1) N oA oy 4 0N A oM 0—w) dute
| |
VR J: = ) 0
k—1 ; k
B SICUMRYESTI G
= G+ perdl

O

14.12. Allitas. (Poisson-folyamat eltolasa) Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméteri
Poisson-folyamat és T eqy tdle fiiggetlen nemnegativ értékid valdsziniségi vdltozd. Legyen &, :=
=& —&, t>0. Ekkor {& :t >0} X\ paraméterd Poisson-folyamat, mely fiiggetlen a
{1, Nt,t € [0, 7]} wéletlen vdltozdktdl.

Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy {& :t >0} A paraméterd Poisson-folyamat. Mivel
tetszbleges weQ esetén a [0,00) 3t (W) =& w)4t(wW) —&r(w)(w) trajektoria jobbrol folytonos,
a 14.3. Tétel alapjan elég azt megmutatni, hogy {&:¢>0} fiiggetlen, stacionarius névekmeényti
és tetszleges t >0 esetén & Poisson eloszlasi At paraméterrel.

Legyenek 0<s<t és 0<s*<t" olyanok, hogy t*—s*=t—s. Ekkor

62 - f; = 57’+t - 57’ - (5T+s - 57’) = €T+t - €T+sa
g{t* - 5;* = €T+t* - 57 - (fT-ﬁ-S* - 57) = fT—&-t* - €T+8*-

Tovabba tetszéleges z € R esetén
P(érss—Erve < 7) =E(P(Ersi—Erps <2) | 7) =B (P(Gure—Eurs < 2)lumr )
—E (P({t_s < x)]u:T) P, < 2) =P(Ep_y < )
= PG — by <2) = P(Ersir —Eraer <),

azaz Eryy—&rrs 68 oy —E&rps eloszlasaik megegyeznek. Ezért {& :t > 0} stacionarius
novekményi.
Nyilvan, & =0. Tetszéleges 0 < s; <t; < s <ty esetén megmutatjuk, hogy & —& =

- 57’+t1 - €T+51 es 522 - 522 = £T+t2 - 57’4—52 fﬁggetlenek' TetSZ6legeS Bla BQ € B(R) esetén,
felhasznalva, hogy {& :t >0} fiiggetlen novekményti, hasonloan az el6zdekhez kapjuk, hogy

P(§T+t1 _£T+81 € Blv §T+t2 _§T+82 S BQ) - E(P(£T+t1 _§T+81 S Bb §T+t2 _§T+S2 € B2) | T)
P(gtlﬂﬂ € Bl) P(gtzfsz € BQ)
= P(&H—h _€T+81 € Bl) P(§T+t2 _57—1-52 € B2)'
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A fliggetlen névekményiiség 12.11. Definiciojaban szerepld altalanosabb tulajdonsag hasonl6an
lathato be.

Végezetiil, tetszleges t >0 és n €N esetén

P =n) =P~ & =n)=EP(n—§=n)|7) =P =n)= e M,

azaz & Poisson-eloszlasi At paraméterrel.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy {¢ :¢ > 0} fliggetlen a {7,&,t € [0,7]} véletlen
valtozoktol. A 2. 4bra alapjan végiggondolhato, hogy

(i) U(T7€tvt€ [O’T]):U(T,fr:m,---77757),
(ii) o(&. t €Ry) =0(m, L EN),
(111) 0-(527 te R+) = 0-(7727 le N),

ahol n;, (€N, jelolia {&:t>0} Poisson folyamat esetén a 14.1. Definici6 szerinti értelemben

az egyes feltajitasok kozotti idGtartamokat.

\

\ 34;;[”%”%1, £20

) 1 W
LT E”g‘"‘:::o
It *—F%

- p—— —
I S N

[ e S SN

T . ’['3

2. abra. Poisson-folyamat eltolasa.

Az (i) rész esetén formai okok miatt megjegyezziik, hogy o(7,&,t€[0,7]) =0(7, Et, teR,),
ahol ggzzft, ha t€[0,7] és &:=0, ha t>7, igy o(1,&,t€[0,7]) az 1.12. Definici6 szerint
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értelmezett. Felhasznalva (i)-t és (iii)-t, kapjuk, hogy ahhoz, hogy {¢:t € R} fiiggetlen a
{1,&,t€[0,7]} véletlen valtozoktol azt kell megmutatnunk, hogy

n, LEN és 7,8 ,m,...,n, figgetlenek.
Legyen ne€Z, és xi,...,x, € R, éslegyen tovabba t,:=xz1+---+z,. A 2. dbra alapjan,
ha & =n, akkor 7] =n,41—(7—1,). Mivel {&,t€ R} és 7 fiiggetlenek, (ii) alapjan
{n.,nEN} és 7 is fiiggetlenek. Igy a 8.14. Tétel (ii) része és az exponencidlis eloszlds 6rokifjt

tulajdonsaga alapjan (5.20. Allitas (ii) része) kapjuk, hogy tetszéleges y € R, esetén

P& >ylt=t&=nn=21,...,0,=1,)
=P —(7=T0) >yl 7=t T < T <Tpp1,m =21, .., = Tp)
=P —(7=T0) >yl 7=t T, <t <Toy1, N =T1,. ., 10 = Tp) (14.13)
=Pus1>(T—To)4+y|7=40<t—t, < Npi1, ML =T1y -y = Tp)
=P(s1> (—1a) +y [0 <t—1n <Npy1)
=P >y) =e V.

Megjegyezziik, hogy a fentiekben megjelens E(Y | X =z, A) tipust kifejezés, ahol Y, X olyan
véletlen valtozok és A € A olyan esemény, hogy E(|Y|) < oo, P(A) >0, és X és A
fiiggetlenek, specidlis esete a feltételes varhato értéknél tanultaknak (lasd 8.9. Lemma és 8.11.
Jelolés), ugyanis E(Y | X, 14)=f(X,14), aholaz f:R*—R fliggvény Pyy,-m.m. (z,z) €R?
esetén egyértelmien meghatarozott. Mivel X és A fiiggetlenek, kapjuk, hogy Px;, =Px ®
®P;,, ahol

.

1 ha 0,1€C,

P(A)  ha 1€C, 0¢C,
1-P(A) ha 1¢C, 0€C,

L0 ha 0,1¢C,
=P(A)11(S)+ (1 -P(A))Liy(5),  SeB(R),

Py, (S)=P(1,€8)=

ésigy E(Y | X=z,1pa=2)=f(z,2) Px-m.un. x€R & z€{0,1} esetén. Felhasznalva, hogy
{1a=1} = A, kapjuk, hogy E(Y |X =z, A4)=f(y,1) Px-m.m. z€R esetén.

A feltétel és (ii) alapjan 1,42, Mnes, ... figgetlenek a 7,11, ..., m,01 véletlen valtozoktol,
igy a lancszabaly, (14.13) és a 8.14. Tétel (ii) része alapjan kapjuk, hogy tetsz6leges m,n € N,
Y1, -, Ym € Ry esetén

Py > Y1y sy > Ym | T=6 =n,m1 =21, .., 0y = Tp)
=Py >y |7=t&=nm=x1,...,0,=1,)
XP(1ly > Yo,y My > Y | T =46 =100 = 215 0 = Ty Ty > 1)
= M PNy > Yoo e S Y | T =1, T KT < T 1, 1 = X1, -+« oy My = T,
My — (T =T0a) > 1) =
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:e_AyIP(UnH >y27---777n+m>ym‘7—:t70<t_tn<nn+lanl =155 = Tn;,
N1 — (T —1n) > y1)

—e W1 P(nto > Yo, -« s Mnem > Ym) = e A P(ni2 > 42) - Pt > Ym)
— o MW= M2 L o AUm

Ezért tetszéleges meN esetén nj,...,n. figgetlenek a 7,&,m1,...,n, véletlen valtozoktol,
és igy 1, L € N, fiiggetlenek a 7,&,m1,...,n, véletlen valtozoktol. U

Legyen {&:t> 0} A paraméterﬁ Poisson—folyamat és legyen O<p<l1 r'(')gzitett A Poisson-
esemenyek” szama valamely klserletben, ahol az "események” bekovetkezési id6pontjai T),, ne
e N. Példaul, ha & a t id6pontig egy adott d&ruhazba betérs emberek szaméat jeloli, akkor
egy vasarlonak az aruhézba torténs belépése felel meg egy "eseménynek”. Tegyiik fel, hogy
minden alkalommal, mikor egy ,esemény” bekoévetkezik azt vagy I-es tipusinak vagy Il-es
tipustinak mindsitjiik. Feltételezziik, hogy egy eseményt I-es tipustnak p, II-es tipusinak 1—
—p valoszintséggel mindsitiink és ezek a mindsitések egymastol teljesen fliggetleniil torténnek.
Tekintsiik mintaként az eléz6 példat. Tegylik fel, hogy egy eseményt, azaz egy vasarlo érkezését
aszerint mingsitjiik, osztalyozzuk, hogy 6 férfi vagy né. Jelen esetben p=1/2 természetes
valasztas. (A p#1/2 eset annak felelhetne meg, hogy az aruhézat kicseréljiik példaul egy néi
fodrasz szalonra.) A tovabbiakban tjra az altalanos konstrukciot tekintjiik. Tetszéleges ¢ > 0
esetén jelolje 5,5(1) a t id6pontig I-tipustnak mindsitett események, ft@) pedig a II-tipustnak

mindsitett események szamét. Nyilvan & = §t(1) +§§2) minden ¢ >0 esetén.

14.13. Allitas. (Poisson-folyamat ritkitasa) Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméteri
paraméterd Poisson-folyamat és legyen 0<p<1. Ekkor {&Fl):t}()} Ap paraméterd, {5152):1520}
M1 —=p) paraméterd, eqymdstdl fiiggetlen Poisson-folyamatok. Tovdbbd, tetszdleges t >0 esetén

n
]P)(gf(l):k|5t:n): (k)pk(l_p)n_ka n€Z+7 ke{oala-'->n}a

azaz Et(l)—nek az {& =n} eseményre vonatkozd feltételes eloszlasa n-edrendd, p-paraméterd bi-

nomaidlis eloszlds.

Bizonyitas. Felhasznalva ¢ 6s ¢ konstrukciojat az konnyen adédik, hogy {éfl) :t>0}
és {ft(Q) :t >0} fliggetlen névekményii folyamatok, és a trajektoriak jobbrol folytonossaga is

nyilvanvalo. A kovetkezékben meghatarozzuk ft(l) és @(2) egyiittes eloszlasat, azaz a
(1)
P( _ngt - )7 namGZ-i-

valészintiségeket. A teljes valoszintiség tétele alapjan kapjuk, hogy
1 2 1 2
P& =n, &7 =m) =Y P =n, & =m|& = k) P& =k).
k=0
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Ahhoz, hogy a ¢ id6pontig n darab I-tipusi és m darab II-tipust esemény kovetkezzen be

sziikséges, hogy Osszesen n+m esemény kovetkezzen be a ¢ id&pontig, igy
1 _ 2 _ 1) —
P& =n,&" =m[&=k)=0, ha k#n+m.

Ezért, felhasznalva, hogy &; Poisson eloszlasi At paraméterrel, kapjuk, hogy minden n,meZ,

esetén

P& =n, &7 =m) =PE" = n,&7 =m|& =n+m)P(& = n+m)
(A)™™

=P =ng” =m|& =ntm)m

Mivel minden eseményt p valoszintiséggel I-tipustnak, (1—p) valoszintséggel II-tipustinak
osztalyozunk, feltételezve, hogy Gsszesen n+m esemény kovetkezett be, az I-tipust események
szama (n+m)-edrendi és p-paraméterd binomialis eloszlast kovet. Ezért annak a valoszintsége,

hogy n+m eseménybdl n-et I-tipustinak, m-et II-tipustinak osztilyozunk

<n+m)p"(1—p)m-

n
Igy
W _ @ (nEm\ e (AT
e =g =)= (" - e
:()\ZZ?) e—)\tp<)\t<1/n;!p)) e~ At(1-p) (14.14)

Osszegezve ezen egyenlet két oldalat m szerint

P =n) =Y P’ =n&” =m)
m=0

oo

_ ()‘tp)ne—)\tp Z Me—xt(l—p) _ Me—w, nez,.
n! — m! n!
Hasonl6an (1 m
Ezért (14.14) alapjan
P(ﬁt(l) _n, St(z) —m) = P(gt(l) =n) P(ﬁt(z) =m), t=>0, nmée€Z,. (14.15)

Hasonloan belathatjuk, hogy 0<s<t, n, meZ,, esetén

AE=35)P)" sy AE=5)(1=D))™ _\i—s1—
P(ft(l)—fgl):n,ft&)—fgz):m):%e o 7)751 ) o~ AMt=s)(1-p)
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(Az s idGpont utan a t id6pontig bekovetkezs I-tipust, illetve II-tipusi eseményeket kell
figyelni.) Ebbdl az is kovetkezik, hogy tetszéleges 0 < s <t esetén

WD e e~ Poiss(A(t—s)p),
D¢ e~ Poiss(Mt—s)(1—p)).

Azaz {5( it > 0} eés {St(Z) :t >0} stacionarius novekményi folyamatok is és a novekmények
eloszlasa a 14.3. Tétel (ii) részében megkivant. A 14.3. Tétel alapjan {ft(l):tEO} Ap paraméter
Poisson-folyamat, {5}(2) :t >0} pedig A(1—p) paramétert Poisson-folyamat.

A kovetkezdkben, felhasznalva (14.14)-t, megmutatjuk, hogy a {gt(” :t>0} és {ﬁt@) t>0}
Poisson-folyamatok fiiggetlenek. Azt kell megmutatnunk, hogy a a(ft(l), t>0) ésa 0(@}@, t=0)
o-algebrak fiiggetlenek. ElGszor megmutatjuk, hogy tetszéleges s,t >0 esetén fél) és §§2)
fiiggetlenek. Feltehets, hogy 0 < s <t. Ekkor tetszéleges n,m € Z, esetén

P = n, &) = m) PeW =n, &2 =k, = m)

I
NE

iy
=)

P =n & =k &~ € =m—k).

I
NE

il
=)

Hasonloan az eléz8 szamolasokhoz
P& =n, & =k, &7 =P =m—k)
= 3 PV =0, 2 =k P =D =m—k|& =n+k, &§—E =)

{=m—k

XP(E, = n+k,&—& =)

= 3 PEW =0, €2 =k, P —e® = m—k | & =ntk &—E = 0)

t=mk
» (As)*F o s (At— Swefwfs)
(n+k)! 14
o (ntE I 1~ (m—k) mo g AR R —5)E
B Z ( n )p (1=p) <m—k)p (1=p) (n+k)L ! ¢

l=m—k

n+l—m-+k (1 _ p)m/\n+k+£8n+k (t _ S)Ee—)\t

1
_g;m:k n k! (m— k) (E—m+k)!”
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pnferk( )m/\n+k n+k -\t e

Tk (m— )| R N
pn—m—l-k( )WL)\TL+]€ n+k At ® (p)\(t—s))“m_k
= Wk (m—)! 2 0
- m+k<n!7f!p():1)\_n;§fn+ke . (PA(t—s))" FePr =)
_ P o N ) KA VR,
n! k! (m—k)! ’

mely megegyezik az aldbbival:

P =n) P = k) P& — & =m—k)

_ ()‘Sp)ne—ksp ()\3(1 _p))k —AS(I—p) . ()\(t _ S)(l _p))mik e—)\(t—s)(l—p)
n! k! (m—k)!

=PV =n) PP =k, —¢® =m—k).

Igy

P =n, &7 =m) =3 P(E =n) Y =k, =2 =m k)

k=0

3

= Z B =n)BED =k & =m)
=P =n) P& =m).

Tehat 515(1) és §§2) fiiggetlenek tetszéleges s,t>0 esetén. Ebb&l mar kovetkezik, hogy a szoban-
forgo o-algebrak is fiiggetlenek (a pontos bizonyités a Kolmogorov 0-1 torvény bizonyitasanal
latottaknak megfelelGen torténhet). O

14.14. Megjegyzés. Nem az a meglepd, hogy {{f”:t}O} és {§§2) :t>0} Poisson-folyamatok,
hanem az, hogy fiiggetlenek. Jelolje példaul & a t id6pontig egy bankba érkezs iigyfelek
szamat (az id6t mérjiik oraban). Tegyiik fel, hogy {& :¢ >0} 1 paraméterii Poisson-folyamat.
Tételezziik fel tovabba azt is, hogy minden egyes iigyfél 1/2 valoszintséggel férfi, ill. ng.
Tudjuk, hogy a bank nyitasa utdni 10 o6raban 100 férfi érkezett. Varhatéan mennyi ng
érkezett ez idG alatt a bankba? Egy téves érvelés a kovetkezd, mivel 100 férfi érkezett és
minden érkezé 1/2 valosziniiséggel férfi, varhatoan dsszesen 200-an érkeztek, ezért varhatéan
100 n¢ érkezett ez id6 alatt. Azonban ez hibés érvelés. A helyes gondolatmenet a kovetkezs. A
14.13. Allitas alapjan, ha 5,5(2) jeloli a t id&pontig a bankba érkezd néi iigyfelek szamat, akkor
{ft@) >0} 1/2 paraméteri Poisson-folyamat. Igy az elsé 10 o6raban érkezdé néi iigyfelek
szama Poisson eloszlasu 10-1/2 =05 paraméterrel. S mivel a Poisson eloszlas varhato értéke
megegyezik a paraméterével kapjuk, hogy varhatéan 5 né érkezik a bankba az els¢ 10 6rdban

(és ez fiiggetlen az ez id§ alatt a bankba érkezd férfi iigyfelek szamatol). O
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A 14.13. Allitas szerint, ha egy A\ paraméteri Poisson-folyamat minden egyes ,eseményét”
egymastol fiiggetleniil 1. vagy II. tipusinak osztalyozzuk p, ill. 1—p valoszintiséggel, akkor az
I-tipust, ill. TI-tipust eseményeket szamlalo folyamatok egymastol fiiggetlen Ap, ill. A(1—p)
paraméterii Poisson-folyamatok. Vizsgaljunk most egy kicsit 0sszetettebb helyzetet. Tegyiik fel,
hogy a bekdvetkezs eseményeket k darab, egymastol kiilonbo6z6 tipustnak osztalyozhatjuk és
az, hogy egy eseményt milyen tipusinak mindsitiink fiigg attol is, hogy mikor kévetkezik be.
Tegyiik fel, hogy ha egy esemény az y idépontban kovetkezik be, akkor 6t p;(y) valoszintiséggel
mindsitjiik i-edik tipusinak (i=1,...,k), minden olyan eseménytdl (és annak mindsitésétdl)
fiiggetlentil, ami el6tte kovetkezett be. (Nyilvan Zle pi(y)=1 minden y>0 esetén.) A 14.13.

Allitas alapjan bizonyithato a kiovetkezs allitas.

14.15. Allitas. (Poisson-folyamat ritkitasa, altalanos eset) Legyen {&:t>0} egy A >0

paraméterd Poisson-folyamat és tekintsik az dllitds eldtt szerepld konstrukciot. Jeldlje &;(t),

1=1,...,k a t>0 1iddpontig bekovetkezd i-edik tipusi események szamdt. Ekkor minden
t >0 esetén &(t), i=1,...,k, figgetlen Poisson eloszldsi valdszindségi valtozok E(&(t)) =

=\ [y pi(s)ds paraméterekkel.

14.16. Megjegyzés. (Fiiggetlen Poisson-folyamatokra vonatkozé varakozasi idgk)
Legyenek {ﬁt(l) 1t >0} és {ét@) 1t >0} fiiggetlen A; >0, ill. Xy >0 paramétertd Poisson-
folyamatok. Jelolje 7, ,(Ll), ill. T, T(L2), n €N az elsg, ill. masodik folyamatra vonatkoz6 varakozasi
idgket. A IP(T}LD <T )), n,m €N valoszintség kiszamitasaval foglalkozunk. (Azaz arra keres-
siik a valaszt, mi annak a valoszintisége, hogy egy Poisson-folyamatban hamarabb kdvetkezik
be n darab esemény, mint egy masik, t6le fiiggetlen Poisson-folyamatban m darab esemény.)
Tekintsiik el6szor az n =m =1 esetet. Ekkor Tl(l) A1 paraméterd exponencidlis eloszla-
st valoszintiségi valtozo, TI(Q) pedig téle fiiggetlen A, paramétert exponencidlis eloszlasi

valoszintiségi valtozo. Igy a teljes varhato érték tétele (lasd 8.19. Tétel) alapjan kapjuk, hogy

P(T" < T = / P(TY < TP | T® = 2) fpe () da.
0
Felhasznalva azt, ha £ és n fliggetlen valosziniségi valtozok és g: RxR — R olyan mérhetd

fiiggvény, hogy E(|g(&,n)|) < oo, akkor E(g(¢,n)[n=y)=E(9(¢y)) Pymm. yeR (lasd
8.14. Tétel (ii) része), kapjuk, hogy
P(TY < T TP = 2) =P(TY <2), P,-mm. z€R. (14.16)

Felhasznalva, hogy P, abszolut folytonos az R-en adott Lebesgue-mértékre nézve, kapjuk,
1
hogy

IP’(Tl(l) < Tl(z)) = / IP’(TI(D < x)he M2 dy = / (1—e M) \e 2% dg
0

0
N
M+ A+

= / Ape 2" d — / Age~ AT qa = 1 ),
0 0
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Igy
A1

(4 ) A+ A2

(14.17)

Hatarozzuk meg most annak a valoszintiségét, hogy a {ft(l) :t >0} Poisson-folyamatban
2 esemény is bekdvetkezik, miel6tt a {5152) :t > 0} Poisson-folyamatban egy esemény is
bekovetkezne, azaz a IP’(TQ(D <T 1(2)) valdszintiségre vagyunk kivancsiak. Tekintsiik az alabbi
(kicsit heurisztikus) gondolatmenetet. Ahhoz, hogy a {5151) :t >0} Poisson-folyamatban 2
esemény is azel6tt kdvetkezzen be, hogy a {5152) :t >0} Poisson-folyamatban egy esemény is
bekovetkezne sziikséges, hogy az elsé esemény a {ft(l) :t >0} Poisson-folyamatboél kovetkezzen
be, ennek valoszintisége (14.17) alapjan A;/(A;+ A2). Feltételezve, hogy az elsé esemény a
{ft(l) :t >0} Poisson-folyamatbol kovetkezik be, ahhoz, hogy Tg(l) < T1(2) legyen sziikséges és
elégséges, hogy a masodik esemény is a {ét(l) :t >0} folyamatbol kévetkezzen be. Azonban
az els6 esemény bekovetkezésekor mindkét folyamat ujjasziiletik (emlékezet nélkiiliség), igy ez

a feltételes valoszintiség is A1 /(A +Ag). Igy a keresett valoszintiség

2
P(TSY < T = ( a )
A+ Ag

A pontos indoklas a kovetkezS. A teljes varhato érték tétele alapjan
1 2 oo 1
P(Ty"Y < T?) :/ P(T,"Y < T2 | T = ) Ape ™" du

+oo +o0
= / / ]P’(T2(1) < Tl(z) ] Tl(z) =z, Tl(l) =) A e MYe 2" dr dy
0 0

+00 T
= )‘1)‘2/ (/ PV < TP |1 =2, 1Y = y)e dy) e 2" du,
0 0

hiszen, ha x <y, akkor P(T(l) < T |T Tl(l) =y) =0, mert Tl(l) < T2(1).
Ha x>y >0, akkor

PV < TP | TP = 2,7V =) = P(T\V — TV < T —y|T —z, TV =)
(T =TV < T® —y| T = 2)
= (TQ(I) —Tl(l) <z—y)=1—eNEY)
ahol felhasznaltuk, hogy TI(Q) fiiggetlen Tl(l)—t()’l (az alapul vett Poisson-folyamatok fiigget-
lensége miatt), azt, hogy T2(1) —Tl(l) fiiggetlen Tl(l)—t(’ﬂ, ill. Tl(z)—t(’jl (hiszen az 14.1. Definici6

alapjan {ft(l) :t>0} fliggetlen névekményii folyamat, ill. az alapul vett Poisson-folyamatok fiig-

getlenek), valamint a legvégén azt, hogy T2(1) —Tl(l) exponencialis eloszldsit \; paraméterrel.
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P(Ty" < T{P) = Mo / ( / (1—e Mlemw))e=v dy) e dy
0 0
> ei/\ly * -\ ‘ —Aox
=M [ 3 ] —e 1dy | e dx
0 —AL-0 0

> 1
= A / (_)\_(e—)qx _ 1) _ e—)\lmx) o N2 .
0 1

Innen egyszerd szamolas mutatja, hogy

A\
P <T7) = (A1+/\2) |

Altalaban megmutathatd, hogy tetszéleges n,m € Z, esetén

n+m—1 k n+m—1—k
n+m-—1 A A
" () () ()

k=n

4

A Poisson-folyamattal nemcsak a Poisson eloszlas és az exponenciélis eloszlas all kapcsolat-

ban. Megmutatjuk, hogyan jon itt el6 az egyenletes és a binomiélis eloszlas.

14.17. Tétel. Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor minden
neN és t>0 esetén (T1,Ts,...,T,) feltételes eloszlisa a {& =n} feltételre vonatkozdan
megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldsi valdszinidségi valtozdk n elemd rendezett
mantdjanak eloszldsdval, ahol Ty,...,T, a 14.1. Definicioban szerepld valosziniiségi vdltozok.
Azaz minden neN, t>0 és 0<t; <ty < ---<t, <t esetén

n!
]P(Tl étl,Tg<t2,...,Tn<tn\§t:n):t—n // 1d$1dl’n
T+ F @<t
z;20,i=1,...,n

Bizonyitas. A feltételes varhato érték definicivja alapjan és felhasznalva, hogy ¢&; Poisson

eloszlasti A\t paraméterrel kapjuk, hogy

P(T) <t1, Ty <tg,....Th <tn, & =
P(Ty <, Ta<ty, ..., Ty <ty |&=n) = (Nt T ]P(Qf—n) & =n)
=
_]P(Tl<t1,T2<t27...,Tn<tn’§t:n)
- [EUEpY -

n!

Felhasznalva a T,, n € N, definiciojat és azt, hogy a definidlasaban szereplé ny,ms,. ..
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valoszintiségi valtozok fiiggetlen, A\ paraméteri exponencialis eloszlasiak kapjuk, hogy

P(T <ty, Ty < tg,..., T, <ty, & =n)
Py <ti,mAne <to,...,m—+- 40, <tp, i+ +0pi1 > t)

:/ ﬂ{xl<t1,xl+x2<t2,...,x1+~--+xn<tn,x1+~-+mn+1>t}f(nh...,nnﬂ)($1> oy @) Aoy AT

t1 to—x1 tn—T1— " —Tp—1 o0
_ / ... / / Nl Mzt tentn) g ~dwg, g
0 0 0 t—x1——Tn
1 pta—z1 tn—T1— " —Tn—1 e~ AU u=c0
— \ntl . e—>\($1+"'+1’n) |: ] dz;---dz,
0 0 0 _)\ u=t—x1——Tn
11 to—x1 thn—T1— - —Tn—1
:/\"e”/ / / ldzy - - - day,.
0 0 0

Igy

|
:%/u-/ldxl...dwn.

T+ +x <y
z;>0,i=1,....,n

Végrehajtva az x1+---+x; =vy;, ¢ =1,...,n helyettesitést, a helyettesités Jacobi-métrixa
determinansanak abszolut értéke 1, és az x1+---+x; <t;, x; >0, i=1,...,n integralasi

tartomany az y; <t;, i=1,...,n, 0<y; <ys <---<y, integralasi tartomanyba megy at. Igy
n' t1 to tn
0 Y1 Yn—1

Azt kell még megmutatni, hogy a (14.18) formula jobb oldala megegyezik a (0,¢) inter-
vallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozok n elemi rendezett mintajanak eloszlas-
fiiggvényének a (tq,...,t,) helyen felvett értékével. Legyenek Xi,..., X, fliggetlen, a (0,¢)
intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok. Meghatarozzuk az X7, X35, ..., X
rendezett minta elemeinek egyiittes stirtiségfiiggvényét. ElGszor az egyiittes eloszlasfiiggvényii-

ket hatarozzuk meg:
FX{,X;,...,X;§<$17 . 73371) = ]P)()(;< < $1,X§ < Zg,... ,X;: < .Tn), T1,...,Tpn € R.

Csak olyan 1, ..., x,-ekre vizsgdlodunk, melyekre 0<z;<zo< - <z, <t. Az, hogy z;€(0,t)
annak a kovetkezménye, hogy a mintank (0,¢)-n egyenletes eloszlasra van. A névekvs sorrend

pedig annak, hogy ha példaul z; > x,, akkor X < X <x9 <27 miatt Xi <z, igy

P(X] <z, X5 <woy..., X} <) =P(X; <x9,..., X <ux,).
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Ezért amikor az egyiittes stiriiségfiiggvényt hatarozzuk meg derivalassal, az x; valtozo szerint
konstans fﬁggvényt kell derivalni, igy az ilyen helyeken a stiriségfiiggvény nulla.
Tehat 0< oy <29 <--- <2, <1t esetén

P(X] <21, X5 <xo,..., X} <x,)= / / —dy; ..

yla 7yn
yb<xul 17 -
1
y17 yn)G Ot

Y1<<Yn, ¥i <z, 1=1,...,n

ugyanis P(X| <z, X) <mo,..., X! <z, az Xj,..., X, minta egy fiiggvényének varhato
értékekeént irhato fel, és az Xi,...,X,, minta egyiittes stirtségfiiggvénye:

L ha y€(0,t), i=1,...,n,

tn
fX17---7Xn (ylu cee 7yn> =
0 egyébként,

az utolso lépésben pedig az integrandus yq, ..., y,-ben valoé szimmetriajat, illetve azt hasznél-
tuk fel, hogy egy permutacié matrix determinansanak abszolutértéke 1-el egyenld.
Ezért

2 ha 0<z <2< <, <,

fX;,...,X;; (1317 ce 7%) =
0 egyébként.
Osszefoglalva, minden n€N és 0<t; <ty <---<t, <t esetén
]P)(Xik<t1,X;<t2,.. X <t / / l1dz, ..
l’lgh 1=1,....n
0<z) <ot <t (14.19)
] t1 to tn
L
t 0 1 Tn—1
Ez utobbi pedig megegyezik (14.18) jobboldalaval. O

14.18. Kovetkezmény. Legyen {& :t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor
minden ne€N és t>0 esetén Ti,..., T, 1 egyiittes eloszlisa a {T,,=t} feltételre vonatkozdan
megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldsbol vett n—1 elemd rendezett minta

egyiittes eloszldasdval.

Bizonyitas. Hasonldéan bizonyithat6, mint a 14.17. Tétel. U

14.19. Megjegyzés. Ha példaul & =3, és arra vagyunk kivancsiak, hogy a (0,1) iddinterval-
lumban varhatoéan milyen id6pontokban kovetkezett be a & =3 Altal jelzett 3 darab esemény,
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akkor azt mondhatjuk, hogy a bekévetkezési id6pontok egyiittes eloszlasa a (0,1) intervallu-

mon egyenletes eloszlasra vett 3 elemd rendezett minta eloszlasaval egyezik meg. Jelolje X7,

X5, X; a szobanforgd rendezett mintat. Ismert, hogy E X = i, i=1,2,3. Igy a szobanforgé
3 darab esemény varhatoan az 1/4, 2/4 és 3/4 id6pontokban kovetkezett be. O

Az alabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogyan jon be a Poisson-folyamatnal a binomialis el-

oszlés.

14.20. Allitas. Legyen {&:t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor minden
O<u<t és neN esetén &, feltételes eloszldsa a & =mn feltételre vonatkozoan n-edrendi,

u/t paraméterd binomidlis eloszlds. Azaz minden 0 <u <t és k<n, k,neN esetén

re, == = (7) (2 (297" - () 252

Bizonyitas. A Poisson-folyamat tulajdonsigai alapjan

]P’(fu:k]gt:n):P(guzk,ft:n) P =k &—Eu=n—F)

P(& =n) P(& =n)
_ P(Su = k)P<§t_£u :n_k) _
P(& =n)

)\uk_u)\—unfk_ —U
B (k:!) o (zn—?)! e N7 _ (n) uk (t—u)"*

)™
() =Mt

n!

4

14.21. Allitas. (Poisson-folyamatra vonatkoz6 nagy szamok erds tOrvénye) Legyen
{&:t >0} eqy A>0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor

P ({w €Q: lim ft(t“) - )\}) ~1.

Bizonyitas. Legyen ¢ >0 tetszélegesen rogzitett. Ekkor & definicioja miatt T¢, <t <T¢ 1.

Ha w e Q olyan, hogy & (w) >0, ugy

Toww) ot Tawn@) _ Town @) &w)+1
E(w) &w) §i(w) G(w)+1 &(w)

Megmutatjuk, hogy P(lim; o & = +00) = 1. Tudjuk, hogy P-m.m. w € Q esetén a t €

(14.20)

€ [0,00) = &(w) trajektoria monoton novekvs. Tegyiik fel, hogy valamely w € Q esetén a
t€]0,00) & (w) trajektoria korlatos. Ekkor létezik olyan (w-tol fiiggs) noeN és ¢y € [0, 00),
hogy &,(w) =mng ¢és &(w) <mp barmilyen ¢ € [0,00) esetén. Igy & definicidja alapjan
Thot1(w) >t, ha t€[0,00). Felhasznalva, hogy

P(3ng €N:Tpyi1 >t,Vt€[0,00) <P(3ngeN:Tpq >1), te[0,00),
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és limy oo P(Ing € N: T, 41 > 1) =0, kapjuk, hogy P(3noeN:T,,.1 >t Vte[0,00))=0.
Ezért P-mm. w € Q esetén a t € [0,00) — &(w) trajektoria nem korlatos. Felhasznalva,
hogy egy monoton novekvs, nem korlatos (valos) sorozat +oo-hez konvergal, kapjuk, hogy
P(limy 00 & = +00) = 1. A nagy szamok erds torvénye alapjan tudjuk, hogy
T, e 1
— = M —Em=—, P-mm.
n n A
Mivel P(lim o & =400) =1 és & nemnegativ egész értéki, kapjuk, hogy
T, 1
— = —, P-m.m. 14.21
& a2

Mivel P(lim; o & = 400) =1, az is kovetkezik, hogy
P({wemat@o:@(@>o,w>to}) —1.

Igy (14.20) és (14.21) alapjan P-m.m. w € Q) esetén

1 t t 1
— < liminf < lim sup

NS Ew) ST e Sy

Ezért P-m.m. w € ) esetén létezik a lim; o % hatarérték és %—Val egyenlS. Ebbdl mar

kovetkezik a bizonyitando allités. U

14.22. Példa. (Sziiletésnapi probléma és Poisson-folyamat) Valoszintiségszamitasbol is-
merjiik azt a problémat, hogy legalabb hany embert kell elhelyezni egy szobaban, hogy annak
a valoszintisége, hogy legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja legalabb 0.5 le-
gyen (az éveket és szokénapokat nem szamitva)? Jelolje k az elhelyezendd emberek szamat,
ke{l,...,365}. Ekkor

P(legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja)

=1 —P(mind a k embernek maskor van a sziiletésnapja)

F365—i 365!
—1— —
.H 365 (365 k)! 365+

mely valoszintiség k = 22 esetén 0,476 koriili, illetve k£ =23 esetén 0,507 koriili. Tehat
legalabb 23 embert kell elhelyezni a szobaban.

Tekintsiik a kévetkezd valtozatat a sziiletésnapi problémanak. Feltételezziik, hogy egy vélet-
lenszertien kivalasztott ember sziiletésnapja az év 365 napjan egyenletes eloszlasi. Az emberek
egyesével 1épnek be egy szobaba, és jeldlje K azt, hogy hanyadik embernél teljesiil elGszor az,
hogy a szobaban levé emberek koziil legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja.
Hatarozzuk meg K varhato értéket! A kérdést tgy véalaszoljuk meg, hogy tekintjiik a feladat
egy folytonos ideji valtozatat (bedgyazasat). Legyen {& :t >0} egy A =1 paraméteri
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Poisson-folyamat, és tegyiik fel, hogy az emberek ezen Poisson-folyamat szerint (a Poisson-
folyamathoz tartozo egymast kovets "felujitasi” id6pontokban) lépnek be a szobaba. Minden
egyes embert egymastol fiiggetleniil megjeloliink a 365 sziiletésnap egyikével, mind a 365 szii-
letésnapot egyenlds eséllyel valasztva. Ilyen modon az eredeti {&,:¢ >0} Poisson-folyamatnak

365 darab ritkitasat kapjuk, melyek a 14.13. Allitas szerint egymastol fiiggetlen -paramétret

1
Poisson-folyamatok. Jelolje (1,)nen az egyes emberek érkezései kozott eltelt id?ﬁ?:ilrtamokat (a
{&:t>0} Poisson-folyamatban), azaz 7, az n-edik és (n—1)-edik ember érkezése kozott eltelt
id6tartam, ahol n€N. A feltételezéseink miatt (1, ),en fliggetlen, 1-paraméterti exponencialis
eloszlasu valoszintiségi valtozok. Jelolje tovabba T' az els6 olyan idGpontot, amikor a szobaban

levé emberek koziil legalabb két embernek ugyanakkor van a sziiletésnapja. Ekkor

K
T= Z i,
i=1
ahol (7;)ien és K fiiggetlenek. Tovabba,
E(T) =E(E(T| K)) =E(KE(mn)) = E(K),

ahol felhasznaltuk, hogy 7; 1-paramérd exponencialis eloszlasu, és igy varhato értéke E(n;)=1.
Tetszoleges k=1,...,365 esetén jelolje Zy az els olyan idépontot, amikor a masodik olyan
ember belép a szobaba, akinek a k-adik napon van a sziiletésnapja (k-tipust sziiletésnap”).
Ekkor T =ming—; 3¢5 Zx, Tovabba, Z; egy %—paraméterﬁ Poisson-folyamatban a méasodik

"esemény (feltjitas)” idSpontja, és ezért a 14.10. Allitas alapjan Z; 2-odrendii, %—paraméterﬁ

Gamma eloszlasi minden k=1,...,365 esetén, azaz Z; strtségfiiggvénye
1\2 21 — T
(%) 2?7 le 365 ok
ka (Z’) _ (2 — 73652 ha > 0,
0, ha =<0,

és tetszbleges = > 0 esetén, parcidlis integralassal,

" oS 1 1 T 365)e~ 5
IP’(Zz<:<a:)=/ e dt= ([—365te_365}0—|—365/ o3 dt) _q_ (w+365)e s
0

o 3652 365
A Zy,..., 7, valosziniliségi valtozok fliggetlenek is, ugyanis azon %—paraméterl’i Poisson-

folyamatok, melyeknél a mésodik “esemény (feltjitas)” id6pontjai, fiiggetlenek egymastol (lasd
14.13. Allitas). Igy tetszéleges 2 >0 esetén

P(T}x):P( min Zk>x):]P’(ZlEx,...,23652x):(P(Zl>x))365

k=1,...,365

B ((x+365)e_3§5)365 B <1+ x )365 o

Ezért a 3.7. Tétel (xxii) része alapjan

E(K):E(T):/OOOIP’(T>x)dx:/OOO (1+—) e~ da,

mely integral értéke kozelitleg 24,6166 (numerikusan szamolva). O
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14.23. Példa. (Varakozasi paradoxon és Poisson-folyamat) Legyen {&:t>0} egy A>0
paraméteri Poisson-folyamat. Tetsz6leges ¢ >0 esetén, a t idGponttal bezardlag a legutolsod
felajitas idépontja T, a kovetkezd felajitas pedig a T,41 id6pontban fog bekdvetkezni.
Nyilvan T, <t < T¢41. Amennyiben ¢&-re gy gondolunk, mint egy buszmegalloban az

egymast kovetd buszok szdma a t id&ponttal bezardlag, akkor rogzitett ¢ >0 esetén
o {—T¢: a t id6pontbeli érkezésiink és az ezelGtt érkezett busz érkezési ideje kozott eltelt
idg,
o T¢i1—t: a t id6pontbeli érkezésiink utan a kovetkezs busz érkezéséig eltelt idg,

® Tey1—T¢: a t id6pontbeli érkezésiink el6tt és utan érkezd két busz kovetési ideje.

Mivel T¢,41—T¢, =g, +1, természetes lehet azt varni, hogy E(T¢41—T¢,)=7%, azonban kideriil,

hogy ez hibés, ugyanis a helyes formula

2_ ef)\t

E<T§t+1 _Tﬁt) = \ )

melyet az alabbiakban belatunk. Ezt a meglepd eredményt hivjdk varakozasi paradoxonnak

vagy Feller-paradoxonnak.
Meghatéarozzuk az E(T,.1) és E(1;,) véarhato értekeket kiilon-kiilon. Ekkor E(7¢4q) =
=E(E(T¢41|&)), és belatjuk, hogy tetszbleges k € Z, esetén

1
E<T§t+1 |€t = k) - E(Tk+1 ’£t = k‘) — t_'_X

Tetsz6leges b >0 és k€ Z, esetén,

P(Thi1 <b,&=k) =P(Ths1 < b, Ty <t <Thq1) =P(Th + 11 < b, T3 <t < T +1ps1)
=Pt =T, <1 <b—=T}, T, < 1),

mely O-val egyenls, ha t>b, és t<b esetén, mivel T} és my.q fiiggetlenek, és 7). k-adrendii

és A-paraméteri Gamma-eloszlast (lasd 14.10. Allitas),

b—s

t
P(Thi1 <b,&=k)= / ( JTemes (8, 2) dx) ds
0 t—s

t b—s yk k—1,—As t \kk—1,—2As
:/ (/ )‘S—e/\e—km dx) ds :/ A'st e (e—)\(t—s)_e—A(b—s)> ds
o \Jies  (k=1)! o (k=1

AE AR DV N ey [
S = e [
k k
— ()Z') (e—)\t_e—/\b): ()\ktl) e—/\t(l_e—/\(b—t))

—P(& = k)Pl < b—1).
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Igy tetszéleges b>0 és k€ Z, esetén,

1—e =D ha t<b,
0 ha t>b,

P(Thp <b|&=k)=

és ezért
1

JE(TM\gt:k):/ b(1—e—*<”—t>)db:/ (g+t)(1—e_xg)d5:x+t.
t 0

Kovetkezésképpen, E(Ty1|&) =t+5, melybdl kovetkezik, hogy

1
E(Ter1) =t+.

A
Tovabba, E(T,)=E(E(Tg |&)), ahol belatjuk, hogy
tk
E(T; =k)=—— keZ,.
( ft ‘ft ) k+17 6 +

(14.22)

A k=0 esetben ez trividlisan teljesiil, ugyanis 7Ty = 0. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy
keN. A 14.17. Tétel alapjan a {& =k} feltétel mellett T, eloszlasa megegyezik k darab,

a (0,t) intervallumon vett egyenletes eloszlasi véletlen valtozé maximuménak az eloszlasa-

val, azaz max(Xy,...,X;) eloszlasaval, ahol Xi,..., X} fiiggetlen, a (0,t¢) intervallumon
egyenletes eloszlasi véletlen valtozok. Igy E(Tp, | & = k) = E(max(Xy, ..., X})), k€N. Mivel

max(Xy,..., Xy) eloszlasfiggvénye Flaxx,,. x,) R —[0,1],
0, ha x <0,
Faax(x,...x) (@) = P(max(X1,..., X;) <) = (P(X; <2)) ={ (2)* ha 0<z
1, ha x >t,

Ezért € ;
E(T, =2t —p ,
(Te 1) &+1 &+1
amibdl .
E(T:)=t—tE
(1) =t ()
Itt
o0 k oo k oo k—1
E < 1 1) _ - 1 - ()‘l;) ef)\t _ ef)\t Z ](:‘t>1 ‘ _ ef)\t Z ()‘2'
&+ il = (k+1)! k=1
ef/\t A\ 1— ef)\t
_ - —1) =
A ( ) N
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igy
1—e M 1 e M
E(Ty) =1t— =t—~+—. 14.23
(T¢,) 5 St (14.23)
Kovetkezésképpen, (14.22) és (14.23) alapjan kapjuk, hogy
2 e—)\t
E(TftJrl - Tét) = E(T£t+1) - E(Tgt) = X - T
Lathato az is, hogy
- 2 _ E(ni) 1
tirono ( &e+1 ft) )\ E('r]]_) (771) )\
Tovabba,
1
E(Te+1—t) = 1 =E(m),
és N
1 e” 1

t

A kovetkezGkben a nemstacionéarius Poisson-folyamattal és az 0sszetett Poisson-folyamattal

foglalkozunk.

14.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy {& :t > 0} nemstacionarius (méas néven inho-
mogén) Poisson-folyamat A(t), ¢ >0, intenzitasfiiggvénnyel (ahol \(t), t >0, egy

nemnegativ, lokdlisan integrdlhatd figgvény), ha
(i) & =0 és nemnegativ egész értéki,
(ii) figgetlen novekményi,

(ili) tetszdleges t >0 esetén P(§on—E& =2)=o0(h) és P(&pn—&=1)=A(t)h+o(h) amint
h —0,
(iv) a [0,00) 2t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

(Azon, hogy A(t), t >0, lokdlisan integrdlhatd azt értjik, hogy [0,00) minden véges részin-

tervallumdn integrdlhato figguény.)

Vezessiik be az m(t) := fot A(s)ds, t>0, jelolest. Mivel A(t), t >0, lokélisan integralhato,
m(t) € [0,00), t>0. Megmutathato, hogy minden n €N és s,t>0 esetén

P(§s—&=n) = (mit 57)2,_ ML) ~m(rs)=m(e), (14.24)

Tehéat &4s—&s Poisson eloszlasi m(t+s)—m(t) paraméterrel. Specidlisan & Poisson eloszlast
m(t) varhato értékkel, ezért az m(t) fliggvényt a folyamat varhato érték fliggvényének is
szokas hivni. Abban a specialis esetben mikor A(t) =\ (azaz {&:t>0} egy A\ paraméter(
Poisson-folyamat), m(t) = At.
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14.25. Definicid. Azt mondjuk, hogy az {X;:t>0} sztochasztikus folyamat X paraméterti
Osszetett Poisson-folyamat, ha elddllithato

&t
X,=)Y, t=0 (14.25)
=1

alakban, ahol {&:t>0} X paraméterd Poisson-folyamat, Y1,Ys,... Y, ... figgetlen, azonos

eloszldsi valdszindségi vdltozok, melyek figgetlenek a {& :t >0} Poisson-folyamattol is.

14.26. Megjegyzés. (i) Az Y, =1, ne N valasztassal X, =&, ¢t >0, igy visszakapjuk

a szokésos Poisson-folyamatot.

(ii) Tegyiik fel, hogy egy sporteseményre buszok szallitjak a nézdéket. Jelolje & a t idépontig
indul6 buszok szamat és tegyiik fel, hogy {&;:t>0} Poisson-folyamat. Tegyiik fel tovabba,
hogy az egyes buszok altal szallitott utasok szamat leir6 valoszintiségi valtozok egymaéstol
fiiggetlenek és azonos eloszlasiak. Jelolje X; a t idGpontig a rendezvényre megérkezett
nézok szamak. Ekkor {X;:t>0} Osszetett Poisson-folyamat, a (14.25) reprezentaciéban
Y, jelenti az n-edik busszal érkez§ utasok szamat.

O

254



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

15. Diszkrét ideji martingilok

Legyen (Q,.A) mérhetSségi tér. Az 1, 2, ... pozitiv egészeket idépontoknak nevezziik. Jelolje
minden n €N esetén F, azoknak az eseményeknek a halmazat, melyekrdl az n idGpontban
mar tudjuk, hogy bekévetkeztek-e, vagy sem. Ekkor (F;,),en monoton névekvé rész-o-algebra

sereg A-ban, azaz F,, C F,,11 C. A minden n €N esetén.

15.1. Definici6. Legyen (€2, A) mérhetdségi tér, és minden n € N esetén F, C A rész-o-
algebra.

Azt mondjuk, hogy az (Fp)nen sorozat filkrdcio (szdrés), ha Fi C Fo C---.

Azt mondjuk, hogy véletlen viltozék (X, )nen sorozata adaptdlt az (F,)nen filtrdcidhoz, ha
minden n €N esetén X, F,-mérhetd, azaz o(X,) C F,.

Véletlen valtozok (X, ),en sorozata akkor és csak akkor adaptalt az (F,)nen filtraciohoz,
ha tetszéleges n €N id6pontban a rendelkezésre all6 informaciok alapjan tudjuk X, értékét.
Nyilvan véletlen valtozok tetszéleges (X, )nen sorozata adaptilt a (FX),ey természetes

filtraciohoz, ahol FX = o(Xy,...,X,), ¢s ez a legsztikebb szirés, melyhez az (X, )nen
sorozat adaptalt.

15.2. Definici6. Legyen (Q, A, P) waldszintségi mezd, (X, )nen véletlen vdltozdk sorozata,
mely adaptdlt valamely Fy CFo C---CA filtracichoz, és minden neN esetén E(]X,]) < oco.
Azt mondjuk, hogy az (X, Fpn)nen Sorozat

(i) martingdl, ha minden n €N esetén E(X,i1|Fn) =X, P-m.m.,
(ii) szubmartingdl, ha minden neN esetén E(X, 11 |Fn) =X, P-m.m.,
(iii) szupermartingdl, ha minden n €N esetén E(X,.1|F,) <X, P-m.m.

Azt mondjuk, hogy a (X,)nen sorozat martingdl, szubmartingdl, illetve szupermartingdl, ha az

(X, F)nen  sorozat martingdl, szubmartingdl, illetve szupermartingdl.

Ha X, egy jatékos elGjeles vagyona az n idépontban, akkor martingal esetén a jaték igaz-
sdgos, szubmartingal esetén a jaték elényos, szupermartingél esetén pedig hatranyos a jatékos
szamara.

Nyilvan
(i) martingal esetén E(X;) =E(X,) =E(X3)=...;
(ii) szubmartingal esetén E(X;) <E(X) <E(X3) <...;

(ili) szupermartingdl esetén E(X;) > E(Xy) > E(X3) > .. ..
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Ha az (X, F,)nen sorozat martingal, szubmartingal, illetve szupermartingal, akkor az
(X, )nen sorozat is martingal, szubmartingal, illetve szupermartingal. Valoban, mivel X,, F--
mérhetd, azt kell csak ellendrizniink, hogy tetszdleges n € N esetén E(X,, 41 | FX) = X,, P-m.m.
Mivel FX C F,, n € N, a toronyszabaly (8.5. Tétel (vii) rész) alapjan

E(Xni1 | ) =E(E(Xop1 | Fo) | FY) =E(X, | FY) =X,  P-mm.
Ha (X, Fn)nen szubmartingal, akkor (—X,, F,)nen szupermartingal.
15.3. Tétel. Ha az (X,, Fp)nen SoTOZAL
(i) martingdl, akkor minden n,k €N esetén E(X,1r|Fn) = Xn;
(ii) szubmartingdl, akkor minden n,k €N esetén E(X, i |Fn) = Xy ;
(111) szupermartingdl, akkor minden n,k € N esetén E(X, | Fn) < X,.

Bizonyitas. Teljes indukcioval igazoljuk az (i) részt. Tetszéleges n€N és k=1 esetén teljesiil az
allitas a martingél definicioja miatt. Tegylik fel, hogy tetsz6leges neN és 1,.. ., k esetén teljesiil
az allités, és mutassuk meg, hogy tetszbleges n €N és k+1 esetén is teljesiil. Felhasznélva, hogy

Fn C Fayi1, a toronyszabaly és az indukcids feltevés alapjan kapjuk, hogy
E(Xn+k+1 |fn) = E(E(Xn+1+k ’ -’rnJrl) ’fn) = E(XnJrl ’fn) = Xy,
ahol az utolso egyenlGségnél azt hasznéltuk, hogy X, mérhet§ F,-re nézve a martingal defini-
ci6ja miatt.
A (ii) és (iii) részek hasonloan igazolhatoak. O

15.4. Példa. Legyenek Y7, Y5, ... fliggetlen, integralhato véletlen valtozok, és legyen X, :=

Yy, n € N. Ekkor belatjuk, hogy az (X,)neny sorozat
-1

k

(i) martingal, ha minden k€N esetén E(Yy)=0;
(ii) szubmartingal, ha minden k€N esetén E(Y}) > 0;
(ili) szupermartingal, ha minden k€N esetén E(Y) <O0.

Nyilvan, FX =o(Xy,..., X,) =0(Y1,...,Y,) =F", mert

100 - 0
X4 Y;
. 110 - 0|
X, : Y,
111 1
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Az X, véletlen véaltozd FX-mérhetd, és

n

E(1X.)) <) E(JYi]) <o0, neN

i=1

Tovabbé, tetszéleges n€N esetén, felhasznalva, hogy FX=FY és Y, fiiggetlen FY -t6l, kapjuk,
hogy

n+1 n+1

E(Xu | Fo) =) EYi|F) =) EY|F)=Yi+ 4V, +E(Yon) = X, +E(Yar1),
=1 =1

melybdl kovetkezik az allités. O

15.5. Példa. Legyenek Y7, Y, ... fiiggetlen, integralhatd pozitiv véletlen valtozok, és legyen

X, := ][ Yx, n€N. Ekkor az (X,),en sorozat
k=1

(i) martingal, ha minden k€N esetén E(Yy)=1;
(ii) szubmartingal, ha minden k€N esetén E(Y}) > 1;
(ili) szupermartingal, ha minden k€N esetén E(Y;) < 1.

Nyilvan, FX = o(Xy,...,X,) = o(Y3,...,Y,) = FY, mert ha (Yi,...,Y,) adott, akkor
(X1,...,X,) kifejezhets a definicié alapjan, illetve ha (X, ..., X)) ismert, akkor

:&7 Y, = Ao )
Xl Xn—l

i=Xy, Y

melyek jol definidltak, mert Y;, i =1,..., n, pozitivak, és igy X;, i =1,...,n, is pozitivak. Az

X, véletlen valtozo F.X-mérhetd, és
E(X,)) =E(X,)=][]E(Y;) <o, neN
Tovabbé, tetszéleges n€N esetén, felhasznalva, hogy FX=FY és Y, fiiggetlen FY -t6l, kapjuk,

hogy

= Xn E(Yn—i-l ’f:;> - Xn E(Yn+1)7

melyb6l kovetkezik az allités. 0

15.6. Példa. Legyen (9, A,P) valoszintségi mezs, Fy C Fo C--- C A filtracio, Y olyan
véletlen valtozo, hogy E(|Y|) < oo, éslegyen X, :=E(Y |F,), neN. Ekkor az (X, F.)nen

sorozat martingal.
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Az X, véletlen valtoz6 F,-mérhets a feltételes varhato érték definicidja miatt. Tovabba,
E(1Xn]) = E(EY | Fo)]) SEE(Y][Fn)) = E(]Y]) < o0,
és
E(Xni1 [ Fn) =EEY [ Foia) | Fo) =E(Y | Fn) =
U

15.7. Allitas. Ha (X,, Fn)nen martingdl, és minden k€N esetén E(X}) < oo, akkor az
X1, Xo—Xy, X3—Xy, ... véletlen valtozok paronként korrelalatlianok.

Bizonyitas. Nyilvin E(X;— X, 1)=0 minden k>2 k€N esetén, igy tetszbleges 2<j <k
esetén

Cov(X; — X, 1, Xp— Xj_1) = E [(X; ) (Xi — Xp—1)]
E[ 1><Xk—Xk 01 Fi]|
E[(X

E(Xkr— Xi-1| Fi1)] =0,

hiszen egyrészt j < k—1 miatt o(X;—X;_1) CF; C Fj—1, mésrészt E(X)—Xj_1|Fp1) =
A Cov(X1, X — Xj_1), k > 2, kovariancidk hasonloan kezelhetGek. O
Tehat a négyzetesen integralhaté martingalok elGallnak paronként korreldlatlan val6szinii-

ségi valtozok részletosszeg—sorozataként, ugyanis,
Xn = X1+(X2—X1)+<X3—X2)+ . +(Xn—Xn,1)

15.8. Tétel. Legyen ICR (nem feltétleniil korldtos) intervallum, g:I—R konvex figgvény, és
Xy, X, ... olyan véletlen vdltozok, hogy minden k€N esetén Xpel m.b., és E(]g(Xy)|)<oo
Fkkor (9(X,), Fn)nen Szubmartingdl, ha az aldbbi feltételek valamelyike teljesil:

(1) (X, Fn)nen szubmartingdl és g monoton nivekvd;
(i) (Xn, Fn)nen martingdl.

Bizonyitas. A feltételek miatt E(|g(X%)|) < oo, k € N. Tovabbé, mivel g : I — R konvex, igy
Borel-mérhetd is, melybdl kivetkezik, hogy g(X, ) mérhets F,-re nézve. Legyen j < k. Ekkor
(i) esetén (X, Fn)nen szubmartingalsaga miatt X; < E(Xy|F;), igy ¢ monotonitésa
miatt ¢(X;) < g(E(Xy|F;)). Tovabba (ii) esetén (X, F,)nen martingdlsiga miatt X; =
=E(X)|F;), igy 9(X;)=g(E(Xy|F;)). Mindkét esetben g konvexsége miatt a feltételes
Jensen-egyenlGtlenség alapjan

9(X;) <g(E(Xk| Fy)) <E (9(Xi) | F;),

tehat (9(X,), Fn)neny szubmartingal. O
Példaul ha (X, F)nen martingél, akkor (|X,|, F)nen szubmartingal.
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15.9. Definicio. Legyen (2, A,P) wvaldszindiségi mezd, és (Z,)nen véletlen viltozok sorozata,
mely adaptdlt valamely Fi C Fo C--- C A filtrdcichoz.
Azt mondjuk, hogy a (Zn, Fp)nen SoTOZOL

— novekvd, ha minden n €N esetén Z, < Z,1 m.b.,

— eldrejelezheté (prediktdlhaté), ha Z; =0 m.b., és minden n € N esetén Z,.q

F.-mérhetd.

Nyilvan, ha (Z,, F,)nen n6vekvs, akkor 73 <Zs<. .. teljesiil 1 valoszintiséggel, hiszen meg-
szamlalhato sok 1-valosziniiségii esemény metszete is 1-valoszintiségi esemény. Ha (Z,, F,,)nen

elérejelezhets, akkor a 7, értékét mar az n—1 id6pontban tudjuk.

15.10. Tétel. (Doob-felbontas) Tetszdleges (X, Fn)nen szubmartingdl esetén léteznek olyan

(Yo)nen €8 (Zn)nen véletlen vdltozokbol dllo sorozatok, hogy
(i) X, =Y, +Z, tetszileges n € N esetén,
(i) (Y, Fn)nen martingdl,

(i) (Zn, Fu)nen novekvd, eldrejelezhetd sorozat. (Ilyenkor Z, > 0 P-m.m. tetszdleges n € N

esetén.)

Ilyen tulajdonsdgokkal rendelkezd (Y, )nen €S (Zn)nen sorozatok P-m.b. egyértelmien meg-
hatdrozottak.

Bizonyitas. Tekintsiik X,,-nek az alabbi felbontasat:
Xo=X1+) (X—Xpm1) =X+ Y ((Xk —E(X), | Fior)) + (E(Xy | Fror) —Xk_1)>,
k=2 k=2

mely motivalja az aldbbi Y,, és Z,, véletlen valtozok bevezetését. Legyen Z;:=0, Y;: =X, és

n = 2 esetén

n

Vo=Xi4+ Y [Xe—E(X; | Fct)],  Zo=)_ [E(Xk| Fir) = Xim).
k=2 k=2

Ekkor nyilvian minden n € N esetén E(|Y,|) < oo, Y, mérhets F,-re nézve, és
E(Yni1 —Ya|Fn) =E [XnJrl —E(Xot1 [ Fn) "Fn} =E(Xpt1 | Fn) —E(Xnt1 [ Fn) =0,

melybdl kévetkezik, hogy E(Y,,41 | F) =E(Y,, | F.) =Y, tehat (Y, F)neny martingal. Tovabba
minden n €N esetén Z, >0, mert minden k€N esetén E(Xj|Fr_1)—Xg_1 =0, hiszen
(X, Fn)nen szubmartingél. Az indoklasbol az is kovetkezik, hogy Z,, < 7,11 P-m.m. tetszéleges
n € N esetén. Mivel minden k € N esetén E(Xy | Fr_1) — Xg_1 Fr_1-mérhets, ezért minden
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n €N esetén Z,.1 F,-mérhets, tehat (Z,, F,)nen noévekvs, elérejelezhets sorozat. Végiil
minden k €N esetén .
Yot Zn = X1+ (Xp—Xp1) = Xo,
k=2
tehat az (Y )nen €8 (Zn)nen sorozatok rendelkeznek a megfelel tulajdonsagokkal.
A P-m.b. egyértelmiiség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy az (?n)neN és (Zn)neN sorozatokra
is teljestilnek az (i)—(iii) tulajdonsigok ugyanazzal az (F,)nen filtracioval. Ekkor minden neN

esetén

Znir—Zn = (Xps1 = Yoi1) = (X = Y,) = (Vo1 + Zngs — Y1) — (Yo + Z, — Yy)
= (Zn+1 - Zn) + (Yn+1 - Yn) - (}77%1 - ?n)
Felhasznélva, hogy 7,1, Z,, Zn+1, Zn meérhet&ek F,-re nézve a prediktalhatosig miatt, véve az
el6z6 az egyenletnek a feltételes varhato értékét az F,, o-algebrara vonatkozoan, azt kapjuk,
hogy
Zyir — Zy = Znsr — Zn.
Mivel Z; =27, =0, igy minden n€N esetén Z,=Z,, ezért Y, =X, —Zn=Xp—Zn="Yy. O

A Doob-felbontésban szerepld (Z,)nen sorozatra nyilvan teljesiil E(|Z,])<oo, hiszen |Z,|<
| X | +]Y5], melybdl kovetkezik, hogy E(|Z,]) <E(| X,|)+E(|Y,]) <oo, hiszen a szubmartingalsag
miatt E(]X,|) < co és a martingalsag miatt E(|Y,]) < co.

Haaz (X, )nen sorozat novekve és adaptalt az (F,)nen rész-o-algebra sereghez és E(|.X,,|) <
<00, n€N, akkor E(X,11—X, | F,)=0 (hiszen X, 11 —X,,>0) miatt E(X,, 1 | F,) ZE(X, | Fn)=
= X, melybdl kovetkezik, hogy (X, Fn)nen szubmartingdl, de nem feltétleniil el6rejelezhetd,
ezért nem feltétleniil X, =04+ X,, a Doob-felbontasa!

15.11. Definicié. Legyen (2, A) mérhetdségi tér, F1 C FoC---CA filtracid. Azt mondjuk,
hogy az «:Q — NU{oo} wvéletlen vdltozé (opciondlis, vagyis vdlaszthato, azaz megengedett)
megdlldsi idépont az (F,)nen filtrdciora nézve, ha minden neN esetén {weQ:a(w)<n}e
€ Fn.

Vagyis tetszéleges n id6pontban a rendelkezésre allo informaciok alapjan el lehet doénteni,

hogy mar elérkezett-e az « véletlen id6pont, vagy sem.

15.12. Példa. (i) Ha véletlen valtozok (X, )neny sorozata adaptalt egy (F,)nen filtraciora
nézve, akkor tetszdleges B € B(R) halmazba valé elsé megérkezési id6pont:
ap(w):=inf{n e N: X, (w) € B} =min{n € N: X,,(w) € B}
(ahol inf () := oo) megallasi id6pont az (F,)nen filtraciora nézve, hiszen tetszéleges n € N
esetén
{we:apw)<n}=0\{weQ:ap(w)>n}
=Q\{we: Xj(w)¢B,...,X,(v) ¢ B} € F,.
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Vegyiik észre, hogy az F, := F.*

n ?

n € N, vilasztas mindig lehetséges.
(ii) Ha ceNU{oo} és a(w):=c¢, weQ, akkor a megallasi idSpont tetszdleges (F,)nen

filtraciora nézve, hiszen minden n € N esetén

0 ha n<ec,
{we:a(w)<n}=
Q) ha n>ec
Tehat minden determinisztikus idépont egytuttal megallasi idGpont is. U

15.13. Definicié. Ha « megdlldsi idépont az (Fp)nen filtrdacidra nézve, akkor az a-ig
bekovetkezd események (vagyis azok az események, melyekrdl az o iddpontban meg tudjuk

dllapitani, hogy bekovetkeztek-e vagy sem):
Foi={AcA:¥YneN esetén AN{w e Q:a(w) <n}eF,}.
15.14. Allitas. Ha o megdlldsi idépont az (Fo)nen filtrdciora nézve, akkor az F, halmaz
egy o-algebra. Specidlisan, ha N €N és a(w): =N, weQ, akkor F, valdban megegyezik Fy-nel.
Bizonyitas. Belatjuk, hogy Q € F,. Mivel 2 € A és a megéllasi idpont, kapjuk, hogy
Qn{a<n}={a<n}eF,, n e N.
Legyen most A € F,. Belatjuk, hogy Q\ A € F,. Ekkor Q\ A € A és felhasznalva, hogy
{a<n}=(An{a<n}h)U((Q\A)N{a <n}),
kapjuk, hogy
(Q\A)N{a<n}={a<n}\(AN{a <n}) € F,,

hiszen {a < n} € F, (mert a megallasi idépont), AN{a < n} e F, (mert A€ F,), és az F,
o-algebra zart a kiillonbségképzésre.
Legyenek most A; € F,, i € N. Ekkor |J;2, A; € Fy,, hiszen | J;°, A; € A és

ugyanis F,, definicioja miatt A;,N{a<n} e F,, i €N, és az F, o-algebra zart a megszamlalhato
unidképzésre.
Legyen a tovabbiakban N € N és a(w) := N, w € . Ekkor
ANP=0 ha n<N,

An{a<n} = neN,
ANQ=A ha n>=N,

és igy
Fo={A€A:VneNesetén AN{weQ:alw)<n}eF,}
:{AEA:AEFn, Vn}N}:]—“N,
ahol felhasznaltuk, hogy Fy C Fnyj, j € Z,. O
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15.15. Allitas. Ha véletlen vdltozok (X,)nen sorozata adaptdlt az (Fp)nen filtrdcichoz és
a megdlldsi idépont az (Fp)nen filtrdciora nézve, hogy P(a <oo) =1, akkor az X,:Q—R,

ZX ]l{a n} ) w €S

leképezés mérheld, tehdt véletlen vdltozo, st Fo-mérhetd is, azaz o(X,) C Fa-

Bizonyitas. Tetsz6leges x € R esetén

{(Xo<a}=J{Xo<za=n}=|J{X,<za=n}cA
n=1 n=1

hiszen {X,, <z,a=n}={X, <z}n{a=n}eF,CA, neN, mert X,, F,-mérhets (adaptaltsig)

és o megallasi id6pont. Tovabba, tetsz6leges N € N esetén

{X,<z}n{a <N} = U{Xn<x}ﬂ{a:n}€FN,

n=1
hiszen {X,, <z}nN{a=n} e F, CFy,n=1,...,N. O
Ha « korlatos, azaz o < m valamely m € N esetén, és E(|X,|) < oo, n €N, akkor
E(|Xa|) < oo, hiszen |X,|<max{|Xi|,...,|Xwn|}

15.16. Példa. Legyenek Y, k€N fiiggetlen véletlen valtozok, P(Y,=2F)=P(YV,=-2%)=1,

X, :=> Y. Ekkor (X,)nen martingdl, FX =o(Y1,...,Y,), és
j=1

[\

min{n: X, (w) >0} ha IneN melyre X,(w)>0,

a(w) =
00 ha VneN esetén X, (w) <0

megéllasi id6pont az (FX),en filtraciora nézve (alkalmazhatjuk a 15.12. Példa (i) részét B :=
= (0, 00) valasztassal). Tovabba, o 1 valoszintiséggel véges: P(a < oo) =1, de nem korlatos,
hiszen

- 1
P(a=00) =P(X, <0,n€N)=P(Y, = -2", ke N) < [[P(vi = —2") = 50 han—oo
k=1

Tovabba X, =2 m.b. Ugyan 1 és « olyan megallasi pillanatok, hogy 1< a m.b., viszont
mégsem teljesiil, hogy E(X, |F1) = Xi, mert a bal oldal 2-vel egyenlé 1 valészintiséggel, a
jobb oldal pedig 2 1/2 valoszintiséggel és -2 1/2 valosziniiséggel Ezért a kiovetkezs tétel nem

feltétleniil teljesiil nem korlatos megallasi id6pontokra. O
15.17. Tétel. (Opciondalis megallasi tétel) Legyen (X, Fn)nen
(i) martingdl, (1) szubmartingadl, (1) szupermartingdl,
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és legyenek o és [ olyan megdlldsi idépontok (F,)nen-re nézve, hogy a <, P(f<oo)=1,
E(|Xal) <oo, E(|Xg|) <oo, és

i i B, L 5)) = O
mely utobbi feltétel automatikusan teljesil, ha § korldtos. Ekkor (X, Xg; Fu, Fs)
(i) martingadl, (1) szubmartingdl, (1) szupermartingdl,
és 1gy, specidlisan:
(i) BE(Xp| Fa) = Xa, (i) BE(Xg | Fa) = Xa, (ii1) B(Xp | Fa) < Xa-

Bizonyitas. Az allitast elegendd szubmartingal esetén belatni (hiszen egy szubmartingal (—1)-
szerese szupermartingdl). Elegendé azt belatni, hogy tetsz6leges A € F, esetén E(Xgly) >
E(Xqa14). Ehhez pedig elegendé azt megmutatni, hogy minden n€N esetén E(Xglana=n})>
E(Xolan{a=n}), hiszen n € N-re szummazva és figyelembe véve azt is, hogy P(a < oo) = 1,
megkapjuk az el6z6 egyenlGtlenséget. Nyilvan AN{a=n}=An{a<n}N(Q\{a<n—-1}) e F,.
Igy, felhasznalva azt is, hogy a < 3, és, hogy (X,,, Fn)nen szubmartingal, kapjuk, hogy

E(Xolanfa=n}) = E(Xnlanfa=n}) = E(XpLanta=nin{s=n}) + E(Xnlanfa=nin{s>n})
< E(XnLanfamnings=n}) + E [E(Xpi1 | Fo) Lanfaznin{s=n})] -

Vegyiik észre, hogy AN{a =n}N{f=n} e F,, hiszen A € F, miatt AN{a =n} e F, és,
mivel 8 megallasi id6pont (F,)pen-re, {8>n}=Q\{B<n} € F,. Igy a feltételes varhato érték

definici6ja alapjan
E [E(Xnt1 | Fo)Langa=ningssn})] = E(Xni1 Lanfa=n)n(sznt1))-
Ezért, felhasznalva jra, hogy (X,,, Fn)nen Sszubmartingal és azt, hogy
An{a=n}in{f=2n+2} =An{a=n}NnQ\{f<n+1}) € Foi1,
kapjuk, hogy

E(Xa:ﬂ-Aﬁ{a:n}) = ]E(Xﬂ:ﬂ-Aﬂ{oz:n}ﬂ{an}) +E(Xn+1]]-Aﬂ{a=n}ﬂ{,82n+1})

E(Xs1 an{a=n}nin<p<nt1}) T E(Xnt1 1 anfa=njn{p=nt2})
E(Xs1an{a=n}nfn<p<nt1}) + E(Xnr2lanfa=nin{s=nt2})

NN

. <E(Xslanfa=ninfn<p<m)) F E(Xmi1Lanfa=n}n{s>m})
tetszéleges m >n esetén, azaz
]E(XB]]-AH{a:n}ﬁ{ngﬁgm}) > E(on]]-Aﬂ{a:n}) _E(Xm+1]1Aﬂ{a:n}r‘l{ﬁ>m})'

263



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

Ebbsl m — oo esetén

]E(X/B]lAﬂ{OéZH}) 2 lim sup [E(XaﬂAﬁ{a:k}) - E(Xm+l]1Aﬂ{a:n}ﬁ{ﬁ>m}):|

m—r0o0

= ]E(Xa ]]-Aﬂ{a:n}) — lim inf E(Xm—l—l :H-Aﬂ{a:n}ﬂ{,3>m})

m—r o0

2 E(Xoa]]-Aﬂ{azn}> - hmni}o%f E( |Xm+1 | ]]-Aﬂ{a:n}ﬂ{ﬁ>m})
2 E(Xa]]-Aﬂ{azn}> - hmni}o%f E(|Xm+1|1]-{6>m}) - E(Xa]]-Aﬂ{oz:n})a

ahol az utolso egyenl@séget a kdvetkezGképpen lathatjuk be. A varhato érték additivitasa miatt

lim inf B[ Xy 1|1 ggomy) = Eminf | B X gsminy) E(Xm [ Tg=miy) |

ahol a dominélt konvergencia tétel alapjan

lim E(|Xmi1|L{g=m+1}) =0,

hiszen tetszbleges w € (2 esetén

lim | X1 (@) [ Tgp)=mr1y = 0,

m

6 [ X1 |1 {p=mi1y < |Xp|, ahol E(|X4]) < oo. Igy
limniioréfE(|Xm+1|ll{/g>m}) = limﬁi}oféfE(‘Xerl|l{,B>m+l}> =0,
ahol az utolso egyenléség a feltétel miatt adodik. O

15.18. Megjegyzés. Ha (X, F,)nen martingdl és o olyan megéllasi id6pont (F,)pen-—Te
nézve, hogy a < N valamely N € N esetén, akkor tekintsiik a [(w):= N, w € Q megélasi
id6pontot. Ekkor a tétel alapjan X, =E(Xy | F,), ezért E(X,)=E(Xy)=E(X;). Tehat egy
igazsagos jaték esetén a jatékos nem javithatja (de nem is ronthatja!) a varhaté nyereményét
(megengedett, azaz valaszthato) véletlen megallassal (amely tehat csak a megallasi idépontig
felhalmozodo informéacion alapul), ha a megallasi id6 korlatos. Példaul ha a jatékos abban az elss
idépontban akar megallni, amikor nyerésbe keriilt vagy letelik az el6re rogzitett idétartam, akkor
lehet, hogy kicsi annak a valoszintisége, hogy veszitsen, de a vesztés esetén felleps (feltételes)
varhato veszteség éppen kompenzalja (kiegyenliti) a nyerés esetén keletkezd (feltételes) varhato

nyereményt.

15.19. Tétel. (Wald-azonossagok) Legyenek X1, X, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi vélet-
len vdltozdk, és E(|X|) < oco. Legyen T olyan megdlldsi idépont az (F:X)nen filtrdcidra

n

nézve, hogy E(T) < oo.

(i) Ekkor
E(X1+---+X;) =E(r) E(Xy).
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(1i) Ha méq az is teljesiil, hogy E(X?) < oo, akkor

E (((X1+. X)) _TIE(Xl))2> — E(r) Var(X)).

Bizonyitas. Az (i) részt mar beldttuk, lasd 3.12. Allitas (ii) része.

Tetszoleges n € N esetén

E (X1t + Xean) = (T AR E(X)))*) =E (Z(Xi—E(Xi))IL{T%})
=E (i(Xi_]E(Xi»l{T?i}) +E (X0 —E(X0))Lir2ny)

+2E ((Xn —E(X,))1{rony i(Xi —E(Xi))]l{r>z‘}> :

i=1
Mivel {r >i} € FX,, kapjuk, hogy

n—1

Lirsny Z(Xi —E(X;)) 10

i=1

mérhets az F-X | o-algebrara nézve és fiiggetlen (X, —E(X,,))-t6l, és ezért

]E ((Xn —E(X0) Lirzny Z_:(Xz —E(Xi))]l{@i})

i=1

—E(X,—-E(X,)E <]l{7>n} i(Xi - E(Xi))]l{@,»}>

=1

n—1
=0-E <1{T>n} > (X —E(Xi))ll{T%})

=1

=0.
fgy az S, == X144+ X,,, n €N, és Sy := 0, jelolést hasznalva, kapjuk, hogy
E ((ST/\n —(TAn) E(Xl))Q) —-E ((ST/\(n—l) —(tA(n—=1)) ]E(Xl))2)
=E ((X, —E(X,))*1{r=n}) = Var(X1) P(r > n), n€N.

Osszeadva ezen egyenldségeket 1-t6l n-ig, kapjuk, hogy

n

E ((Sran— (TAR)E(X1))?) = Var(X1) > P(r>j), neN.

j=1
Ezért a 3.7. Tétel (xxii) része alapjan
lim E ((Sran — (7 AR)E(X1))?) = Var(X;) Y P(7 > j) = Var(X;) E(r) < cc.
n—oo
7=1
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Hasonl6 modon adddik, hogy ha n > m, akkor

E ((Sran— (T AR)E(X1))?) —=E ((Sram — (T Am) E(X1))?)

=k ( > (Xj—E(Xj))ﬂ{r>j}) = Var(X1) P(r >J)

j=m+1 j=m+1

= Var(X)) (ZIP zm: >

]:

— Var(Xy) (E(7)—E(7)) =0 ha m — oo (és igy n — 00).

Mivel L?*(Q, A, P) teljes, kapjuk, hogy (S;an — (T An)E(X]))nen konvergdl L?-ben egy S-sel

jelolt véletlen valtozohoz és
E ((Syan— (TAR) E(X1))?) — E(S?) = Var(X;) E(7) ha n — oc.

Az maradt csak hatra, hogy belassuk, hogy S =5, —7E(X;) P-m.m. Ez abbol kévetkezik, hogy
létezik olyan (ny)ren részsorozat, hogy ny — oo, ha k — 00, Sy, — Sy, ha k — oo P-m.m. és
TAng — 7, ha k — oo P-m.m. (hiszen P(7 < 00) =1). O

15.20. Tétel. (Doob maximal-egyenl6tlensége) Ha (X, Fp)nen szubmartingdl, akkor
VneN és Ve>0 esetén

1 1
P(maXXk>5>\—E(X]l ><—]E(X;[).
1<k<n g {max Xk>s}

1<k<n

)

Bizonyitas. A 15.12. Példa (i) része alapjan
=inf{jeN: X, >¢}

megallasi idépont az (FX),en filtraciora nézve és az  (F,)nen filtraciora nézve is. Igy, fel-

hasznalva azt is, hogy

{ max Xk>€} = {a. <n},

1<k<n
kapjuk, hogy

n

E (anl{ . Xk>5}> E (Xolia.<ny) = Y B (Xolia—t) -

1<k<n k=1

Mivel {a. =k} € Fi, ezért E (X Lo, _k}) = E( (X | Fi)1a. _k}) A szubmartingélség
miatt [E (]E(Xn | Fk)ﬂ{ocgzk}) (Xkﬂ{ag k}) ha n = k. Mivel {Oé€ = k’} C {Xk }
E (Xkll{%:k}) >cE (ﬂ{aezk}) eP(a. =k), tehat végiilis

E|(X,1 > eP(a.=k)=cP(a. <n)=eP | max X >¢ |,
(o v} 1
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amit atrendezve kapjuk az elsé egyenl6tlenséget. A méasodik abbdl jon ki, hogy

() ) (5 ) <2050
U

Az alabbi kovetkezményben arra mutatunk ra, hogy a Doob maximal-egyenl6tlenség speci-

alis esete a Kolmogorov maximal-egyenl6tlenség (lasd 10.3. Tétel).

15.21. Ko6vetkezmény. (Kolmogorov maximal-egyenl6tlensége) Ha Xi,..., X, fig-
getlen wvéletlen vdltozdk és TE(X?) < oo minden k=1,2,...,n esetén, akkor tetszbleges

e>0 esetén

Var(S,,
P <max 1S, —E(Sy)] >5) < afg ).
1<k<n £
Bizonyitas. Legyen S, ::Zle(Xi—E(Xi)), k=1,...,n. A 15.4. Példa alapjan Si, k=1,...,n
martingal. A 15.8. Tétel (i) része alapjan S2, k=1,...,n szubmartingl. gy a Doob maximal-

egyenl6tlenség szerint (lasd, 15.20. Tétel)

P (15— B0 ) =P (51— ES0) > ) < SE((S,~E(5.)) = g,

1<k<n 1<k<n € e?

O
A Doob maximal-egyenlGtlenség és a monoton konvergenciatétel alapjan adodik az alabbi

kovetkezmény.

15.22. Kovetkezmény. Ha (X, Fy)nen Szubmartingdl, akkor tetszdleges € >0 esetén

1
P (suan > 5) < -E(X)).
£

neN

15.23. Lemma. Legyenek X és'Y nemnegativ véletlen vdltozok, hogy

P(X >¢) <

™ | =

E(Yﬂ{xga}), e > 0.

Ekkor tetszdleges p > 1 esetén

E(X?) < <L1)p]E(YP).

p_

Bizonyitas. A 3.10. Kovetkezmény (i) része alapjan

E(X?) = /Ooopxpl(l—FX(m)) dz,
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ahol Fy az X eloszlasfiiggvényét jeloli. Igy a feltétel miatt, a Tonelli tételt is hasznalva adodik,
hogy

E(X?) </ paP! E(Y:H-{X>x} dx—/ /px” w)L{x(w)se) P(dw) dz
0

X(w)
:/Y(w)/ PP L x(w)za} A P(dw)—/Y(w)/ prP~? dr P(dw)
Q 0 Q 0

= [ Vo)L () Bldw) = LB X,

Legyen ¢ € (1, 00) olyan, hogy %—i—% =1, azaz ¢ = z%' A Holder-egyenl6tlenség alapjan
E(Y X?P1) < (B(Y?))» (B((XP~1))7 = (B(Y?))» (B(X?)) "7
Ezért
E(X?) < —2—(E(Y?))7 (B(X?)) 7,

p—1
amibdl kovetkezik, hogy

azaz

U

15.24. Tétel. (L? maximal egyenlStlenség) Legyen (X, Fn)nen gy szubmartingdl és p €
€ (1,00). Ekkor

(1) tetszéleges n € N esetén

p
E ( max X,fj) < (L) E(X?).
1<k<n p—1

(it)
E (supX5> < (]%)psupE(Xﬁ).

neN neN

Bizonyitas. (i). A Doob maximal-egyenlGtlenséghdl (15.20. Tétel), a 15.23. Lemma segitségével
adodik felhasznéalva azt is, hogy E (maX1<k<n X,f) =F ((maX1<k<n Xp)P

(ii). Az (i) részbdl a monoton konvergencia tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

P P
E (sup Xﬁ) = lim E ( max Xp> < lim inf <L1) E(XP) < (Ll) sup E(XP).

neN n—00 1<k<n n—o00 p— p— neN
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15.25. Definicio. Legyen (X, )nen véletlen vdltozok sorozata, és a,b€R, a <b. Legyen

To :=10,
7 :=inf{n e N: X, <a},
T =inf{n e N:n >n, X, > b},

Tom—1 :=inf{n € N:n >, o, X,

<
Tom :=inf{n e N:n > 1, 1, X,, > b},

ahol inf () := co. Legyen N € N. Azt mondjuk, hogy az Xi, ... Xn sorozat felmetszéseinek

szama az |a,b] intervallumon
Ux (a,b) :=sup{m € Z, : 5, < N'}.

Mivel 7o=0< N, kapjuk, hogy {m€Z, :75,, <N} #(. Tovabba, a definicio folytan X,  <a
és X,,, =b, meN, ésa [t 1, 7o idSintervallum alatt (X,,),en egyszer "atmetsszi” az [a, b]

intervallumot.

15.26. Lemma. (Doob felmetszési lemmaja) Ha (X, F,)nen szubmartingdl, akkor tet-

szdleges a,be R, a<b és tletszileges N € N esetén

E[(Xy—a)*] _ E(X{)+]al
b—a h b—a

E [UR (a,)] <

Bizonyitas. A masodik egyenl6tlenség annak a kiovetkezménye, hogy (Xy —a)t < X5 +]al.
Mivel az R3 x+— (x—a)t € R fiiggvény konvex és monoton novekvs, a 15.8. Tétel (i)
része alapjan kapjuk, hogy (X, —a)*, F,)nen is szubmartingal, ezért az elsé egyenlGtlenséget
elegend6 nemnegativ szubmartingal és a =0 esetén belatni, mert az (X,,, F)neny Szubmart-
ingal éppen annyiszor metszi at felfelé az [a,b] intervallumot, ahanyszor az (X, —a, F,)nen
szubmartingal, illetve az ((X,—a)", F,)nen szubmartingal metszi at felfelé a [0,b—a] inter-
vallumot (hiszen, hogy ha 0-nél kisebb vagy egyenld, akkor nem szamit, hogy mennyivel).
Legyen tehat (X, F,)nen nemnegativ szubmartingal és a = 0. Ekkor azt kell belatni,

hogy
E(Xy)

b
Legyen Xy:=0, Fp:={Q,0}, és minden i€ N esetén

E [Ux (0,b)] <

1 ha dmeN, melyre i€ (Top_1, Tom],
Pi =
0 egyébként.
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Ekkor
N
U (0,0) <Y (X;—Xis1)gi,
=1
hiszen minden egyes felmetszés hozzajarulasa legalabb b, és az utolsé esetlegesen nem teljes
felmetszés hozzajarulasa is nemnegativ (hiszen nemnegativ szubmartingélt tekintiink).

Mivel a 71, 7o, ... megallasi id6pontok az (F,)nen filtraciora nézve, igy

[e.9]

{pi=1} = U {Tom-1 <1< Ty} = U [{7'2m—1 < i} \{7m < Z}] € Fi-1.

m=1
Ezért

E[(Xi— Xi1)ei] = > E[(Xi— Xio1)Lp,—1)]

=1

N
E[E(X;—X; 1 | Fi)lp=y) = Y B [{E(X; | Fir1) = Xio1 } 1 jp,m1y]
=1

bE[Ux (0,b)] <

i

I
.MZ

Il
—

1

E[E(X;|Fi1) =) [E Xi1)] =E(Xw),

=1

<

-

—_

1=

hiszen a szubmartingalsag miatt E(X;|F;_1)—X;_1 >0 minden i€N esetén (az i=1 esetben
ez az egyenlGtlenség azért teljesiil, mert X; > 0, amibol E(X;) > 0= X,). O

15.27. Tétel. (Doob szubmartingal konvergencia-tétele) Ha (X, F,)nen olyan szub-

martingdl, hogy supE(|X,|) < oo, akkor létezik egqy olyan X, véletlen vdltozd, melyre
neN
m.b,

— Xoo han— o0, és E(|Xo|) <supE(|X,]|) < oo.

neN
Bizonyitas. Minden a,b€R, a<b esetén legyen UZX(a,b):= Jim Ux (a,b). Mivel Uz (a, b)
—00

monoton névekvé N-ben, ez a hatarérték létezik, esetleg +oo (késébb kideriil, hogy 1 valoszi-

X

niiséggel véges). Mivel tetszéleges N € N esetén

E(XN) +lal _

E [Ux (a,b)] < g <%

ezért a monoton konvergencia tétel alapjan

sup E(X})+la|  sup E(|Xy])+]al

E[Ug(a,b)]_]&%E[UN(a p)] < XN — < Nel — < 00,

ahol az utols6 1épében hasznaltuk a feltételt. Ebbél az is kovetkezik, hogy P(UZX(a,b) <oo)=1.
Mivel
{liminf X,, < a < b < limsup X,,} € {U2(a,b) = oo},

n—00 n—o00
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ezért P(liminf, . X, <a <b<limsup,_, X,) =0. Mivel

{liminf X,, <limsup X,,} = U {hm 1an <a<b<limsup X,},

n—oo
n—reo a,bcQ, a<b N0

igy P(llm 1an <limsup X,,) =0, tehat P(liminf X, =limsup X,,) =1, vagyis az X :=

n—00 n—oo n—00

=liminf X, véletlen valtozora teljesiill X, mb Xoo. Végiil a Fatou-lemmaval (mely alkalmaz-
n—oo

hato, hiszen |X,| >0, n € N)
E(|Xs|) = E(liminf | X,|) < hm 1nfE(|X |) <supE(|X,|) <
n—00 neN

4

15.28. Megjegyzés. Egy példat adva megmutatjuk, hogy a 15.27. Tétel feltételei mellett alta-
laban nem koévetkezik, hogy X,, konvergéal X .-hez Li-ben, amint n— oo. Tekintsiik a kdvetkezd
valoszintiségi mezGt ([0,1), B([0,1)), )\|[0,1)), és az alabbi filtraciot
i
i ::a({[;—n,j; ),j:o,1,...,2"—1}>, neN.

Tekintsiik tovabbéa az alabbi véletlen valtozokat:

2" hawel0, ),
X (w) = welbz): N
0 hawe [2%,1),

Ekkor (X,,, F)neny martingal, mert X, mérhetd F,-re nézve, integralhaté és belatjuk, hogy
E(Xos1 | 7o) =E (270 1y [F0) =20 3y = Xa Alpymm
Ehhez azt kell ellenérizni, hogy tetszéleges A € F,, esetén
n+1 . n
E (2" 1 yna) =E (2" 2)0a)-

Ha A = [ , 2n), akkor mindkét oldal 1-gyel egyenls, ha A = [2]7, ]2%1), j=1,...,2"—1, akkor
mindkét oldal 0-val egyenls, és igy teljesiil az egyenlGség F, generdtorrendszerén. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy tetszGleges A € F, esetén is teljesiil az egyenlGség, hiszen F,, a generatorrend-
szerét alkoto intervallumok véges unioibol all.
Tovabba, E(|X,|) =1, n €N, és
0 hawe(0,1),

Xp(w) — amint n — oo.
oo haw=0,

Igy az X (w) =0, w € [0,1), valasztassal, kapjuk, hogy X,, == X, amint n — 0o, azonban

lim E(]X,,—0|) = hm E(X )=1#0=E(X).

n—o0
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A. Appendix: Legko6zelebbi pont és néhany tulajdonsaga

Az alabbiakban a feltételes Jensen-egyenlGtlenség (8.6. Tétel) bizonyitasahoz sziikséges topolo-

giai el6késziileteket targyaljuk.

A.1. Lemma. Legyen S CR? egy nemiires, zdrt halmaz és x € RY. Ekkor létezik x-hez
legkozelebbi s€ S pont, azaz olyan s€ S, melyre |z—s||=infyecs ||z—y|=:ds(z). (A széban

forgo legkizelebbi pont nem feltétleniil egyértelmien létezik.)

Bizonyitas. Az infimum definici6ja miatt létezik olyan (yx)ren S-beli sorozat, melyre limy_,o ||z—
—yi|| =ds(z). Mivel konvergens sorozat korlatos is, kapjuk, hogy létezik olyan M >0, melyre
|z —yil < M, keN. Mivel

[yl = llye — w2l < llye =2l + el < M+[lell,  keN,

kapjuk, hogy (yr)ren korldtos. A Bolzano-Weierstrass tétel alapjan (egy korlatos R9-beli
sorozatnak létezik konvergens részsorozata), létezik (yx,)ien konvergens részsorozata (yx)ren-
nek, azaz létezik az s :=1lim; , y, hatarérték. Mivel S zart, kapjuk, hogy se€.S. Tovabba

a normafiiggvény folytonossaga alapjan

ds(z) = Jim |l — ]| = Jim la =y, | = = =]

t

A.2. Lemma. Legyen K CR? egy nemiires, zdrt, konvexr halmaz és v € RY. Ekkor eqyér-
telmien létezik x-hez legkozelebbi K-beli xo pont. Tovabbd, xo az egyértelmi megoldisa az

aldbbi eqyenlitienség rendszernek:

(x—:EO)T(y—xQ)<O, VyeK,

us

5 -N€l nagyobb vagy

azaz tetszdleges y € K esetén az v —xy €s y—xg dltal bezdrt szdg

egyenld.

Bizonyitas. Az xy € K pont létezése az A.1. Lemma kovetkezménye. Legyen y € K és
A€ (0,1). Mivel K konvex, (1—MNzo+Ay € K, és mivel z, egy, az x-hez legkozelebbi
K-beli pont, kapjuk, hogy

(1= N)zo+ Ay —z| = [Jao — 2|,

azaz ||(zo—2)+ Ay —0)l| > |eo— 2], 65 tgy [I(zo—2)+A(y—a0)[[* > llzo —l|?. Baért
o — 12 +2A (o — ) (y — 00) + A2lly — o 1? > [lg — a2

azaz 2(zo—x) " (y—zo) + A|ly—w0]> =0, A€ (0,1), y€ K. A X]0 hatardtmenetet véve,
kapjuk, hogy (zo—2)"(y—29) =0, y€ K, azaz (x—x¢)' (y—129) <0, y€ K.
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Tegyiik fel, hogy x; € K egy masik z-hez legkozelebbi pont. Az el6z6 egyenlGtlenségben
y = 1x; valasztassal kapjuk, hogy (z —x0)" (7 —x¢) < 0. Szimmetria okok miatt (vagy az
el6zGekhez hasonlo érveléssel) adodik, hogy (x—x;)" (zo—21) < 0. Ezen két egyenlStlenséget
Osszeadva

(x—x0) (21 —x0) — (. —21) " (21— 20) <0,

azaz ||z —x0]|? = (21 —20) " (21 —20) <0, ésigy z; = 0. O

A.3. Megjegyzés. Az A.2. Lemma alabbi megforditasa is igaz (Motzkin-tétel): ha egy nem-
iires, zart SCR? halmaz esetén tetszSleges x€R%hez egyértlemten létezik S-beli legkdzelebbi

pont, akkor S konvex. O

A.4. Lemma. Legyen K C RY egy nemiires, zirt, konvex halmaz, és tekintsik az RY >
> x> hg(x) € K leképezést, ahol hi(x) az x-hez legkdzelebbi K-beli pontot jeloli (az A.2.
Lemma alapjin hy(x) egyértelmien létezik). Ekkor hy folytonos.

Bizonyitas. Legyenek z,y € R? olyanok, hogy hx(z) # hx(y), és tekintsiik a hg(z) és
hi(y) pontokra illeszkedd egyenest: hx(x)+ A hg(y)—hi(z))=1=N)hg(x)+ i (y), AER.
Tetsz6leges z € R esetén keressiik meg az erre az egyenesre illeszkedd, z-hez legkdzelebbi
pontot, melynek paraméterét jelolje A, € R. Mivel ekkor z— (hg(z)+ . (hx(y) —hk(z))) és

a szoban forgo egyenes hg(y) —hi(x) iranyvektora merdlegesek, kapjuk, hogy

(hxc(2) + As (hc (y) = hie () = 2) " (e (y) = e () = 0,

melybdl
(= —hi (@) (hx(y) —hi())
1P (y) = he ()2
Mivel K konvex, hg(z)+ A hg(y)—hi(z)) € K minden X € [0,1] esetén. Tovabba, mivel
hx(y) € K, az A.2. Lemma alapjan

A=

(2= hi(2)) (R (y) = hic (7)) <O, (A1)

azaz az x—hg(z) és hy(y)—hx(z) altal bezart szog legalabb Z.Igy A, <0, a A, =0

pedig a hg(r) pontnak felel meg az egyenesen. Hasonléan, mivel hg(z)€ K, az A.2. Lemma

alapjan

(y—hx(y) (hx(z)—hk(y) <0,
és igy

(y—hx() " (hx(y) —hi(z)) > 0.
Ezért

A = (y—hi(y) " (h(y) —hi(z)) L1

1P (y) = hc () [|2
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ahola A, =1 a hg(y) pontnak felel meg az egyenesen. Mindezek miatt A\, — A, >1 ésigy

1 (y) = hac ()| = - [P (y) = P ()] < (Ay = Aa) | () = B () |

_ (= hae(@) (b (y) = hie(x)) = (2= hae(2)) " (e () = hc (1)) e
- () — he (@) e () — hic ()]

_ (y—2)"(hx(y) — () < [y =) " (i (y) = hac (@) _ Ny =l (y) = e ()]

1P (y) =P ()] Ihx@)—hx@)] = lhx(y) —hx(@)]
= lly—=l,
6s igy ||hg(x)—hxW)|| <|ly—=z|, =,y € R? amibdl kivetkezik hx folytonossaga. O

A.5. Lemma. Legyen K CR? egy nemiires, konvez, zdrt halmaz, és x € R? esetén jelilje
hx(z) az x-hez legkizelebbi K-beli pontot (mely az A.2. Lemma alapjdn egyértelmien létezik).
Ekkor tetszdleges v € R és ye€ K esetén

v (@ —hi(@)) > hi(2) (2= hi(2) 2 y' (2 —hi(2)),

és az elsd egyenldtlenségnél eqyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha x € K.

Bizonyitas. Az els6 egyenl6tlenség azzal ekvivalens, hogy
(x—hi(2))" (z—hi(2)) = |z~ hx(2)]* > 0,

és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha hg(z) =z, ami azzal ekvivalens, hogy z € K.
Valoban, ha hg(z) =z, akkor mivel hg(z) € K, kapjuk, hogy x € K is teljesiil. Ha pedig
x € K, akkor nyilvan ||z —z| =inf ek ||z —yl|, és felhasznalva, hogy az A.2. Lemma alapjan
hi(z) egyértelmiien meghatarozott, kapjuk, hogy x = hg(x).

A maésodik egyenlétlenség abbol kovetkezik, hogy y € K esetén hg(y) =1y, és ezért (A.1)
alapian (y— hic(2))T (2 —hx(2)) < 0. 0
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B. Appendix: Kompakt regularitis

Ebben az appendixben a Kolmogorov konzisztenciatétel (13.12. Tétel) bizonyitasaban felhasz-
nalt olyan topologiai- és mértékelméleti definiciokat és eredményeket gytjtiink Gssze, melyek

nem szerepelnek a mértékelméleti elkészitést tartalmazo 1. Fejezetben.

B.1. Definici6. Egy X # (0 részhalmazaibdl dlle K csalddot o-kompaktnak hivjuk, ha
valahdnyszor eqy K, € KK, n € N, sorozatra (., K, =0, mindannyiszor taldlhatd olyan

N eN, hogy ﬂgil K,=0.

B.2. Megjegyzés. (i). Egy K csalad o-kompaktsaga nem keverendd egy halmaz o-kompaktsa-
ganak fogalmaval. Egy topologikus tér egy részhalmazit o-kompaktnak nevezziik, ha elGallit-
hato megszamlalhato sok kompakt részhalmaz uni¢jaként.

(ii). Példa: R kompakt részhalmazai o-kompakt csaladot alkotnak. O

B.3. Definicio. Legyen X #0, A az X részhalmazaibdl dllé halmazrendszer, :A— [0, 00]
halmazfiggvény. Azt mondjuk, hogy p eqy KCA halmazrendszerre nézve belilrdl reguldris,
ha minden A€ A esetén p(A)=sup{u(K): K C A,K € K}.

B.4. Tétel. Legyen X #0, A az X részhalmazaibdl dllé halmazalgebra, p: A — [0,00)
véges értékeket felvevd, végesen additiv halmazfiggvény és K C A eqy o-kompakt csaldd. Ha
o belilrdl reguldris a K C A rendszerre nézve, gy p o-additiv az A halmazalgebrdn.

B.5. Definici6. Legyen X egy topologikus tér, (X, A,pn) egy mértéktér.

(i) Egy A€ A halmazt requldrisnak hivunk, ha ¥ e >0 esetén léteznek olyan F. zdrt és
G. nyilt halmazok, melyekre F.CACG., F.,G.€ A és u(G.\F.)<e. Haegqy A€ A

halmaz regquldris, akkor nyilvdn

p(A) =inf{u(G): AC G, Ge A nyilt}, (B.1)
p(A) =sup{u(F): FCA, FeA zrt}. (B.2)

Az (X, A, ) mértéktér, ill. a p mérték requldris, ha minden A€ A requldris.

(ii) Ha egqy A€ A halmazra csak (B.1) teljesiil, akkor a halmazt kivilrdl, ha csak (B.2)

teljesiil, akkor belilrdl regquldrisnak nevezzik.
(i) Ha egqy A€ A halmazra
w(A) =sup{u(K): K C A, K € A kompakt} (B.3)

teljesiil, akkor az A halmazt belilrél kompakt requldrisnak hivjuk. Ha minden A € A
halmazra teljesil (B.3), dgy (X, A, p)-t, illetve p-t belilrdl kompakt reguldrisnak hivjuk.
Ha minden A€ A esetén (B.1) és (B.3) teljesiil, gy (X, A, n)-t, illetve p-t kompakt

reguldrisnak hivjuk.
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B.6. Tétel. Legyen (X, A, pn) egy véges mértéktér. Ha X teljes szepardbilis metrikus tér is,
ugy p kompakt requldris.

276



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

C. Appendix: Fiiggvények és sorozatok konvolicidja

Ebben az Appendixben a jegyzet egyéb részeitdl eltérGen egy X véletlen valtozd eloszlasfiige-
vényét Fx:R—[0,1], Fx(z):=P(X <z), x€R, modon értelmezziik (a korabbi P(X < x),
r €R, definici6 helyett). Az eloszlasfiiggvény ezen definicié esetén jobbrol folytonos (a korabbi
definicio mellett balrol folytonos). Azért valasztjuk ezt az 0j definiciot, mert az alabb targya-
lando Stieltjes-konvolicio esetén tun. cadlag (continue & droite, limitée & gauche) fiiggvényekkel
fogunk dolgozni, azaz olyan fiiggvényekkel, melyek mindenhol jobbrol folytonosak és mindenhol
létezik a baloldali hatarértékiik.

Ez az Appendix a C.10. Megjegyzés kivételével Sziics Gabor: Kockazati folyamatok cimii
jegyzetének 5. fejezetét koveti (esetenként kisebb modositasokkal a levezetésekben).

Elgszor felidézziik, hogy egy f:la,b] — R fiiggvényt, ahol a < b, a,b € R, korlatos

valtozasinak neveziink, ha
sup { Z |f(t)—F(t1)| s {a=to <ty <--  <ty_1 <t,=b}, n €N, felosztésa [a, b]—nek}<oo.
j=1

Azt mondjuk, hogy egy f:R — R fliggvény korlatos valtozast minden véges intervallumon
(mésképpen lokalisan korlatos valtozasit), ha korlatos valtozasu tetszéleges [a,b], a<b, a,b€
€ R, intervallumon. Emlékeztetiink r&, hogy a Jordan-féle dekompozicios tétel alapjan f :
[a,b] =R akkor és csak akkor korlatos valtozasi, ha elgallithato két monoton névekvé fiiggvény
kiilonbségeként. Ha f : [a, b] — R abszolut folytonos (azaz tetszéleges € > 0 esetén létezik 6 > 0
agy, hogy >0 | f(y:)— f(x;)] <e tetszbleges n €N és olyan paronként diszjunkt [x;,y;) C [a, b]
(ahol z; <y;) i=1,...,n, részintervallumok esetén, melyekre Y " | (y;—x;) <¢), akkor f korlatos

valtozasu is.

C.1. Definicié. Legyenek ¢:R—R és G:R—R mérhetd figguények, és tegyiik fel, hogy G
cadlag és korldtos valtozdsu minden véges intervallumon. Ekkor ¢ és G Stieltjes-konvolicidja
a teR helyen

G0 = [ olt—r)dc(e),

feltéve, hogy a fenti Lebesque-Stieltjes integrdl létezik. A G fiiggvény n-edik konvolicio hat-

vanya az n tényezds G* :=Gx*---xG konvolicid, ahol n € N.

C.2. Tétel. (i) Ho X és Y figgetlen véletlen vdltozok rendre G és H eloszldsfiggvénnyel,
akkor az X +Y wéletlen vdltozo eloszldsfiigguénye G H.
(1)) Ho neN és Xi,..., X, figgetlen és azonos eloszlasi véletlen vdltozék G  eloszlasfiigg-

vénnyel, akkor Xi+---+ X, eloszldsfigguénye G*".

Bizonyitas. Az (i) rész allitasa megegyezik a 12.12. Allitdssal, melyet mar megmutattunk.

(A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a 12.12. Allitas bizonyitdsaban az eloszlasfiiggvényt
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balrol folytonosnak tekintettiik, a jobbrol folytonos esetre egyszeriien adaptalhato a bizonyitas.)

A (ii) rész allitasa teljes indukcioval kovetkezik az (i) részbél. O

C.3. Kovetkezmény. Hao G ¢és H eloszasfiggvények, n € N, akkor GxH és G™

mindenhol léteznek a valds egyenesen, tovibbd GxH = H x(G.

Az alabbiakban véletlen valtozok konvolicidjanak azon két specialis esetét targyaljuk, ami-

kor mindkét véletlen valtozo abszolut folytonos, illetve mindkét véletlen valtozd egész értéki.

C.4. Példa. (Abszolut folytonos véletlen valtozok konvolacidja) Legyenek X és Y
fiiggetlen abszolut folytonos eloszlasi véletlen valtozok, rendre G és H eloszlasfiiggvénnyel,
illetve g és h siriségfiiggvénnyel. Ekkor a z = y —x helyettesitéssel és a Fubini-tétel alkal-

mazasaval kapjuk, hogy tetszGleges t € R esetén

(G H) / Gt— ) dH () = / (/_;xg(z)dz) h(z) da
—/_OO (/_Oog(y I)dy> h(x )dx—/_; </_Zg(y—x)h(fv)dx) dy.

Mivel a C.2. Tétel alapjan G H nemmas, mint X + Y eloszlasfiiggvénye, a fentiek alapjan

kovetkezik, hogy X +Y is abszolut folytonos eloszlasu és stirtiségfiiggvénye

(g%h)(y) := / T y—oh(x)dr,  yeR.

—00

<0,

gyezziik, hogy a fent definialt g*h fuggveny egy Lebesgue szerint null mértéki, Borel mérhetd
halmaztol eltekintve véges (lasd a C.10. Megjegyzés (i) részének elejét), tovabba a szoéban forgo

"kivételes” halmazon (ahol nem véges) példaul 0-nak atdefinidlva stirdségfiiggvényt kapunk. [

C.5. Példa. (Egész értékii véletlen valtozok konvolucidja) Legyenek X és Y fiigget-
len, egész értékl véletlen valtozok. Ekkor X +Y szintén egész értéki véletlen valtozo, és a
C.2. Tétel alapjan eloszlasfiiggvénye G« H. Tovabba, a G, H és GxH eloszlasfiiggvé-
nyek olyan lépcsés fliggvények, melyek az egész pontokban ugorhatnak, és felhasznalva, hogy
{X=n}={X <n}\{X <n—1}, n€Z, kapjuk, hogy X és Y eloszlasa:

pni=P(X=n)=G(n)—G(n—)=G(n)—G(n-1), n €7z,
G =PY =n)=H(n)—H(n—)=H(n)—H(n-1), n e Z.

Igy, felhasznalva, hogy {X <n}=U,__ {X =k}, n€Z, adodik, hogy

= Z Dk H(n)= Z Qs n € 7.

k=—o00 k=—o00
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A konvoliuci6 C.1. Definicidja alapjan, felhasznalva, hogy H konstans tetszéleges (k,k+1)
alaktd intervallumon, ahol k € Z, kapjuk, hogy tetsz6leges n € Z esetén

o

(G*H)(n):/_ Gln—z)dH(z Z/k (n—2) dH (z)

o0 keZ

=Y Gn—k)(HE)-H(k-))= > G(n—k)(H(k)—H(k-1))

k=—0c0 \f=—00 kLEZL, k+l<n

Felhasznalva, hogy a C.2. Tétel alapjan X +Y eloszlasfiiggvénye G« H és, hogy X +Y egész
értékd, kapjuk, hogy

P(X+Y =n)=(GxH)(n)— (GxH)(n—1)= Y pu

k(€T k+l=n
=Y posti= Y PX=n-k)PY =k), nel
k=—o00 k=—o00
A
(P*Q)n Z Pnok@s, nEZ,
k=—o00
sorozatot a (pp)nez €8 (qn)nez sorozatok konvolicidjanak nevezziik. O

Ha X nemnegativ véletlen valtozo, akkor Fx(x)=0 tetszbleges =<0 esetén. Az alabbi-
akban a C.1. Definicioban bevezetett Stieltjes-konvolicié azon speciélis esetével foglalkozunk,
amikor ¢(z)=0, <0 ¢é¢s G(z)=0, z<0.

C.6. Példa. (Stieltjes-konvolicioja a (—o0,0)-n eltiing fiiggvényeknek) Legyenek ¢ :
R—R és G:R—R a C.1. Definicio feltételeit kielégits fiiggvények, melyekre ¢(x)=0, z<0
és G(r)=0, ©<0, éstegyiik fel, hogy ¢*xG jol definiélt a valos egyenesen. Ekkor tetsz6leges
y <0 esetén

(6+G)(y / by —2)dG(z) = /Oo,o)¢(y—x)d0+/[07oo)0dG(x):O, (1)

és tetszlleges y > 0 esetén

(6+C)(y /M ) dG(x) = / | oly=a)aos qb(y—a:)dG(:L'H—/ 0dG(x)

(0,y] (y,00)

— [ oly—)dG(a).

0,y]
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Felhivjuk végezetiil a figyelmet, hogy altalaban véve

=006 £ [ oty=0)a6() (= [ oty-aa6() )

[0,y] (0,9]

hanem az teljesiil, hogy

’ ]cb(y—x) dG(r) = o ¢y — ) dG(x) + o }szﬁ(y—:r) dG(z)
= ¢(y)(G(0+) —G(0—-)) + o }cb(y—:v) dG(z) (C.3)
= o(y)G(0)+ o ]cb(y—x) dG(z),

ahol G(0+), illetve G(0—) a G-nek a 0-beli jobboldali, illetve baloldali hatarértékét jeloli,
és felhasznaltuk, hogy G jobbrol folytonos, illetve azt, hogy feltételezésiink alapjan G(x) =0,
r <0, ésigy G(0—)=0. O

A kovetkezé allitdsban egy elégséges feltételrendszert adunk arra vonatkozoéan, hogy a ¢*xG

jol definialt legyen a valos egyenesen.

C.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy ¢:R—R mérhetd és lokdlisan korldtos (korldtos minden véges
intervallumon), G:R —R cadlag és korldtos vdltozdisi minden véges intervallumon (ekkor G
mérhetd is), tovibba ¢(x) = G(x) =0 minden x <0 esetén. Ekkor a ¢*G konvolicid jol
definidlt a valds eqyenesen, és mérhetd, lokdlisan korldtos fligguény.

Bizonyitas. Mivel (C.1) alapjan (¢xG)(y)=0, y<0, és (C.3) alapjan (¢+G)(0)=¢(0)(G(0)—
—G(0—) eR, elég azt igazolni, hogy (pxG)(y) létezik tetszbleges y >0 esetén és az [0,00)>
Sy (pxG)(y) fiiggvény mérhetd és lokalisan korlatos. Legyen ¢ >0 tetszGlegesen rogzitett.
Mivel G korlatos valtozasa a [0,t] intervallumon, ismert, hogy léteznek olyan G1, Gs:[0,t]—R
monoton névekvs (korlatos) fiiggvények, hogy G(x) = G1(x) — Go(z), = € [0,t]. Igy (C.2) és

¢ lokalis korlatossaga alapjan

sup |(¢+G)(y)| = sup ¢y —x) dG(z)

y€[0,t] y€[0,¢] [/ ]0,y]
—swp | [ dw—2)dGi@)- [ o(y—a)dGa(a)
y€[0,¢] [/ ]0,y] [0,y]
< sup H oy ) dCi (2) +\ oy — ) dCa(x) ]
y€[0,t] [0,y] [0,y]
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< sup < sup \¢(y—x)|) (/ 1dG1(x)+/ 1dG2(x))]
yel0t] | Mzel0y] [0,y] (0,9]

= sup | ((sup \(p(y—x)\)(Gl<y>—Gl<0—>+GQ<y>—G2<0—>)]

yel0t] | *z€l0,y]
< ( sup ]¢(x)|) (Gl(t)—Gl(O—)+G2(t)—G2(O—)> < o0.
z€[0,t]

Megjegyezziik, hogy a fentiekben a mésodik egyenlGség a Lebesgue-Stieltjes integralnak az
integrator szerinti linearitasabol kovetkezik (ennél a lépésnél hivatkozhattunk volna a konvolicio
disztributivitasara is, melyet a C.8. Allitasban targyalunk). Az utolsé egyenlStlenségnél pedig
azt hasznaltuk, hogy 0<G,(y)—G;i(0—) < G;(t)—Gi(0—), y€[0,t], i=1,2, hiszen G; és G
monoton névekvéek. A fentiekben G1(0—)—G5(0—)=G(0—)=0, hiszen G(z)=0 tetszdleges
x <0 esetén.

A szoban forgo mérhetdség abbol kovetkezik, hogy az R?>(x, t)—¢(t—x) fiiggvény mérhetd,
igy ezen fiiggvény pozitiv és negativ részére alkalmazhatjuk a Tonelli-tétel bizonyitasaban is
hasznalt (a mérhetdségi részre vonatkozd) gondolatmenetet az (R, B(R), ug,), i=1,2, mérhets
tereken, ahol g, ©=1,2, a G;-hez tartozé Lebesgue-Stieltjes mértéket jeloli.

Felhivjuk tovabba a figyelmet, hogy a fentiekben szereplé G1(t)—G1(0—)+Go(t) — Go(0—)
mennyiség gy is irhato, hogy

G1(t) — G1(0—) + G (t) — Go(0—)
= Gy (t) — G1(0) + Ga(t) — G2(0) + G1(0) — G1(0—) + Go(0) — Go(0—)
041(G1) + Vios (G) +G1(0) — G (0—) + G(0) — Go (0—),

ahol egy h:[0,t] =R fiiggvény esetén Vig4(h) jelolia h teljes valtozasat a [0,t] intervallumon:

n—1
V[o,t](h) = sup Z |h ?/z+1 )’7
{0=yo<y1 < <yn=t, nEN} -0
ugyanis, ha h monoton névekvé, akkor Vi q(h) = h(t) —h(0). O

C.8. Allitas. (i) (Disztributivitas) Legyenek ¢,1 : R — R mérhetd és lokdlisan korldtos
fiigguények, és legyenek G, H :R — R olyan cadlag fiiggvények, melyek korldtos viltozdsiak
minden véges intervallumon. Tegyiik fel tovdbbd, hogy ¢(x) =1 (x)=G(x)=H(x)=0, x<0.
Ekkor tetszdleges a,b,a, B € R esetén

(ap+b)x (aG+PH) =aa(pxG)+af(px H)+ba(pxG)+bB(px H).

(i) Legyenek ¢, : R —[0,00), n €N, mérhetd és lokdlisan korldtos figgvények, hogy
Yo n:R—[0,00) szintén lokdlisan korldtos. Legyen G:R—R monoton névekvd és cadlag
figgvény. Tegyiik fel tovabbd, hogy ¢,(x)=G(x)=0, =<0, n€N. FEkkor

(Z ¢n> «G =Y (n*G).

281



Barczy Matyas, Pap Gyula Valoszintiségelmélet

Bizonyitas. A C.7. Allitas szerint mind az (i), mind a (ii) részben a formulakban szerepls
osszes konvolucio létezik a valos szamegyenesen (a (ii) részben a >~ | ¢, fliggvény mérhetd
a mértékelméletbdl tanultak alapjan).

(i). Tetszéleges t € R esetén

(ap+bY)x (aG+H)(t) = /_OO (ap+by)(t—z) d(aG+ BH)(x)
- /_ " (ap+b)(t—2)d [aG(w) n ﬁH(x)}

= aa/_oo o(t—1x) dG(x)#—a/B/_oo ¢(t—x)dH (x)

+boz/_oo Y(t—x) dG(x)—I—bﬂ/_oo Y(t—x)dH (x)
— a0 (6% G) () +aB(&s H) (1) + b+ G)(t) + b3+ H) (D).

(ii). A (mértékelméleti) monoton konvergencia tételt hasznalva az (R, B(R), ug) mértéktéren,
ahol ug a G-hez tartozo Lebesgue-Stieltjes mértéket jeloli, tetszéleges t € R esetén kapjuk,
hogy

((Z%)*(;) / Zd)nt r) dG(z / nggoz%t ) 4G()

~ lim 2/_00%(75—@ da<z)=&%2(¢n*a)(t)

N—oo

= ($nx (D)

Végezetiil megjegyezziik, hogy mivel > >° | ¢, (2)=0, <0, adodik, hogy ((3° 7, ¢n)*G) (t)=
=0, t<0, tovabba, (C.3) és a fentiek alapjan, kapjuk, hogy

<(Z¢")*G) / > bult—0) 4Gz Z ,Gnlt=)0G(@), >0,

0] =1

O

C.9. Allitas. (Kommutativitas és asszociativitas) Legyen ¢:R—R mérheld és lokdlisan
korldtos figguény, és legyenek G,H :R — R monoton novekvd és cadlag figguények. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy ¢(z)=G(z)=H(x)=0, x<0. Ekkor teljesiilnek az alabbi azonossdgok:

G+H =HxG és (pxG)xH = o« (GxH).

Bizonyitas. Mivel G és H monoton novekvd fiiggvények, ezért mérhetGek, lokalisan kor-

latosak és korlatos valtozastiak a véges intervallumokon. Igy a C.7. Allitas alapjan a G'* H és
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H xG konvoluciok jol-definidltak a valos egyenesen és lokalisan korlatos fiiggvények. Jelolje p¢,
illetve pgy a G-hez, illetve H-hoz tartozo Lebesgue-Stieltjes mértékeket. Mivel G és H

monoton névekvs fliggvények, pe X py (nemnegativ) mérték. Legyen tovabba
Sy i={(z,y) eR* : 2 +y < t}, teR.

A Fubini-tétel alapjan tetszéleges t € R esetén

o0

G = [

—0o0

G(t—y) dH(y) = / N / T Leryy dG(2) dH(y)

= [ 16(09) 1 )y (@4
= (MG X I’I’H)(St)v

ahol a mésodik egyenléség abbol kévetkezik, hogy

/ Loy dG(z) = / 1dG(z) + / 0dG(z)
—o0 (—00,t—y] (t—y,00)
=G(t—y)— 1¢1£n G(z) =G(t—y).

Mivel az S; halmaz szimmetrikus az y =x egyenesre nézve, kapjuk, hogy

(H+G)(t) = (um % pe)(Se) = (e < pm)(Se) = (GxH)(t),  tER,

azaz GxH = Hx(G.

Ratériink most az asszociativitas igazolasara. Felhasznédlva (C.4)-et kapjuk, hogy

e GxH monoton névekvs, ugyanis tetszbleges u<t, u,t€R, esetén S5, CS;, melybdl a
pe X iy mérték monotonitésa miatt kovetkezik, hogy (GxH)(u)= (e X pm)(Su) < (g X
X ) (Sy) = (G* H)(t). Specidlisan, G*H-nek mindenhol 1étezik a baloldali hatarértéke.

e GxH jobbrol folytonos, ugyanis tetszéleges u € R esetén (a pg X pg mérték folyto-

nossagat is hasznalva)

lim(G+ H)(t) =lim(ue x ) (Se) = (pe X pr) <ﬂ 5t> = (pe X p)(Su) = (G H)(u).

tlu
t>u

Igy G+ H cadlag fiiggvény, mely korlatos valtozast a véges intervallumokon (hiszen monoton
novekvs), és a (C.1) formula alapjan (G * H)(z) =0, x < 0. Ezért a C.7. Allitas szerint
letezik (¢ (G * H))(t) tetszoleges t € R esetén. A C.7. Allitas alapjan az is kovetkezik,
hogy ¢+G jol definidlt a valos szdmegyenesen és lokalisan korlatos fiiggvény, igy tjra csak a
C.7. Allitas alapjan ((¢*G)* H)(t) is jol definialt tetszGleges t € R esetén. Jeldlie pg.y a
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G H monoton novekve, cadlag fliggvényhez tartozé Lebesgue-Stieltjes mértéket. Ekkor (C.4)

alapjan tetszGleges t € R esetén
psu((—00,t]) = (G* H)(t) = (1e X pr ) (St) = /R . Ls,(x,y) (e % p ) (dz, dy)
= [y o9) (¢ ), ) = i ) (=0, )

ahol f:R?2—=R, f(z,y):=z+y, (x,y)€R? Igy Carathéodory kiterjesztési tétele (lasd 1.8.
Tétel) alapjan
peen(B) = (na < pu)(f7(B)),  BeB(R).

Ezért a képmérték szerinti integralas tétele alapjén tetszéleges t € R esetén
(p*(GxH))( / o(t—2) (GxH)(dz) = /qﬁ —2) pwm (d2)

= o(t—f(x,y)) (pe % pu)(de, dy) = o(t—x—y) (pe x pg)(dz, dy).

RxR RxR

Igy, mivel (¢x(G*H))(t)€R, kapjuk, hogy R?> (z,9)— ¢t (t—x—y) és R23(z,y)—> ¢ (t—
—x—y) integralhato a pg X puy mérték szerint, ahol ¢ és ¢~ a ¢ pozitiv, illetve negativ részét
jeloli. Ezért |¢| = ¢t +¢~ is integralhatd pe X pupy szerint, igy alkalmazhato a Fubini-tétel és
kapjuk, hogy

(Gt = [ [ olt=r=y)nata) (@) = | [ olt—z-p)aGa)at(y)
/<¢*G><t y) dH(y) = (6xG)» H)(2).
]

C.10. Megjegyzés. (i). A C.4. Példaban szerepls Lebesgue-konvolicio asszociativitasat L'(R)-
beli fliggvények esetén egyszertibben is igazolhatjuk mint a C.9. Allitas bizonyitasaban. Ha
f,9:R—R mérhets fiiggvények, hogy [*_|f(z)|dz<oo és [ |g(x)|dz <oco, akkor a C.4.
Példaban bevezetett fxg:R — RU {:I:oo} fuggveny is merheto és ffoo (f*g)(z)|dx < oo,
hiszen a Fubini-tétel miatt

[ wesp@iac= [ " fe-nga] ww< [T [ 1@ namiare
:/ ([ iste=awiar) av= [~ (il [ 15-iar)
SR NCIA S |f()|dZ/_oo|()|dy<OO-

Legyen tovabba h:R — R mérhet§ fiiggvény, hogy [ |h(x)|dz < co. Ekkor az el6zéek
alapjan (f#*g)*h:R — RU{+oo} mérhets és [, |( f*g) xh)(r)|dr < co. Igy Lebesgue
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majdnem minden x € R esetén a Fubini-tétel alapjan

(et = [ reaa-mmar= [ ([ sa-y-saa:) nay

/ (/ flz—y—2)g ()h(y)dy) dz.

AT:R=R?% T(y,2):=(y,2—y), (y,2z) € R? transzformaci6 Jacobi-matrixa

1 0
-1 1|’
melynek determinansa 1 (és igy ennek abszolut értéke is 1), ezért

(Fxg)ena)= [ ( | sy G-ate= iy dy) d:

- /Z (/Z flz—z2)g(z—y)h(y) dy) dz
:/_Z fle=2) (/_Zg(z—y)h(y) dy) dz

— [ fa-2)geme) d= (fr(gxh)la), s
(ii). Megjegyezziik, hogy a Lebesgue-konvolici6 nem csak L'(R)-beli fiiggvények esetén

lehet joldefinialt. Példaul, ha f(z):=1, z€R, és g(x) :=sin(x)lpomn(z), = € R, akkor

tetszGleges z € R esetén

(f*g)(z / flz—y)g /Sm(y)dy=0,

azonban [*°_|f(t)|dt = oco. O
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D. Appendix: Néhany id6soranalizisbél elmaradt eredmény

D.1. Allitas. Ha {X,:t€Z} valdsziniségi viltozok olyan sorozata, hogy sup,.; E(]X;|) < oo
és (1j)jez valds szdmok olyan sorozata, hogy 77 Y| <oo, akkora 3772 1;X; ; sor
abszolit konvergens P-m.m. Tovdbbd, ha sup,c; E(X?) < oo, akkor a Z;’i_oo Vi X sor
L*-ben is konvergens (és ugyanaz az dsszege).

Bizonyitas. A montonon konvergencia tétel alapjan (lasd, 3.7. Tétel, (x) rész)

E ( > |wj||Xt_j|) = lim E (Z |wj||Xt_j|> = lim >l B X))

j=—o00 Jj=-n J=-n
< | supE(|Xy|) | lim
(so06) i 3 1
= <supE | Xy | ) Z ;| < o0.
j=—00
Ezért
P ({w €Q: Z || X (w)| < oo}) =1,
j=—00
azaz

P ({w € Z ; X;—j(w) abszolat konvergens}) =1.

j=—o00

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy sup,c; E(X7?)<oo. Legyen S,:=> " ¢;X; j, neN.
Ekkor tetszdleges 0 <m <n, m,n €N, esetén

2

E((Sh—Sm)*) =E > Xy = D> Uk E(X X ),

m<|j|<n m<|jl<n m<|k|<n

ahol a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan

E(Xe 5 Xe k) < T3 X )| SE(Xe 5 X 4]) < B /E(XZ,) < sup E(XP) <

teZ

Igy

E((Sy—Sm)?) <supE(X7) > Y %%—SUPE(X2) >

teZ ;
€ m<|j|<n m<|k|<n m<|j|<n

2

<stu§E(Xt2) Z ;] | —0, ha m,n — oo.
< m<|jl<n
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Tehat (S,)nen Cauchy-sorozat, és mivel L*(Q, A, P) teljes, kapjuk, hogy (S,)nen L*-ben is
konvergens. Jelolje S az (S,)nen sorozat L2-beli hatéarértékét. Felhasznalva, hogy az allités

elsG része alapjan Z;ifoo 1;X;_; konvergens P-m.m., kapjuk, hogy

S— Z V;Xi—j = nll_{l(f)lo (S— Z w]-Xt_j) P-m.m.

Igy P-mm. w€ esetén

(S— > ijtj(w)> = lim (S— > wjxtj(w)> = lim inf (s— > wjxtj(w)> .

Jj=—00 j=—n j=—n

Ezért a Fatou-lemma alapjan

E (S— Z q/;th_j) =E ligiol.}f (S— Z %Xt—j)

j:—oo j:fn

n—oo n—o0

" 2
<liminf E (S— Z %‘Xt—j) = liminf £ ((S_Sn)Q) =0,

j=-n

melybdl kovetkezik, hogy

O

D.2. Megjegyzés. A D.1. Allitasban, ha X,, t€Z, fiiggetlen, azonos eloszlasu nulla varhato
értékd valodszintiségi valtozok és Z;‘;foo wf- < 00, akkor a Kolmogorov egy sor tétel (lasd 10.4.
Tétel) alapjan a > 2 4;X; ; sor konvergens P-m.m. Valoban, >3°° _ D*(y; X, ;) =

:ﬂD2LXi)§:m ¢§<iOO. O]

j==oc

D.3. Allitas. Legyen {X,:t€Z} egy gyengén staciondrius folyamat, p wvdrhatd értékkel
és ~ autokovariancia figguvénnyel. Legyen tovdbbd (v;)cz valds szamok olyan sorozata, hogy
> e oo |j| < 00. Ekkor tetszéleges t € Z esetén

Y, = Z %’Xt—j

j=—o0

konvergens P-m.m. és L*-ben is (ugyanazon dsszeqgel). Tovdbbd, {Y;:t€ Z} gyengén stacio-

ndrius folyamat, vdarhato értéke ,uz;i_oo Yj, €és autokovariancia figguénye vy : Z — R,

W)=Y vby(h—j+k),  heL

j,k:—OO
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Bizonyitas. A Z?’;_OO Y;Xi—; sor konvergencidjara vonatkozo allitdsok a D.1. Allitasbol
kovetkeznek, ugyanis, felhasznalva, hogy {X;:t € Z} gyengén stacionarius, kapjuk, hogy

E(|X]) <A/E(X?) = /D2(X,)+ (E(X,))2=:C, tEZ,

¢s igy supez B(|Xy]) < oc.

Felhasznalva, hogy az Y; valoszintiségi valtozot definialo sor L2-ben konvergens, és, hogy

az L*-beli belstszorzat tényezdinek folytonos fiiggvénye, kapjuk, hogy

E(Y;) =E(Y; 1) = (¥;, 1) 12 = < Tim > X, 1> = lim < N viXe, 1>
j L2 L2

j=-n j=-n
= B (Z Xy ) =lm Y U E(Xy)=plim dowi=p Y v teL
J=-n J=—n J=-n J=—

Tovabba,

E(Yi1nY:) = T}LH;OE (Z Vi Xiih—j Z ¢kth> = nh_)nolo Z Z Vi E<Xt+h*th7k‘)

j:—n k=—n j=—nk=—n

Z Zwk (h—j+k)+u), theZ

j=—00 k=—o00

és a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség alapjan

[EYernYD)| < Y D [l (y(h=j+ k)| +4)

Jj=—00 k=—00

S i i |51bn| <VD2(Xh+k)\/D2(Xj)+M2>

j*—oo k=—00

Z Z [0k (D?(Xo) + 12)

j=—00 k=—00
0o 2
X2) < > |¢k|> <o0, thel.
k=—oc0

Tehéat tetszleges t,h€Z esetén E(Y;) és E(Y,1,Y;) végesek és nem fiiggenek t-t6l, tovabba,
felhasznélva, hogy E(Y:)=pu> = _ v;, t €Z, kapjuk, hogy Y autokovariancia fiiggvénye
vy : Z — R,

W (h) =E(YienYy) —E(YVun) (V) = > > ¢r(h—j+k),  heZ

Jj=—00 k=—00
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A kovetkezSkben kétoldali mozgodatlag folyamatokra vonatkozé nagy szdmok gyenge tor-
vényét targyaljuk. Elgszor egy 6nmagdban is érdekes eredményt szerepeltetiink az eloszlasbeli
konvergenciaval kapcsolatban, melyet felhasznalunk majd a széban forgd nagy szamok gyenge

torvényének a bizonyitasban.

D.4. Allitas. Legyenek X,, neN, és Y., n,j €N, k-dimenzios véletlen vektorok, hogy
(1) Y SN Y;, ha n— oo minden j€N esetén,
(i) Y; =5 Y, ha j— oo,

(1) lim;_,o limsup,, . P(|| X, =Y, |l =€) =0 tetszileges € >0 esetén.

Ekkor X, 2, Y, ha n— oo.

Bizonyitas. A folytonossagi tétel (4.16. Tétel) alapjan elég azt belatni, hogy ¢x, (t) = py (1),
ha n — oo tetszbleges t € R* esetén. A haromszog-egyenlStlenség szerint tetszéleges t € RF

és n,j €N esetén

|ox, (1) =y (D) < lox, (1) = v, (D] F |y, () = oy, ()] + oy, (1) =y (2)].

Belatjuk, hogy
lim limsup [¢x, (t) — ¢y, ()| = 0.

J70  n—oo

Tetszoleges t € RF és & >0 esetén létezik olyan 0 :=d(e,t) >0, hogy
]ei<t’x> —ei<t’y>| =1 —ei<t’y’x>] <e, ha |x—y| <9. (D.1)
Igy (D.1) alapjan
[0, (6) =y, (O] = [B( ) — ()| SB[t — et ]) = B(|1 el 71007))
=E(]1 —ei<t’X"_Y"’j>|1{\X,,L—Yn,j|<6}|>

+E(]1— ei<t’X”7Y"*j>!]1{|Xn—yn,]-|>6}‘)
<e+2P(| X, = Yo ;] =96).

Ezért tetszéleges € >0, teRF és j €N esetén

limsup [px, (t) — ¢y, ,; (1) <e+2limsup P(|X, Y, ;] = 9),

n—o0 n—oo

melybdl (iii) alapjan kovetkezik, hogy tetszéleges ¢ >0 és t € R* esetén

lim sup limsup |, (t) — ¢y, ; ()] < e

j—o00 n—o00

Igy tetszéleges ¢ € R* esetén létezik a lim; o limsup,_,. |¢ox, (t) — ¢y, (t)| hatarérték és

0-val egyenlé.
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A folytonossagi tétel és (i) alapjan lim; o |y, (£) — @y (t)| =0, t € R*. Ezért tetszoleges
teR* ése>0 esetén létezik olyan j, € N, hogy

limsup [, (1)~ v, ()] + v, (F)— o (1) < =
n—oo
A folytonossagi tétel és (i) alapjan
lim [y, ()= oy, (D] =0, tER,
n—oo

gy tetszGleges t € RF és € >0 esetén

limsup |px, (t) — @y (t)| <limsup |px, (t) =y, ; ()| +limsup ey, | () =@y, (1)

n—oo n—oo n—oo
+ ey, (8) —ov (1)]
<e,
melybdl kovetkezik az allitas, hiszen € >0 tetszéleges. U

D.5. Tétel. (Mozgoatlag folyamatokra vonatkozdé nagy szamok gyenge tdrvénye)

Legyen (Xi)iez egy kétoldali mozgddtlag folyamat:
Xe= ) ¥iZy  teL,
j=—00

ahol (Zi)ez figgetlen, azonos eloszlisi valdszindségi viltozok, E(|Z:1]) < oo, és tegyiik fel,
hogy 3772 . || <oo. Ekkor

o 1 n oo
Xn::—ZXti)<Z ¢j> E(Zy), ha n — oo.
n
=1

j=—o0

Bizonyitas. A D.1. Allitas alapjan tetszéleges t € Z esetén a Z?‘;foo Y;Z;_; sor abszolut
konvergens P-majdnem mindeniitt, hiszen sup,., E(|Z:|) =E(|Z1]) < o0.

Tovabbé a nagy szamok gyenge torvénye szerint tetszéleges j € Z esetén
I P
— E Zi_; — E(Z), ha n — oo.
n
t=1

Legyen

n k k n
Yn,k = % Z Z ijt—j = Z wj (%;Zt—j> s n,k‘ e N.

t=1 j=—k j=—k

Tetsz6leges k € N esetén alkalmazhatjuk a 7.22. Tételt az

1 & 1O
fom (M 1) e
t=1 t=1
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és h: R SR,

k
X) 1= Z Y, X = (T_p,...,21) € R

i=Fk

vélasztasokkal, ugyanis X, — (E(Zy), ..., E(Zy)) € R?**1 ) és kapjuk, hogy

nk—> Z V; E(Zo)) (Z %) =: Y%, ha n — oo.

j=—Fk j==k

Mivel limy o0 Yy = (Z;‘;_m %) E(Zy), a D.4. Allitas alapjan az igazolni kivant allitas kovet-
kezik, ha megmutatjuk, hogy

hm limsup P(| X, — Yor| =) =0 tetszbleges € >0 esetén. (D.2)

k=00 poo

Valoban, ekkor Yng(zj, 001/)]) E(Zy), ha n—oo, és mivel (Z;i_o@ wj) E(Zy) konstans,

a 7.20. Tétel (iii) része alapjan kapjuk, hogy X, N <Z;’;foo wj) E(Zy), ha n— oo.
Ratériink most (D.2) bizonyitasara. A Markov-egyenl6tlenség alapjan tetszéleges n € N,
e>0 és keN esetén

Z Z Vi Zi- J__Z Z%Zt —j

t=1 j=—o00 t=1 j=—k

P2 Y w|ze

t=1 |j|>k,jEN

1 1 &
<EE EZ Z ViZij

t=1 |j|>k,jEN

1 n
<SS WwIE1Ze)

t=1 |j|>k,jeN

l7|>k,j€N
Igy il
lim sup B(| X — Yia| > ) < 2Z1]) > Il keN
nee ljl>k, jEN
Felhasznélva, hogy > [v;| < oo, kapjuk (D.2)-t. O
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