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ElSszo6
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szamitas kurzus teljesitése utan vehetnek fel. A jegyzet "Diszkrét ideji Markov-lancok”
cimii 2. fejezete Benke Janos (Szegedi Tudoményegyetem, Bolyai Intézet, Sztochasztika
Tanszék) Sztochasztikus modellek cimt, 2022./23. tanév L. félévében tartott eléadasadhoz
készitett elméleti Osszefoglaloja alapjan késziilt, annak jelentGsen kiegészitett és javitott
valtozata, melynek elkészitésében Benke Janos nem vett részt, azt nem ellendrizte.
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1. Bevezetd

Jelolések: N :={1,2,...}, Z, :={0,1,2,...}, R, :=[0,00). Ha Q egy nemiires halmaz
és A egy részhalmaza Q-nak, akkor ezt A C Q mddon fogjuk jelolni (ahol C nem
feltétleniil szigoru tartalmazast jelol, azaz A C Q esetén A = Q is lehetséges). Egy
zr € R” vektor esetén az x Euklideszi normajat ||z| jeloli. Ha & : Q@ - Résn: Q —- R
véletlen valtozok, akkor & ~ n azt jeloli, hogy £ és 1 eloszlasai megegyeznek.

1.1. Sztochasztikus folyamatok

1.1.1. Definici6. Legyen (2, A, P) wvaldszindségi mezd, T tetszdleges nemiires (index)hal-
maz, €s minden t € T esetén legyen X; : Q — R eqy véletlen wvdltozo. FEkkor ezek
X ={X;:teT} halmazdt (dsszességét) sztochasztikus folyamatnak nevezzik. Azt mond-
guk, hogy T a folyamat paramétertere, az X;, t € T, wéletlen vdltozok dltal felvehetd
értékek 1 halmazdt pedig a folyamat allapotterének (fazisterének) nevezziik.

Esetenként az X, jelolés helyett az X (t) jelolést is hasznalni fogjuk. Egy sztochaszti-
kus folyamatot lehet tekinteni természetes moédon egyetlen X : T'x Q) — R leképezésnek is:
X(t,w) = Xy(w), t € T, w € Q. A rogzitett w € Q esetén adodé X(-,w) : T — R fiigg-
vényt (azaz a T >t — X;(w) fiiggvényt) a folyamat egy trajektoridjanak (realizaciojanak,
mintafiiggvényének) nevezziik.

1.1.2. Példa. Legyenek X,, n € N, teljesen fiiggetlen, azonos eloszlasi, valos értékd
valosziniiségi valtozok egy sorozata, hogy X; standard normaélis eloszlasi. Ekkor {X,, :
n € N} egy sztochasztikus folyamat 7' = N paramétertérrel és [ = R fazistérrel. A
trajektoridk ebben az esetben valos szdmsorozatok. O

Természetes modon lehet definidlni olyan sztochasztikus folyamatokat is, melyek fazis-
tere egy mérhetd tér.

Ebben a jegyzetben csak olyan sztochasztikus folyamatokkal foglalkozunk, ahol 7" C R
(példaul T'=1[0,00) vagy T = {0,1,2,...}). Ezaltal adodik egy természetes rendezés a T
halmazon, amit nevezhetiink idének, mig a ¢t € T értéket nevezhetjiik id6paraméternek.
Ez alapjan kialakithatunk egy a sztochasztikus folyamatokra vonatkozé nyelvezetet.

Legyen t € T és ¢ € I tetszbleges, ekkor azt mondjuk, hogy az X folyamat a
t idépontban az i allapotban van, ha X; = i. Az {X; : s € T,s < t} halmazt
az X folyamat miltjanak, az X, véletlen valtozot az X folyamat jelenének, mig az
{X;:s€T,s>t} halmazt az X folyamat jévGjének nevezziik.

Ezen kurzus soran kizarolag csak azzal esettel foglalkozunk, amikor az allapottér meg-
szamlalhato szdmossagi, vagyis véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok allapotot tekin-
tiink. Ekkor nevezhetjiik az X folyamatot diszkrét allapotteri sztochasztikus folyamatnak.

Az id6 tekintetében is kezdetben a diszkrét esetet tekintjiik majd, amikor is T =
Z, =4{0,1,2,...}. Ekkor azt mondjuk, hogy az X folyamat diszkrét idejii sztochasztikus
folyamat, az id6paraméter szokasos jelolése pedig n.

Egy {X::t € T} sztochasztikus folyamat viselkedésérsl (ahol T C R) nyilvan sok
informéaciot tartalmaznak a folyamat véges dimenziés eloszlasai: az

{(th,...,th):keN,t17...,tk€T,t1<...<tk}

valoszintségi vektorvaltozok eloszlasai. (Az (Xy,,..., Xy, ) valoszintségi vektorvaltozo el-
oszlasa egy valoszintiségi mérték az (R, B(RF)) mérhets téren.) Ezeket a véges dimenzios
eloszlasokat az

{Fth _____ thZkEN,tl,...,thT,tl<...<tk}
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eloszlasfiiggvény-sereggel lehet megadni. A véges dimenziés eloszlassereg ismeretében még
nem lehet eldonteni milyen tulajdonsigokkal birnak a folyamat trajektoriai.

1.1.3. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az {X;:t € T} és {Y;:t € T} sztochasztikus
folyamatok

e tdgabb értelemben ekvivalensek, ha megegyeznek a véges dimenzids eloszldsaik;
o ckvivalensek, ha P(X, =Y;) =1 teljesil tetszileges t € T esetén.

Az ekvivalens folyamatokat eqymds modifikdcidinak nevezzik.

1.1.4. Megjegyzés. Ha az {X, :t € T} és {Y,:t € T} sztochasztikus folyamatok
ekvivalensek, akkor tdgabb értelemben is ekvivalensek. Ugyanis, Vn € N, ¢,,...,t, € T,
h<ty<...<t, és x1,...,x, € R esetén

FX“’“"XM(Il, co ) =P(Xy, <, Xy, < 1p)
= P(th < .Tl,...,th < Z‘n,th = }/;17"'7th = nn)
=P, <z1,....Y,, <xp) = Fy, v, (71, T0).

Itt felhasznaltuk azt, hogy P(A) =P(ANB), VA, B€ A, P(B)=1 esetén, mely abbol
kovetkezik, hogy P(A) =P(ANB)+P(ANB) és P(ANB)<P(B)=0. O

Ellenérizhets, hogy az Definicioban megadott relaciok ekvivalencia-relaciok a
sztochasztikus folyamatok halmazan.
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2. Diszkrét idejii Markov-lancok

2.1. Egylépéses dtmenetvalosziniliségek, egzisztencia

Ahhoz, hogy a sztochasztikus folyamatokat modellezési feladatokra tudjuk hasznalni, meg
kell érteniink a folyamat dinamikajat, a kiilonb6z6 idGpontbeli véletlen valtozok koézotti
fligg6ségi viszonyokat. Ehhez bevezetjiik a sztochasztikus folyamatok egy nagy osztalyat,
a Markov-lancokat.

2.1.1. Definicié. Egy X ={X, :n € Z,} diszkrét ideji diszkrét dllapotterid sztochasz-
tikus folyamatot Markov-lancnak nevezziik, ha rendelkezik az in. Markov-tulajdonsdggal,
azaz ha tetszdleges n € N és tetszdleges 19,11, ..., in, tnr1 € I dllapotok esetén

(2.1.1) P(Xpg1 =tnt1 | Xn =tn, X1 = in-1,..., X0 =10) = P(Xpy1 = int1 | Xn = in),
abban az esetben, amikor ezen feltételes valosziniiségek értelmesek, azaz ha

P(X, =14y, Xn1=tn_1,...,Xo =10) > 0.
A Markov-tulajdonsdgot memdria nélkili tulajdonsdgnak is nevezziik.

2.1.2. Megjegyzés. (i) Vegyiik észre, hogy ha P(X,, = i,,..., X5 = i1, Xo = i) > 0,
gy P(X, =1,) >0 is teljesiil.

(ii) A Markov- (memoria nélkiili) tulajdonsag egy lehetséges megfogalmazasa, hogy a
folyamat jovéje a (jovéhoz képesti) milttol csupan a jelenen keresztiil fiigg. Heurisztikusan,
a folyamat jelenében 1é6v6 informécio elegendd ahhoz, hogy megmondjuk a folyamat jovéjét
(abban az értelemben, hogy az egyes kimenetek milyen valoszintséggel kovetkeznek be).
Kicsit masként, a Markov-tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a folyamat jovéje ({X,41 =
iny1})) csak a jelenen ({X, = i,}) keresztiill fiigg a (jov6hoz képesti) multtol ({X, =
in, R ,Xl = le, Xo = Zo})

(iii) A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy a tekintett feltételes valoszintiségeknél
a feltételben szereplé események valoszintisége pozitiv. a

2.1.3. Definici6. Egy X Markov-linc (egylépéses) dtmenetvaloszintiségei alatt a
pij(n) =P(Xyp1=7|Xo=1i), ne€Zy 1,j€I
valdszintiségeket értjik. Ha ezen dtmenetvalosziniségek nem fiiggenek n  értékétdl, azaz
pij(n) = pi(0) = pij, Vn€Zy, Vijel,

akkor azt mondjuk, hogy a Markov-ldnc (id6)homogén. Homogén Markov-ldnc (egyvlépéses)
atmenetmatrixa alatl a

P = (pij)ijer
matrizot értjik.
Az alabbiakban egy egyszert konstrukciét mutatunk, mely homogén Markov-lancot ad

meg.

2.1.4. Tétel. Legyenek &,, n € N, fiiggetlen, azonos eloszldsu véletlen vdltozok. Legyen
I C R egy megszdmldlhatd halmaz, és f : I x R — I eqy mérhetd leképezés (a 2! @ B(R)
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és 21 szigma-algebrdkra vonatkozdlag). Legyen Xo egy olyan wvéletlen wvdltozd, melynek
értékkészlete I-beli és tegyiik fel, hogy Xo fiiggetlen a &,, n € N, véletlen valtozoktol. Legyen

Xnt1 = f(Xn, 1), ne€ Ly.

Ekkor (Xy)nez, egy diszkrét idejd homogén Markov-ldnc, melynek fdzistere I és egylépéses
datmenetvalosziniségen:
piy =P(f(i,&) =7), el

Bizonyitas. A rekurziv definici6 miatt tetszéleges n € N esetén létezik olyan g, : R*™ —
I mérhetd fiiggvény, melyre

Xn :gn<X07£la"'7€n)7
ésigyneN, 1,5 €1, ip,01,...,1,_1 € I esetén

P( X1 =7 Xn =4, X0t = lp1,..., X1 =11, Xo = o)
= P(f(lafn—i-l) :j|Xn = Z‘wXYn—l = Z.n—lw .. aXl = Z-1a)(0 = Z0)
= P(f(27€n+1) = ] | gn(X07€17 s 7571) = iv.gTZ—l(Xové.h s 7571—1) = Z.Tl—h ceey
5 91(Xo, &1) = i1, Xo = i)

=P(f(i,&1) =J) =P(f(,&) = J),
ahol az utolso el6tti 1épésben azt hasznéltuk fel, hogy a ¢, (Xo, &1, .., &), - -+, 01(Xo,&1), Xo
véletlen valtozok mérhetSek a o(Xo, &1, .. ., &,) szigma-algebrara nézve, és emiatt fiiggetle-
nek az {f(i,&,41) = j} eseménytdl, az utolso lépésben pedig azt hasznéltuk fel, hogy &1

és & eloszlasai megegyeznek.
Hasonléan belathato, hogy

P(Xni1 =J [ Xn =10) = P(f(i,6ni1) = ) = P(f(i,&) = 7).

Igy (X,)nez, diszkrét idejii Markov-linc, mely homogén is, hiszen a P(X,41 = j| X, =
i) =P(f(i,&1) = 7) atmenetvaloszintiségek nem fliggenek n-tél.
A fentiekbdl a p; j-re vonatkoz6 formula is adodik. O
A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a Markov-lanc amivel dolgozunk homogén.

2.1.5. Definicié. Legyen I egy megszdmldlhatd halmaz. Azt mondjuk, hogy az A =
(@i j)ijer mdtriz sztochasztikus matrix, ha az aldbbi két feltétel teljesil:

(i) a;; >0 tetszbleges i,j € I esetén,
(i1) Y jeraij =1 tetszdleges i € I esetén.

Gondolhatunk sztochasztikus matrixokra gy mint olyan matrixokra, melyeknek min-
den sora eloszlast alkot.

2.1.6. Allitas. (i) Egy Markov-ldnc dtmenetmdtriza mindig sztochasztikus mdtriz.

(it) Legyen I egy megszdmldlhato halmaz, A = (a;;)ijer €s B = (b;;)ijer sztochasztikus
matrizok. Ekkor AB is sztochasztikus mdtrix.

Bizonyitas. (i): Tetsz6leges ¢, 7 € I esetén p; ; > 0, hiszen p; ; egy feltételes valoszintség.
Tetsz6leges ¢ € I esetén, a teljes valosziniiség tétele alapjan

pig=) PXi=j|Xo=i)=)_ P(Xfl’(}j’fz): ’

jel jel jel
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P(Xo =i

ahol az utolso el6tti egyenldség abbol kbvetkezik, hogy a valészintiség o-additivitdsa, { X; =

G Xe=i}N{X1 =4, Xo=i}=0,j#], 5 €1, és U {X1 =j Xo =i} = {Xo =i}
alapjan

Y P(Xy =4, X =1i) = (U{Xl—%Xo—@})—P(Xo—Z)
jeI Jjel

ii): Tetszbleges i, 5 € I esetén (AB); ; > 0, hiszen A és B nemnegativ elemi matrixok.
g J J g
Tetsz6leges ¢ € I esetén

> (AB); =) (Z ai,kbk,j> => (ak <Z b,@j)) = (ai-1) = 1.

jel Jel kel kel jel kel

O

2.1.7. Definicié. Legyen X eqy Markov-lanc I dllapottérrel, o pedig eqy valosziniiség-
eloszlds az I halmazon. Azt mondjuk, hogy o az X folyamat kezdeti eloszldsa, ha

P(Xo=i)=ay, Vi€l

Az X ~ Markov(a,P) jelolés alatt azt értjik, hogy X ={X, :n € Z,} Markov-lanc
o kezdeti eloszlassal és P atmenetmatrixszal.

2.1.8. Tétel. (Markov-lancok egzisztenciatétele) Legyen adott eqy I megszdmldl-
hato halmazon egy o = (ov)ier diszkrét valosziniség-eloszlds és eqy P = (p;j)ijer szto-
chasztikus mdtric. Ekkor létezik olyan (2, A, P) waldszinidségi mezd, ezen olyan (Xp)nez,
homogén Markov-ldnc, melynek o a kezdeti eloszldsa és P az eqylépéses dtmenetmdatriza.

2.1.9. Példa. (i): Szimmetrikus egydimenzios véletlen bolyongéas a szamegyenesen. Te-
kintsiik a kovetkezs sztochasztikus folyamatot: a folyamat 0-boél indul ki, és minden 1é-
pésben feldobok egy szabalyos pénzérmét, ha a dobéds eredménye fej, akkor novelem a
folyamat értékét 1-gyel, ha iras, akkor csokkentem 1-gyel. Az igy kapott sztochasztikus
folyamatot szimmetrikus véletlen bolyongasnak nevezziik, mely egy homogén Markov-lanc
Z fazistérrel, 0y kezdeti eloszlassal és

1 s .
- 3 haj=i+1, ijez
710 egyébkent, ’ ’

egylépéses atmenetvaloszintiségekkel. Az el6bbiekben dy a 0-ban degeneralt kezdeti elosz-
last jeloli, azaz 60({0}) =1 és dp({j}) =0, j #0, j € Z.

(ii): Egydimenzios véletlen bolyongéas a szamegyenesen. Legyen p € (0, 1), és legyenek
Z1, 2o, ... fliggetlen azonos eloszlasi véletlen valtozok, melyek kézos eloszlasa:

Tovabba, legyen X := 0 és

Xn221+ZQ++Zn, TLQN.
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Ekkor az X = {X,, : n € Z, } sztochasztikus folyamatot egydimenzios véletlen bolyongés-
nak hivjuk. Ekkor X Markov-lanc I = Z allapottérrel, hiszen

Xn+1:Zl+ZQ+"'+Zn+Zn+1:Xn+Zn+l> neZ—‘ra

és igy
b, ha j =1 + ].,
pij =P(Xpp1=j|Xn=10)=¢1—p, haj=i-—1,
0, kiilénben.

Tehat X ~ Markov(a, P), ahol v = g és P = (p; ;)i jer-
(iii): Legyen X = {X,, : n € Z, } egy szimmetrikus véletlen bolyongas a szdmegyenesen,
és legyen
Mn = a Xz s € Z,.
iE{IOr,ll,.}.(.,n}{ } " +
Belatjuk, hogy (M, )necz, nem Markov-lanc.
Elgszor egy olyan gondolatmenetet mutatunk, melybél (csak) az kovetkezik, hogy ha
(My)nez, Markov-lanc lenne, akkor nem lehetne idhomogén. Tetszéleges paros n > 2
esetén

P(My =3, M, =2,M, ; =1)
P(M, =2, M,_, = 1)
P(Zp1=1,Z,=1, X1 =1,M,_ =1)
P(Z,=1,X,1=1,M, ,=1)
 P(Zyp1=1)P(Z, =1)P(Xoy =1, M1 =1)
B P(Z,=1)P(X,_., =1, M,_; =1)
1

=P(Zu=1) =3

P(Mn+1 - 3 ’ Mn - 27Mn71 = 1) =

A fenti formula azért csak paros n > 2 esetén teljesiil, mert csak ebben az esetben lesz a
feltételben szerepld esemény valoszintisége pozitiv, hiszen {M, = 2, M, 1 = 1} = {Z, =
1,X, 1 =1,M, 1 =1}, és X,, 1 = 1 akkor és csak akkor teljesiilhet, ha n — 1 paratlan,
azaz n paros.

Hasonlbéan, tetszéleges paratlan n > 3 esetén

P(Mpsy = 3| My =2, M, 1 =2, M, 5=1)=0
C P(Myyy =3, M, =2, M, =2, M, 5=1)
P(M, =2, My =2, My_5 = 1)
CP(Myy1 =3, X, =1, X 1 =2, X, 5= 1,M, 5 =1)
P(Xp=1,Xp1=2Xn0=1,M,,=1)
P(0)

= = 0.
P(Xn = 17Xn71 = 27Xn72 =1, M, 5 = 1)

A fenti formula azért csak paratlan n > 3 esetén teljesiil, mert csak ebben az esetben lesz
a feltételben szerepls esemény valoszintisége pozitiv, hiszen {M, = 2, M,, 1 = 2, M,,_5 =
1} ={X, = 1,X, 1 = 2,X,, 0 = 1,M, 5 = 1}, és X,, 1 = 2 akkor és csak akkor
teljesiilhet, ha n — 1 paros, azaz n paratlan.

Ha (M,)nez, Markov-lanc lenne, akkor a fentiek alapjan

1
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teljesiilne, mely alapjan (M, ),cz, nem lehetne id6homogén.

A kévetkezSkben egy olyan gondolatmenetet mutatunk, melybél kévetkezik, hogy (M, )nez,

nem lehet Markov-ldnc. Az el6z6ekhez hasonléan kapjuk, hogy

P(M; =2, My =1, M, = 0)
P(M; = 1, M, = 0)
P(Zy=+1,Xs=1,X,=0,X, = 1)
P(X;=1,X,=0,X, = 1)
P(Zy=+1)P(X3=1,X =0, X, = —1)
P(X3=1,X,=0,X, = —1)
1

P(My=2|M3=1,M;=0) =

és
P(My=2,M;=1,M,=1)
P(M;=1,M;=1)
P(Z,=1,X3=1,Xo=0,X; =1)
P(Ms=1,M;=1)

P(Z,=1)P(X3=1,Xo=0,X; =1)
P(Ms;=1,M;=1)

P(Xs5=1,Xo=0,X;=1) 1

PMy=2|M3=1,My=1) =

2P(Ms=1,My=1) 4
ahol az utols6 egyenléség abbol kovetkezik, hogy
[Xs =1, X2 = 0,X1 = 1} U{Xg = =1, X5 = 0, Xy = 1} = {My = 1, M, = 1},

és a bal oldalon levs uniéban szereplé mindkét (diszjunkt) esemény valoszintisége (1/2)3.
Ha (M, )nez, Markov-lanc lenne, akkor

P(My=2|Ms=1My=0)=P(My=2|Ms=1,M, =1)

teljesiilne, mely azonban nem teljesiil, mert 1/2 # 1/4. Igy (My)nez, nem Markov-lanc.
(iv): Jelolje Xy egy javité mihelyben levs gépek szamat a 0-adik napon, ahol X, egy
nemnegativ egészértéki véletlen valtozo. Feltételezziik, hogy tetszéleges n € Z, esetén az
n-edik napon &, 1 darab gép megy tonkre, melyek az (n+ 1)-edik napon a javité mithelybe
keriilnek, ahol &,.1 egy nemnegativ egészértékd véletlen valtozd. A javitdé mihelyben
minden nap egy gépet tudnak megjavitani, mely masnapra késziil el. Tetsz6leges n € N
esetén X,,-nel jeldlve a javité mihelyben lev gépek szamat az n-edik napon, kapjuk, hogy

X1 = (X = D)7 + &, neE”ly.

Ha (&,)nen fliggetlen, azonos eloszlasuak és fiiggetlenek Xo-t61, akkor a Tételt hasz-
nalva az f(z,y) == (x — 1)t +y, v € I :=7Z,, y € R, valasztassal, kapjuk, hogy (X, )nez,
egy homogén Markov-lanc és az egylépéses atmenetvaloszintiségek

pij=P(f(i.&) =) =P((-1)"+&=j)=PE =j—(i—-1)7)

10
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Mivel P(& € Z,) =1, a P(& = k) =: ax, k € Z,, jeldléssel kapjuk, hogy

0o 1 2 3 4
apg a1 a2 a3 Qa4
ap a1 Aag Az aq

0 ap a1 Az as

0 0 apg aip as

0 0 0 ag ap

P = (pij)ijez, =

kR W N = O

2.1.10. Tétel. (Multiplikacioés formula) Legyen X ~ Markov(a,P). Ekkor
P(Xn = inaanl = 7;”,1, Ce ,Xo = Zo) = aiopio,h .. 'pin—hin’ Vn c N, Vio, il, N ,in € [
Bizonyitas. A lancszabaly és a Markov-tulajdonsag alapjan

P(X, =in, Xno1 =tn_1,..., X0 =1p)
=P(Xo=1ip, X1 =141,..., Xn_1 =ln_1,Xn =1iy)
=P(Xo=10) P(X1 =11 Xo =io) P(Xy = ia | X1 =iy, Xo =1p) -
X P(X,, =in | Xno1 = tn-1,..., Xo = 1p)
=PXo=1i)P(Xi =01 | Xo=i0) P(Xo =iz | X1 =141) - P(X,, = 0, | Xsio1 = 11)
= W4 Pig,i1 Pivio - -+ Pin_1yin-
O
A kovetkez§ allitas azt mondja ki, hogy tetszéleges rogzitett idépontban megfigyelve egy

Markov-lanc értékét, majd onnan "ajrainditva" a Markov-lancot, ismét egy Markov-lancot
kapunk (a memoria nélkiiliség miatt).

2.1.11. Allitas. Legyen X ~ Markov(o,P), m € N és i € I tetszileges. Vezessiik be
az
Y:={Y, =Xpm:n€Zy}

sztochasztikus folyamatot. Ekkor az {X,, =i} eseményre feltételesen

(1) Y ~ Markou(d;,P), ahol 0; azi-ben degenerdlt kezdeti eloszlds, azaz 6;({i}) :=1 és

(i) az Y folyamat figgetlen az Xo, X1,... Xpm_1 véletlen valtozoktol.

A [2.1.11] Allitas érvényben marad bizonyos véletlen idépontok, igynevezett megéllasi

------

id6k esetén is. Mi csak a megéllasi id6k leggyakoribb fajtajaval az els6 elérési idékkel
foglalkozunk.

2.1.12. Definicié. Legyen X ~ Markov(a,P) és A C I dllapotok egy tetszdleges hal-
maza. Ekkor az A halmaz elsé elérési ideje alatt a

Ta:=min{n € Z, : X,, € A}

(dltaldnos értelemben vett) véletlen vdltozdt értjik, ahol min () := +oo.

11
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A Definicioban a min() := +oo "természetes” definici6 abban az értelemben,
hogy egy nemnegativ egész szamokbol all6 halmaz minimuma a legnagyobb olyan nem-
negativ egész szam, melyre igaz az, hogy a halmaznak nincs nala kisebb eleme. Nyilvan
teljesiil, hogy tetszéleges n € Z, esetén az () egyetlen eleme sem kisebb, mint n. Mivel Z.
feliilr6l nem korlatos, ezért "természetes” a min () := +oo definicio.

2.1.13. Allitas. (Erés Markov-tulajdonsag) Legyen X ~ Markov(a,P) és A C I
tetszdleges. Vezessiik be az Y = {Y, : n € Z,} (kiterjesztett valds értéki) sztochasztikus
folyamatot, ahol

Y, = {XTH'TA ha Ta < 00, n € N.

+00 ha T4 = o0,
FEkkor tetszéleges 1 € I esetén, az {X,, =i,74 < 00} eseményre feltételesen

(i) Y ~ Markov(6;,IP), ahol 0; azi-ben degenerdlt kezdeti eloszlds,

(i) az Y folyamat figgetlen az Xo, X1,... X, véletlen viltozoktol.

a1

Az el6z6ekben emlitettiik, hogy az erés Markov-tulajdonsag érvényben marad a
Definicioban definialt 74-nal altalanosabb megallitasi id6pontok esetén is, az erés Markov-
tulajdonsag ezen altalanosabb alakjabol lathato (lenne), hogy az erés Markov-tulajdonsag
maga utan vonja a Markov-tulajdonsigot.

2.2. Tobblépéses atmenetvaldszintiségek

2.2.1. Definici6. Legyen X ~ Markov(a,P) és n € N tetszdleges. Ekkor az X Markov-
lane n-lépéses atmenetvaldszintiségei alall a

pY =P(X,=j|Xo=1i), ijel
valdszindségeket értjik. Az X Markov-ldnc n-lépéses atmenetmatrixa alatt a
P = (PEZ))z‘,jef
mdtrizot értjik.

Az n-lépéses atmenetvaldszintiségek ismeretében megadhatjuk a Markov-lanc n idé-
pontbeli eloszlasat.

2.2.2. Kovetkezmény. Legyen X ~ Markov(a,P) és n € N tetszéleges. Ekkor
(P(Xy = j))jer = oP™,
ahol (P(X,, = 7)) jer-t és a = (oy)ier-t sorvektorként értjiik. Azaz tetszdleges j € I esetén
P(X,=j) = Zaipgz).
icl
Bizonyitas. A teljes valosziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy minden n € N és j €[
esetén

P(Xy =)= D P(Xy=j| Xo=)P(Xo =) = Y_p{os = Y aupf].
el el i€l
O

A tobblépéses atmenetvaloszintiségek kiszamolhatoak az alacsonyabb 1épéses atmenet-
valoszintiségek segitségével. Errdl szol az alabbi fontos eredmény.
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2.2.3. Tétel. (Chapman-Kolmogorov egyenletek) Legyen X ~ Markov(o,P). Tet-
szdlegesn € N, 1,5 € I esetén P(X 10 = 7| Xy = 1) értéke fiiggetlen m € Z-t6l. Tovdbbd,
tetszdleges m,n € Z, esetén

pntm) _ pn)pim)

?

azaz tetszdleges 1,5 € I esetén
(ntm) _ (n), (m)
Pij = sz‘,k:pk,j :
kel

Bizonyitas. Az els6 allitast n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Nyilvain n = 1
esetén igaz, hogy P(X,,11 = j | X;n = 1) értéke fliggetlen m € Z,—t6l, hiszen a szobanforgo
Markov-lanc homogén. Ha teljesiil ¢ € {1,...,n} esetén, hogy P(X,4, = j| X, = 19)
értéke fiiggetlen m € Z,-t6l, ahol n € N, akkor a valészintiség o-additivitasa alapjan

P(Xm+n+1 =7 | X = Z) = ZP(Xm+n+1 =Js Xintn =k | X = Z)

kel
B Z P(Xoint1 =7, Xan =k, Xon =1) P(Xpan =k, Xpn =1)
kel P(Xm—i-n = k’, X = Z) P(Xm = Z)
- Z P(Xm—i-n—i-l =J | Xm+n = ka Xy = Z) P<Xm+n =k | X = Z)
kel
= Z P(Xm+n+1 =J ‘ Xongn = k) P(Xm+n =k ’ X = i)a
kel
ahol az indukcios feltevés alapjan (¢ = 1, illetve ¢ = n valasztasokkal) P(X,,1ni1 =

G Xonsn = k) = prj € P(Xoin = k| Xon = 0) = 3. Tay
P(Xminir = 3| X = 1) =Y eyl = > 0\pw;
kel kel
fliggetlen m € Z,-t6l, és az m = 0 valasztassal adodik, hogy
P = P(Xp = 5| X =) = > Py ey
kel

Ez azt jelenti, hogy P"*tD = PM™P. Mivel PO =P, igy ebbdl kovetkezik P = P,
ezért Ptm) — prtm — prpm — PP ami éppen a méasodik allitas. O

2.2.4. Kovetkezmény. A Chapman-Kolmogorov eqyenletek kévetkeztében az n-lépéses dt-
menetmdatriz megegyezik az eqylépéses dtmenetmdtriz n-edik hatvanydval, azaz

P =P, VneN.

Bizonyitas. A Tétel bizonyitasaban méar lattuk. a
2.2.5. Kovetkezmény. (T6bblépéses multiplikacios formula) Legyen X ~ Markov(a,P).
Ekkor tetszdleges k€ N, 0 <ny <---<np €N €s 19,01,...,1x € [ esetén
P(X =i. X _ X — i X = i) = o (n1), (n2—n1) (ng—nk—1)
( ng — U, Ng_1 =1y, ny — 11, Ap = 20) - O{’Lopio,ilpihig e ’pikfl,ik
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Bizonyitas. A lanc-szabaly és a Markov-tulajdonsag alapjan

P( Xy, = it Xy, = i5ts. - Xy = i1, Xo = i)
= P(Xo = ig, X, = 1, Xy, = 51, Xy = i)
= P(Xy = o) P(Xpn, = i1 | Xo = i0) P(Xn, = in | X, = i1, Xo = i0) -+~
X P(Xn, = ig | Xy = G5ty . Xy = i1, Xo = i)
= P(Xy = i) P(Xy, = i1 | Xo = i0) P(Xn, = o | Xp, = 1) - P(Xn, = i | Xy, = 1)

_ (n1), (n2—n1) (np—ng—1)
= Qg Piy iy Piy yia R o PN 72

)

([
A tobblépéses multiplikacios formulabol specialis esetként kovetkezik a2.1.10.] Tételben
targyalt (egylépéses) multiplikacios formula.
2.3. Atmenetgraf, kommunikaciés osztalyok

A Alfejezet alapjan latszik, hogy milyen kulcsfontossdgn az Atmenetméatrix szerepe a
Markov-lancok témakorében. Célunk az dtmenetmatrixban talalhato adatok egy masfajta
megkdzelitése, az Gn. dtmenetgraf segitségével. Ebben az alfejezetben csak az atmenet-
matrixszal foglalkozunk, a kezdeti eloszlast figyelmen kiviil hagyjuk.

2.3.1. Definicid. Legyen P egy diszkrét ideji Markov-ldnc dtmenetmdtriza. Ekkor o P
mdtrizhoz tartozo atmenetgrafon azt a G sulyozott, irdnyitott grdfot értjik, amire

(i) Vo =1, azaz a csicsok halmaza a kapesolatos Markov-lanc dllapottere,

(it) (i,7) € Eq akkor és csak akkor, ha p;; > 0, azaz az i csicsbol a j csucsba akkor és
csak akkor hizunk be €lt, ha pozitiv valdsziniséqgel léphetiink i-bdl j-be eqy lépésben,

(iit) ca((2,7)) = pi;,V(i,5) € Eq, tehdt az élek sulya a hozzdjuk tartozd egylépéses dtme-
netvalosziniség.

Lényegében egy Markov-lanc elképzelhetd tigy, mintha a kezdeti eloszlas szerint valasz-
tanank egy cstcsot az dtmenetgrafon, majd mindig a csiicsbol kimend élek altal meghaté-
rozott valoszintiségek szerint ugrunk a kovetkezs csicsba (allapotba).

2.3.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy a j dllapot elérhets az i dllapotbdl, ha
P(a ldnc valaha eljut j-be|i-bdl indult) =P(In € Z, : X, =j| Xo=1) > 0.
Jeldlése: © — j.

Vezessiik be tetszéleges ¢, 7 € I allapotok esetén a

S0 1 hai=j,
“ 10 hai#j

(n

RN ;
;i Jelolést n € N esetén

jelolést. Felhivjuk a figyelmet, hogy a [2.2.1.| Definiciéban a p
vezettiik be.

Emlékeztets grafelméletbdl: séta alatt egy olyan vy, ey, v, e, ..., 0 1, €p, vy SOrOZAtOL
értiink, ahol £ € N, vy, vy,...,v_1,v, a csticsok, ey, eq, ..., e, az élek, és e; két végpontja
vi_1 6s v, i =1,...,¢. Ut alatt egy olyan sétat értiink, melynek a csticssorozataban nincs
ismétlodeés.
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2.3.3. Allitas. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) i — Jj,
(ii) 3neZy: pl) >0,
(iii) vagy i = j, wagy pi; > 0, wvagy In = 2,;n € N és Fiy,...ip1 € I:
PisisPiryiz - - - Pin_1,j > 0,

(iv) vagy i = j, vagy az dtmenetgrifban létezik i-b6l j-be vezetd irdnyitott dt.

Bizonyitas. (i)<=>(ii): Tetszbleges n € N esetén, a valoszintiség o-szubadditivitdsa miatt

Py =P(X,=j|Xo=i) <P@Em €Ly : Xy = j| Xo=1)
=P<U{Xm=j}|Xo=z'> <> p,
m=0 m=0

ahol az els6 egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy {X,, = j} € {3m € Z, : X,, = j},
neZ,. A Osszefiiggés n = 0 esetén is teljesiil, ugyanis, ha ¢ # j, akkor pﬁf}) =0,
ha pedig i = j, alkkor pi) =1 és PAm € Zy : X, =i| Xo=i) = P(Q| Xo=1i) = 1.

Ha (i) teljesiil, akkor P(3m € Z, : X,, = j|Xo = i) > 0, és igy alapjan
ng:opg?) > 0, melybél kovetezik, hogy létezik olyan m € Z., hogy p§f;?) > 0. Ha (ii)
teljesiil, akkor (2.3.1) alapjan P(I3m € Zy : X,, = j| Xo =) > 0, azaz i — j.

(ii)==(iii): A Chapman-Kolmogorov egyenletek (2.2.3. Tétel) alapjin P = P" n €
N, és igy

(2.3.1)

(232) pgz) = Z pi,ilpil,ig t 'pl'n_hju n 2 27 n e N

Ulyensin—1€1

Valo6ban, a jobb oldal nem més, mint

Z [(Z pi,ilpihiQ) *Pisjiz * 'pin_hj] = Z [pﬁl “Pisyis *  Pin_1,5| s
12

19,eeyin—1€T1 1€l 19, enyin—1€1

és rekurzivan haladva visszafelé adodik (2.3.2).

Ha (ii) igaz és n = 0, akkor ¢ = j. Ha (ii) igaz és n = 1, akkor p;; > 0. Ha (ii) igaz és
n = 2, n € N, akkor a egyenlGség jobb oldalan levs Osszeg valamelyik tagja pozitiv.

(iii)==(iv): Ha ¢ = j, akkor az implikicié nyilvanval6. Ha i # j és p; ; > 0, akkor i-bél
j-be egyhosszusagu ut vezet. Ha i # j és p;; = 0, akkor (iii) alapjan létezik olyan n > 2,
n € N és léteznek olyan 14, ...,4,_1 allapotok, melyek egy iranyitott utat adnak meg.
(iv)==(ii): Ha ¢ = j, akkor pg?j) =1> 0. Hai # j, akkor tekintsiink egy i — i, —
ig — +++ — i,_1 — j irdnyitott utat i-bél j-be, ahol n € N (n = 1 esetén az i — j utat
értjiik). Ekkor

pﬁf}) Z DiiDirsis -+ Pin_1j > 0,

ahol az els6 egyenl&tlenség —b()’l adodik, a masodik pedig az dtmenetgraf definicidja
miatt. O

2.3.4. Definicié. Az ¢ és j dllapot kommunikacios viszonyban dll eqymdssal, ha kéleso-

nésen elérhetdek eqymdsbol, azaz i — j és j — 1. Jelolése: i <+ j.
Az i dllapot elnyeld, ha beldle csak dnmaga érhetd el.
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Megjegyezziik, hogy egy olyan allapotot, mely semmelyik allapotbol sem érhetd el (be-
leértve 6nmagat is) nevezhetjiik pillanatnyi, tiszavirag élett (angolul: ephemeral) allapot-
nak. Példaul, ha egy atmenetmatrix elsé oszlopa azonosoan nulla, akkor az elsG oszlopnak
megfelel6 allapot pillanatnyi &llapot, mely csak az adott Markov-lanc kezdeti eloszlasaban
jatszik szerepet.

2.3.5. Tétel. A kommunikdcios viszony ekvivalenciareldcid az dllapotok halmazdn.

Bizonyitas. reflexivitas: ¢ <> ¢ teljesiil, mert p(o) =

Allitast.

szimmetria: ha ¢ <+ j, akkor ¢« — j és 7 — 4, amibdl adodik, hogy j < 1.
tranzitivitas: tegyiik fel, hogy i <> k és k < j. Ekkor 1 — k és k — j, és igy a
2.3.3| Allitas alapjan léteznek olyan m,n € Z,, hogy plk > 0 és pk]) > 0. A Chapman-
Kolmogorov egyenletek (2.2.3] Tétel) alapjan

1 > 0 és alkalmazhatjuk a |2.3.3.

(ntm) _ m)  (n)
ng szépﬁg/pzkpk]>07

tel
azaz p§3+m) > 0. Igy a[2.3.3| Allitas alapjan i — j. A szereposztas felcserélésével kapjuk
azt is, hogy j — 1, ésigy i <> j . a

2.3.6. Definici6. A kommunikdcios viszony mint ekvivalenciareldcio dltal egyértelmiien
meghatdrozott ekvivalenciaosztilyokat kommunikaciés osztalyoknak nevezziik. Tehdt eqy
kommunikdcios osztalyba azon dllapotok tartoznak, melyek egymdssal kommunikdcids vi-
szonyban dllnak.

2.3.7. Kovetkezmény. Fqy Markov-ldnc kommunikdcios osztdlyai meghatdrozhatoak az
dtmenetgrdf segitségével is, mivel ezek pontosan az dtmenetgrdf erdsen 6sszefiiggd kompo-
nenset.

Emlékeztets grafelméletbdl: egy graf osszefiiggd, ha a csicsok halmazan adott (alabb
definialt) ~ relacionak egyetlen ekvivalencia osztalya van, ahol u és v csicsok esetén u ~ v,
ha a létezik a grafban u-bol v-be vezetd ut. Egy graf erésen Gsszefiiggd (vagy iranyitott ér-
telemben Osszefiiggd), ha barmely két u, v csticsa esetén létezik u-bol v-be vezetd iranyitott
ut.

2.3.8. Definicidé. Ha eqy Markov-ldncnak csak eqy kommunikdcios osztdlya van, azaz min-
den dllapot kommunikdl minden dllapottal, irreducibilisnek nevezziik. A ldnc reducibilis,
ha eqynél t6bb kommunikdcids osztalya van.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a kommunikaciés osztalyok nem fiiggenek a lanc kezdeti
eloszlasatol, csupan az atmenetmatrixtol. Igy beszélhetiink az dtmenetmatrix altal megha-
tarozott osztalyokrol, illetve mondhatunk olyat, hogy egy sztochasztikus méatrix reducibilis
vagy irreducibilis. Megjegyezziik tovibba, hogy egy Markov-lanc gy is lehet irreducibilis,
hogy atmenetmaéatrixaban vannak 0 elemek.
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2.3.9. Példa. Tekintsiik a Példa (iv) részében megadott (X,,)nez, Markov-lancot,
melynek fazistere [ = 7Z, és &tmenetmétrixa:

o 1 2 3 4
ap a1 Az Az a4
ap a3 Aag a3 Qa4

0 ap aip ag das

0 0 apg ap ag - )

0 0 0 ag ap

P = (pij)ijez, =

RN = O

ahol P(& = k) = ag, k € Z,, egy valoszintiségeloszlas. Megmutatjuk, hogy (X, )nez, akkor
és csak akkor irreducibilis, ha

P =0)=a >0 & P&E>2=> a,>0
k=2

Tegyiik fel el6szor, hogy (X,)nez, irreducibilis. Ekkor 0 — 0. Ha ag = 0 teljesiilne,
akkor 0-bdl egy lépésben az 1,2, 3, ... allapotok valamelyikébe juthatunk el, onnan viszont
a P dtmenetmatrix alapjan csak az {1,2,3,...} halmaz érhetd el, a 0 allapot nem. Ezért
nem teljesiilne, hogy 0 — 0, mely ellentmondas, és igy ag > 0. Tovabba, ha Y -, a, =0
teljesiilne, akkor ar, =0, k > 2, k € N, és igy a P &tmenetmatrix az alabbi alakot 6lti

0o 1 2 3
ag Qi 0 0
ag Qa1 0 0

0 apg ap 0
0 0 ag Qap
0 0 0 ag Qap

kW NN~ O
OO OO

Mivel a lanc irreducibilis, teljestilnie kell, hogy 0 — 2, azonban a 0 allapotbol csak a {0, 1}
halmaz érhet§ el, igy ellentmondasra jutottunk, tehat Y ;- ., a; > 0.

Tegyiik most fel, hogy ag > 0és Y.~ ar > 0. Mivel ag > 0, kapjuk, hogy 0 — 0. Mivel
Yoy ar > 0, 1étezik olyan ko € {2,3,...}, hogy ag, > 0, és igy 0 — ko. Mivel ag > 0, a P
Atmenetmatrix alapjan

ko= ko—1—k —2—---—=2—=1-=0.
lgy
0+ ko, 0« ko—1, 0+ 1,

melybdl kovetkezik, hogy {0,1,..., ko — 1} egy osztalyt alkot. Tovabba, tetsz6leges i € N
esetén tekintsiik P-nek azt a sorat, melynek az elején ¢ — 1 darab 0 van. Mivel ag, > 0,
adodik, hogy ¢ — ¢ + kg — 1, ahol ¢t + kg — 1 > ¢+ 1 > i. Tovabb4, mivel ay > 0, kapjuk
azt is, hogy tetszdleges j > ¢ esetén

J—=Jj=—1=7—=2—=- =, és igy ] =i

A fentiek alapjan, az i — i + kg — 1 Osszefiiggést ¢ = 1 valasztassal alkalmazva kapjuk,
hogy 1 — kg, ahol kg > 2 > 1, és ezért kg — kg —1 — ... - 2 — 1, amibdl adodik,
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hogy 1 < ko. Igy ko az 1-et tartalmazo osztalyban van, és ezért 0,1,..., ko — 1,k egy
osztalyban vannak, ahol ky > 2 miatt {0,1,2} € {0,1,..., ko}.

Az i — i+ kg — 1 Osszefiiggést ¢« = 2 valasztassal alkalmazva kapjuk, hogy 2 — kg + 1,
ahol kg+1 >3 > 2, ésezért kg+1 — kg — ... = 2 — 1, amibdl adodik, hogy 2 < kg + 1.
gy ko+1 a 2-t tartalmazo osztalyban van, és ezért, figyelembe véve, hogy 0,1, ..., ko—1, ko
egy osztalyban vannak, adodik, hogy 0,1,...,ky— 1, ko, ko + 1 egy osztalyban vannak, ahol
ko > 2 miatt {0,1,2,3} € {0,1,... ko, ko + 1}.

Ezt az eljarast rekurzivan folytatva kaphatjuk, hogy a 0,1,2,... allapotok egy osz-
talyban vannak, azaz a Markov-lancnak csak egy kommunikaciés osztalya van, azaz a
Markov-lanc irreducibilis. a

2.3.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az dllapotoknak valamely tulajdonsdga osztdlytu-
lajdonsdag, ha minden osztdly esetén teljesiil, hogy az osztdlyon belil vagy minden dllapot
rendelkezik vele, vagy eqyik sem.

2.4. Az allapotok tipusai

Ebben a fejezetben azt vizsgéljuk, hogy egy adott ¢ € [ allapotba hanyszor tér vissza a
Markov-lanc. Emiatt tegyiik fel, hogy X ~ Markov(d;, P), amikor is P(Xy =) = 1.

2.4.1. Definicié. Legyen i € I rogzitett és X ~ Markov(6;,IP). Vezessik be az aldabbi
mennyiségeket. Az 1 dllapotba torténd visszatérések szama:

Vii={neN: X, =i}|=> 1x,— € Zs U{oc}.

n=1

Az i dllapot r-edik visszatérési ideje:

I >Tip1: Xy=1 ) h Tir1 < ’
7—‘2',7‘ = mln{n o Z} ¢ e > r= 17 27 5 E,O = 07
o0, ha T‘i,r—l = 00,
ahol min () := co. Az r-edik kirdndulas hossza:
ET_ET77 ha ]jirf <OO7
Siy = ’ et et r=12,....
O, ha E,r—l = 00,
Legyen T; = T;y = S;1 az ¢ dllapotba valo elsé visszatérési id6 (T; o = 0 miatt S;,
definicidjaban a felsé dg alkalmazandd), melynek vdrhatd értéke p; := B(T;) és f; ==

P(T; < 00) az i dllapotba vald visszatérés valosziniisége.

Vegyiik észre, hogy S;1 > 1, és igy u; € [1,00]. Mivel most az ¢ allapotbol indulunk,
igy az i-ben tett Osszes latogatasok szama V;+1 = > " 1x, —;, mely nagyobb vagy
egyenl, mint 1, és ezért E(V;+1) € [1, oo]. Felhivjuk a figyelmet, hogy a[2.4.1] Definicioban
S;r definiciojanal azt nem definidltuk, hogy oo — oo 0-val lenne egyenld.

2.4.2. Allitas. Legyen i € I rigzitett és X ~ Markov(s;,P). Ekkor tetszbleges r € N
esetén teljesilnek az aldbbiak:

(i) AA{T;, < oo} eseményre feltételesen S;, 1 figgetlen az S;q,...,S;, véletlen vdlto-
20ktol, tovabbd S;,i1-nek a {T;, < oo}-re vonatkozo feltételes eloszldsa megegyezik
T; = Siq feltétel nélkili eloszldsdval.

18



Barczy Matyéas Sztochasztikus modellek

(1)) Ha P(V; = o0) = 1 (azaz 1 valdsziniiséggel a folyamat végtelen sokszor wvisszatér
a kiinduldsi i dllapotba), akkor S;1,Sia,... (feltétel nélkil) figgetlenek és azonos
eloszldsiak.

2.4.3. Tétel. Legyen i € I rogzitett és X ~ Markov(6;,P). Ha f; < 1, akkor az i
dllapotban tett ldtogatdisok Vi + 1 szdma geometriai eloszldast kovet 1 — f; paraméterrel,
azaz P(Vi+1=7r)= fI'(1—f;), r € N; mig ha f; =1, akkor P(V; = 00) = 1.
Tovdbbd mindkét esetben

= Zp” ’

E(V;+1) =

1
I— f o0

Bizonyitas. A [2.4.2] Allitas (i) része alapjan tetszoleges r € N esetén

ahol az f; =1 esetben — = 00.

(241) P(S@T < o0 | ,-ri,r—l < OO) = P(S@l < OO) = P(E < OO) = fz

A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a ([2.4.1)) 6sszefiiggés az r = 1 esetben nem kovet-
kezik a Allitasbol, azonban ekkor trivialisan igaz, hiszen Tio = 0.
Ha f; = 0, akkor T;; = T; = oo P-m.m., és igy a Definici6 miatt T;o = T; 5 =
- = 00 P-m.m., melybdl kévetkezik, hogy V; = 0 P-m.m. Igy

PVi+1=1)=1=0"1(1-0),
PVit1l=r)=0=0""(1-0), r>2 reN,

es igy E(V+1)—1—L. Mivel T} = co P-m.m. esetén p\™ = 0, n € N, eSp(OZ)—l

1-0 2,0 7
kapjuk, hogy 0 p" =
allitas.

Ha f; > 0, akkor, a lanc-szabély alapjan, tetsz6leges r € N esetén

1. Osszefoglalva, az f; = 0 esetben teljesiil a bizonyitando

P(‘/z = 71) = P(E,l < OO)"'?E,T < OO)
(242) = P(T‘Z‘J < OO) P(T‘i,Z < 0 | T%,l < OO) P(T%s < 0 | T%J < OO,T;‘Q < OO)
~P(T, <oo|Tinp <o00,...,Tipq < 00).
A kovetkezdkben felhasznéljuk, hogy

o {T;; < oo} C {T;1 < o0,...,T;; < oo}, j € N, amibdl az is kovetkezik, hogy
{Tih <o0,...,T;; <oo} = { i < 00},

e ha valamely j € Nesetén T; ;_; < oo, akkor a Definici6 alapjan T; ; < oo akkor
és csak akkor teljesiil, ha S; ; < o0.

lgy T;0 = 0 < o0, (2:4.2) és (2.4.1) alapjan
P(‘/Z = 7”) = P(S@l < OO) P(S@g < 00 | ,I;J < OO) P(S@g < 00 | 7_;‘72 < OO)
P(Si’r < 0 ’ Tm,l < OO)
= (P(Sz,l < OO))T = fr r € N.

Tovabba, P(V; > 0) = 1 = f°. Igy tetszéleges r € N esetén

PVitl=r)=PVi+127r)—PVi+12r+1)=P(V;2r—1)—P(V; >7)

4.
(2.4.3) = It fr = N - f).
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Ezért, ha f; € (0,1), akkor (2.4.3) alapjan kapjuk, hogy V; + 1 geometriai eloszlast
1 — f; paraméterrel, és igy E(V; + 1) = #
Ha f; = 1, akkor alapjan P(V; +1 =1r) =0, r € N, és igy, felhasznélva azt is,
hogy V; + 1 > 1, adddik, hogy P(V; + 1 = o0) = 1, és ezért

11
1—1 1-—f"

1

Veégezetiil, felhasznalva, hogy P(Xy = i) = 1, és azt, hogy V; 4+ 1 az i allapotban tett
latogatasok szama, azaz Vi +1 =) 1(x,-, kapjuk, hogy

E(V;+1)=E <Z 1{Xn:i}> =Y E(lgx,—y) = Y P(X, =1i)

P(X,=i|Xo=1)=Y pi7.
n=0

WK

3
Il
o

O
A Tétel kovetkezményeként bevezethetjiik az alabbi tipusokat (lasd Defi-

nicio), melyekre teljesiil, hogy minden &allapot beleesik valamelyik tipusba és pontosan egy
tipusba (lasd a Definicio utani indoklast is).

2.4.4. Definicié. (Az allapotok tipusai) Legyen i € I régzitett és X ~ Markov(d;,P).
Az i dllapot tranziens (dtmeneti), ha P(V; < oo) = 1, illetve rekurrens (visszatérd),
ha P(V; = o0) = 1. Az i dllapot null-rekurrens, ha rekurrens és p; = oo, illetve
pozitiv rekurrens (ergodikus), ha rekurrens és p; < oo (ahol emlékeztetink rd, hogy p; az

//////

hogy az dllapotok tipusai.

A Tétel miatt, ha f; < 1, akkor P(V; < o0) = 1; ha f; = 1, akkor P(V; = o0) = 1,
Valoban, ha f; < 1, akkor

P(V;<oo):P(V;+1<oo):P<G{V;+1:T}> :iP(Vi—i-lzr)

=Y = = YT = (= )
r=1 r=1 i

1.

gy a {V; < oo} és {V; = oo} események nem kovetkezhetnek be egyarant pozitiv valoszi-
niiséggel, és ezért minden allapot beleesik valamelyik tipusba és pontosan egy tipusba.

2.4.5. Tétel. (A tipusok karakterizacios tétele) Legyen i € I tetszdleges dllapot.

(i) Az i dllapot pontosan akkor tranziens, ha

i pgz) < 00.
n=0

//////

leges j € I esetén >~ pg-z) < 00, melybdl az is kévetkezik, hogy lim,, pﬁ.) = 0.
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(ii) Az i dllapot pontosan akkor null-rekurrens, ha

Zpgz) =00 és lim pgz) =0,
n=0

n—oo

Ekkor p; = 0o, és tetszdleges j € I esetén lim,, . pgﬁ) = 0.

(i1i) Az 1 dllapot pontosan akkor pozitiv rekurrens, ha

sz('z) =00 és lim suppl('g) >0,
n=0

n—oo

Ekkor p; € [1,00).

A Tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik tovabba, hogy a [2.4.3.| és [2.4.5.] Téte-
lekbdl kovetkezik, hogy

o
i tranziens — V; < oo m.b. = Ji<1 — ZPEY? < 00,
n=0
és
o0
1 rekurrens — Vi =00 m.b. — fi=1 — ZPE? = 00,
n=0

ahol ">, pﬁ.f;) nemmads, mint E(V; + 1), azaz az ¢ allapotban tett latogatasok V; + 1
szamanak a varhato értéke.

2.4.6. Példa. Legyen (X, )nez, egy Markov-lanc, melynek fazistere {0,1} és dtmenet-

matrixa
0 1

00 1
IP’:1<1 o)’

Ekkor az atmenetgraf:

0 1

N1

és gy tetszoleges ¢ € {0, 1} esetén

n 1 h : ’
():{ a 1 paros TLEZ+.

b 0 ha n péaratlan,

Ezért tetszéleges i € {0, 1} esetén a (pgj;))n% sorozat nem konvergens és

lim infpgz) =0, lim suppgz) =1, Zpyi) = 00, i€{0,1}.
n=0

n—00 n—o00
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A tipusok karakterizacios tétele (2.4.5.] Tétel) alapjan mindkét tipus, 0 és 1, pozitiv rekur-
rens.

A kovetkezGkben ezt direkt modon, a Definiciot felhasznalva is levezetjiik. Az
atmenetmatrix alapjan

Vo=H{n eN: X, =0} = oo, Vi={neN: X, =1} =
melybdl kovetkezik, hogy a 0 és 1 allapotok rekurrensek. Tovabb4,
T0:T071:min{n>O:Xn:O}:2, T1:T171:min{n>O:Xn:1}:2.

Igy
M0:E<T0):2<OO, /,leE(Tl):2<OO,

melybdl kovetkezik, hogy 0 és 1 pozitiv rekurrensek. a

2.4.7. Tétel. (Szolidaritasi tétel a tipusra) A tipus osztdlytulajdonsdg, azaz adott kom-
munikdcios osztalyban [évd dllapotok tipusa azonos.

Bizonyitas. Legyenek ¢ és j azonos osztilyba esd, kiilonboz6 allapotok. Ekkor létezik

olyan m € N és n € N, hogy pz(»?) > 0 és pﬁ) > 0, ahol m és n azért legalabb 1, mert

i # j. Tovabba, a Chapman-Kolmogorov egyenletek (2.2.3.| Tétel) alapjan PUPOIPM) =
Pm+r+n) € 7., melybdl a (2.3.2)) formulat is hasznalva kovetkezik, hogy

(2.4.4) 0 <pploy <plit reZs

Tegyiik fel, hogy 7 tranziens. Ekkor Osszegezve a (2.4.4)) egyenlGtlenséget r € Z,-ra,

kapjuk, hogy
(m) m+r+n)
pz,j <Zp],]>pjz szz o0,
(n)

ahol az utolso lépésben felhasznaltuk a [2.4.5.[ Tétel (i) részét. Mivel pl(?) >0 &s p;,

kapjuk, hogy > > Opy]) < oo. Ujra hasznilva a [2.4.5 Tétel (i) részét, kapjuk, hogy j
tranziens.
Tegyiik fel, hogy i null-rekurrens. Ekkor a[2.4.5.| Tétel (ii) része alapjan limy_,, p@) =0,

X
igy

> 0,

Ezért (2.4.4]) és a rendérelv alapjan

hm pl j )pgr]) pgfl) = 0.

(m)

Igy, felhasznélva, hogy p (n)

;> 0ésp;; >0, kapjuk, hogy lim, o pgrj) = 0. Tovabba, az
is teljesiil, hogy Ziopﬁ = oo, mert ha Zjiopg? < oo teljesiilne, akkor a [2.4.5.| Tétel
(i) része alapjan j tranziens lenne, de ekkor a mar bebizonyitottak miatt az ¢ allapot is
()
JJ

= 00 &5 lim, .. p\") = 0, a[2.4.5. Tétel

tranziens lenne, mely ellentmondas. Mivel % p %

alapjan kapjuk, hogy j null-rekurrens.

A fentiekbdl kovetkezik az is, hogy ha egy osztalyban nincs tranziens vagy null-rekurrens
allapot, akkor csak pozitiv rekurrens allapotok lehetnek benne. O

A Szolidaritasi tétel Tétel) értelmében beszélhetiink kommunikéacios osztalyok
tipuséarol, és nem kell egy Markov-lanc minden egyes allapotarol kiilon-kiilén eldonteniink,
hogy melyik tipusba esik, hanem elég minden osztalybol egy matematikailag konnyen ke-
zelhet§ reprezentanst megvizsgalni. A tovabbiakban néhany konnyen ellenérizhet6 feltételt
adunk az osztalyok tipusanak eldontésére.
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2.4.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy C C I kommunikdcids osztdly zart, ha Vi € C
és V7€ I\C esetén p;; =0 (azaz az osztalyt nem lehet elhagyni).
Ha eqy kommunikdcios osztdly nem zdrt, akkor azt mondjuk, hogy nyilt.

Tehat pontosan azon kommunikicios osztalyok lesznek zartak, amelyek esetében az
Atmenetgrafban nincs kivezetd iranyitott él a kommunikécios osztalybol. Amennyiben van
kifelé irdnyitott él, akkor nyilt kommunikacios osztalyrol van sz6. Egy irreducibilis Markov-
lanc egyetlen kommunikacios osztalya (a teljes allapottér) zart, hiszen p; ; = 0 tetsz6leges
i€lésjel\I=10esetén trividlis modon teljesiil.

2.4.9. Allitas. (1) Tetszdleges nyilt kommunikdcids osztdly tranziens.
(ii) Minden rekurrens kommunikdcids osztdly zdrt.

(15i) Eqy véges kommunikdcid osztdly (azaz mely véges sok dllapotot tartalmaz) pontosan
akkor pozitiv rekurrens, ha zdrt.

Bizonyitas. (i): Legyen C egy nyilt osztaly. Ekkor létezik olyan i € C és j € I \ C, hogy
pi; > 0. Ekkor j-b6l nem érhet6 el 7, ugyanis, ha elérhetd lenne, akkor i <+ j teljesiilne, és
akkor ¢ és 7 azonos osztalyba esnének, mely most ki van zarva. Ezért

1—fi=1-P(T; < oo| Xg=1)=P(T; = 00| Xy = 1)

= P(a lanc sohasem tér vissza i-be | X = 1) > p;; > 0.

Igy fi < 1, és ezért ¢ tranziens (a Tétel utani megjegyzés alapjan).

(ii): A (ii) részbeli allitas az (i) részbeli allitas negaltja.

(iii): Mivel mar belattuk, hogy egy rekurrens osztaly zart, elég belatni, hogy egy véges
zart osztaly pozitiv rekurrens. Legyen C egy véges zart osztdly, és i € C rogzitett. Ekkor

(2.4.5) Zp’(’?:ZHX"ZNXO:”:P(U{anj}!Xo=i>

jec jec jec

—P(X, €C|Xg=1) =1,

ahol a masodik egyenlGségnél a valoszintiség szigma-additivitasat, az utolsé egyenléségnél
pedig a C osztaly zartsagat hasznaltuk fel.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy C tranziens vagy null-rekurrens. A tipusok karakteri-
zécios tétele alapjan (2.4.5. Tétel (i) és (ii) részei) tetszdleges j € C allapot esetén pgn-) — 0,
ha n — oo. Valoban, j tranziens vagy null-rekurrens (mert C-ben van), igy a Tétel
(i) és (ii) részeit alkalmazva i és j szerepcserével, adodik a dolog.

Végezetiil, n — oo hataratmenetet véve a egyenlGségben, kapjuk, hogy

L=t > pl =D Jim pi =D 0=0

jec jec jec

mely ellentmondas, ahol a masodik egyenléségnél felhasznaltuk, hogy C véges osztaly. Igy,
mivel a tipus osztalytulajdonsig, kapjuk, hogy C pozitiv rekurrens osztaly. a

A Allitas alapjan, amennyiben az allapottér véges, minden allapot tipusa eldont-
het$ a kommunikacios osztalyok zartsaganak /nyiltsdganak vizsgalataval, és ekkor csak po-
zitiv rekurrens és tranziens tipusok lehetségesek: a zart osztalybeliek a pozitiv rekurrensek,
a nyilt osztalybeliek a tranziensek.
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2.4.10. Allitas. Egy Markov-ldnc eqy véges nyilt osztdlyt véges sok lépésben 1 valdszind-
séggel elhagy.

Bizonyitas. Legyen C egy véges nyilt osztaly, és ig € C. Tegyiik fel indirekt modon, hogy

P(X,, € C végtelen sok n € N esetén | Xy = iy) > 0.

Mivel C' véges, igy ha w € Q olyan, hogy X,(w) € C végtelen sok n € N esetén, akkor
létezik olyan i, € C, hogy X, (w) = i, végtelen sok n € N esetén. Ezért

{Xn € C végtelen sok n € N esetén} C U {Xn = ¢ végtelen sok n € N esetén}.
ieC

fgy a valoszintiség szubadditivitasa miatt

0 < P (X, € C végtelen sok n € N esetén | Xy = i)
< Z P (X, =i végtelen sok n € N esetén | Xo = i)

(2.4.6) ieC
IZP(WIOO\XOIiO)a
icC
ahol az utolsé lépésben V; definiciojat hasznéaltuk fel. A Allitas (i) része alapjan egy

nyilt osztaly tranziens, igy C' minden allapota tranziens. Ezért P(V;, = oo | X = ip) =0
(a Definicio alapjan). Tovabba, ha i € C\ {ip}, akkor felhasznalva, hogy {V; =
oo} C {ruy < oo} N{X;,, = i} (ahol 7y az {i} halmaz, azaz az i dllapot, els§ elérési

ideje, lasd [2.1.12. Definicio), a [2.1.13) Allitas (erds Markov-tulajdonsag) (i) része alapjan
adodik, hogy

P(V; = 0o | Xo = ig)
<PV, =00, < 00, Xy =i | Xo =io)
=P(V; =o00| 1 < 00, Xy, =1, Xo = io) Py < 00, Xy =11 | Xo = io)
=P(Vi= 00| Xg =1) P(r5y < 00, Xy, = 1] Xo = o)
=0-P(r < 00, Xry =i | Xo =1ip) =0,

ahol az utolso eltti lépésben felhasznaltuk, hogy P(V; = oco| Xy = i) = 0 hiszen ¢ tran-
ziens allapot. Ezért i € C\ {ip} esetén is P(V; = oo| Xy = ip = 0). Mindezek miatt
Y icc P (Vi = 00| Xy =ip) = 0, mely viszont ellentmond ({2.4.6])-nek. O

Ha nem véges az allapottér, akkor a [2.4.9] Allitas (i) és (i) részei nem megfordithatoak,
tehat nem igaz az, hogy minden zart osztaly rekurrens, és az, hogy minden tranziens osztaly
nyitott. Példaul, a kovetkezd Példaban szerepls egydimenzios véletlen bolyongas ir-
reducibilis Markov-lanc, amibél adodik, hogy az egyetlen kommunikacios osztalya (a teljes
allapottér) zart. A (kovetkezs) Példa alapjan azt is kapjuk, hogy a nem szimmet-
rikus egydimenziés véletlen bolyongas tranziens. Igy a nemszimmetrikus, egydimenzios
véletlen bolyongas egyetlen kommuniaciés osztalya zart, de nem rekurrens.

2.4.11. Példa. (Véletlen bolyongas a szamegyenesen) Tekintsiik a véletlen bolyon-

gas egydimenzios esetét (lasd a Példa (ii) részét), tehat induljunk ki a 0-bol és
minden lépésben — a korabbi déntésektdl fliggetleniil — 1épjlink at valamelyik szomszédos
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egész szamba. Formalisan, legyen I =7, a = §y, és valamely p € (0,1) valoszintiséggel
tekintsiik a P = (p; ;)i jer atmenetvaloszintiségi matrixot, ahol

2 ha j=i+1,
Pij = 1 - b, hauj::i__17
0, kiilonben.

Ekkor X ~ Markov(dy,P).

Az egydimenzi6s véletlen bolyongés irreducibilis, igy a szolidaritasi tétel Tétel)
miatt minden allapot tipusa azonos. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a szimmetrikus
esetben, azaz amikor p = %, az allapotok null-rekurrensek, valamint a nem szimmetrikus
esetben, azaz amikor p # %, az allapotok tranziensek.

A levezetésben fontos szerepet jatszanak a kovetkezdk:
e Stirling-formula:
n n
n! ~ (—) 2mn ha n — oo,
e
ahol a, ~ b,, han — oo (a, > 0,b, > 0,n € N) azt jelenti, hogy lim,, .. a,/b, = 1.
Pontosan a kdvetkezs igaz

On
n! = n"v2mn exp {—n+ —} ,

12n
ahol 0<6, <1.

e Ha a, ~0, és ¢, ~d, (a, >0,b, >0,¢, >0,d, >0,neN), akkor a,c, ~ b,d,
és an/cp ~ by/d,.

e Haa, ~b, (a, >0,b, >0,n €N) éslim, , a, = a, ahol a € R, akkor lim,,_,,, b, =
a.

e Ha a, ~ b, (a, >0,b, >0,n €N), akkor

(2.4.7) Z a, < 00 akkor és csak akkor, ha Z b, < 00,
n=1 n=1

azaz a y -, an és y b, pozitiv tagn sorok ekvikonvergensek.

Mivel a Markov-lanc irreducibilis, és a tipus osztalytulajdonsig, vagy minden allapot
tranziens (&tmeneti) vagy minden allapot (rekurrens) visszatérd. Az alabbiakban azt vizs-
galjuk meg, hogy a 0 allapot rekurrens-e vagy sem. A tipusok karakterizacids tétele
(visszatéréségi kritérium, lasd Tétel) alapjén

0 rekurrens = Z pgg = 00,

(2.4.8) no
0 tranziens = Zpg:g < 00.

n=0

Ha n paratlan, akkor p((fg =0, mert 0-bol kiindulva csak paros szamiu lépésben érhetiink
vissza 0O-ba. Igy

o0

n 2n
Zpé,g = pé,0)~

n=0 n=0
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Ha a lanc 0-bol indulva 2n 1épés alatt tér vissza 0-ba, akkor n 1épést kell tennie jobbra,
illetve n lépést balra. Osszesen (2:) darab fenti tulajdonsagi 2n-hossziisdgu tut létezik.
Mivel tetszGleges, egy a fenti tulajdonsagi ut valoszintdsége p™(1 — p)™, kapjuk, hogy

n 2n\ n
Phy = (n)p (1=p)",  neZy.
Mivel (*) = (2n)!/(n!)?, a Stirling-formula alapjan,

(2n)2n\/m (2n)2n+1/2 92n+1/2 B g

e

(2n> N
w) "V () Vi e Vo Y

és igy
@) 1 n
Poo ™~ ﬁ(‘lp(l —p)".

A (2.4.7) osszefliggés és (2.4.8)) alapjan,

= 1
0 rekurrens = Z ——(4p(1 —p))" = o0,

— 1
0 tranziens — Z ——(4p(1 —p))" < 0.

™
n=1
Ha p= %, akkor
i =1 —p))" = i % = o0,
n=1 n=1
igy ez esetben 0 rekurrens allapot. Tovabba, mivel lim,, p(2n+1) = lim,, ,oc 0 = 0 és
n : 1
lim péQO) = lim —— =0,
n—oo ’ n—oo ™

kapjuk, hogy lim,, p(()fg = 0, és igy a tipusok karakterizacios tétele alapjan azt is kapjuk,

hogy a 0 allapot null-rekurrens.
Ha p # %, akkor

L (4p(1 — p))"*!

. 7(n+1) .
lim su =4p(1 — p)limsu =4p(1 —p) < 1,
i (1= p))" PP msnp oy = W =)

hiszen 4p(1—p) <1 és egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha p =  (mely kovetkezik
példaul a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlstlenségbdl). Igy a d’Alembert-féle
hanyados kritérium alapjan

o0

> = —(4p(1 - p)" < oo,

n= 1
és ezért 0 tranziens. O

Tekinthetjiik a véletlen bolyongast nem csak a szamegyenesen, hanem magasabb di-
menzidkban is.

26



Barczy Matyéas Sztochasztikus modellek

2.4.12. Definicibé. Legyen d € N tetszdleges, és tekintsik az X(d) d-dimenzids szimmet-
rikus véletlen bolyongdst, azaz legyenek a ldnc dllapotar a d-dimenzids rdacs pontjai, inditsuk
ki az origobol, és minden lépésben léptlessiik a ldncot valamelyik szomszédos dllapotba diszk-
rét eqyenletes eloszlds szerint, minden kordbbi lépéstdl fiiggetleniil, azaz

=, halli—j| =1,
p@j:{gd li - jl -

0,  kiilonben,

Vilagos, hogy a d-dimenzids szimmetrikus véletlen bolyongas egy irreducibilis Markov-
lanc. Az allapotok tipusat az alabbi tétel mondja ki.

2.4.13. Tétel. (Polya-tétel, 1921) A d-dimenzids szimmetrikus véletlen bolyongds null-
rekurrens, ha d=1,2, és tranziens, ha d > 3.

Bizonyitas (vazlat). A d = 1 esetben a Példaban mar megmutattuk az allitast.
Legyen a tovabbiakban d > 2, és {X,,(d) : n € Z,} a d-dimenzi6s szimmetrikus véletlen
bolyongés. Mivel a Markov-lanc irreducibilis, és a tipus osztalytulajdonsag (lasd, a
Tételt), elég a 0 € Z? allapot tipusat megvizsgalni. Vezessiik be a

p{0(d) = P(X,(d) = 0| Xo(d) =0), neZ,

jelolést. A két- és a haromdimenzios esetben az egydimenzids esethez hasonléan kombina-
torikus uton felirhatoak a pgfg(d) aAtmenetvaloszintségek. Ezutan, szintén az egydimenzios

eset mintajara, a Stirling-formula alkalmazaséaval kapunk egy olyan a,(d), n € N, sorozatot,

melyre a,(d) ~ p((fg (d), és d = 2 esetén a - a,(2) sor divergens és lim,,_,, a,(2) = 0,

mig d = 3 esetén Y~ a,(3) < co. Emiatt a d = 2 esetben a Markov-lanc null-rekurrens,
a d = 3 esetben pedig tranziens. Tovabb4, tetszGleges d > 3 esetén, belathatd, hogy

pi(d) < p59(3),  neZy,

amibdl kovetkezik, hogy

S el < S pi(3) < oo,
n=0

n=0

azaz y .., pgfo) (d) < oo, ha d > 3. Igy a tipusok karakterizacios tétele (visszatérdségi
kritérium, lasd Tétel) alapjan d > 3 esetben a Markov-lanc tranziens. O

2.5. Periodicitas

Az allapotok egy masik leird tulajdonsiga a periodus.
2.5.1. Definicié. Az @ dllapot periédusa alatt az aldbbr mennyiséget érjiik:
d; := Inko{n € N : p{") > 0},

azzal a konvencidval, hogy Inko{0} := co. Ha d; = 1, akkor azt mondjuk, hogy az i
dllapot aperiodikus; ha d; > 1, akkor azt, hogy periodikus.

2.5.2. Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy valamely ¢ € [ &llapot esetén akkor és csak
akkor teljesiil, hogy d; = oo (azaz akkor és csak akkor teljesiil, hogy pgz) =0, Vn €N), ha
i egyediil alkot egy osztalyt, melyet a lanc egy 1épéssel végleg elhagy (a Definicio
utani megjegyzés szerint i pillanatnyi, tiszavirag életi allapot). Ha pgz) =0, VneN,
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akkor az ¢ osztalydban nincs téle kiillonbdz6 5  Aallapot, hiszen ha lenne tgy i <> j
miatt letezne olyan ng > 0, hogy p(fo > 0 (lasd, [2.3.3] Allitas), ami ellentmondas.

)

Mivel pm- = 0, a lanc egy lépéssel elhagyja az {i} osztélyt, és végleg elhagyja, ugyanis
ellenkezG esetben létezne olyan -t6l kiilonbo6z6 j allapot, hogy ¢+ — j és j — 4, de ekkor
1 <> j teljesiilne, mely megint csak ellentmondés, mert ekkor 7 és j egy osztalyban lenne.
A megforditas trividlis. Az aldbbiakban mutatunk egy példat is. Legyen (X, )ncz, egy
Markov-lanc, melynek fazistere I = {1,2,3} és dtmenetmétrixa:

NN = DN
== O W

OO =

1
P= 2
3

Ekkor az osztalyok {1} és {2, 3}, és az {1} osztalyt egy lépésben elhagyja a Markov-lanc
(azaz 1 pillanatnyi, tiszavirag életii allapot), tovabba, d; = oo és dy = dz = 1. O

2.5.3. Tétel. (Szolidaritasi tétel a periddusra) A periodicitds osztdlytulajdonsdg, az-
az adott kommunikdcios osztdlyban [évd dllapotok periodusa azonos.

B1zony1tas Leggrenekz ,j € I allapotok, hogy 1 <> j. Ekkor léteznek m > 0, n > 0 gy,
hogy pZ J P 0, pj;

1. Eset (d; € [1,00)). Tegyiik fel, hogy létezik olyan n; > 0, hogy pl(f) > 0. Be kell
latni, hogy az i-vel egy osztalyban levé j &llapot periodusa megegyeiik az 1 allapot
periddusaval, azaz d; = d;. Legyen s> 0 tetszlleges olyan pozitiv egész szdm, melyre
pgi) > 0 (a feltételezésiink miatt ilyen s létezik, valaszthatd s-nek példaul n;). Ekkor a

(25) (s), ()

Kolmogorov-Chapman egyenletek alapjan p;;" > p;; pzi > 0 is teljesiil. Masrészt, tjra a

Kolmogorov-Chapman egyenletek alapjan

pyrrtm > pln) ple) i) g,
és igy pﬁ?”m) > 0. Hasonlbéan p§"+28+m) > 0 is igaz. Ezekb6l dj|n+ s+ m és

dj|n+2s+m, amibél d;|(n+2s+m)—(n+s+m)=s. Igy d; osztdja az Ssszes olyan

(s)

s > O-nak, melyre p;; > 0, amibdl kovetkezik, hogy d; osztdja az ilyen s—ek legnagyobb

kozos osztojanak, azaz d;|d; (hiszen két szam legnagyobb kozos osztoja a két szam azon

kozos osztdja, mely minden kozos osztonak tobbszorose). Masrészt ¢ és j szerepének
felcserélésével d;|d;. Tehat d; = d;.

2. Eset (d; = oo): Tegyiik fel, hogy nem létezik olyan n € N, hogy pgz)
tetszGleges n € N esetén p(") =0, azaz ¢ periddusa co. Ekkor, mivel 7 <> j, a[2.5.2.

1,0

> 0, azaz

Megjegyzés alapjan, kapjuk, hogy i = j. Igy formalisan j periodusa is co. Azaz az,
hogy a ,végtelen”-periodussag osztalytulajdonsag lényegében semmitmonddé allitas. O

2.5.4. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet, hogy abbdl, hogy egy Markov-lanc egylépéses
Atmenetmatrixa

0 P, 0 0
0O 0 Py O
P =
Py
Py, O -0 - 0
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alaka, ahol d > 2, d € N, és Py,...,P;_; alkalmas sztochasztikus matrixok, még nem
kovetkezik, hogy a Markov-lanc periodusa d. Valoban, példaul, ha az {1,2,3,4,5,6,7}
allapottérhez tartoz6 atmenetmatrix

1 2 3 4 5 6 71
o 0 0 1/2 1/2 0 0
o 0 0 1/2 1/2 0 0
O 0 0 0 0 1/2 1/2

o 0 o0 0 0 1/2 1/2/[,
1/3 1/3 1/3 0 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0 0 0
7\1/3 1/3 1/3 0 0 0 0

=
I
S UU W N

tgy a Markov-lanc irreducibilis és az {1,2,3,4,5,6,7} allapottér (osztaly) aperiodikus,
ugyanis d; = Inko{n € N : p§”1> > 0}, ahol {2,3} C {n € N: p§”1) > 0} (hiszen
1—-5—1¢ 1—-4—6—1), ésigy dy =1. A szobanforgdé Markov-lanc aperiodikus
(azaz a periodusa 1 és nem 3). a

Megjegyezziik, hogy ha az ¢ € [ allapot pozitiv rekurrens és aperiodikus, akkor
belathato, hogy lim,, o pgz) = ;%’ ahol p; € [1,00) az els§ visszatérési idé varhato értéke.
2.5.5. Tétel. Legyen X ~ Markov(a,P) egy irreducibilis, d-periodikus Markov-ldnc, ahol
d € (1,00). Ekkor az dllapottér felbonthatd

I =CyU---UCy_q
alakban gy, hogy Cy, C1, ..., Cq_1 pdronként diszjunktak, és a Cy:= Cy jeldlés mellett
P(Xp41 € Cri1 | X € C) =1, VneZ,, Vke{0,...,d—1}.

Tovdibbd az Y := {Y, = X,q : n € Z,} sztochasztikus folyamatra teljesil, hogy Y ~
Markov(a, P?) és Y kommunikdcids osztdlyai pontosan a Co, ..., Cq 1 halmazok, melyek
aperiodikusak €s zdrtak a reducibilis Y Markov-ldncban.

Megjegyezziik, hogy a Tételben a d = oo eset kizardsara valojaban nem lenne
sziikség, mert egy irreducibilis Markov-lanc egyetlen osztalyanak a periddusa nem lehet oo.

2.5.6. Példa. Tekintsiik az {X,, : n € Z, } egydimenzios véletlen bolyongast (2.1.9.|Példa
(ii) része):

0O 00 -
0 D 0O 00 -
P= 1—p 0 p 00 - ,
0 1—0p 0O p 0 -
0 p -
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azaz P f6atlojaban 0-k, a f6atlo feletti mellékatloban p-k, a f6atlo alatti mellékatloban pedig
(1 — p)-k allnak.
Ekkor {X,, : n € Z;} irreducibilis, peridoédusa 2 és

I =7=CyUCh,

ahol Cy a paros, C; a paratlan szamokat tartalmazza. Tovabbé, az Y = {Y,, = Xy, : n €
Z.}, Markov-lanc egylépéses atmenetmatrixa:

2p(1 —p) 0 P’ 0 0
0 2p(1 —p) 0 P 0
P2=1-- (1—p)p? 0 2p(1 - p) 0 P 7
0 (1-p)? 0 2p(1 —p) 0
0 0 (1-p)? 0 2p(1 —p)

azaz P? fsatlojaban 2p(1 — p)-k, a f6atlo feletti masodik mellékatloban p?-ek, a f6atlo
alatti masodik mellékatloban pedig (1 — p)2-ek allnak. Valéban,

P(Y1=0[Yy=0) =P(X; =0[ X, =0)
=P(Xs=0,X;=1|Xo=0)+P(X,=0,X; = —1| X, = 0)

—P(Xo=0|X, = 1)P(X,=1]|Xo=0)+ P(Xo = 0| X; = —1)P(X; = —1| X, = 0)
= (1—=p)p+p(l—p)=2p(1—p),

és

P(Y1=2[Yy=0)=P(X2=2[Xy=0) =P(Xo=2,X; =1 Xy =0)
:P<X2:2|X1:1)P(X1:1’X0:O>:p2,

és

P(Yi=—2]Yy=0)=P(Xz = ~2| Xp = 0) = P(Xy = ~2,X; = ~1] X = 0)
=P(Xy;=-2|X,=-1)P(X;=—-1|Xo=0) = (1 -p)*

A P? 4tmenetmatrix tovabbi elemei hasonloan kezelhetSek. Tovabba, a Cy osztaly perido-

dusa az Y lancban
Inko{n e N: P(Y,, =0|Y, =0) > 0}.

Mivel

P(Y,=0]|Yy=0)=P(Xy,=0|X,=0), neN,
P(Xy=0] X, =0)=p* >0,
PX;=0/Xo=0)>2P(X4=0,X3=1,Xo=2,X; =1| Xy =0) =p*(1 —p)* >0,

adodik, hogy {1,2} C {n e N: P(Y,, =0]Y, =0) > 0}, és igy
Inko{n e N: P(Y,, =0|Yy, =0) >0} =1,
azaz a (y osztaly aperiodikus az Y lancban. a
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2.6. Elnyelési val6szintiségek, elérési id6k

Ebben a részben azt vizsgaljuk, hogy allapotok egy adott halmazat milyen valoszintiséggel
éri el a lanc, illetve varhatéan hany 1épés kell az eléréshez.

2.6.1. Definicid. Legyen adott dllapotoknak eqy A halmaza, és legyen 74 az A halmaz
elsd elérési ideje, azaz T4 = min{n € Z, : X,, € A}, ahol min@ := +oo (ldsd [2.1.12.
Definicid). Ekkor a

pit = P(14 < 00| X = i) = P(valaha elérjiik A-t|i-bol indulunk), iel,
valdszintdségeket az A halmaz elérési valoszintiségeinek nevezziik. Ha A eqgy zdrt halmaz,

akkor a p, i € I, valdsziniiségeket az A halmaz elnyelési valoszintiiségeinek is nevezhetjiik.
Tovdbbd, a

hit == E(r4| Xo = i) = E(hdny lépésben érjiik el eldszor A-t|i-bol indulunk), iel,

vdrhato értékeket az A halmaz varhaté elérési idejeinek nevezziik. Ha A egy zdrt halmaz,
akkor a hi,i € I, vdrhato értékeket az A halmaz varhato elnyelési idejeinek is nevezhetjiik.

Felhivjuk a figyelmet, hogy 74 egy [0, oo]-beli értéki véletlen valtozo, igy eléfordulhat,
hogy h{' = co. Ha példaul (X, ),ez, egy Markov-lanc, melynek fazistere I = {1,2,3},
Atmenetmatrixa:

OO O =
NI-N= = DN
== OO

1

P= 2

3

A= {1} ési =2, akkor p5 = 0 és h3' = c0.

2.6.2. Tétel. Legyen A dllapotok egy halmaza. A p, i € I, elérési valdszinidségek a
minimalis, nemnegativ megolddsai az alabbi egyenletrendszernek:

1 hat e A
(2.6.1) pl=17 Loere
Zjelpmpj , hai¢ A

//////

Tovdbbd, a h, i € I, wvdrhatd elérési idék a minimdlis, nemnegativ megolddsai az aldbbi

egyenletrendszernek

(2.6.2) hit =

7

0, ha i€ A,
L+ Zjelpiajhf =1+ ZjeI\Api,thA, ha i ¢ A.

Bizonyitas. Elgszor megmutatjuk, hogy a pi, i € I, elérési valoszintségek valoban
megoldésai (2.6.1)-nek, a h{, i € I, varhato elérési idok pedig (2.6.2)-nek.

Ha i € A és Xy = i, akkor 74 = 0 P-m.m., és igy p! = 1 és h* = 0, azaz ekkor
teljesiilnek a szobanforgd egyenletek.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy i ¢ A és Xy = i. Ekkor 74 > 1 P-m.m. Tetszéleges
S € A esemény, Y nemnegativ véletlen valtozo és j € I allapot esetén legyenek

P,(S):=P(S|Xo=j) &  E(Y):=E(Y|Xo=j).
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Ekkor tetszéleges j € I esetén

Pi < ,X:' P < ,X:‘X:'
Pi(TA<OO|X1:j): (TA 00, A1 ]): (TA 00, X1 j| 0 Z)

Pi(X1 = j) P(X, =j|Xo=1)
_ P(ra <00, Xy = j, Xo =) P(Xo = i)
P(X, =1) P(Xy =j, Xy =1)

:P(TA<OO|X1 :j,XOZ’L)

Tekintsiik az {X] := X,,11 : n € Z,} Markov-lancot, melynek &llapottere I, atmenetvalo-
szintiségi méatrixa pedig P. Ha 7/ jeloli az A halmaz elsg elérési idejét az {X) :n € Z, }
Markov-lanc altal, akkor

o 7+ 1 =7y (hiszeni ¢ Aés Xy =1), és igy 74 < oo akkor és csak akkor, ha 7/, < oo,
o {7, <o} €o(Xy,Xo,...),

e 7-nek az {X| = j} feltételre vonatkozo feltételes eloszlasa megegyezik 74-nak az
{Xo = j} feltételre vonatkozo feltételes eloszlasaval.

Igy, a Markov-tulajdonsagot is felhasznalva, kapjuk, hogy

Pi(ta <o0|X1=j)=P(ry <oo|X{=j)=p},  jeL

Ezért a (P; valoszintiségi mértékre vontakozo) teljes valoszintiség tétele alapjan
pi =P(1a <o0| Xg=1) =Pi(14 < 00) = ZPi<TA <oo| Xy =7)Pi(Xy =7)
jer

=Y Pi(ra < oo| Xy =) P(Xy = j|Xo =) = > pi'pi,

jel Jjel

6s igy i ¢ A esetén is teljesiilnek a (2.6.1]) egyenletek.
Hasonlbéan, tetszéleges j € I esetén

Ei(TA]l{Xlzj}) E(TA]l{Xlzj} | XQ = Z)

Cal X =0 = =) ~ P(Xi=j|Xo=3)
_ E(TA]]-{Xlzj}:H-{oni}) ) P(X() = Z)
P(X, = i) P(X1 = j, Xo =1)

= B(ra| X1 = j,Xo = i) = B(rh + 1| X = j) = 1+ A\,
Ezért a (P; valoszintiségi mértékre vontakozo) teljes varhato érték tétele alapjan

it =EB(ra| Xo =) = Ei(ra) = Y _Ei(7a| X1 = j) Pi(X; = j)

jel
=D 4 mpig =) pij+ Y Wipiy =1+ hip,
jel jel jel jel

és igy i ¢ A esetén is teljesiilnek a (2.6.2]) egyenletek.
A kovetkezSkben belatjuk a p, i € I, elérési valosziniségekre vontakozd minimali-

tasi feltételt, mely azt jelenti, hogy ha (x;);c; egy masik nemnegativ megoldasa a (2.6.1
egyenleteknek, akkor z; > pi!, i € I. Legyen (z;)ic; egy nemnegativ megoldasa a (2.6.1
egyenleteknek.
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Ha i € A, akkor z; = 1 és mivel ekkor pi! = 1, kapjuk, hogy x; = p* = 1.
Ha i ¢ A, akkor

T = Zpi,jﬂfj = Zpi,j -1+ Z Pijxj = me‘ + Z Di.; ij,k + Z DjkTk

jel jEA jeNA JjeEA jeENA keA kel\A
- P Xl S A Z sz,jp] k + Z Z pz,]p],kxka
jEI\A kEA JjeENAKkel\A

ahol a masodik lépésben azt hasznaltuk, hogy x; = 1, i € A, a negyedik 1épésben pedig
azt, hogy a P; valoszintiségi mérték o-additiv. Tovabba, tetszéleges j € I\ A és k € A
esetén, a homogenitas és a Markov-tulajdonsag miatt
pipik = P(X1 = j| Xo =) P(X1 = k| Xo = j)
=P(X, =j|Xo=49)P(Xy = k| X, =)

P(X,=17X,=1
PG =0 X0 =0 by, xy =g xo = )

P(X, = i)
_P(Xi =, Xg=i) P(Xo=k X1 =j,Xy=1)
P(X, =) P(X, = j, Xo = 1)

=PXo =k X, =7]|Xo=1) =P;(Xo =k, X5 =).
Igy ujra hasznalva a P; valoszintiségi mértéek o-additivitasat, kapjuk, hogy
n=Pi(Xi € A)+P(Xi €I\NA Xy € A)+ > > pupjarr, i ¢ A
JENAkEI\A
A fenti modszert iterativan folytatva, adodik, hogy tetszéleges i ¢ A esetén
T; = PZ<X1 € A) +P,L(X1 € [\A,XQ € A) +
+P(Xy€el\A,... . X, 1€I\A X, €A

+ § : E : PijiPjij2 " Pin—1,jnLjn> n € N.
HENA  jnel\A

Ty = Pi(TA < n) + Z T Z Pi51Pjrga * Pin—1,jnLin> nc Na
J1€\NA jn€l\A

ahol a jobb oldalon szereplé mésodik tag nemnegativ, hiszen z;, nemnegativ. Ezért z; >
Pi(t4 < n), n € N, amibdl kovetkezik, hogy

z; = limsup Py(14 < n) = lim Py(14 < n) = Py(14 < 00) = p,
n—00 n—00
ahol a mésodik lépésben azt hasznaltuk fel, hogy a P;(t4 < n), n € N, sorozat mono-
ton novekvd, a harmadik lépésben a P Val()szinuségi mértek folytonosségat és azt, hogy
T 2 i
A kovetkezokben belatjuk a h:, i € I, varhato elérési idokre vontakozo mlnlmah—
tasi feltételt, mely azt jelenti, hogy ha (x;)ic; egy masik nemnegativ megoldasa a
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egyenleteknek, akkor z; > h, i € I. Legyen (z;);c; egy nemnegativ megoldéasa a (2.6.2))
egyenleteknek.
Ha i € A, akkor z; = 0 és mivel ekkor h* = 0, kapjuk, hogy z; = h* = 0.

Ha i ¢ A, akkor

T = 1+Zpi7jxj = 1+Zpi,j'0+ Z Pijr; =1+ Z DijTj

jel jeEA JjeE\A jeNA
=1+ Z pij | 1+ Z DjkTk

jENA ke\A
=1+ Z Pij + Z Z PijDj Tk

jENA jEI\A kel\A

=1+P(Xi € INA) + > > pipisane
JeI\Akel\A

A fenti modszert iterativan folytatva, adodik, hogy tetszéleges i ¢ A esetén
+Pi(Xi€el\A,....X, 1€\ A
+ Z e Z PisjiPivga " * Pin-1.jnTin
Jj1e\A Jn€Il\A

+ § : E : DPij1Pj1,go *  Pin—1,jnLin

JIEINA  jn€l\A

tetszGleges n € N esetén, ahol jobb oldalon szerepls utolso tag nemnegativ. Igy tetszéleges
i ¢ A esetén

2 2Pi(ta>21)+Pi(1a>2)+Pi(ta=3)+ -+ Pi(14a = n), n €N,

amibdl kovetkezik, hogy

x; > limsup E Pi(ta =2 k) = lim E Pi(ta 2 k) = E Pi(1a4 > k) = Ei(14) = h,
n—o0

n—oo

ahol az utolsé el6tti 1épésben azt hasznaltuk fel, hogy tetszéleges nemnegativ egészértékii
véletlen valtozo esetén E(&) = > 07 P(E > k). Igy i ¢ A esetén z; > hi. O

2.6.3. Megjegyzés. (i): Nyilvanvalo, hogy ha i € A és Xy = i, akkor 74 = 0 P-m.m., és
1 = 1, melybél lathatjuk, hogy a

fgy p =1 és hi* = 0. Specialisan, ha A = {i}, akkor p;
p;-{i} elérési valoszintiség nem feltétlentil azonos az i allapotba valé visszatérés f; = P(T; <
00) valoszintségével. Ennek (egyszeri) magyarazata a definiciokban rejlik: 7(;3 = min{n €
Zy X, =1}ésT,=min{n € N: X, =i}.

(ii): Ha példaul I = {1,2,3} és A = {1}, akkor a (2.6.1)) az alabbi alakot 6lti:
pi =1,
3 = Do + paapi + Daspi,
A _ A A
Py = P31 + P32Py + P3.3P5
és az utolso két egyenletbdl 4llo rendszer egy inhomogén linedris egyenletrendszer a p5' és

pi ismeretlenekre. O
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2.6.4. Példa. (A jatékos cs6dje probléma véges allapottéren) Tegyiik fel, hogy egy
jatékot jatszunk valakivel. Tegyiik, fel, hogy a a kezd6tékénk, és ellenfeliinknek b egység-
nyi pénze van, ahol a és b pozitiv egész szamok. Minden kérben p € (0,1) valoszintséggel
nyeriink, illetve 1 — p valoszintiséggel veszitiink. Ha nyeriink egy adott korben, akkor
pénziink egy egységgel novekszik, az ellenfeliink pénze pedig egy egységgel cstkken; ha
pedig veszitiink, akkor forditva, azaz pénziink egy egységgel csokken, az ellenfeliink pénze
pedig egy egységgel novekszik. Mennyi a cséd valoszintisége, azaz annak a valdsziniisége,
hogy minden pénziinket elveszitjiik?

Tetsz6leges n € Z, esetén legyen X, az n-edik korbeli pénziink mennyiségébdl levonva
a-t. Ekkor X, = 0 kezdeti dllapottal X = {X,,n € Z,} egy véletlen bolyongés
I'={—a,—a+1,...,b—1,b} &llapottérrel és az alabbi atmenetgraffal:

1 p . p 1
agsay
Ga\)aﬂ... 1001 b—l/\qt)
N __ """
l—pl—p

1—p

Lathato, hogy —a és b elnyel6 allapotok, melyeket elnyel6 falaknak is hivunk.
A kérdésre pedig a valasz megegyezik a p({)_a} elnyelési valoszintséggel. Megmutatjuk,
hogy a cs6d valdsziniisége

b 1
3 (—a} atb’ hap =3,
Pes6d) =pg “ = ja_jers 1% .
1—path - 1 T ha p 7é 29

ra+b

ahol 7 := %. Vezessiik be a
pi::p;.{_a}, i€{—-a,—a+1,...,0,...,b—1,b}

jeloléseket. Célunk p{_a} meghatarozasa, mely annak a valoszintisége, hogy a kezd&tske
mellett minden pénziinket elveszitjiik, azaz ellenfeliink nyer. A Tétel alapjan p;,

i € {—a,—a+1,...,0,...,b — 1,b}, az alabbi egyenletrendszer minimélis nemnegativ
megoldésa:
P—a =1,
p-pis1+(1—p)-p1 haie{—a+1,...,0,...,0—1},
= Y pi,jpj:{ i+ hn i< { }
je{—a,..b} Pvp - Pb = Do 1= 0.

Az i = besetén adodo p, = p, egyenlet azonosséag, igy nem tudjuk a tovabbiakban hasznalni.
Azonban adhato egy masik peremfeltétel:

Py =pi = P(r_ay < 00| Xo=b) = P(0] Xy =b) =0,

ahol az utolso el6tti egyenléség abbol kovetkezik, hogy Xg = b esetén X,, = b, n € N,
P-m.m. (hiszen pyp = 1), és igy 7{_q = 0o P-m.m. Tehat

1 ha i= —a,
pi=140 ha =0,
(1—p)-pici+p-pig1 ha ie{—a+1,...,0,....b—1}
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Tekintsiik el@szor a szimmetrikus esetet, azaz a p = % esetet, amikor is

ha i = —a,
ha =0,
—pi—1+%pi+1 ha i€ {-a+1,...,0,...,0—1}.

Di =

o= O =

Ez egy homogén mésodrendi differenciaegyenlet:
Pir1 = 2D; — Pi_1, i€{—a+1,...,0,....,b—1},

ap_q = 1¢ésp, =0 peremfeltételekkel. Ezen differenciaegyenlethez tartozo karakterisztikus
egyenlet:
M —2X\4+1=0, azaz (A —1)? =0,

melynek két egybeess megolddsa Ao = 1. Igy a szébanforgo differenciaegyenlet ltaldnos
megoldasa: A ‘
pi=c-1'"+d-i-1'"=c+d-1, i€{—a,...,0,...,b},

ahol ¢, d € 7Z tetsz6leges konstansok. A két peremfeltétel alapjan
l=p ,=c+d(—a) és 0 =py,=c+db,
és igy ¢ = —db, amibél adodik, hogy d = —1/(a + b) és ezért ¢ = a/(a + b). Igy

b 1
a+b a-+b

Di = i, i€{—a,...,0,...,b}.

Mivel egyetlen nemnegativ megoldas adédott, ez egyben a miniméalis nemnegativ megoldas
is. Specidlisan, az ¢ = 0 valasztéssal adodik, hogy

B b
po_a—l—b'

A szerepek felcserélésével (mivel most a szimmetrikus esetet targyaljuk), kapjuk, hogy an-
nak a valoszintisége, hogy az ellenfeliink, akinek b kezdGtékéje van, minden pénzét elvesziti
(azaz mi nyeriink):

a
b+a
Mivel a%b + 745 = L, kapjuk, hogy 0 annak a valoszintisége, hogy a jaték nem ér véget véges

sok lépésben. Ez nem meglepd, mert az {—a+1,...,0,...,b—1} allapotok egy véges nyilt
osztalyt alkotnak, melyet a véletlen bolyongas véges sok lépésben 1 valészintiséggel elhagy

(lasd, Allitas).

Tekintsiik most a nem szimmetrikus esetet, azaz a p # % esetet, amikor is

pi=0=p) - pia+p-p, i€{—a+1,...,0,...,b—1},

mely egy homogén mésodrendi differenciaegyenlet a p_, = 1 és p, = 0 peremfeltételekkel.
Ezen differenciaegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

A= (1—-p)+p\, azaz P2 A+1—p=0,
melynek két megoldasa

1£I—4p(l—p) 1£/T—dp+4p2 1£/2p—12 1+(2p—1)

Ao =
b2 2p 2p 2p 2p

)
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azaz Ay = 1 és \y = %. Mivel p # %, kapjuk, hogy A\ # Xo. Igy a szébanforgo
differenciaegyenlet altalanos megoldasa:

(2.6.3) pi:C-(Tp> +d-1l:c(Tp> +d,  i€{-a,...,0,...,b},

ahol ¢, d € 7Z tetsz6leges konstansok. A két peremfeltétel alapjan

1—p\ “ 1-p\"
lzp_a:c<—p) +d és O:pb:c(—p) +d.
p p

Az els6 egyenletbdl kivonva a masodik egyenletet, kapjuk, hogy

(57 ()

melybdl

és igy

Specidlisan, az ¢ = 0 valasztassal adodik, hogy
() ()7 () ()
P P _ P _ 1-p
T @ @)
P 1-p P 1-p 1-p

Természetes kérdés az is, hogy varhatoan meddig fog tartani a jaték, azaz a
varhato elnyelési id6 meghatarozasa. Megmutatjuk, hogy

Po =

h({)—a,b}

Clb, ha p =

a a+b 1-—r®
1-2p  1-2p 1—ratd> ha p #

E(jaték hossza) = hé_a»b} _ {

Alkalmazzuk a Tétel masodik részét az A := {—a, b} valasztassal és vezessiik be a
hi == h, i€{—a,—a+1,...,0,...,b—1,b}

jeloléseket. Célunk hg meghatérozasa. A Tétel alapjan h;, i € {—a,—a+1,...,0,...,b—
1,b}, az alabbi egyenletrendszer miniméalis nemnegativ megoldéasa:

hoy—=0,
hb - Oa

hy =1+ > pijh; =14 (1 = p)hi1 4 phiyr, haic{—a+1,...,0,...,b—1}.
j€{—a,....b}\{—a,b}
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Ez egy inhomogén masodrendii differenciaegyenlet, melynek altaldnos megoldéasa elGall a
kapcsolatos homogén differenciaegyenlet dltalanos megoldésa és az inhomogén differencia-
egyenlet egy partikularis megoldasanak Gsszegeként. Az aldbbiakban csak a szimmetrikus
esettel foglalkozunk, azaz a p = % esetet tekintjiik, amikor is

hb:: 07
hiv1 —2h; + hi—1 = =2, haiE{—a+1,...,0,...,b—1}.

A kapcsolatos homogén masodrendii differenciaegyenlet: h; 1 — 2h; + h;_1 = 0, melynek
altalanos megoldasa a korabbiak alapjan h; = ¢ + d - ¢ alaki. Keressiik az inhomogén
differenciaegyenlet egy partikularis megoldasat e - i alakban:

e(i+1)% —2ei® +e(i+1)* = -2, i€{—a,...,0,...,b},

mely nemmas, mint az e = —1 egyenlet. Igy a szobanforgé inhomogén masodrendii diffe-
renciaegyenlet altaldnos megoldasa

c+d-i—i i€{-a,...,0,...,b}.
A peremfeltételek alapjan
0=h_q=c+d(—a)— (—a)* =c—da— ad*
és
0=hy=c+db— b
Az els6 egyenletbdl kivonva a masodikat kapjuk, hogy
0=d(b+a)—b*+a’

azaz

melybdl kovetkezik, hogy
c=da+ a®> = a(d+ a) = ab.

Tehat

h; = ab+ (b —a)i — i, i€{—a,...,0,...,b}.
Specidlisan, az + = 0 valasztéassal adodik, hogy hg = ab. O
2.6.5. Példa. (A jatékos cs6dje probléma végtelen allapottéren) Tekintsiik a[2.6.4.)
Példaban szerepld jatékos csGdje problémét abban az esetben, ha nekiink a forintunk van,
az ellenfeliinknek viszont végtelen sok forintja van, ahol a egy pozitiv egész szam. Mennyi

a csdd valoszintisége?
A probléma modellezhet$ az alabbi Markov-lanccal

! AN

I—p I—p
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ami egy véletlen bolyongas egyoldali elnyel6 fallal.

A —a elnyel§ allapot egyediil alkot egy pozitiv rekurrens osztalyt, {—a+1,—a+2,...}
a masik osztily, mely nyilt, ugyanis el lehet hagyni, és igy a Allitas (i) része alapjan
tranziens.

A feladat a p{_a} elnyelési valoszintiség meghatarozasa. Két megoldést is mutatunk.

Az els6, lehetséges megoldas, hogy a véges allapottér esetén meghatarozott csédvalo-
szintiséget vizsgaljuk, amint az ellenfeliink vagyona b € N végtelenbe tart. Ezen modszer
helyessége a kovetkezGképpen indokolhatd. Mivel

{0 kezdétokével cs6dbe megyiink}

o

= U {0 kezdd6tékével cs6dbe megyiink, és ellenfeliinknek Gsszesen b vagyona Van},
b=1

és b <5, b,ge N, esetén

{0 kezdgtskével cs6dbe megyiink, és ellenfeliinknek Gsszesen b vagyona van}

C {0 kezdgtskével cs6dbe megyiink, és ellenfeliinknek Osszesen b vagyona van},

a valoszintiség folytonossaga és a Példa alapjan kapjuk, hogy

pi™

= blim P ({O kezddGtékével cs6dbe megyiink, és ellenfeliinknek Gsszesen b vagyona Van})
— OO

o hmb%oo a_-?-b ha p= %;
- . a__n.a+b
limp_, o0 Tl,r++b ha p # %
Ha p = %, akkor a cs6d valoszintisége abban az esetben, amikor ellenfeliink vagyona
beN:

b
P //d —
(cs6) a+b’
és igy
b a
=1- 1 ha b :
a+b a—i—bT abfoo

Ha pedig p # %, akkor a cs6d valdszintisége abban az esetben, amikor ellenfeliink
vagyona b € N:

B 74(/L_74(1L+b
P(CSOd):W,
ahol r = %. Igy, ha p < %, akkor r > 1, tehat
re — potb e —1
Tt = ——Ta+b_1T1 ha b 1 oc.
Tovabbé, ha p > %, akkor r < 1, tehéat
ra _ patb 1 — o " " 1—p a
1—7"a+b:1_1—ra+b_>1_(1_r)zr:( D ) ha b 1 oco.

Mivel a {—a} elnyel§ allapotot kivéve minden allapot tranziens, igy a p > % esetben r¢
valoszintiséggel csédbe megyilink és 1 — r® valoszintséggel pedig a vagyonunk korlatlanul
felgyarapszik (végtelen lesz).
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Az alabbiakban a jaték varhato hosszat hatarozzuk meg. Ha p = % és ellenfeliinknek
b € N vagyona van, akkor a jaték varhato hossza ab, mely oo-hez tart, ha b — oo (persze
ezen gondolatmenet helyességét is indokolni kellene). Ha p # % és ellenfeliinknek b € N

vagyona van, akkor a jaték varhatoé hossza:

a a+b 1—1r
1—-2p 1—2p1 — patb’

melynek b — oo esetén a hatarértéke

a 1—r% 7 a b _ _a 1
{12p =3 M0 (177"“""” + 17T“+b> =15 hap<g,

a 1—1r%1: atb 1
—17—2p11mb_>ooH—a+b—oo hap>§

1-2p

A cs6dvaloszintiségeket meghatarozhatjuk az elnyelési valoszintiségekrdl szolo Teé-
tel felhasznalasaval, direktben is. A p;-{_a} elnyelési valosziniiségek a miniméalis, nemnegativ
megoldésai az aldbbi egyenletrendszernek:

{—a} 1, ha i = —a,
Pi ‘= D; = .
ppiv1+ (1 —p)pi—1, haie{—a+1,—-a+2,...}.

Ha p = %, akkor
Pit1 = 2p; — Pi—1, i€{-a+1l,-a+2,. .}

Ezen differenciaegyenlet karakterisztikus polinomja A\? = 2\ —1, azaz (A—1)? = 0, melynek
két egybeess gyoke 1. Igy az altalanos megoldas elGall

pi = coi + ¢y, i€{—-a,—a+1,—a+2,...}

alakban, ahol ¢y, c; € Z konstansok. Mivel p; € [0, 1], kapjuk, hogy ¢y = 0. Tovabba
p_q =1,1igy ¢; =1, tehat p; = 1 minden ¢ € {—a,—a+1,—a+2,...} esetén.
Ha p # %7 akkor a differenciaegyenlet karakterisztikus polinomja pA\? = A +1 —p =0,
melynek gyokei
1+/T—4p(l—p) 1+(2p—1)
ALQ = =
2p 2p

azaz 1 és (1 —p)/p. gy az altalanos megoldas el6all

)

1P\
pi:CO(Tp> + ¢, i€{-a,—a+1,-a+2,. .}

alakban, ahol ¢y, ¢c; € Z konstansok.
Ha p < 3, akkor 1;% > 1 és igy, felhasznélva, hogy p; € [0, 1], kapjuk, hogy ¢y = 0.
Tovabba p_, = 1, igy ¢; = 1, tehat p; = 1 minden i € {—a, —a + 1, —a + 2,...} esetén.
Ha p > %, akkor % < 1. Mivel p_, = 1, kapjuk, hogy

1_ —a
() e,
p

(52
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Ezt visszahelyettesitve adodik, hogy

1—p\*“/1-p\
pi:(l_cl)( ) ( )+Cl
p p
1— a+i 1 a+i
:<_p) + ¢ (1_(_]9) )7 ie{—a,—a+1,—-a+2...}
p p

ami pedig pontosan akkor lesz minimdlis, ha ¢; = 0, tehéat

1 — a+1
pi:(—p) , ie{-a,—a+1,—a+2,...}.
p

Specialisan, pg = (%) , mely megegyezik azzal, amit kordbban kaptunk. a

2.6.6. Példa. (Diszkrét idejii sziiletési-halalozasi folyamatok) A véletlen bolyongé-
sokat altalanosithatjuk tgy, hogy az dtmenetvaloszintségek fiiggjenek az adott allapottol.
Ekkor tovabbra is modellezhetiink Markov-lancokkal.

Legyenek a b;, 1 € N, és d;, i € N, valoszintiségek adottak, melyekre igaz, hogy tetszd-
leges i € Noesetén 0 < b = 1 —d; < 1. Ekkor a {0,1,2,...} allapottérrel és az alabbi
atmenetgraffal rendelkezd Markov-lancot diszkrét idejii sziiletési-haldlozasi folyamatnak
nevezziik:

Ezzel a folyamattal modellezhetjiik példaul egy populacié méretét, ahol
b; = P(sziiletik egy egyed miel6tt meghalna egy masik | a populacié mérete 7),

ahol i € {0,1,2,...}. Felhivjuk a figyelmet, hogy ebben a lancban a lépések kozotti idGk
nem egyenlGek. A késGbbiekben kitériink arra, hogy hogyan lehet ekvidisztans lépéskozii
folyamattal modellezni.

Természetes kérdés, hogy mennyi a kihalas valoszintisége, ha 7 egyedbdl indulunk, azaz
" =7

A Tétel alapjan p;{O} elnyelési valoszintiségek a minimalis, nemnegativ megoldasai
az alabbi egyenletrendszernek.

L 1, ha i = 0,
pi = P{ F =
! bipi+1+dipi—1a ha i € {1,2,}

Legyen u; :=p;_1 — p;, 1 € {1,2,...}. Ekkor

biwiyr = bi(pi — pit1) = bipi — bipit1 = bipi — (pi — dipi—1) = (bi — 1)pi + dipiy
= —d;p; + d;pi—1 = d;u;, t € N.
Ezért
d; o did;—1...d;

i+1 bz i bz‘bi_l - bl 1, +
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Mivel uy +---+u; =po — pi, t €N, és pg =1, igy

pi=po—(w+-+u)=1-Alyp+ - +7-1), 1 eN,

. )  didi_q..dy
ahol A := uy és v; := —beZ,l...bl ,

Ha > 7 v = oo, akkor, mivel p; € [0,1], kapjuk, hogy A = 0, tehat p; = 1 minden
i€{0,1,2,...} esetén.

Ha viszont > "% 7 < oo, akkor, ellenérizziik, hogy a minimalis nemnegativ megoldést
akkor kapjuk, ha

hai=1,2,...,és 7 := 1.

1
Z;‘io Vi .

Valéban, p; > 0, ¢ € N, akkor és csak akkor teljesiil, ha

A:

1

A<
ijo i

1e N,

melybdl kovetkezik, hogy
1

Zzo Yi ’
és p; annal kisebb, minél nagyobb A. Tehat a kihalas valészintisége ebben az esetben
i—1 00
pi=1— > =0 _ D =iV
Z]O'io Vi Z;io Vi

Abban az esetben ha ekvidisztans 1épéskozii folyamattal szeretnénk modellezni, akkor
tekintsiik az alabbi dltalanos diszkrét idejii sziiletési-haldlozasi-folyamatot:

A<

by
a_a ¢
dy dy

Tehat ebben a modellben X, jeloli a populacido méretét az n-edik idGegységben, ahol
az idGegység kellGen kicsi, ahhoz, hogy ezen révid id6 alatt legfeljebb csak egy esemény
kovetkezhessen be. O

2.7. Invarians eloszlas

Ebben a fejezetben ismét a Markov-lancok aszimptotikus viselkedését vizsgéljuk.

2.7.1. Definici6. (Invarians eloszlas) Legyen X = {X,, : n € Z,} egy Markov-linc.
Fkkor eqy 7 = (m;)ier valdszindségeloszldst az X Markov-ldnc invaridns (stacionarius)
eloszlasanak neveziink, ha Xo~ m esetén X, ~ 7.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az invaridns eloszlas nem fiigg a Markov-lanc kezdeti elosz-
lasatol, tehéat ez is a Markov-lanc egy olyan jellemzdje, melyet a P &tmenetmatrix hataroz
meg. Ilyen modon tehat beszélhetiink egy sztochasztikus métrix invarians eloszlasairol.

2.7.2. Tétel. Legyen X = {X,, : n € Z,} eqy Markov-linc P dtmenetmdtrizszal, m =
(7:)ier pedig egy valdszinidségeloszlds I-n. Fkkor az aldbbiak ekvivalensek:
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(i) m invaridns eloszlds.

(ii)) Xo~m esetén X, ~ 7 tetszdleges n € N esetén. (Ezt igy is megfogalmazhatjuk,
hogy a m eloszldsbdl inditva a lincot az egydimenzids eloszldsok eltoldsinvaridnsak.)

(11i) A 7 wvaldszindségeloszlds (mint sorvektor) a P dtmenetmdtric A\ =1 sajatértékéhez
tartozo baloldali sajdtvektora, azaz

T = 7P

Bizonyitas. (i) = (iii): Ha X, ~ m, akkor a Kovetkezmény szerint X; ~
7P. Mivel 7 invarians eloszlas, kapjuk, hogy X; ~ 7. Igy 7 és 7P is X, eloszlasa,
amibdl kovetkezik, hogy m = 7P, azaz teljesiil (iii), hiszen egy véleten valtozd eloszlasa
egyértelmien meghatarozott.

(7i1) = (77): Ha m a P méatrix 1 sajatértékéhez tartozo bal oldali sajatvektora és
X, ~ m, akkor a Kovetkezmény alapjan tetsz6leges n € N esetén

Xy~ 7P = (7P)P" ! =P = ... = 7P = 7.

(11) = (1): Az n = 1 valasztassal adodik. O

Az invaridns eloszlasra gondolhatunk tgy, mint egyfajta egyensilyi helyzetre, hiszen
a Tétel (ii) pontja miatt, ha ebbdl az eloszlasbol inditjuk a Markov-lancot, akkor
abban is marad. A (iii) pont kovetkezményeként pedig adodik egy modszer az invarians
eloszlasok kiszamitasara.

A Tétel (i) és (iii) részeinek ekvivalenciaja alapjan megfogalmazhatjuk az alabbi
kévetkezményt.

2.7.3. Kovetkezmény. Egy m = (m;)ic; vektor pontosan akkor invaridns eloszlds, ha
e m; >0,i€1,

° Zie[ m=1,

o m=7P, azaz m; =) . pi;m minden j €I esetén.

2.7.4. Definici6é. Komplex valdszinidségi viltozék (£,)nez  Sorozatdt erésen staciond-
riusnak nevezziik, ha a véges dimenzios eloszldsai eltoldsinvaridnsak, azaz ha tetszdleges

k,m € N és ty,ty,....tx € Z esetén (&,,&,---:&,) €S (Sytms Etatms - - -5 Etytm)
eloszlasa megegyezik.

Az er6sen stacionarius Markov—lancokat egyszeriien stacionariusnak szokas nevezni.
Megmutatjuk meg, hogy a Markov-lancok erds stacionaritdsa ekvivalens azzal, hogy az
egydimenzios eloszlasok nem fiiggenek az idéponttol (eltolasinvariasnak).

2.7.5. Allitas. Egy {X, : n € Z,} (homogén) Markov-linc akkor és csak akkor erdsen
staciondrius, ha tetszéleges 1+ € I és n > 1 esetén P(X, =1i) = P(Xy = 1), azaz, ha
X, ~ Xq tetszdleges n € N esetén.

Bizonyitas. A Definici6 szerint egy erGsen stacionarius sorozat véges dimenzids
eloszlasai eltolasinvariansak, igy specidlisan X,, és X, eloszlasa is megegyezik.
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Megforditva, egy (homogén) Markov—lanc esetén, a Kovetkezmény alapjan, tet-

szleges k,m € N, 0<ng<mny < - <ng,n; €Ly, i €{l,....k}, és dg,...,0x €1
esetén
P(Xpy = 0y s Xy = i) = P(Xpy = ig)p{"2 ") pf2 1) L. plrs—ie=s)
= PR = i) ot
= P(Xn0+m = Z.07 SR aXnk-i-m = Zk)

ahol a masodik 1épésben azt hasznaltuk, hogy a feltétel miatt P(X,, = iy) = P(X,y1m =
i0)- 12y (Xngs - - Xny) €8 (Xngtms - - s Xnpom) eloszlasai megegyeznek. a
A Allitas és a Tétel (i) és (ii) részeinek ekvivalencidja alapjan, egy (ho-
mogén) Markov-lanc akkor és csak akkor erésen stacionérius, ha a lanc kezdeti eloszlasa a
lanc egy stacionarius eloszlasa.
A kovetkez6kben azt mutatjuk meg, hogy a tranziens és null-rekurrens &llapotok nem
szamitanak az invaridns eloszlas szempontjabol.

2.7.6. Allitas. Legyen X ~ Markov(a,P) egy Markov-linc. Ha i € I tranziens vagy
null-rekurrens, akkor lim,_,., P(X, =1i) =0.

Bizonyitas. Legven i € I egy tranziens vagy null-rekurrens allapot. A tipusok karakteri-
zécios tétele (2.4.5. Tétel) szerint pg-z) — 0, ha n — oo tetszSleges 7 € I esetén. Tovabba,

a [2.2.2 Kovetkezmény szerint X,, ~ alP", n € N, és ezért

lim P(X, =) = lim > apf = > (o lim p)) = "(a;-0) = 0,

Jjel jeI jeI

ahol a masodik lépésben a dominalt konvergencia tételt hasznéltuk az (I,2!, ) valoszi-
niiségi mezén (o valoban valoszintiségi mérték I-n, mert a; > 0,4 € I, és ), ;05 = 1).
Megjegyezziik, hogy ha || < oo, akkor nincs sziikség az el6z6ekben a dominélt konvergen-
cia tétel hasznalatara. a

2.7.7. Kovetkezmény. Ha eqy Markov-lancnak létezik m staciondrius eloszlisa és 1 € 1
tranziens vagy null-rekurrens dllapot, akkor m; = 0. Azaz, ha eqy Markov-lincnak létezik
staciondrius eloszldsa, akkor a tranziens és null-rekurrens dllapotok ezen eloszlds szerinti
valdszinisége 0.

Bizonyitas. Legyen m a Markov-lanc egy stacionarius eloszlasa és ¢ € I egy tranziens vagy
null-rekurrens allapot. Ekkor a Tétel szerint, ha Xy ~ m, akkor X,, ~ 7 tetszbleges
n € N esetén, azaz m; = P(X,, = j), j € I, n € N. Igy, ha X ~ 7, akkor, a Allitast
is hasznélva, kapjuk, hogy
m; = lim P(X,, =14) =0.
n—oo
O
A Kovetkezmény alapjan, ha egy Markov-lancnak létezik stacionarius eloszlasa,
akkor létezik pozitiv rekurrens osztaly az allatpotterében.
A porzitiv rekurrens eset részletesebb targylasahoz sziikség van egy uj fogalomra, ami
az eloszlas altalanositasa.

2.7.8. Definici6. (Invarians mérték) Egy m = (m;);c; vektort mértéknek nevezzik az I
halmazon, ha komponensei nemnegativ valds szamok. Allapotok eqy J C I halmazdnak

meérteke
7(J) = Z M.

e
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A mérték véges, ha m(I) < co. A m mérték az X ~ Markov(o,P) ldnc invaridns mértéke,
ha m = 0, vagy a P mdtriznak a N\ = 1 sajatértékhez tartozo baloldali sajatvektora, ami

azzal ekvivalens, hogy
:Zﬂ'ipi,jv JEe L
iel

2.7.9. Tétel. (A rekurrens allapotok jellemzése) Legyen X ~ Markov(dx, P) egy ir-
reducibilis és rekurrens Markov-ldne, ahol k € 1 eqy tetszdleges rogzitett (rekurrens) dllapot.

Legyen v® := (1\"))icr, ahol

T,—1
=E (Z ﬂ{Xn_Z}> €0,00], i€l

a k dllapotba vald elsd visszatérésig (azt nem beleértve) az i dllapotban tett ldatogatdsok
szdmanak vdarhato értéke. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

(i) Y% a ldnc egy invaridns mértéke, tovdbbd vl(f) =1 ésy®(I) = up(= E(T})).

(i) A ldnc invaridns mértékei pontosan a cy®) = (c*yi(k))iel, ¢ > 0, alakban elddllo
mértékek.

(i1i) Ha a ldnc pozitiv rekurrens, akkor minden invaridns mérték véges, mig ha a linc
null-rekurrens, akkor m = 0 az egyetlen véges invaridns mérték.

Bizonyitas. (i): Felhasznalva a lancszabalyt és azt, hogy {n < T} = Q\{T, < n—1} €
o(Xiy,...,Xn1), n € N, kapjuk, hogy

P(X,=75Xn1=in<Tp) =P(X,=j|Xpn1=0,n<T) P(X,,_1 =i,n < T})
(2.7.1) =P(X, =7 Xn1=9)P(X,-1 =i,n < Ty)
= pz,j P(X 1= 'l n )
tetszéleges 1,7 € I és n € N esetén. Mivel k rekurrens, a definicié folytdn T < oo P-m.m.
és Xp, = k P-m.m. Mivel a kezdeti eloszlas 0y, kapjuk, hogy X¢ =k P-m.m.

Ha j = k, akkor a 0. id6pontban k-t vesz fel a Markov-lanc, az 1.,..., (T —1). id6pon-
tokban nem k-t, a (T}). id6pontban pedig k-t, és igy

T,—1
Z ]I{X":k} =1 P—m.m.,

melybdl adodik, hogy %ik) = 1. Mivel Z:’;l Iix,—ky = 1 P-m.m. is teljesiil, kapjuk, hogy

7 = (Z Lix,=k} = 1)

is fennall.
Ha j # k, akkor a 0. id6pontban k-t vesz fel a Markov-lanc, az 1.,..., (T —1). id6pon-
tokban nem k-t, a (Tj). id6pontban pedig k-t, mely nem j, és igy

Ty—1

Ty,
Z Lix,—ky = Z Tix,=r) P-m.m.
n=0 n=0
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Igy, felhasznava (2.7.1)-et és azt, hogy P o-additiv, mind a j = k, mind a j # k esetben,
kapjuk, hogy

Tk 0o
() _ _
v =E (Z Jl{x,,,:j}> =E (Z ﬂ{xn:j}ﬂ{n@}>
n=1

n=1

=Y B (Lpxampngeeny) = D_P(Xu =jin < Ty)
n=1

n=1
=Y > P(Xp =5, Xpmy =i,n < Ti) = ) (pi,j > P(Xpor =in < Tk>>
n=1 i€l el n=1
T, Tp—1
iel n=1 icl n=0
k k .
= sz',j%( ) = Z%( )pi,ja Jel
iel iel
Ezért %) egy invarians mérték. Azt mar belattuk, hogy v,gk) =1.
Tovabb4,
Tp—1 Tp—1
k
CURS wiED W ST BT b wettee)
iel il n=0 n=0 icl
Tp—1
—E (Z 1) = E(T}) = -
n=0
A (ii) és (iii) részeket nem bizonyitjuk. 0

2.7.10. Példa. (Véletlen bolyongas) Az egydimenzios szimmetrikus véletlen bolyon-
gas esetén belathato, hogy az invarians mértékek m = (c); € I alakaak, ¢ > 0, azaz a
nemnegativ, konstans vektorok. Mivel az allapottér végtelen, igy nem létezik invaridns
eloszlas. a

Természetes kérdés, hogy mikor létezik az invarians eloszlas, illetve ha létezik, akkor
mely esetekben egyértelmi. Errél szolnak a kévetkezd eredmények.

2.7.11. Tétel. Eqgy irreducibilis Markov-ldncnak akkor és csak akkor létezik m invaridns
eloszldasa, ha a ldnc pozitiv rekurrens. Ekkor az invaridns eloszlds egyértelmi, és m; = i,

//////

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a Markov-lanc irreducibilis és létezik invarians eloszlésa.
Ekkor a lanc egyetlen osztalya nem lehet tranziens vagy null-rekurrens, mert a Ko-
vetkezmény szerint ekkor m; = 0, ¢ € I, teljesiilne, mely viszont ellentmondéas, mert ekkor
> ie;mi = 0 &llna fenn, noha y, , m = 1. A tipusok karakterizacios tételét Tétel)
is felhasznalva, kapjuk, hogy az egyetlen osztaly pozitiv rekurrens.

Tegyiik fel, hogy az egyetlen osztaly pozitiv rekurrens és legyen k € [ egy tetszGleges
(pozitiv rekurrens) allapot. Ekkor a Tétel alapjan, ha 6, a Markov-lanc kezdeti
eloszlasa, akkor az invarians mértékek pontosan c¢y®, ¢ > 0, alakban allnak elg. Mivel
(ey*N)(I) = ey®(I) = cpy, (ahol a masodik egyenléségnél hasznaltuk tjra a Tételt),
kapjuk, hogy egy ¢y®) invarians mérték akkor és csak akkor invarians eloszlas, ha 1 = cuy,
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azaz ¢ = ;U«Lk7 azaz akkor és csak akkor, ha Hiky(’“) alaka. Mivel az egyetlen osztaly pozitiv

rekurrens, kapjuk, hogy ux > 0, és igy #iky(k’) valoban valoszintiségeloszlas. Ezért a Markov-
lancnak egyetlen invarians eloszlésa létezik iﬂy(’“), ahol a fentiekbdl az is adodik, hogy

Lw_L.®  pFer
Mk My

azaz lathatjuk, hogy az invaridns eloszlas valoban nem fiigg a kezdeti eloszlastol. Felhasz-
nalva azt is, hogy a Tétel alapjan v,ik) = 1, kapjuk, hogy az egyetlen invarians
eloszlas (t)kel. O

2.7.12. Tétel. (i) Egy Markov-lincnak pontosan akkor létezik invaridns eloszldsa, ha
létezik pozitiv rekurrens osztdlya.

(ii) Ha a lancnak pontosan egy pozitiv rekurrens osztdlya van (de lehetnek egyéb tranziens
vagy null-rekurrens osztilyai), akkor az invaridns eloszlds egyértelmi, és elddll
1

Ty = —,
i

1€ 1,
alakban.

(15i) Ha tobb pozitiv rekurrens osztdlya van, akkor az invaridns eloszlds nem egyértelmid, és
az invaridns eloszldsok elddllithatéak az aldbbi modon. Jelélje D, v € I', a pdronként
kiilonbozd pozitiv rekurrens osztdlyokat, ahol I eqy megszdmldlhatd (index) halmaz.
Legyen tovabbd D := U'yeF D.. Ekkor az invaridns eloszldsok elddllithatck az aldbbi
alakban:

awri(w haiec D, veT,
T =
0 hai¢ D,

ahol ay, > 0, v € T, ZveF ay = 1 és 7, v €T, jeloli a D., pozitiv rekurrens
osztdlyon az eqyértelmien létezd invaridns eloszldst.

2.7.13. Példa. Legyen I :={0,1}, p,q € [0,1] és

]P’::(l_p p )
q 1—gq

Legyen m = (mp, 1). Ekkor 7 akkor és csak akkor stacionéarius eloszlas (a fenti P dtmenet-
métrixra vonatkozoéan), ha mo > 0, 1 > 0, mo+m =1, és m = 7 P, azaz

(0, ™) = (0, 71) <1 —p P ) |

qg 1—g¢q

Ez az egyenletrendszer az alabbi olti:

7o = (1 — p)mo + g1,
m = pmo + (1 — q)m,

azaz pmg — qm; = 0.
Ha p = ¢ = 0, akkor végtelen sok megoldas létezik: (my,m) = (t,1 —t), ahol ¢t € [0, 1].
Ha p =0 és ¢ > 0, akkor

—qm =0 = m=0 = mp=1—m =1.
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Ha p > 0 és ¢ = 0, akkor
prpg=0 — mp=0 — m=1—mg=1.
Ha p > 0 és g > 0, akkor

7T1:Z—)7T0 — 7T0:1—E7T0 — o L — T L

q ptyg ptg
Az el6z6 harom esetet egyetlen esetben Gsszefoglalva: ha p + ¢ > 0, akkor

4q p
0 e

— s 7T1: .
p+q pP+q

Tehat, ha (p,q) = (0,0), akkor végtelen sok stacionarius eloszlas van, ha (p, q) # (0,0),
akkor pedig egyetlen stacionarius eloszlas van.

Ha (p,q) = (0,0), akkor
10
=0 1)

és a Markov-lancnak két zart osztélya van {0} és {1}, melyek pozitiv rekurrensek, és a
hozzajuk tarozd stacionérius eloszlas 1, illetve 1. A teljes allapottérhez tartozo tartozd
stacionarius eloszlas ezek “konvex linedris kombinéacidja’, pontosabban, a Tétel
jeloléseit hasznalva: |I'| =2, Dy = {0}, Dy = {1}, D = Dy U Dy, és
0) _ L
= {two N t(l) ha ‘= 0, ahol ¢ € [0, 1].
(I1—t)m;’=1—t hai=1,

1 0
P= :
(q 1—(J>

és a Markov-lancnak két osztalya van {0} és {1}, a {0} osztaly zart és pozitiv rekurrens, az
{1} osztaly nyilt és tranziens (lasd [2.4.9.] Allitas). Mivel egyetlen pozitiv rekurrens osztaly
van, egyértelmten létezik stacionarius eloszlas (mo,m) = (1,0) (a Tétel jeloléseit
hasznélva ekkor |I'| = 1 és Dy = D).

Ha p > 0 és ¢ = 0, akkor
_(l=p p
= (")

és a Markov-lancnak két osztalya van {0} és {1}, a {0} osztaly nyilt és tranziens, az {1}
osztaly zart és pozitiv rekurrens (lasd Allitas). Mivel egyetlen pozitiv rekurrens
osztaly van, egyértelmiien létezik stacionarius eloszlas (mo,m) = (0,1) (a Tétel
jeloléseit hasznalva ekkor |T'| =1 és Dy = D).

Ha p > 0 és ¢ > 0, akkor a Markov-lanc irreducibilis, egyetlen osztélya van {0, 1}, mely
pozitiv rekurrens, igy egyértelmtien létezik stacionarius eloszlas (a Teétel jeloléseit
hasznalva ekkor |I'| = 1). A Markov-lanc lehet periodikus is, példaul a p = 1 esetben 2 a
periodusa. O

Ha p =0 és ¢ > 0, akkor

2.7.14. Tétel. Egy véges dllapotterd, irreducibilis Markov-ldncnak egyértelmien létezik
staciondrius eloszldsa, mely szerint minden dllapot valdoszinidsége pozitiv.
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Els6 bizonyitas. Legyen {X,, : n € Z,} egy véges allapottert, irreducibilis Markov-lanc
I allapottérrel. Mivel egy irreducibilis Markov-lanc allpottere egyetlen zart osztalyt alkot,
a Allitas (iii) része alapjan (itt hasznaljuk, hogy az I allapottér véges) kapjuk,
hogy minden allapot pozitiv rekurrens. Fzért a Tétel alapjan {X,, : n € Z, }-nek
egyértelmiien 1étezik (m;);c; stacionarius eloszlasa, melyre m; = i, i € I, ahol u; = E(T)
és p; < 0o (af2.4.4]Definici6 értelmében, hiszen minden allapot pozitiv rekurrens).

Masodik bizonyitas. Mivel egy irreducibilis Markov-lanc egyetlen osztalya (az allapot-
tér) zart halmaz, felhasznalva azt is, hogy véges sok allapot van, a Allitas (iii) része
alapjan a Markov-lanc (egyetlen osztalya) pozitiv rekurrens. Igy a Tétel (i) és (ii)
részei alapjan kovetkezik az allités.

Harmadik bizonyitas. Rinaldo B. Schinazi bizonyitasat kozoljuk (ArXiv 2506.13662).

Jelolje n az [ allapottér elemeinek a szamat. Az altalanossidg megszoritasa nélkiil
feltehets, hogy n > 2, és I = {1,...,n}. Jeldlje I,x, az n X n-es egységmatrixot. A
bizonyitast négy lépésre osztjuk.

1. Lépés. Belatjuk, hogy egy w € R" (oszlop)vektor esetén akkor és csak akkor teljestil,
hogy (P—I,,x»)w = 0, ha w koordinatai mind egyenlSek. Kovetkezésképpen, ekkor P— 1,5,
magjanak a dimenzidja 1.

Tegyiik fel, hogy w € R"™ olyan, hogy (P — I,,x,)w = 0. Mivel w-nek csak véges sok
koordinataja van, létezik olyan iy € {1,...,n}, hogy

max w; = w;,.
je{l,...,n} J 0

Mivel a Markov-lanc irreducibilis, a Allitas alapjan, tetszéleges j € {1,...,n}

esetén létezik olyan k € Z,, hogy (P¥),,; > 0, azaz vagy iy = j, vagy pi,; > 0, vagy

Fin, ... i1 € {1,...,n}, hogy Dpig.iPirsis - - - Pip_y.; > 0. Indirekt modon tegyiik fel, hogy

w;, < w;,. Mivel Pw = w és p;,;, > 0, kapjuk, hogy

n

n
Wig = E DPigeWe = Pig iy Wiy + E DigeWe
—1 te{l . n\{ir}

n
< Pig,in Wiy + Z Pig,eWe
e{1,n}\fir}
n
< Wig | Pig,in + Z Dio,t | = Wig,
te{1,.,nP\{in}

mely ellentmondas. Igy, felhaszalva azt is, hogy w; < wj,, kapjuk, hogy w;, = w,.
Hasonlé modon, kicserélve ip-t és i1-et, i1-re, illetve io-re, kapjuk, hogy w;, = w;,, és ezért
Wy, = w;, = w;,. Ismételve ezt az eljarast, adodik, hogy w;, = w;, j € {1,...,n}, azaz w

koordinatai egyenléek.
Megforditva, ha w € R™ koordinatai egyenlGek, akkor

n n
(Pw)z = Zp@jwj = w1 Zpi’j = Wy, 7 < {1,...771},
j=1 7j=1

és igy Pw = w, azaz (P — I,,x,,)w = 0.

2. Lépés. Belatjuk, hogy a
{v e R : P = v}
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vektortér dimenzidja 1.

Egyszertien ellenérizhets, hogy a {v € R : ¢IP = v} halmaz valoban vektortér. Az
1. Lépés és a dimenziotétel alapjan, a P — I,,,, matrix rangja n — 1. Igy a (P — Lyx,) "
méatrix rangja is n — 1, melybd6l kévetkezik, Gjra csak a dimenziotételt hasznalva, hogy a
(P — I,,xn) " matrix magjanak a dimenzidja 1. Tovabb4, egy v € R " (sor)vektor esetén
vP = v akkor és csak akkor teljesiil, ha PToT = v', azaz, ha (P—I,x,) "o =07. A fentiek
alapjan ez maga utan vonja, hogy {v € R™" : vP = v} dimenzioja 1.

3. Lépés. Belatjuk, hogy egyértelmtien létezik olyan m € R'*™ (sor)vektor, hogy
e m; >0,i€{l,...,n},

L4 Z?ﬂ T, = 17
o 7P = 7.

Legyenek
= (E e Her

és

:—UZIP’J— <u+uP+ +qu—1)7 keN,

Mivel P sztochasztikus matrix, P is sztochasztikus matrix tetszéleges j € N esetén (lasd
Allitas), és igy az ulP? sorvektor elemei nemnegativak és

n

BT B WALINEES S INEES B B LINEED DTS

(=1 (=1 k=1 (=1 k=1 k=1 {(=1

azaz ulP? koordinatainak az osszege 1. Igy tetszéleges k € N esetén v*) koordinatai is
nemnegativak és koordinatainak az Osszege 1, mely alapjan teljesiil az is, hogy

max |vi(k)| <1, ke N.
1€{1,...,n}

Igy v®), k € N, egy korlatos R"- beli sorozat. A Bolzano-Weierstrass tétel alapjan létezik
olyan v( i), j € N, részsorozata a v, k € N, sorozatnak, mely konvergal valamely = € R'"
sorvektorhoz, melynek koordinatai nemnegativak és Osszegiik 1.

Tovabba, tetszéleges i € {1,...,n} esetén

1 1
(= [ 02 =B )
L, . Lo ok
= —[(uP"); — wi| < —((uP"); +wi) <+
k k
Igy 5
®p), — W < 2 keN
gy (P S |

amibél adédik, hogy v®P — v*) konvergal a 0 € R'™™ sorvektorhoz, amint k — oco. Igy a
vEI)P — ki) j € N, részsorozat is konvergal a 0 € R'*" sorvektorhoz. Ezért

U(kj)IP) _ U(kj)P _ U(k’j) + 'U(kj) -0 + 7= T, haj — OQ.
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Ugyanakkor, mivel v*9) — 7 amint j — oo, a matrixszorzas folytonossaga miatt v*)P —
7P amint j — oco. A hatérérték egyértelmiisége alapjan 7P = P, és igy 7 € {v € R*" ;
vP =wv}. A 2. Lépés alapjan a {v € R™" : P = v} altér dimenzioja 1, igy 7 az egyetlen
valoszintiségeloszlas ebben az altérben.

4. Lépés. Belatjuk, hogy a 3. Lépésben szerepls m € RY™" stacionarius eloszlds minden
koordinatija pozitiv. Mivel 7P = 7, kapjuk, hogy

Pk = PP = 7Pl = .. = 1, ke N.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan i € {1,...,n}, hogy m; = 0. A Allitas
alapjan tetszdleges j € {1,...,n} esetén létezik olyan ko € Z,, hogy (P*);,; > 0. Tovabba,

= (,n_ﬂ])ko)i = Zﬂ'g(ﬂmko)g’i 2 7Tj<IP)kO)j7i,
/=1

Mivel m; = 0 és (P*);; > 0, kapjuk, hogy 7; = 0. Mivel j € {1,...,n} tetszdleges, kapjuk,
hogy m = 0 € R™™ teljesiil, mely ellentmondas a 3. Lépés szerint (hiszen >, m; = 1).
Igy 7, > 0,i€{1,...,n}. O

2.7.15. Tétel. (Foster, 1953) Legyen X ~ Markov(a, P) egy irreducibilis (homogén) Markov-
lane. Tegyiik fel, hogy létezik olyan h : I — R fligguény, F C I véges halmaz és € > 0,

hogy
(i) inf;cr h(i) > —o0,
(ii) Syerpish(k) < oo, i € F,
(iii) D per Pigh(k) < h(i) —¢, i ¢ F,

Fkkor X egyetlen osztdlya (a teljes dllapottér) pozitiv rekurrens.

2.7.16. Kovetkezmény. (Pakes lemma) Legyen X ~ Markov(o,P) egy irreducibilis (ho-
mogén) Markov-ldnc, melynek fdzistere 7. Tegyik fel, hogy

e E(X;|Xg=1)<o00,1€Z,,
L limsupl-_mo E(Xl — Xy | Xy = Z) < 0.
Fkkor X egyetlen osztdlya (a teljes dllapottér) pozitiv rekurrens.

Tovabbéa adodhat a kérdés, hogy az invaridns eloszlas mint egyensilyi helyzet stabil-e,
azaz tetszéleges kezdeti eloszlasbol inditva a lancot, van-e valamilyen konvergencia ehhez
az egyensilyi helyzethez.

2.7.17. Tétel. (Konvergencia az egyensilyhoz) Legyen X ~ Markov(a,P) egy irre-
ducibilis, aperiodikus és pozitiv rekurrens Markov-ldnc, tovdbbd legyen w a Markov-ldnc
eqyértelmi invarians eloszldasa. Ekkor tetszdleges 1,5 € I dllapotok esetén

(i) lim, o P(X, = j) = 7},

(ii) E(L S Lix,miy) = 2 30 4 P(X, = 5) = 7, han — <.
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Bizonyitas. Azt latjuk csak be, hogy a (i) részbdl kovetkezik a (iii) rész. Ehhez elég azt
megmutatni, hogy ha (a,),en olyan valés szamsorozat, hogy a, — a, amint n — oo, ahol
a € R, akkor

D iy Gi

n

—a amint n — oo.

Mivel a, — a, amint n — o0, tetsz6leges ¢ > 0 esetén létezik olyan N; € N, hogy
la, —a| < e, han > Nj. Igy tetszbleges n > Nj esetén kapjuk, hogy
‘2?1%‘ _a' (a1 —a)+ -+ (an—1 — a) n (an, —a) +---+(an —a)
n n n

< |a1—a]+---+]a]v1_1—a,|+|aNl—a|+---+\an—a|
N .

n n

Legyen N € N olyan, hogy

lar —al + -+ |an,—1 — a -
n

£, han > Ns.

Ekkor tetszéleges n > max{Nj, No} esetén teljesiil, hogy

(n— (N1 —1))e

<e+ < 2e.

—a

O

2.7.18. Megjegyzés. (i) A[2.7.17]Tétel alapjan mondhatjuk, hogy egy irreducibilis, ape-
riodikus és pozitiv rekurrens Markov-lanc stabil, illetve hogy az invarians eloszlas elGall
mint az atmenetvaloszintségek limeszvaloszintiségei. Tovabba ebben az esetben az inva-
ridns eloszlas szerint egy allapot valoszintisége interpretalhatd tigy, mint annak a valdszi-
niisége, hogy a lanc hosszutavi miikodés utdn épp az adott allapotban van. Méasképpen
fogalmazva, ez megadja azt a hosszitavi idGaranyt, amennyit a lanc eltélt az adott alla-
potban.

(ii) A [2.7.17| Tételben m; = “ij, j €I (a2.7.12| Tétel (ii) része alapjan). Korabban
lattunk példat arra vonatkozoan (lasd a[2.4.6. Példat), hogy egy periodikus Markov-lanc
esetén a p§3)> n € N, sorozat nem konvergens, igy a[2.7.17.| Tételben az aperiodikussag egy
nem elhagyhato feltétel.

(iii) A Tétel és a Allitas alapjan, kapjuk, hogy ha j € I tranziens vagy
null-rekurrens allapot, ¢ € I pedig egy tetszGleges allapot, akkor

limpiz):O:i ¢s  lim P(Xn:j)zozi,
n—oo Hj n—00 My
ahol p; = oo.

(iv) AR.7.17] Tételben az Atmenetvaloszintségek hatarértékére a kovetkezs heurisztikus
magyarazat adhaté. Ha j € [ tranziens, akkor, ha a lanc egyéltalan el is jut valaha a j
allapotba, oda csak véges sokszor tér vissza egy valoszintiséggel, tehat hosszutavon kicsi
valoszintiséggel tartozkodik j-ben. Ha j null-rekurrens, akkor a folyamat ugyan végtelen
sokszor visszatér, de a visszatérések nagyon ritkdn kovetik egymast (hiszen p; = 00), és
amiatt kicsi annak az esélye, hogy egy determinisztikus n idépontban a lanc éppen a j
allapotban van. Mas a helyzet a pozitiv rekurrens esetben. Ha a lanc irreducibilis is, akkor
belathato, hogy tetszéleges allapotbol indulva 1 valészintiséggel véges sok 1épésben eléri j-
t, és ezutan atlagosan p; lépésenként tjra és djra visszatér oda. Emiatt asszimptotikusan
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1/p; valoszintiséggel talaljuk a lancot a j allapotban. Ez a gondolatmenet azt is sugallja,
hogy megfelels feltételek mellett a j allapotban t61t6tt id6 hossziatava aranya szintén 1/,
Ez utobbival foglalkozik a kovetkezGkben szerepls, Markov-lancokra vonatkozé ergodikus
tétel. 0

2.7.19. Tétel. (Ergodikus tétel Markov-lancokra) Legyen X ~ Markov(a,P) és tel-
szdleges 1 € I esetén legyen

n—1
Vi(n) :== Z Lix,,=iy = az i dllapotban tett ldtogatdsok szdma az n — 1 iddponttal bezdrdlag.

m=0
(i) Ha X egy irreducibilis Markov-lane, akkor tetszdleges i € I esetén

; 1
M% —, ha n — oo, P-m.b.
n i

(1)) Ha X egy irreducibilis és pozitiv rekurrens Markov-ldinc, m az egyértelmd in-
varidns eloszldsa, akkor tetszdleges ¢ : I — R (koltség)figguény esetén, melyre
Y ier le(@)|mi < oo, teljesiil, hogy

n—1

1
l X,,) = )75, h — 00, P-m.b.
nmgzoc( ) ZEGI c(i)m an— oo m

Tehéat az ergodikus tétel Tétel) (ii) része értelmében a hosszatavi atlagos
koltség elgall mint a ¢ koltségfiiggvény 7 invarians eloszlés szerinti varhaté értéke, az-
az y ,crc(i)m. A tételben az P-m.b. révidités a konvergencia tipusara vonatkozik, azaz
majdnem biztosan, azaz egy valdszintiséggel teljesiil.

2.7.20. Példa. (Véletlen bolyongas egyoldali ,félig-visszaverd” fallal) Tekintsiik azt
az X Markov-lancot, melynek allapottere Z, és atmenetmatrixa:

1—-p »p 0 0
1—=p 0 p O

Hatarozzuk meg az invarians eloszlast abban az esetben, amikor létezik! A megoldas meg-
talalhato a generatorfiiggvényekrdl szolo résznél szerepls [2.8.10.| Példaban. a

2.7.21. Példa. (Egy diszkrét idejii sorbanallasi modell) Tekintsiik a kovetkezs mo-
dellt. Egy kiszolgald egységhez igények érkeznek, melyeket ki kell szolgalni. A kiszolgalod
egység egy id6ben csak egy igénnyel tud foglalkozni, igy az esetleges beérkez6 1j igények
sorba allnak. Modellezziik ezt a rendszert. Jelolje

X,, := a rendszer méretét (a rendszerben levg igények szamat) az n-edik idGegység végén,
Y, := a beérkez§ 1j igények szamét az n-edik id6egységben,
V,, := a kiszolgalo kapacitasat az n-edik idGegységben, azaz,

hogy legfeljebb hany igényt tud kiszolgalni az n-edik idGegységben,
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ahol n € Z,. A tovabbiakban feltételezziik, hogy Xy, V., Y,, n € N, fiiggetlen nemne-
gativ egészértéki véletlen valtozok, Y,, n € N, azonos eloszlasiaak, és V,,, n € N, azonos
eloszlasuak. Ekkor X Markov-lanc Z, allapottérrel, hiszen felirhatd az aldbbi rekurzio
segitségével:

Xog1 = (Xn = Vo)™ + Yo, ne€ Ly,
ahol a®™ az a szdm pozitiv részét jeloli.

Az idGegység megfelelGen kicsi valasztasaval elérhets, hogy az alabbi speciélis esetre
szoritkozzunk:

Y ~ Bernoulli(q), V ~ Bernoulli(p), p,q € (0,1),

ahol Y, illetve V az Y,, n € N, illetve V,,, n € N, koz0s eloszldsaval megegyez6 eloszlasi
véletlen valtozokat jelol. Ekkor az X Markov-lanc atmenetmatrixa a kévetkezd:

1—q ¢
a T
a

P= 0

= o O

0
0
b , ahol a=(1—-¢q)p, b=(1—-p)q, r=1—a—b,

mely kovetkezik példaul egy, a Tételhez hasonlod eredménybdél az ottani &,, n € N,
valos értékd véletlen valtozokat véletlen vektorokra cserélve. Hatarozzuk meg az invaridns
eloszlast abban az esetben, amikor létezik! Mennyi lesz a hosszutava atlagos rendszermé-
ret? Az els6 feladatot, Y, illetve V eloszlasanak mas-més eloszlasokat valasztva, mint a
fentiek, a generatorfiiggvényekrdl sz0l6 résznél szerepld Példdban megoldjuk. O

2.8. Generatorfiiggvények

Ez a fejezet részben kitérd, viszont hasznosnak bizonyul a diszkrét ideji Markov-lancok
egy specialis osztalyanak, a Galton-Watson-folyamat vizsgélatakor.

2.8.1. Definici6. (Generatorfiiggvény) Ha egy X : Q — R wvéletlen vdltozé nemnega-
tiv egész értékeket vesz fel, azaz X a Zy halmazba koncentrdlddik, vagyis P(X € Zy) = 1,
akkor X generdtorfiigguénye a

komplex hatvdnysor dsszegfiigguénye, mely azon z € C esetén értelmezett, amikor a szo-
banforgd hatvdnysor konvergens. Ha m := (7y)rez, egy valdszintségeloszlds Z..-on, akkor
m generdtorfigguényén eqy olyan X wvéletlen vdltozo generdtorfiigguényét értjik, melynek
értékkészlete 7y és eloszlisa P(X = k) =y, k € Z.

A generatorfiiggvény tulajdonsagait foglalja 6ssze a kovetkezd tétel, melynek (i) részé-
ben megadjuk C-nek egy olyan részhalmazat, ahol a generatorfiiggvény biztosan értelme-
zett.

2.8.2. Tétel. (A generatorfiiggvény tulajdonsagai) Jeldlje Gx egy X nemnegativ egész
értékeket felvevd véletlen vdltozo generdtorfiigguényét. Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:

(i) A Definicioban szerepld hatvdnysor abszolit konvergens a {z € C : |z| < 1}

halmazon, specidlisan a [—1, 1] intervallumon.
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(ii) Gx(1) = 1.
(iii)) Gx monoton novekvd, folytonos és konvex a [0, 1] intervallumon.
(iv) Gx analitikus o {z € C:|z] <1} halmazon.

(v) tetszdleges r € Z, esetén

(vi) Egyértelmiségi tétel generdtorfigguényekre: X ~Y <<= Vax € [—1,1] esetén
Gx(x) = Gy(z), azaz X és'Y eloszldsai akkor és csak akkor egyeznek meg, ha a
generdtorfigguényeik megegyeznek a [—1, 1] intervallumon.

(vii) Tetszdleges r € N esetén
EX") <o <« Gg?(l—) < 00,
tovdbbd fenndll, hogy
GV1-)=EX(X -1)-- (X —r+1)).

Specidlisan, E(X) < oo akkor és csak akkor, ha G'y(1—) < oo, és fenndll, hogy
G'x(1-) = E(X).

Bizonyitas. (iii). Azt igazoljuk csak, hogy Gx folytonos [0,1]-en. A Gx-et definia-
16 hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, 1] intervallumon, mely hatvanysor folytonos
fiiggvényekbdl all, igy felhasznéalva, hogy folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens
soranak hatarfiiggvénye folytonos, adodik Gy folytonossidga. Azért egyenletesen kon-
vergens a Gx-et definialé hatvanysor a [0, 1] intervallumon, mert a Weierstrass-féle ele-
gendds feltétel teljesiil, ugyanis [t*P(X = k)] < P(X = k), k € Z,, t € [0,1], és
Yo P(X=k)=P(X €Zi)=1< 0.

(v). Felhasznalva, hogy egy hatvanysor a konvergenciatartoméanyanak belsejében diffe-
rencialhato, és a derivalds és Osszegzés sorrendje felcserélhetd, kapjuk, hogy

Gx(t) :it’“P(X:k):P(X:O)+tP(X:1)+t2P(X:2)+...,
G (1) —O+P(X—1)+2tP(X—2)+---—iktk1P(X—k),
GO(t) = ik(k— 1) (k—r+D)t""P(X = k),

ahol t € (—1,1). Igy G (0) = r'P(X =7), r € Z,, melybdl kivetkezik (v).
(vii). Csak r =1 esetén igazoljuk. Mivel

Gy(t)=> ktF'P(X =k), te(-1,1),
k=1

Abel tétele alapjan kapjuk, hogy

G (1-) = lim G (t) = ; EP(X = k) = E(X),
melybdl kovetkezik az allités. a
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2.8.3. Megjegyzés. Abel tétele alapjan, ha E(X) < oo, akkor

o0

: k—1
1%1“/{;13( = k)t Zk:P = E(X),

tovabba, ha E(X (X — 1)) < oo, akkor

lim> " k(k = 1) P(X = B2 = "k(k — 1) P(X = k) = B(X(X - 1)).

k=2 k=2

Tgy, ha E(X) < oo, akkor a [0,1) > t — G (t) fiiggvény kiterjeszthetd folytonosan [0, 1]-re
a G’y (1) := E(X) definicioval, illetve, ha E(X (X — 1)) < oo, akkor a [0,1) > t — G% ()
fiiggvény kiterjeszthets folytonosan [0, 1]-re a G% (1) := E(X (X — 1)) definicioval. O

2.8.4. Allitas. (Osszeg generatorfiiggvénye) Legyenek X és 'Y figgetlen nemnegativ
egészértéki véletlen vdltozok. Fkkor

Gxiv(z) = Gx(2)Gy(2), 2| <1, zeC.
Legyen n € N és Xq,..., X, figgetlen nemnegativ egészértéki véletlen valtozok. Ekkor
Gxyrax,(2) =Gx,(2) - Gx, (2), 2| <1, zeC.
Bizonyitas. Tetszéleges |z| < 1, z € C esetén
Gxiy(2) = E(z*T) = B(z*2Y) = EN) E(2Y) = Gx(2)Gy(2),

ahol felhasznaltuk, hogy X és Y fiiggetlenségébdl kovetkezik 2~ és 2¥ fiiggetlensége. Az
allitas masodik része teljes indukcioval kévetkezik. a

2.8.5. Tétel. (Véletlen tagszamu Gsszeg generatorfiiggvénye) Legyenek X, n € N,
fiiggetlen azonos eloszldsi, nemnegativ eqészértékid véletlen vdltozok, legyen tovdbbd N egy
nemnegativ egészértéki véletlen vdltozo, mely fiiggetlen az X,,, n € N, wéletlen vdltozoktol.
Tekintsiik az

S::X1+---+XN:ZXi

véletlen tagszami dsszeget (mely eqy nemnegativ egészértékd véletlen vdltozd), ahol Z?Zl =
0. Ekkor
Gs(z) =Gn (Gx,(2)),  [2l<1, z€eC

Bizonyitas. A teljes varhato érték tételét és a Allitast felhasznalva kapjuk, hogy
tetszéleges |z| < 1, z € C, esetén

Gs(z) = E(z%) = B(z0 T 75) = Y "E(zX N [N = n) P(N = n)

n=0
oo
— § E(ZX1+"'+X’VL
n=0

N =n)P(N =n) = f: E(zXH ) P(N = n)
= Z Gxytrx,(2) Z Gx, (2 =n) =Gn (Gx,(2)).
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2.8.6. Kovetkezmény. (Wald-azonossag) Legyenek X,, n € N, figgetlen, azonos el-
0szldsu, nemnegativ egészértéki véletlen vdltozok, legyen tovabbd N egy nemnegativ egész-
értékid véletlen vdltozo, mely figgetlen az X,, n € N, wvdltozoktol. Tegyiik fel tovabbd, hogy
E(X)) < o0 és E(N) < oo. Ekkor

E(S) = E(N) E(Xy).
Bizonyitas. A Tétel (vii) része és a Tétel alapjan, kapjuk, hogy
B(S) = lim Gi(1) = im(G © Gug, (1) = Him Gly (G (1) G, 1)
= G'y(1-)GY, (1-) = E(N) E(X,),

ahol a harmadik lépésnél felhasznaltuk, hogy Gy és Gy, differencidlhato [0, 1]-en (lasd,

Tétel (iv) része és Megjegyzés) és azt, hogy Gx,(t) € [0,1], t € [0,1], a

negyedik 1épésnél pedig azt, hogy Gx, monoton névekvs, folytonos a [0, 1] intervallumon
(lasd, Tétel (ii) része) és Gx, (1) =1, és igy Gx,(t) T 1, amint ¢ 1 1. O

2.8.7. Tétel. (Folytonossagi tétel generatorfiiggvényekre) Legyenek X : Q@ — R
és X,:Q =R, neN, olyan véletlen vdltozok, hogy P(X € Z,) =1 és P(X, €Z,) =
1, n € N. Ekkor a kévetkezd dallitdsok ekvivalensek:

(i) X, 25 X, ha n— oo,
(ii)) P(X, =k) > P(X =k), ha n— oo minden k€ Z, esetén,
(iii) Gx,(t) = Gx(t), ha n— oo minden t e [—1,1] esetén.

2.8.8. Megjegyzés. Megjegyezziik, ha létezik olyan a € (0,1) ésolyan G :[—a,a] - R
fiiggvény, hogy lim, .. Gy, (t) = G(t), Vt € [—a,a], akkor

G(t) =) _mt*,  te(-aa)
k=0

ahol pj = lim,, P(X, = k), k € Z;. A nemnegativ (pi)rez, sorozatra azon-
ban altalaban nem teljesiil, hogy > > pr = 1, azaz nem biztos altalaban véve, hogy
(Pr)rez, valoszintiségeloszlas. Az alabbiakban egy példat mutatunk, amikor (pi)krez,
nem valdszintségeloszlas. Ha tetszéleges n € N esetén X, egy olyan valdszintiségi
valtozo, hogy P(X, = 0) = P(X, = n) = 1, akkor Gy, (t) = &5, t € R, és

lim, ;o Gy, (t) = £ = G(t), ha t € (—1,1). Tovabba,

1 ha k=
pr=lim P(X,, =k)=<2 2 0
s 0 ha k0,

igy G(t) = Z;":Opktk(: %), t € (—1,1), azonban Y .- pyp = % £ 1. O

2.8.9. Példa. Lehetséges-e, és ha igen, akkor hogyan két dobdkockat atcimkézni az 1,2,3,4,
5,6,7,8 szdmjegyek felhasznaldsaval, tgy, hogy a dobott szdmok Gsszegének eloszlasa ne
valtozzon?

Jelolje X és Y a két eredeti kockadobéas eredményét leir6 véletlen valtozot. Ekkor

Gxiv(t) = (Gx(1)? = (é(t +2+ 2+t 4 t6)>2, te[-1,1].
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Célunk talalni olyan X és Y véletlen valtozokat (az atcimkézés utani kockadobasokat
leir6 véletlen vatozokat), melyre Gg.y = Gxiy. Ekkor a Tétel (vi) része alapjan

X 4+Y és X +Y eloszlésai valoban megegyeznek. Vegyiik észre, hogy

t+ 2+ P+ =1+ + P+ 1°)

" t+ P+t P+ = L+ P+ 2+ 1),
Ezért
(t+ 2+ 83t 5 1192 = [(1 SO+ 2+ t3)] [(1 )+ 1P+ t5)}
= [t42e 42 ][t bt 1,
és igy
Gxiv(t) = <ét + %ﬂ + %t?’ + ét“) (ét + ét?’ + ét“ + éﬁ + étﬁ + ét8> . te|-1,1].

Emiatt 1,2,2,3,3,4 és 1,3,4,5,6,8 jo atcimkézések.
Megjegyezziik, hogy az

(t+ 2+ 83+t 5 1152 = [(1+t)(t+t3)} [(t+t3+t5)(t+t2+t3)}
= [1+t2+t3+tﬂ [#+t3+2t4+t5+2t6+t7+t8],

felbontashoz nem tartozik jo cimkézés, mert a szorzat elsé tényezdGje esetén az egyiitthatok
Osszege 4 és nem 6.

Felhivjuk tovabbé a figyelmet, hogy ha példaul nempozitiv szdmjegyeket is megenge-
diink az atcimkézések soran, akkor az alabbi trividlis atcimkézések is léteznek: az egyik
kocka minden oldalan szerepl6 szaimhoz hozzdadunk k-t, majd ezt a k értéket levonjuk a
mésik kocka minden oldalarol. O

Generatorfiiggvények segitségével megoldhatjuk az invarians eloszlas szamitasanal els-
forduld linearis egyenletrendszereket.

2.8.10. Példa. (A [2.7.20.| Példa megoldasa) Az X Markov-lanc irreducibilis, fazistere
Z. . Tegyiik fel elgszor, hogy X-nek létezik 7 invarians eloszldsa. Mivel a lanc irreducibilis,
kapjuk, hogy 7 egyértelmi (lasd, a [2.7.11.| Tételt). A m = 7P egyenletrendszer az alabbi
alakot oOlti:

o = (1 —p)mo + (1 — p)m,

2.8.1
( ) m = pmio1+ (1 = p)mig, 1> 1.

A (2.8.1)) egyenletrendszer méasodik egyenletét szorozzuk be t'-vel, és adjuk dssze i =
1,2,... esetén. Ekkor kapjuk, hogy

Ztiﬂi = Zti(pﬂifl + (1 = p)mit1)
i=1 i=1
=P Z tiﬂ'l-,l + (1 — p) Z tiﬂ'lpH
i=1 i=1
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= pi tiJrlﬂ'i + (1 — p) i tiilﬂ'l'
=0 ;
:ptitlﬂ'z—i-—ztlﬂ'z, t e (0,1],
=0

ahol a masodik 1épésben azt, hogy a végtelen szummat két végtelen szumma Gsszegére
lehet bonatni az indokolja, hogy a legvégén kideriil, hogy mind a kettd G(t)-nek egy-egy
fiiggvényszerese, ahol G a 7 invarians eloszlas generatorfiiggvényét jeloli. Ekkor kapjuk,

hogy .
G(t) — mo = ptG(t) + % (G(t) — o —tm),  te(0,1],

melybdl

(1—pt—¥) alt) = <1—¥) ro—(1—p)m,  te(01]

Felhasznélva a 1) egyenletrendszer elsS egyenletét, miszerint 7 = w72, és atrendezve
adodik, hogy

1—=2— t—1 —1 t—1)(1—
G(t) = mo 1p::ﬂo 2+p p_ . (t-Dd-p)
1—p#— lp t—tp—1+p (t =11 —p(l+1))
l-p
—re——P e (0,1),
ml—p—m ©.1)
amit, ha p <1 (amikoris ;& € (0,1)) atalakithatunk ugy, hogy
G(t):ﬂ';:ﬂ'i Liti te(0,1)
01 _ ﬁt O — 1 _ p ) 9 *

. . ) . (@)
Felhasznalva, hogy a [2.8.2.| Tétel (v) része alapjan m; = < i!(o)

Wizﬂo(lp%p), z20

Ahhoz, hogy megadjuk az invarians eloszlas végleges alakjat, hasznaljuk fel azt az infor-
mécidt, miszerint az invaridns eloszlas valoszintségeloszlas, igy komponenseinek Gsszege 1.
Ezért

, 1 € Zy, kapjuk, hogy

p

7rz—7ro =1 & m=1—-——",
S -y

m=(1--2 P ) iso
Il-=p)\1l-p

Ha p > %, akkor ﬁ 1, és igy G(t) > 7r01 -, t € (0,1), amibdl kévetkezik, hogy G nem
generatorfiiggvény, hiszen limyy G(t) = oo (feltéve, hogy mp > 0), noha egy generator-
fiiggvény az 1 pontban az 1 értéket veszi fel. Tehat, ha létezik 7 invarians eloszlas, akkor
p € (0,3), és ekkor m a {0,1,2,...} halmazra koncentralt, 1 — ﬁ paraméterii geometriai
eloszlas.

Megforditva, tegyiik fel, hogy p € (0, %) Megmutatjuk, hogy létezik stacionérius el-

oszlas. Tekintettel arra, hogy a Markov-lanc irreducibilis, a [2.7.11. Tétel alapjan ehhez

tehat
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azt kell belatnunk, hogy X egyetlen osztéalya (a teljes allapottér) pozitiv rekurrens. Ezt a
Pakes-lemma (lasd [2.7.16.| Kovetkezmény) segitségével latjuk be. Ekkor

E(X1[Xg=0)=0-(1-p)+1-p=p,

és
B(X,|Xo=i)=(G-1)(1—p)+(i+)p=i—1+2p, ieN.
Igy, felhasznalva, hogy p € (0, 1), kapjuk, hogy

limsup E(X; — X | Xo = i) = limsup (E(X; | Xo =) — 1)

1—00 1—00
= limsup(2p—1)=2p—1<0.
1—00
Emiatt teljesiilnek a Pakes-lemma (lasd [2.7.16.] Kévetkezmény) feltételei. O

2.8.11. Példa. (A [2.7.21.] Példa elss részének megoldasa) Tekintsiik a[2.1.9.] Példa
(iv) részében bevezetett {X,, : n € Z; } Markov-lancot:

Xn+1 = (Xn — 1)+ + €n+17 n € Z+7

ahol feltételezziik, hogy E(§;) < oco. Mikor létezik stacionaris eloszlas? Amikor létezik,
hatarozzuk meg a generatorfiiggvényét!
Tetszoleges |z| < 1, z € C, esetén

Xt o (Xa=DF ni1 _ <an]1{xn>1} n le{xn:0}>zén+1
= (zX"(l — lyx,=0}) + z]l{ano}>25"+l
= <zX" = ZOJI{X,,FQ} + zﬂ{xn:0}>z§"+1,
melybdl kovetkezik, hogy
2o 2%t = pXn bt (5 — 1)1{){“:0}25"“, 2| <1, z€C,

azaz
R e G O S (z — 1)1{ano}zén+1’ 2| <1, z€C.

Igy, felhasznélva, hogy X, és &,41 fiiggetlenek, kapjuk, hogy
2Bz ) — E(z) E(25+1) = (2 — 1) P(X,, = 0) E(25+1), |2| <1, z€C,
azaz
29%001(2) = 9%, (2) 96,10 (2) = (2 = ) P(X, = 0)ge,.,, (2), |2/ <1, z€C
Mivel &,, n € N, fiiggetlen, azonos eloszlastuak, kapjuk, hogy
29%041(2) = 9x,(2)96, (2) = (2 = 1) P(X, = 0)ge, (2),  [2[ <1, z€C.

Tegyiik fel, hogy létezik (;);cz, stacionarius eloszlas. Ekkor a Tétel alapjan
Xp~mon €Ly, és

(2'8'2) gﬂ'(z)(z — 94 (Z>) = Zg?T(Z) - gW(Z)g& (Z) - (Z - 1)7T0.g§1 (Z)v |Z| <1, zeC
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Igy
Zzlm =g-(2) = Wgw 2| <1, z€C.
i=0

Az aldbbiakban meghatarozzuk g értékét. Derivaljuk a (2.8.2) egyenlet mindkét oldalat a
(—1,1) intervallumon z-szerint:

9x(2)(2 = 96, (2)) + 9= (2)(1 = gg, (2)) = moge, (2) + (2 = Dmoge, (2), 2z € (=1,1).

Mivel ge, (1) =1, g«(1) = 1 es g; (1—) = E(&1), a 2 T 1 hatarértéket véve kapjuk, hogy
gr(1=) 1 =1) + 1(1 = E(&)) = mo - 1 + (1 = Dmo E(&),

amibdl kovetkezik, hogy mo = 1 —E(&;). Mivel mp > 0, kapjuk, hogy ha létezik stacionarius
eloszlas, akkor E(&) < 1.
Ha P(& = 1) = 1, akkor X,, = max(Xp,1), n € N, P-m.m.. A tovabbiakban ezt az
esetet kizarjuk, mert ha X, ismert, akkor X, is ismert P-m.m. ebben az esetben.
Belatjuk, hogy ha P(&§ = 1) < 1, akkor E(&) < 1 sziikséges feltétele a stacionarius
eloszlas létezésének. Ha E(&;) = 1 teljesiilne, akkor my = 1 allna fenn, és igy alapjan

9r(2)(z = 9a,(2)) =0, [z <1, z€C

teljesiilne. Mivel g (1—) = E(&) = 1 és P(§; = 1) < 1, a késGbbieken szerepld Tétel
(ii) része alapjan az x — g¢, (x) = 0, z € [0, 1], egyenletnek csak x = 1 a megoldésa. Igy
g=(z) =0, x € [0,1). Felhasznéalva, hogy g, analitikus a nyilt egységkorlapon és g, (x) = 0,
x € [0,1), a komplex fiiggvénytanbol tanultak alapjan ¢.(z) =0, |z| < 1, z € C. Ez azon-
ban ellentmondéas, mert egy nemnegativ egészértékid véletlen valtozod generatorfiiggvénye
nem lehet azonosan 0.

Osszefoglalva, ha létezik stacionarius eloszlas, akkor E(&;) < 1 és

(z = 1)ge. (2)
2= g (Z)

A Pakes-lemma (2.7.16.] Kovetkezmény) segitségével megmutatjuk, hogy ha {X, :
n € 7.} irreducibilis is, akkor az E(&) < 1 feltétel elegséges is a stacionarius eloszlas
létezéséhez. A Példa alapjan {X,, : n € Z; } akkor és csak akkor irreducibilis, ha

gr(2) = E(z") = (1 - E(&)) : 2| <1, z€C.

o0

P =0)=a >0 & PE>2=> a,>0.
k=2

A Pakes-lemma feltételei ekkor teljesiilnek, mert

B(X:1 | Xo = 1) = B((Xo - 1) +& | Xo = i) = (i— )" +B(&) <00, €Ly,

és
limsup E(X; — Xy | Xo =4) = limsup((: — )" + E(&) —4) = E(§) — 1 <0.
1—>00 1—00
Ezért a Pakes-lemma alapjan {X,, : n € Z,} pozitiv rekurrens. O
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2.9. Galton-Watson-folyamat

Egy populéciot szeretnénk modellezni. A modellfeltevésiink, hogy minden egyed egymas-
tol fiiggetleniil azonos eloszlassal hoz létre utdédokat. Vezessiik be a kdvetkez6 nevezetes
folyamatot.

2.9.1. Definici6é. (Galton-Watson-folyamat) Legyenek {&.;:n € Z;,i € N} figget-
len, azonos eloszldsi, nemnegativ egészértéki véletlen vdltozok, Xy pedig eqy ezektdl fiig-
getlen nemnegativ egészértékid véletlen viltozd. Azt mondjuk, hogy az X ={X,, :n € Z,}
sztochasztikus folyamat egy Galton-Watson-(elagazo)folyamat, ha

Xn
Xny1 = anm ne€ Ly,
i=1

ahol 30 == 0.

Az X eloszlasat kezdeti eloszlasnak, a {,,; :n € Zy,i € N} valtozok kizos eloszlasat
pedig utddeloszlasnak nevezziik, hiszen X,, reprezentalja a populacié n-edik generacio-
janak meéretét, és &, ; pedig az n-edik generacié i-edik tagjanak utédainak szamat. gy
valoban az (n + 1)-edik generacio méretét megkapjuk a definicioban szerepld véletlen tag-
szamu Osszegként. A tovabbiakban jel6ljon & egy olyan véletlen valtozot, melynek eloszlasa
megegyezik &; 1 eloszlasaval.

Vegyiik észre, hogy tetszbleges n € Zy esetén az Xo, §mi, m = 0,1,...,n, i € N,
véletlen valtozok egyértelmiien meghatarozzak az X, ..., X, 11 véletlen valtozok értékeit.
Tovabb4, a feltevés kovetkeztében, a &,,;, m =n+1,n+2,..., ¢ € N, véletlen valtozok
fiiggetlenek az X, ..., X,, X, 11 véletlen valtozoktol (generaciomeéretektdl).

2.9.2. Allitas. Legyen X = {X, :n € Z,} egy Galton-Watson-folyamat. Ekkor X egy
homogén Markov-lanc.

Bizonyitas. Tetszbleges n € Z és ig,i1,...,0,,J] € Z, esetén

P(XnJrl :j‘Xn:iny---aXl:ilaXOZiO)

Xn
-F (Zgnvi:j|Xn:im~~,X1 =i1,Xo=i0>

i=1
=P (ng = j) =P(Xp1 = j| Xp = in),
i=1
ahol felhasznaltuk, hogy Xo, X1,..., X, és &, ¢ € N, fiiggetlenek. O

Megjegyezziik, hogy a 0 allapot egy elnyel6 allapot, ami a populécio kihalasat jelenti.

A Galton—Watson-folyamat torténete a 19. szazadra nytlik vissza. 1873-ban Sir Francis
Galton egy cikkében azt a kérdést vetette fel, hogy mi az esélye annak, hogy X, = 1 kezdeti
érték esetén a folyamat kihal. A pontossag kedvéért megjegyezziik, hogy 6t az angol nemesi
csaladnevek kihalasi valoszintisége érdekelte. 1874-ben Reverend Henry William Watson
kozolt egy megoldast, melyben azt allitotta, hogy a kihalas valésziniisége mindig 1. 1930-
ban Johan Frederik Steffensen publikalta a helyes és pontos valaszt bizonyitassal. Kideriilt
az is, hogy Irénée-Jules Bienaymé mar 1845-ben megfogalmazta a helyes valaszt, de bizo-
nyitas nélkiil. Az & tiszteletére a folyamatot sokan Bienaymé—Galton—Watson-folyamatnak
(is) nevezik.
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Jelolje ¢* a kihalas valoszintiségét, azaz
q" := P({létezik n € Z,, melyre X,, = 0}).
Vegyiik észre, hogy Xy = 1 esetén ¢* megkaphat6é mint a p‘l{o} elnyelési valoszintség. Vi-
szont ezen altalanos feltételek mellett ez a valoszintiség nehezen hatarozhaté meg. Ehelyett
a generatorfiiggvényeket hasznélhatjuk.

2.9.3. Allitas. Legyen X = {X,, :n € Z,} egy Galton-Watson-folyamat, Xo = 1 kezdeti
értékkel és & utodeloszlassal. Tetszdleges n € N esetén, az X,, wvéletlen vdltozo generdtor-
fiigguénye megkaphato az utddeloszlds generdtorfiigguényének n-szeres iterdltjaként, azaz

(2.9.1) Gx,(2) = (Geo---0Ge)(2),  |2|<1, z€C, neN
—_——

ndb

Tovdbbd, ha E(§) < oo, akkor
(2.9.2) E(X,) = (E©))", ne ;.

Bizonyitas. Mivel tetszéleges n € Z, esetén X, 1 = Zfi"l &niy ahol &, 4, @ € N, azonos
eloszlasuak és fiiggetlenek X,,-t6l, a Tétel (véletlen tagszamn Gsszeg generatorfiigg-
vénye) alapjan kapjuk, hogy

GXn+1 (Z) - GXn(G51,1 (Z))> |Z| < 17 S (C> n e Z-i-'
D

A (2.9.1) osszefiiggést teljes indukcioval igazoljuk. Mivel Xy = 1, kapjuk, hogy X; = &1
§, és igy Gx, = G¢. Felhasznalva azt is, hogy

Gx,(2) = E(z*) = E(2) = 2, z € C,
kapjuk, hogy n = 1 esetén teljesiil (2.9.1). Tegyiik fel, hogy

GXk:Ggo"'OGg, kzl,...,n.
N————

kdb
Ekkor
GXn-H:GXnOGEZ(GEO"'OGf)OGg:Ggo"'OGf.
N——— \ ,

ndb n+1db

A (2.9.2) Gsszefiiggést is teljes indukcioval mutatjuk meg. Mivel X, = 1, adodik, hogy
E(Xy) =1, és igy (2.9.2)) teljesiil n = 0 esetén. Mivel X, 2 ¢, kapjuk, hogy E(X;) = E(§),

és igy (2.9.2) teljesiil n = 1 esetén. Tegyiik fel, hogy E(X;) = (E(&)*, k = 0,1,...,n.
Ekkor a Wald-azonossag (2.8.6.| Kovetkezmény) alapjan kapjuk, hogy

E(Xni1) = E(X,) E(€) = (E(€))" E(6) = (E(§)",

ahol a Wald-azonosségot valéban alkalmazhattuk, mert az indukecios feltétel és E(§) < oo
miatt E(X,,) = (E({))" < oc. O
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2.9.4. Allitas. Legyen X = {X, :n € Z,} egy Galton- Watson-folyamat & utddeloszldssal.
Ekkor

(2.9.3) Gx,(2) = (Gx,0Geo---0Ge)(z), 2| <1, ze€C, n € N.
—_——

ndb
Tovdbbd, ha E(Xy) < oo és E(§) < oo, akkor
(2.9.4) B(X,) = B(Xp) - (BE)", neZ,.

Bizonyitas. Mivel tetszéleges n € Z, esetén X, 1 = Zfi"l &ni, ahol &, © € N, azonos
eloszlasuak és fiiggetlenek X,-t6l, a Tétel (véletlen tagszamu Osszeg generéatorfiigg-
vénye) alapjan kapjuk, hogy

(2.9.5) Gx,ii(2) = Gx, (G, 1 (2)), |z| <1, z € C, n e Zy;.

A (2.9.3) osszefiiggést teljes indukcioval igazoljuk. Az (2.9.5)) Osszefiiggés n = 0 esetén
nemmas, mint a (2.9.3)) 6sszefiiggés n = 1 esetén. Tegyiik fel, hogy (2.9.3)) teljesiil 1,2,...,n
esetén. Ekkor (2.9.5) alapjan

Gx,,,(2) = Gx,(Ge(2)) = (Gx, 0 Ge o -+ 0 Ge) (Ge(2))
—_———

ndb
=Gx,0Geo---0Ge(z), |z| <1, z e C.
—_——
n+1db
A (2.9.4) sszefiiggés hasonloan igazolhato teljes indukcioval. O

2.9.5. Tétel. (Kihalasi tétel) Legyen X ={X,, :n € Z,} egy Galton-Watson-folyamat,
Xo =1 kezdeti értékkel és & utddeloszlassal, hogy E(€) < oo.

(i) Ekkor a q* kihaldsi valdsziniség az
r = Ge(z), x € 0,1],

egyenlet legkisebb gyoke (a legkisebb gyiok alatt a gyokok infimumdt értjik, melyrdl a
bizonyitdsbdl kideril, hogy valdban gyok).

(11) Tovdbbd, az utddeloszlds varhatd értéke alapjdn az aldbbi eseteket kilonboztethetjiik

meg:
ha E(&) <1, akkor ¢* =1,
ha E()=1 és P(=1)<1, akkor ¢ =1,
ha P(=1)=1 ésigy E() =1, akkor ¢" =0,
ha E(&) > 1, akkor ¢ < 1.

Bizonyitas. (i): Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy mivel G¢(1) = 1, a Ge(z) = =,
xz € [0,1], egyenletnek az x = 1 mindig gyoke, tehat az egyenletnek garantaltan van a
[0, 1] intervallumba es6 gyoke. Tovabba, a Tétel (iii) része alapjan Gy folytonos a
[0, 1] intervallumon, ezért a gyokok infimuma is gyok, ami azt jelenti, hogy a “legkisebb
gyok” jol-definialt. Valoban, jelolje x., v € I', a G¢(x) = z, x € [0, 1], egyenlet gyokeit,
ahol ' egy nemiires halmaz (1 € I' mindig teljesiil). Legyen zy := inf,crx,. Ekkor
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zo € [0,1], Ge(xy) = x, v €T, &3 létezik olyan v, € I', n € N, sorozat, hogy z.,, — w0, ha
n — oo. Mivel G¢ folytonos a [0, 1] intervallumon, kapjuk, hogy lim,,_,o G¢(z.,) = Ge(z0).
Tovabba, mivel G¢(x,,) = x4, n € N, teljesiil az is, hogy

lim G¢(z,,) = lim x,, = xo.
n—oo n— o0

gy Ge(z0) = 20, azaz g is gyok. Végeziil, mivel xy a gyokdk infimuma, nem létezik nala
kisebb gyok.
Jelolje q a szobanforgd legkisebb nemnegativ gyokot. Célunk azt megmutatni, hogy

q=q".
Ekkor, mivel Xy = 1, kapjuk, hogy

¢ =P{3keN:X,=0}) =P (D{Xk:0}> = lim P (O{Xk:()}),

ahol az utols6é lépésben a valoszintiség folytonossagat hasznaltuk tekintettel arra, hogy
Ur— {X% = 0} 1 Upe; {Xx = 0}, amint n — oo. Felhasznalva, hogy ha X, = 0 valamely
k€ {1,...,n} esetén, akkor Xy, = --- = X,, = 0 (hiszen nincs bevandorlas), kapjuk,
hogy

J{Xe =0} = {X,, =0},
k=1
és igy

(2.9.6) ¢ = lim P(X,, =0) = lim Gx,(0).

n—o0 n—o0

Idézziik fel, hogy (2.9.1)) alapjan

GXnIGgo"'OGg, n € N.
~—_———
ndb
Tovabba,
(2.9.7) 0 < P(£=0)=Ge(0) < Gela) =g,

ahol a harmadik lépésben azt hasznaltuk fel, hogy ¢ € [0, 1] és G¢ monoton novekvé a [0, 1]
intervallumon (lasd, a Tétel (iii) részét), a negyedik 1épésben pedig azt, hogy ¢ (a
legkisebb) gyok, melyrdl az el6zekben lattuk, hogy valoban gydk. Igy, felhasznalva, hogy

¢ 2 X, kapjuk, hogy
0< Gﬁ(o) = GXl(O) < q,

melybdl (2.9.7)) alapjan és felhasznalva tjra, hogy G¢ monoton névekvs, adodik, hogy

(2.9.8) 0 < Ge(0) < Ge(Gx, (0)) < Gelg) = ¢

Figyelembe véve, hogy & 2 X, és Ge o Gx, = G¢ o Ge = Gx,, a (2.9.8) Osszefiiggés maga
utan vonja, hogy
0 < GX1 (O) < GX2(0) <S¢

Ebbdl kiindulva, teljes indukcidval belathatd, hogy

0<Gx(0) <Gx,(0) < <Gx,(0)<gqg  neN
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Tehat a (Gx, (0))nen sorozat monoton névekvs, minden tagja [0, g]-ban van, és igy
miatt ¢* = lim, . Gx,(0) € [0, ¢]. Megjegyezziik, hogy alapjan csak a lim,,_,., G x, (0)
hatarérték létezése és az kovetkezik, hogy ¢*-lal egyenls, az nem, hogy [0, g]-beli, a fenti
finomabb gondolatmenetre volt sziikség, hogy belassuk, hogy a hatarérték [0, ¢|-beli.

Mivel G folytonos [0, 1]-en, igy

Gg(q*) = hm Gg(GX"(O)) == hm Gg(Gg o---0 Gg(())) = llm Gg O-:--0 Gg(O)
n—o0 n—00 T n%oo_n—i_l,db_/

= lim Gx,,,(0) =¢".

Ezért ¢* gyoke a Ge(x) = x, x € [0, 1], egyenletnek. Mivel ¢* < ¢ és ¢ a legkisebb gyok,
kapjuk, hogy ¢* = q.

(ii): I. eset: Tegyiik fel elgszor, hogy P(§ =0) +P(( =1) < 1.

Ekkor G¢ szigorian monoton novekvd, kétszer folytonosan differencidlhato és konvex a
[0,1] intervallumon, mert a Tétel (v) részének bizonyitasa és a Megjegyzés
alapjan

Gi(r) = ijle P =7)>0, z € (0,1],
j=1

Ge(x) =3 i =D P(E=5) >0,  z€(01]

hiszen a P(§ = j), j > 2, egyiitthatok koziil valamelyik pozitiv és tetszdleges x > 0 esetén
/71 >0, >1,és 2772 >0, j > 2. Felhivjuk a figyelmet, hogy az el6zGekben a G (1) és
G{(1) derivaltakat a Megjegyzésben leirtak szerint értjiik. Mivel G¢ folytonos [0, 1]-
en (specidlisan a 0 pontban), valéban a [0, 1] intervallumon lesz G¢ szigortan monoton
novekvd, kétszer folytonosan differencialhatéd és konvex.
A Lagrange-féle kozépérték tétel szerint tetszGleges = € [0, 1) esetén létezik olyan y €
(x,1), hogy
Ge(1) — Ge()
1—x
Mivel G{(x) > 0, x € (0,1], és G folytonos (—1,1]-en (lasd, Tétel (iv) része és
Megjegyzés), kapjuk, hogy G szigortian monoton névekvs a [0, 1] intervallumon,
és 1gy Gi(y) < Gi(1) = E(§), ahol azt a konvenciot is hasznaltuk, hogy az [0,1) > x —
G (z) fiiggvény folytonosan kiterjeszthetd [0, 1]-re a G(1) := E() definiciéval (lasd
Megjegyzés).
I/(a) aleset: Ha E(£) < 1, akkor
1= Ge(x)  Ge(1) = Ge(x)

-z 1— 2 =Gy) <Ge(1) =E(¢) <1, x€l0,1),

= Ge(y).

melybdl kovetkezik, hogy
1 —Ge(r) <1—u, z € 0,1),

és igy Ge(x) > z, x € [0,1). Ezért a Ge(z) = z, © € [0, 1], egyenletnek csak az z =1 a
megoldésa, ezért ekkor a kihalas ¢* valoszintsége, mely a miniméalis megoldas az (i) rész
alapjan, 1-gyel egyenld.

1/(b) aleset: Ha E(£) > 1, akkor G¢(1) = E(§) > 1, és mivel G folytonos a (—1,1]
intervallumon (lasd, Tétel (iv) része és Megjegyzés), létezik olyan x € (0, 1),
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hogy G(r) > 1. A fentiek alapjan a Lagrange-féle kozépérték tétel szerint létezik olyan

y € (z,1), hogy

l1—=z

Mivel G szigortian monoton névekvé a [0, 1]-en, kapjuk, hogy G(x) < Gg(y), és igy
1< G'g(x) < G’E(y),
melybdl kovetkezik, hogy

L=Gelo) _ Gel) =Gel®) _ oy g

1—z 11—z

Mivel z € (0,1), a fentiek alapjan 1 — G¢(x) > 1 — z, azaz Ge(x) — < 0. Mivel
Ge(0) —0 =P =0) >0, ésa(0,1] >t Ge(t) fiiggvény folytonos, a Bolzano-tétel
alapjan a [0,1] > ¢t — Gg(t) fiiggvénynek létezik gyoke [0, z)-ben, és igy a [0, 1)-ben is,
hiszen [0,2) C [0,1). Igy a kihalas ¢* valoszintisége, mely a minimalis megoldas az (i) rész
alapjéan, szigorian kisebb, mint 1.

II. eset: Tegyiik most fel, hogy P(¢ = 0) + P({ = 1) = 1. Ekkor

Ge(z) —2=2"P=0)+2'P(l=1)—2=1-PE=1)+aP¢l=1) -2
=(1-PE=1)(1-u2), z € [0,1].

II/(a) aleset HaP((=1)<l,azaz E({) =0-P((=0)+1-P(¢=1)=P(¢=1) <1,
akkor 9) alapjan a G¢(x) = z, x € [0, 1], egyenletnek, azaz a G¢(z) —x =0, z € [0, 1],
egyenletnek csak az x = 1 a megoldasa, és igy a kihalas ¢* valoszintisége, mely a minimalis
megoldas az (i) rész alapjan, 1-gyel egyenld.

II/(b) aleset: Ha P(¢ = 1) = 1, azaz E(¢) = 1, akkor alapjan a G¢(z) = z,

€ [0, 1], egyenletnek, azaz a G¢(xz) —x = 0, x € [0, 1], egyenletnek tetszéleges x € [0, 1]
megoldésa, és igy a kihalas ¢* valosziniisége, mely a miniméalis megoldas az (i) rész alapjan,
0-val egyenld.

(2.9.9)

Osszefoglalva:

e haB(¢) <1ésP(6<1) <1, akkor ¢* =1 (I/(a) aleset),

e ha B(¢) <1ésP(€ <1)=1, akkor ¢* =1 (II/(a) aleset),

e haE(¢) =16 P(6 <1) <1, akkor ¢* =1 (I/(a) aleset),

e haB(¢) =1és P(6 <1) =1, akkor ¢* =0 (II/(b) aleset),
s P(E < 1)

Felhivjuk a figyelmet, hogy olyan eset nincs, hogy E(¢) > 1 és P(§é < 1) = 1, mert

B() = P(E=1) < 1.
Tovabbé, végiggondoljuk, hogy

E(€)=16PE<1) <1 = E¢=1éPlE=1)<1.

Az odafele irany abbol kévetkezik, hogy P(¢ = 1) < P(£ < 1). A visszafele irany pedig a
kovetkezképpen lathato be. Mivel 1 = E(§) = Y 2, (P(§ = () és P(§ = 1) < 1, kapjuk,
hogy létezik olyan ¢ > 2, hogy P(¢ = ¢) > 0, amibdl adodik, hogy

P(6<1)=P(=0)+P(¢ —1—21D —PE=0 <1
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Végezetiil, belatjuk, hogy
E¢)=1é&PE<])=1 = PE=1)=1.

Az odafele irdny az alabbi modon lathato be. Mivel P(§ < 1) = 1, ezért P(§ = () = 0,
0> 2 ésigy E(§) = P(§ =1). Mivel E(§) = 1, ezért P(§ = 1) = 1. A visszafele irany
trividlisan kovetkezik, hiszen P(§ = 1) =1 esetén P(( =¢) =0, L € Z, \ {1}. O

2.9.6. Megjegyzés. Ha P(¢ < 1) < 1, akkor a Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy
G¢ szigortian konvex, szigorian monoton névekvs és kétszer folytonosan differencialhato a
[0,1] intervallumon. A [1] abran a Tétel (ii) részének bizonyitasaban szerepls I/(a),
I/(b), I1/(a) és II/(b) esetekben abrazoltuk a G¢ generatorfiiggvényt, bejeldlve a ¢* kihalasi
valoszintiséget is. a
2.9.7. Megjegyzés. Ha példaul € eloszlasa P(€ =0) = 1, P( =2) = ésP(E=5) = &,
akkor a Tétel (i) részében szereplsé x = Ge(z), x € [0,1], egyenlet az alabbi alakot
olti:

1 ! + 2 = € [0,1]
1 500 o TEED

azZaZz
1125 4+ 42* — 202 + 5 = 0, x € [0,1].

O

A kihalasi tétel miatt a Galton-Watson-folyamatokat az utddeloszlas varhato értéke
alapjan osztalyozzuk. Azt mondjuk, hogy egy Galton-Watson-folyamat szubkritikus, ha
E(¢) < 1, kritikus, ha E(¢) = 1 és szuperkritikus, ha E(£) > 1. Tovabba, a Tétel
alapjan (annak feltételei mellett)

. o napE=0) =0,
1 ha P((=0)>0 és E(¢) <L

Ha P(( =0) =0, akkor P(§ > 1) =1, ésigy P(X,, > 1) =1, n € Z, illetve E(§) > 1.

2.9.8. Allitas. (Additivitas) Legyen X = {X,, :n € Z,} egy Galton-Watson-folyamat &
utodeloszlassal, hogy Xo = 1, aholi € N. Ekkor léteznek olyan {Yn(J) neZity,j=1,...,1,

)

fiiggetlen Galton-Watson folyamatok & utodeloszldssal, hogy Yo(j =1,5=1,...,1, és

(Xn>nEZ+ 2 (Yn(l) +oe At Yn(i))n€Z+a

ahol 2 a sztochasztikus folyamatok kozottr eloszldasbeli eqyenldséget jeldli.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a Allitasban szerepl {erj) n€Zy}, j=1,...,1,
Galton-Watson folyamatok nemcsak fiiggetlenek, hanem azonos eloszlastak is (hiszen mind-
egyik elagazo folyamat 1-bél indul és az utddeloszlasuk &).

2.9.9. Tétel. Legyen X = {X,, :n € Z;} egy Galton-Watson-folyamat & utédeloszldssal,
hogy E(§) < co. Ekkor

q" = P{létezik n € Z, melyre X, =0}) = Z(t*)2 P(Xo =1),

1=0

ahol t* az v = G¢(x), x € [0,1], egyenlet legkisebb gyike.
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Bizonyitas. A teljes valoszintiség tétele alapjan, a Allitas jeloléseit is hasznalva,
kapjuk, hogy

P({3n€Z,: X, =0}) :ip({anem;Xn20}|X0:¢>P<X0=¢)

o0

=Y P{3neZ Y+ 4V =0} Xo =) P(Xg = i)
=0

S (G0
i=0 n=0j=1

Végiggondoljuk, hogy

O =0 =NUre =o

n=0 j=1 j=1n=0

Ha w € U2, ﬂ;zl{Yn(j) = 0}, akkor létezik olyan n(w) € Z,, hogy Yé{i)(w) =0,7j€
{1,...,i}, azaz w € ﬂ;zl{ﬂn €Zy VY =0}, 6sigy w € ﬂ;zl UZOZO{YHU) = 0}. Ha
w € ﬂ;zl U;'OZO{YTEj) = 0}, akkor minden j € {1,...,i} esetén létezik olyan n;(w) € Z,
hogy Y,”), (w) = 0. Mivel ekkor Y,”)  ,(w) = 0, £ € Z, (hiszen {¥;) : n € Z,},
j = 1,...,i, bevandorlas nélkiili elagazo folyamatok), kapjuk, hogy Yk(j)(w) =0, k>
max{ni(w),...,n;(w)}, j € {1,...,i}. Igy w € {3In € Z; : ﬂ;zl{Yn(j) = 0}}, azaz
we UMz (¥ =03,

Ezért, a Tétel és a Allitas alapjan (kiilon kiemelve az {Yn(j) :n € Zy},
j=1,...,1, elagaz6 folyamatok fiiggetlenségét), kapjuk, hogy

P{3Ine€Z,:X,=0}) = ip (ﬂ G{Yn(j) = 0}) P(X, = 1)

j=1n=0

= iﬁP({ﬂn €Z, : Yn(j) =0}) P(Xo = 1)

i=0 j=1

I
—~
o
*
~—
<.
T
—~
5
I
~
~—

i=0
ahol a H?:l := 1 konvenciot is hasznaltuk. O

2.9.10. Tétel. Legyen X = {X,, :n € Z,} egy Galton-Watson-folyamat & utédeloszldssal,
hogy P(§ = 1) < 1. Ekkor minden pozitiv egész j € N dllapot tranziens, és ezért

lim P(X,=4)=0, jeN.

n—o0

Megjegyezziik, hogy ha P(¢ = 1) = 1, akkor P(X,, = Xo,n € Z,) = 1, és igy
limy o P(X, = j) = P(Xo = §), j € Zy.
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3. Felujitasi folyamatok és a Poisson-folyamat

3.1. Exponencialis eloszlas, Gamma eloszlas

3.1.1. Definicidé. Azt mondjuk, hogy eqy X abszolit folytonos valdsziniiségi viltozo ex-
ponencialis eloszlast kovet \ > 0 paraméterrel, ha siriségfigguénye

e M t >0,
t) = =
fx (@) {o, t<0,

és gy eloszldsfigguénye

1 —e M t>0
Fx(t) = ’ 7
x(1) {O, t <O0.

Jelolés: X ~ Exp(N).

Ellendrizhetd, hogy X varhato értéke E(X) = ;.

3.1.2. Definicié. (Orokifju tulajdonsag) Azt mondjuk, hogy eqy X nemnegativ érté-
ki, abszolut folytonos eloszldasu véletlen vdltozd rendelkezik az orékifji tulajdonsaggal, ha
tetszdleges t,s > 0 szdmok esetén

P(X>s+t|X >s)=P(X >1).

Az 6rokifju tulajdonsag azt fejezi ki, hogy ha valamilyen élettartamot vagy idGtartamot
tekintiink, ami rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, akkor ha mar tudjuk, hogy valamennyi
s idg eltelt a vizsgalt id6tartambol, a hatralévs idétartam eloszlasa nem fiigg ettsl az s
értéktsl. Tekinthetjiik gy, mintha a véletlen idGtartam most indulna.

3.1.3. Tétel. (Az orokifja tulajdonsag jellemzése) Legyen X egy nemnegativ érté-
ki, abszolit folytonos eloszldsiu véletlen valtozo. Ekkor X akkor és csak akkor rendelkezik
az orokifji tulajdonsdggal, ha exponencidlis eloszldst kovet.

3.1.4. Definici6. (Tulélési fiiggvény) Legyen adott eqy X wvéletlen vdltozé F eloszlds-
fuggvénnyel. Ekkor az

F(t):=1-F@)=P(X >1), t € R,
fiigguényt az X véletlen vdltozo tilélési fiiggvényének nevezzik.

3.1.5. Példa. Legyen X egy nemnegativ értéki, abszolut folytonos eloszlast véletlen val-
tozo, melynek eloszlasfiiggvénye F, siirtségfiiggvénye f. Tegyiik fel, hogy F(t) < 1,t € R.
Ekkor tetsz6leges t > 0 esetén, X-nek az {X > t} eseményre vonatkozo feltételes eloszlés-
fliggvénye, illetve feltételes stirtiségfiiggvénye:

t
—2 2 has>t
F s) = F(t) 7
Xl{X}t}< ) {0 ha s < t,
e f(s)

L% has>t

S g F(t) ’

fX|{X>t}( ) {O ha s < t,
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hiszen tetszéleges t > 0 és s > t esetén

PX <s|X >t)= =

Pt< X <s) F(s)—F(t)
P(X >1) F(t)

1 t
:F(t)/s f(u) du.

Speciélisan, ha X ~ Exp()), akkor tetszéleges t > 0 esetén

—As
);e,M =Xe 67D ha s>t

0 ha s < t,

x| 1x=0(s) = {

és igy (X —t)-nek az {X > t} eseményre vonatkozo feltételes stirtiségfiiggvénye:

Ae ™™ ha s >0,

B - +1t) =
fx—tix=0(8) = fx)xzn(s +1) {0 ha s <0,

azaz (X — t)-nek az {X > t} eseményre vonatkozo feltételes eloszlasa \ paraméterii expo-
nencialis eloszlas. Valdban, tetszGleges ¢t > 0 és s > 0 esetén teljesiil, hogy

t+s
P(X—t<s|X>t):P(X<t+s|X>t):/ Ix | {xse(u) du

melybdl adodik, hogy fx—i|(x>(s) = fx| (x> (s +1).

Az el6z6ek alapjan, ha X ~ Exp(A), akkor (X —t)-nek az {X > ¢} eseményre vonatkozo
feltételes varhato értéke 1, és ezért X-nek az {X > t} eseményre vonatkozo feltételes
varhato értéke:

1
E(X|X>t):E(X—t|X>t)+t=X—Ft.
O

3.1.6. Definici6. (Hazard fiiggvény) Legyen X eqy nemnegativ értéki, abszolit folyto-
nos eloszldsu véletlen vdltozo, melynek eloszldsfigguénye I, striségfigguénye f. Tegyiik
fel, hogy F(t) <1, t € R. Fkkor az

B0
STorp - Ee SR

r(t) :

figguényt az X véletlen vdltozé hazérd fiiggvényének (angolul hazard function vagy failure
function vagy force of mortality) nevezziik.

3.1.7. Példa. Legyen X egy nemnegativ értéki, abszolut folytonos eloszlastu véletlen val-
tozo (véletlen élettartam), melynek eloszlasfiiggvénye F, stirtiségfiiggvénye f. Tegyiik fel,
hogy F(t) < 1,t € R. Hatarozzuk meg X hazard fiiggvényének a segitségével, hogy mennyi
annak a valosziniisége, hogy egy t id6s egyed (eszkoz) nem éli meg a ¢ + s id6t, ahol ¢ > 0
és s > 0.

Vegyiik észre, hogy
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és F(0) = P(X > 0) = 1 (hiszen X nemnegativ) és igy log(F(0)) = 0. A szobanforgé
Cauchy probléma megoldasa

F(t) =e Jormdu 45
és igy

Fty=1—eJormdu — p50  f)=rp(t)e Jor@d >0
Ezért tetsz6leges t > 0 és s > 0 esetén

Pt< X <t+s) F(t+s)—F(1)

P(X <t+s|X>t)=

P(X>t) F(t)
<1 — e ft+s7“ u)du) . (1 . e—fotr(u)du)
(3.1.1) _
e~ fozr (u) du
o= Jorwdu _ o= 7 r(u

—1—e ftJrS T(u)du.

e fO r(u) du
Ebbdl az is adodik, hogy tetszéleges ¢ > 0 esetén
melybdl kovetkezik, hogy tetszéleges ¢ > 0 esetén

r(g)e T ha g > ¢,

Fxiaen(a) = {o, ha ¢ <t.

Ha X ~ Exp()\), akkor

¢s fgy (3.1.1) alapjdn
P(X <t+s|X>t)=1—e"

O

3.1.8. Tétel. (Két fiiggetlen exponencialis eloszlast véletlen valtozé minimuma)
Legyenek X és'Y fiiggetlen véletlen vdltozok, hogy X ~ Erp(\) és Y ~ Ezp(u), ahol
A>0és pu>0. Ekkor

(i) min(X,Y) ~ Exp(A+ p),
(ii) P(X <Y) = P(X =min(X,Y)) = £ és P(Y < X) = P(Y = min(X,Y)) = 4.

Bizonyitas. (i): Tetsz6leges z € R esetén kapjuk, hogy

Pmin(X,Y)<z)=1—-Pmin(X,Y)>22)=1-P(X > 2,Y > 2)
—1-P(X >2)P (Y>z)
)1 —eMerr=1—e"WE ha 2 >0,
_{1—1-1:0 ha z < 0.
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(ii): A teljes valoszintiség tétele alapjan, felhasznalva azt is, hogy X nemnegativ, kap-
juk, hogy

P(X =min(X,Y)) =P(X <Y) :/OO PIX <Y |X =z)fx(x)dx

—00

:/‘ngmxzwmﬁwx
0

= / P(z < Y)le dr = / e M e M dx
0 0

0 )\+M

A teljes valoszintiség tételét gy is hasznalhatjuk, hogy az Y nemnegativ véletlen valtozora
vesziink feltételt:

P(X = min(X,Y)) = P(X < V) = / TR <Y Y =) (y)dy

o0

SY|Y =y)ue ™ dy

\\

P(X < y)ue “ydx—/ (1 —e e dz
0

o A
— e MY / e~ Aty qy =1 — H — )
u/‘ v y i
Tovabbé, a fentiek alapjan
A It
PY =min(X,Y))=PY <X)=1-PY >X)=1-PY >X)=1- = ,
( (X,Y)) =P( ) ( ) ( ) i

ahol a harmadik lépésben felhasznaltuk, hogy P(X = Y) = 0, mely abbol kévetkezik, hogy

P(X=Y)= / fxy(z,y)dady = / e e M dady
{(zy)ER? :z=y}

{(z,y)ER? : 2=y}

és az {(r,y) € R? : x = y} halmaz 2-dimenzi6s Lebesgue-mértéke 0. O
Ezek az eredmények érvényben maradnak tetszdleges véges sok fiiggetlen exponencialis
eloszlasu valtozo esetén is az aldbbiak szerint.

3.1.9. Tétel. (Véges sok fiiggetlen exponenciilis eloszlasia véletlen valtozé minimuma)
Legyen n € N és X1, Xo,..., X, figgetlen véletlen vdltozok, hogy X; ~ FEzp(\;), i =
1,...,n, ahol \; >0,i=1,...,n. Ekkor

(i) min(Xy,..., X)) ~ Exp(\ + -+ \p),

3.1.10. Definici6. Legyenn € N és Xy,..., X, fiiggetlen azonos exponencidlis eloszldsi
eloszldasi vdltozok X\ > 0 paraméterrel. Ekkor azt mondjuk, hogy az S == X1+ ---+ X,
véletlen vdltozd Gamma (Erlang) eloszlast kovet n renddel és \ paraméterrel.

Agner Krarup Erlang dan matematikus volt, 6 alkotta meg az ERLANG (ERicsson
LANGuage) funkcionalis programnyelvet 1986-ban. A Whatsup applikaciot is ebben ko-
doltak.
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3.1.11. Allitas. Az n € N-ed rendd és A\ > 0 paraméterd Gamma eloszlds siriség- és

eloszldsfigguénye:
A" _gn—lg=At
f(t)——{(n it t=20,

0, t <0,
és
F(t) Zk n kl =1- eiAt Zk 0 kr ’ t > 07
0, t<0.

Bizonyitas. Az allitast n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Az n = 1 esetben trivia-
lisan teljesiil az allitas, hiszen az elsérendd és A > 0 paraméterii Gamma eloszlas nemmés,
mint a A paramétert exponencialis eloszlas.

Az n = 2 esetben is leirjuk a levezetést, a késGbbi indukcios 1épés jobb megértése
céljabol. A teljes valoszintiség tétele alapjan, felhasznalva azt is, hogy X, nemnegativ,
kapjuk, hogy

Fyoox,(t) = P(X1 4+ X < £) = / P(Xy + X5 < t| X = 2)he ™ do
0
= / P(X, +2 < t)hedx
0
= / Fx, (t — x)Ae™ dz, teR.
0

gy Fx,i1x,(t) =0, hat <0, és

t

t t
Fx,ix,(t) = i (1 — e M=2)\e M dy = /0 e dx — /o Ae M dz

P(X

(

—~

<t)—deMt=1—eM—theM=(M—-1-A)e™
A e
] e, t>0.

[
Mg

=
||

2

Ezért X + X, strtségfiiggvénye fx,1x,(t) =0, hat <0, és

d
1—e™™M —the ™) = Nte ™, t>0.

fXH—Xz(t) dt(

Tegyiik most fel, hogy az allitas teljesiil 1,2, ..., n esetén, és megmutatjuk, hogy teljesiil
n + 1 esetén is. TetszGleges t € R esetén, a teljes valoszintiség tétele alapjan, felhasznalva
az indukcios feltevést és azt is, hogy X; + - - - + X, nemnegativ, kapjuk, hogy

o0 n

" e M dx, t e R.

:/ PXy+ -+ X <t|Xy+-- +Xn:$)—x"_1e_’\xdx
— > —n n—1_—A\z
_/o Px+Xn+1<t)(n_1)!x e "dx

- &

0

N ( )m
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gy Fx,ix,.,(t) =0, hat <0, és

I

()¢
~~
>
S <~
N~—
E

>

&~
>~
3
(D‘
>
~~
~
3

— k! n—1)! n
— (A)F
E t>0
' ) )
k=n+1 k!

ahol az utolso el6tti 1épésben hasznaltuk az indukcios feltevést is. Ebbdl adodik az X; +
-+ + X, 41 eloszlasfiiggvényére vonatkozo formula.

A stirtiségfiiggvényre vonatkozo képletet megkaphatnank derivalassal is, de most egy
masik utat mutatunk be. Az el6z6ek alapjan

t A" )\ne—)\t n
Fx 4. t) = — v le My - ——— . — t>0
X1+ +Xn+1< ) /0v (n . 1)['%' € 'y (TL _ 1)| n ) 3

melybdl parcialis integralassal kapjuk, hogy

A" t t)\n /\nef)\t n
F t) = =Xz 7 .n o _n_)\ f)\md A
a0 = [ 2| = [ e e -
)\n+1 t
= —; /x”e’\"’”dx
n! J,

t )\n+1
- — = ntileAr gy t>0
o (m+1-1) ’ ’

melybdl a siirtségfiiggvény definicioja alapjan kapjuk az X;+- - -+ X, stirtiségfiiggvényére

vonatkozo formulat. O

3.2. Szamlalé és felujitasi folyamatok

Bevezetjiik folytonos idejl sztochasztikus folyamatok egy osztalyat, amikor bizonyos ese-
mények bekdvetkezéseit szamoljuk.

3.2.1. Definicié. (Szamlalo folyamat) Legyenek Si,Ss,... nemnegativ értékd vald-
sziniségi vdltozok. Legyen tovdbbda Ty :=0 ésT,, == S1+---+ S,, n € N. Ekkor az

Ny:=|{neN:T, <t} =max{n € Z, : T,, < t}, t>0,

sztochasztikus folyamatot szamlalo folyamatnak nevezzik. (Vegyik észre, hogy N, € 7, U
{0}, t2>0.)

Ha az S;, © € N, wvéletlen valtozok bizonyos események kozott eltelt idsket irjak
le, akkor a 7T, véletlen valtoz6 az n-edik esemény bekovetkezésének idGpontja, az NN,
véletlen valtozo pedig megmondja, hogy egy adott ¢ id6pontig (a ¢ idSponttal bezarolag)
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hany esemény kovetkezett mar be. Ha példaul T3 = T = 0 és T3 > 0, akkor Ny = 2,
azaz Np nem feltétleniil 0. Ha Sy, k € N, egyenletes eloszlasa véletlen valtozo a [0, k%

[a—

[

. 2 ’ ’ 7
intervallumon, akkor 0 < 07, Sp < Y0, 47 = &, és igy N, = oo tetszbleges t > T
esetén.

3.2.2. Definici6. (Felujitasi folyamat) Egy (N;)i>0 szdmldls folyamatot felijitasi fo-
lyamatnak nevezziink, ha a kapesolatos Sy, Ss,... (nemnegativ) véletlen vdltozok fiiggetlen
és azonos eloszldsiak. Ekkor azm : Ry — [0,00], m(t) := E(V,), t > 0, figgvényt (N¢)i=o
felugitase figguényének nevezzik.

A felujitasi fiiggvény kapcsan felhivjuk a figyelmet, hogy esetlegesen oo-t is felvehet
értékként.

3.2.3. Tétel. (Elemi felujitasi tétel) Legyen (Ny)=o egy felujitdsi folyamat, melyre
P(S; =0) < 1. FEkkor

tlggo — = tlg?oE <7> = BS valamint tlggoT =BG P-m.b.
A Tételben E(S;) € (0,00], hiszen P(S; = 0) < 1, és igy ﬁ € [0,00) (az
E(S;) = oo esetben ﬁ =0). A Tétel elsg allitasa szerint az események (fel-

ujitasok) bekovetkezésének hosszitavi egységnyi id6 alatti varhato széma megegyezik az
események bekovetkezései kozott eltelt varhato idGtartam reciprokaval.

3.2.4. Allitas. Legyen (N,)i=o0 egy felijitdsi folyamat, hogy P(Sy = 0) < 1. Ekkor (Ny)i=o
felijitdsi fugguénye, m, véges (azaz m(t) € [0,00), t € Ry ), monoton novekvd és jobbrdl
folytonos. Kovetkezésképpen, tetszdleges t > 0 esetén Ny nemnegativ eqészértékid véletlen
vdltozo.

Tekinthetjiik a feltjitasi folyamatok altalanositésat, mikor egy esemény (feltjités) be-
kovetkezésekor a folyamat nem egyet ugrik felfelé, hanem valamilyen véletlen mennyiséget
valtozik. Biztositasmatematikdban ez egy tipikus szituacio.

3.2.5. Definici6. (Felujitasi dijfolyamatok) Legyenek (S,,C,), n € N, figgetlen és
azonos eloszldsiu vektorvdltozok, hogy S, > 0, n € N, és P(S; = 0) < 1. Legyen (IN;)i>o
az S1,So,... véletlen vdltozok, mint felujitdsok kézdtti idok dltal meghatdrozott felujitdsi
folyamat. FEkkor az

Ny
Rt::Zanol—i'"'_'—ONta t207
n=1
sztochasztikus folyamatot feldjitasi dijfolyamatnak nevezziik, ahol az tires dsszeget 0-nak

definidljuk.
Az Allitas alapjan tetszéleges t > 0 esetén P(N, € Zy) =1, ésigy Cl, joldefinialt.

3.2.6. Tétel. (Elemi dijfelujitasi tétel) Legyen (R;)i=0 egy felijitasi dijfolyamat, hogy
P(S;1 =0) <1 és E(|Cy|) < co. Ekkor

lim E(f) = E(Cy) valamint lim & = E(C)

= P-m.b.
ot B(Sy) o £ B(S)) m-b

(A fentiekben a P(S; = 0) < 1 feltételt a hangsilyozds végett irtuk ki kilon, formdlisan
mdr megkoveteltik ezt a felijitdsi dijfolyamat Definicidgjaban. )
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3.3. Poisson-folyamat

A kovetkezd nevezetes szamlalo folyamat kdzponti jelentGségi.

3.3.1. Definicid. Legyenek Si,5s,... fiiggetlen azonos exponencidlis eloszldsi eloszldsi
vdltozok X >0 paraméterrel. Ekkor a kapcsolatos (N;)i=o feligjitasi folyamatot Poisson-
folyvamatnak, a \ paramétert a Poisson-folyamat intenzitdsanak (paraméterének) nevez-

Nyilvan, P(Ny =0) =1, hiszen T5 =0, és k € N esetén P(7T, = 0) = 0, ugyanis
k € N esetén T} abszolut folytonos eloszlasi (k-ad rendd és A paraméteri Gamma

closzlast, lasd a [3.1.11. Allitast).

3.3.2. Megjegyzés. Honnan ered a Poisson-folyamat elnevezés? Tetszéleges ¢t > 0 és
k € Z, esetén

P(N; =k) =P(T) <t <Tp1) =PI}, <t) = P(Tjy1 < t) = Fp, (t) — Fr (1),

ahol Ty = 0, és k € N esetén T, = S1 + --- + S k-ad rendii és )\ paraméteri Gamma-

eloszlasi (lasd [3.1.11 Allitas). Igy

P(N;=0)=P0<t)—P(Th <t)=1—(1—e ) =e, >0,

és a3.1.11[ Allitas alapjan

Y s Y (0
P(Nt:k’)zz ]' (S —ZTG :Te s ]’CEN,
j=k j=k+1
tehat
N, ~ Poisson(At), Vit > 0.

Tovabba, mivel E(NV;) = A, t > 0, kapjuk, hogy (N;)=o felujitasi fliggvénye m : R, — R,
m(t) = E(N,) = At, t >0, és

E(%) _ E(V) =\, t >0,

tehat az egységnyi id6 alatt bekovetkezd beérkezések varhatd szama egyenlé A-val. Lat-
hatjuk azt is, hogy ebben a specidlis esetben az elemi felajitasi tétel (3.2.3. Tétel) trivialis
modon teljesiil (nincs is sziikség a t — oo hataratmenetre), hiszen E(S;) = 1/A. O

3.3.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy {X; :t > 0} sztochasztikus folyamat fiiggetlen
novekményd, ha P(Xo = 0) =1, és tetszdleges k € N és tetszdleges 0 < t1 < tg <
... < ty iddpontok esetén az X, Xe, — Xty, .., Xt — Xy, novekmények (teljesen)
fuggetlenek.

Azt mondjuk, hogy eqy {X,:t > 0} sztochasztikus folyamat fliggetlen, staciondrius
novekményt, ha figgetlen névekményi, és a novekmények eloszldsa iddeltoldssal szemben
mvaridns, azaz tetszéleges t,h = 0 iddpontok esetén X,ip — X; eloszldsa nem fiigg t-tdl
(kovetkezésképpen megegyezik X eloszldsaval).

A kovetkez6kben olyan eredményeket targyalunk, melyek a Poisson-folyamat alternativ
definicidira adnak lehetGséget (szam szerint tovabbi harom alternativ definiciora, lasd

Tétel, Tétel és Tétel).
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3.3.4. Tétel. Legyen A > 0. Egy {N;:t > 0} sztochasztikus folyamat akkor és csak
akkor X\ paraméterd Poisson-folyamat, ha

(i) figgetlen, staciondrius névekményd,

(7i) tetszdleges 0 < s <t iddpontok esetén Ny — Ny ~ Poisson(A(t—s)) (azaz Ny— Nj
Poisson eloszldasi Nt — s) paraméterrel),

(iii) a [0,00) >t +— N; trajektoridk jobbrdl folytonosak.

Az alabbiakban a Poisson-folyamat egy tjabb (sorrendben a harmadik) definidlasara
lehetGséget ado allitast targyalunk. Sziikségiink lesz arra a fogalomra, hogy egy f(x)
fiiggvény o(z) tulajdonsagu, amint = — 0.

3.3.5. Definicié. (Landau-jel6lés) Azt mondjuk, hogy egy f:R — R figgvény o(x)
tulajdonsdgu, amint x — 0, ha

@)

im —~

z—0 X

=0.

3.3.6. Megjegyzés. (i) Az a tény, hogy egy [ fiiggvény o(z) tulajdonsagi, amint
r — 0 heurisztikusan azt jelenti, hogy f(z) gyorsabban tart a 0-hoz, mint az x
fiiggvény, ha = — 0.

(i) Az f(z)=a? fiiggvény o(z) tulajdonsagt, amint x — 0, mert

lim @ = limz = 0.
x—0 r—0

(iii) Az f(x) = fiiggvény nem o(z) tulajdonsagi, amint x — 0, mert

lim@:limlzl#o.

z—0 X z—0

(iv) Ha f és g o(x) tulajdonsiguak, amint = — 0, akkor f+g és cf (c € R) is
o(z) tulajdonsagi, amint = — 0.
O

3.3.7. Tétel. Legyen {N; :t > 0} egy valds értéki sztochasztikus folyamat. FEkkor a
kévetkezd dllitdasok ekvivalensek:

(i) {N;:t >0} X\ paraméterd Poisson-folyamat,

(ii) (a) figgetlen, staciondrius névekményid,
(b) nemnegativ egészértékd, P(N, > 2) =o(t) amint t |0 (dn. ritkasdgi feltétel)
és P(N;=1)=XM+o(t) amint t 10 (in. siriségi feltétel),
(¢) a [0,00) >t Ny trajektoridk jobbrol folytonosak.

3.3.8. Megjegyzés. (i) A Tétel (ii)/(b) részében a P(N; > 2) = o(t) és P(N, =
1) =AM +o(t) amint ¢ ] 0 feltételek részletesebben kifrva azt jelentik, hogy

= =
im P22 o, P =D

t10 t t10 t

=\
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(i) A kovetkezdkben a Tétel (ii)/(b) részének P(N, > 2) = o(t) amint ¢ | 0
feltételét vilagitjuk meg. Legyen {N, : t > 0} egy fiiggetlen, stacionarius névekményii
nemnegativ egészértéki sztochasztikus folyamat, hogy a trajektoridk monoton noévekviek
és jobbrol folytonosak, tovabba lim, o1 P(N; > 2) = 0 teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor

te(0,1]

(3.3.1) p ( sup (Ny — Ny—) > 2) = 0.

Mivel feltételeztiik, hogy a trajektoridk monoton névekvéek, és ismert, hogy egy mono-
ton novekvd fliggvénynek legfeljebb megszamlalhatd sok szakadési helye lehet, a (3.3.1))
osszefiiggés azt jelenti, hogy (N;)i=o P-m.m. trajektoriajanak legfeljebb csak megszam-
lalhato sok szakadési helye lehet és minden ugras nagysaga legfeljebb 1. Ratérve
bizonyitasara, a valosziniiség folytonossdga miatt

P (sup (Nt — Nio) > 2) =P <sup (Ny — Ny—) > 1)

te(0,1] t€(0,1]
co 2"—1
gp(ﬂ U {N%—Ng% >1}>
n=1 k=0
oo 2"—1 n—1
—P (ﬂ U {Mep - N > 2}) — lim P (U {Nuga = N, > 2})
n=1 k=0 =0
2" —1 2" —1
== — 1 — < == — 1 — <
1— lim P <DO {Nk; N. < 1}) 1— lim U P(Niws — Ny < 1)
on on
—1— lim (P(Ngfn < 1)) —1— lim (1 ~P(Nyon > 2))
2" P(Ny-n > 2)\*
=1— lim (1— (N )) —1—-e"=0,
n—o00 on
mert 1
1 " -n > == 1 - —n > -
nh_}r2102 P(Ny-n > 2) nh_}rgo 5w P(Ny-n > 2) =0,
hiszen limy % P(N; > 2) =0. a

A Tétel bizonyitasa (részleges).
(1) = (44)/(b): Mivel N; ~ Poisson(At), t > 0 (lasd, Megjegyzés), igy P(N; €
Zy) =1, azaz P(N; = o0) = 0. Tovabba,

At)°
P(N; =0) = ( O‘) eM=—eM=1-\+ o(At) =1— At +o(t), amint ¢ | 0,

hiszen a £ Hospital-szabaly alapjan

e TN e M

lim——— =lim—— = 0.

£10 At t10 A
Tovabba,

(A _x 242
P(N,=1) = T = A(1 =Xt +o(t) = A\t — At° + Mo(t)

= At +o(t), amint ¢ | 0,
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hiszen

y242
lim )\t+>\to(t>zlim<—)\2t—|—)\-@-t>20.
tl0 t t10 t

Tovabba,

P(N, >2)=1—P(N; = 0) — P(N, = 1)
=1—(1—M+o(t) = (M+o(t)) =o(t), amintt|0.

(11) = (i): Csak azt mutatjuk meg, hogy N; Poisson-eloszlastt A\t paraméterrel tet-
sz6leges t > 0 esetén. ElGszor belatjuk, hogy (Ny)>o trajektoridi monoton névekviek.
Mivel (N;)i=0 nemnegativ egészértékii és stacionarius névekményt, tetszéleges 0 < s < ¢
esetén Ny nemnegativ egészértéki és N, — N, eloszlasa megegyezik N;_, eloszlasaval, mely
nemnegativ egészértékd. Ezért az N; = Ny + (N, — Ny) felbontas alapjan N; > Ni.

Legyen pi(t) := P(N; = k), k € Zy, t > 0. TetszOleges k € Z,, A > 0ést >0
esetén, felhasznalva, hogy ha N, o = k, akkor N, € {0, ..., k} (hiszen (N;)i>o nemnegativ
egészértéki és trajektoriai monoton névekvéek), kapjuk, hogy

pk(tﬁ—ZX):: P(A@+A ::k)
k
=Y P(Nya=k|N,=k—n)P(N, =k —n)
n=0
k

(3.3.2) - ZP<Nt+A_Nt =n|Ny=k—n)P(N; =k —n)

P(Na =n)P(N, = k — n)

2
"
S b A)picnlD).

ahol az utolso el6tti egyenlGség abbol kivetkezik, hogy (Ny)io fiiggetlen, stacionarius no-
vekményt. Igy tetszéleges t > 0 és k € N esetén

k

pr(t+A) = an(A)pk—n(t)

n=0
= po(A)pr(t) + p1(A)pe-1(t) + (P2(A)pr—2(t) + - - - + pr(A)po(t))
= (1= AA +0(A))pi(t) + (AA 4+ 0(A))pr—1(t) + o(A), amint A — 0,
azaz
pe(t + A) — pi(t) o(A)
A A
Ezért tetszéleges t > 0 esetén (a A — 0 hataratmenet utan) kapjuk, hogy

p;(t) = —)\pk(t) + )\pk,1<t), k € N.
Ha k = 0, akkor (3.3.2) miatt tetszbleges ¢ > 0 esetén

= —Api(t) + App—1(t) + amint A — 0.

po(t +A) = po(A)po(t) = (1 = AA + 0(A))po(t),  amint A — 0,

azaz

po(t + AA> — po(t) = —\po(t) + OTA), amint A — 0.
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Ezért tetszGleges t > 0 esetén

Tovabba tudjuk, hogy
(3.3.3) po(0) =P(Nog=0)=1 &  p(0)=P(No=4k)=0, keN,

hiszen (IVy):>o fiiggetlen novekményi.

Ez a differencidlegyenletrendszer rekurzivan megoldhato és a (3.3.3]) kezdeti feltételhez
tartozo egyértelmd megoldasa:

At)F
pk(t) = %e)\ta t> Oa k€ Z+7

melyb6l adodik, hogy N, Poisson eloszlasi A\t paraméterrel, ha t > 0.

Megjegyezziik, hogy a szobanforg6 differencidlegyenletrendszer nemmaéas, mint az n.
elérehalad6o Kolmogorov-féle egyenlet, melyet a [4.1.24.| Példaban megoldunk. O

Az alabbi eredmény a Poisson-folyamat egy tjabb (sorrendben a negyedik) definidlasara
ad lehetdséget.

3.3.9. Tétel. Legyen A >0 és L,, X,En), k,n € N, figgetlen valosziniségi vdltozok,

hogy L, Poisson eloszlisi A paraméterrel és X,gn) egyenletes eloszlasi az (n — 1,n]
intervallumon. Ekkor

Ni:=[{(k,n) eN? k< L, é X <t}

; t =0,
eqy A paraméterd Poisson-folyamat.

3.3.10. Allitas. (Poisson-folyamat Markov tulajdonsaga) Legyen {N, :t > 0} egy
A > 0 paraméteri Poisson-folyamat. Tetszdleges olyan k €N, 0 <51 <8 < --- <5 <t
és 0 < my < mg <o <my <N, My,...,mg,n € Ly, esetén, melyekre P(Ny, =
My, ..., Ng, =myq) > 0, teljesiil, hogy

P(N; =n|N,, =mg,...,Ns, =my) = P(Ny =n| N;, =my) =P(Ni_g, =n—my)

_ (AlE—sp))m™ o Ai—sp)
(n —my)!

Y

azaz {Ny : t = 0} egy folytonos ideji homogén Markov-lainc a fenti formuldban szerepld
dtmenetvaldszindségekkel. (A folytonos ideji Markov-lancokkal a Fejezetben foglalkozunk
magd részletesen.)

Bizonyitas. A Tétel alapjan {N; : t > 0} fiiggetlen, stacionarius névekményt
folyamat (specialisan, Ny = 0), igy

P(N; =n, Ny, = my, ..., Ny, =my)

PN =0 | Noy = Ny =) = e e
Sk g e e ey s1 —

_ P(Ny — Ny, =n—my, Ng, — Ny, =mg —myg_1,...,Ng; — No =)
P(Ns, — Ny, _, = my —my_1,..., N5, — No = my)
_ P(N; = Ny, =n—myg) P(Ng, = Ny, =mgp —my_1) -+ P(Ng, — No = m)
P(N,, — N5, = my —my_1) - - P(Ns, — No = my)

At — n=mg
- P(Nt — Ny, =n-— mk) = P(]\/vtfs,c =n-— mk) = ( ( Sk>> e~ AMt=sk)

(n — my)! ’
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ahol a mésodik egyenlGségnél azt hasznaltuk, hogy

{Ny =n,N;, =my, ..., Ny =my}

- {Nt - Nsk =n—- mk;NSk - Nsk_l =Mmg — Mg—-1, .. '7N31 - NO = ml}a
mely abbol kévetkezik, hogy
Ny 111 -+ 1 Ny — N,
Nsk 0 11 1 Nsk _Nsk&
Ny, 000 1 Ns, — No
Hasonl6 gondolatmenettel kévetkezik, hogy
P(N; =n,Ns, =my) P(Ny— Ny, =n —my, Ny, = my)
P N = NS —_= — ’ k — k ) k
e =N =) = = =) P(V,, = m)
P(N; — N, = n —my) P(Ng, = my)
= =P(N; — Ny, =n—
P(N,, = my) (Ne = Ny = m = m)
A=)
(n — my)! '

O

3.3.11. Allitas. (Poisson-folyamat eltolasa) Legyen {N,:t >0} egy A >0 para-
méterid Poisson-folyamat és T eqy tdle fliggetlen nemnegativ értékd valosziniségi valtozo.
Legyen N/ := N, — N;, t>0. Ekkor {N/:t >0} X\ paraméterd Poisson-folyamat,
mely figgetlen a {7, N;,t € [0, 7]} wvéletlen valtozoktdl.

Legyen {N;:t >0} X paramétert Poisson-folyamat és legyen 0 < p < 1 rogzitett. A
Poisson-folyamat [3.3.1] Definiciojat alapul véve, N, interpretalhato ugy, mint a ¢ idépon-
tig (a t id6ponttal bezarolag) bekovetkezd “események” szama valamely kisérletben, ahol az
“események” bekovetkezési id6pontjai T, n € N. Példaul, ha N; a ¢ id6pontig egy adott
aruhazba betérG emberek szamét jeloli, akkor egy vasarlonak az aruhazba térténd belépése
felel meg egy “eseménynek”. Tegyiik fel, hogy minden alkalommal, mikor egy ,esemény”
bekovetkezik azt vagy I-es tipustnak vagy Il-es tipustinak mindsitjiik. Feltételezziik, hogy
egy eseményt I-es tipusinak p, II-es tipusinak 1 — p valoszintiséggel mingsitiink, ahol
p € (0,1) adott, és ezek a mindsitések egymastol teljesen fiiggetleniil torténnek. Tekintsiik
mintaként az el6z6 példat. Tegyiik fel, hogy egy eseményt, azaz egy vasarlo érkezését asze-
rint mindsitjiik, osztalyozzuk, hogy 6 férfi vagy né. Jelen esetben p = 1/2 természetes
valasztas. (A p # 1/2 eset annak felelhetne meg, hogy az aruhazat kicseréljiik példaul
egy néi fodrasz szalonra.) A tovabbiakban ujra az altalanos konstrukciot tekintjiik. Tet-
szGleges t > 0 esetén jeldlje Nt(l) a t id6pontig (a t id6ponttal bezarolag) I-tipustnak
mindsitett események, Nt@) pedig a II-tipusinak mindsitett események szamat. Nyilvan
Ny =NV + N? minden t >0 esetén.

3.3.12. Allitas. (Poisson-folyamat ritkitasa) Legyen {N, :t > 0} egy A >0 pa-
raméterd paraméterd Poisson-folyamat és legyen 0 < p < 1. Ekkor {Nt(l) :t >0} Ap
paraméter, {Nt(z) :t >0} M1—p) paraméterd, eqgymdstdl figgetlen Poisson-folyamatok.
Tovdbbd, tetszdleges t > 0 esetén

n

33.4) PNV =k|N, =n)= (k

)zo’f(l—p)"’“, ne€Zy, kef01,...n}
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azaz Nt(l)-nek az { Ny = n} eseményre vonatkozo feltételes eloszldsa n-edrendd, p-paraméteri

binomidlis eloszlds.

Bizonyitas. Felhasznalva Nt(l) és Nt@) konstrukci¢jat az kénnyen adodik, hogy {Nt(l)
t >0} és {Nt@) :t > 0} fiiggetlen névekményii folyamatok, és a trajektoriak jobbrol
folytonosséga is nyilvanvalo. A kévetkezékben meghatarozzuk Nt(l) és Nt(z) egyiittes

eloszlasat, azaz a
P(Nt(l) =n, Nt(2) =m), n,m € Z,

valoszintiségeket. A teljes valosziniiség tétele alapjan kapjuk, hogy
PINY =0, N® =m) = S P(NY = n, N = m| N, = k) P(N, = k).

Ahhoz, hogy a t id6pontig n darab I-tipust és m darab II-tipusd esemény kévetkezzen
be sziikséges, hogy Osszesen n 4+ m esemény kovetkezzen be a ¢t idGpontig, igy

Ezért, felhasznalva, hogy N, Poisson eloszlasi At paraméterrel, kapjuk, hogy minden
n,m € Z, esetén

P<Nt(1) — n, Nt(2) — m) e P(Nt(l) — n’Nt(2) =m ’ Nt =n —|— m) P(Nt =n + m)
)\t)n—l-m 3
= P(Nt(l) =n, Nt(Q) =m|Ny=n+ m)—((n n m)!e AL

Mivel minden eseményt p valosziniiséggel I-tipustinak, (1 — p) valoszintséggel II-
tipusinak osztalyozunk egymastol fiiggetleniil, feltételezve, hogy Gsszesen n+m esemény
kovetkezett be, az I-tipust események szama (n+m)-edrendt és p-paramétert binomialis
eloszlast kovet (felhivjuk a figyelmet, hogy a szoban forgd binomialis eloszlas paramétere
nem fiigg A-tol). Ezért annak a valoszintisége, hogy n+m eseménybdl n-et I-tipusinak,
és kovetkezésképpen m-et II-tipustnak osztalyozunk

n+m
(1 — p)m
( . )p (1-p)
Mivel Ny = n + m esetén {Nt(l) =n}= {Nt(l) =n,N? = m}, kapjuk azt is, hogy
n+m
PN =n| N, =n+m) = ( n )P"(l -)"

melybdl kovetkezik (3.3.4). Tovabba,

M\t n+m
P(Nt(l) =n, Nt(2) _ m) (TL + m>pn(1 - p)m ( ) oM
n

(n+m)!

()\tp) —Atp (At(1 — p))mef)\t(lfp)
n! m! '

(3.3.5)

Osszegezve ezen egyenlet mindkét oldalat m szerint
PN =n) = ZP V= n, N =m)

_ (Atp) Atpi AL —p)™ x1-p) _ A2)" _xip

e P, n e Zy.
ol m! n!

m=0
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A (3.3.5) egyenlet mindkét oldalat n szerint Gsszegezve, hasonloan adodik, hogy

P(Nt(2) —m) = (At(1 — p))me—)\t(l—p)7

m € Z+.
m!

Ezért (3.3.5)) alapjan
33.6) PNV =n NP =m)=P(NY =n)P(N® =m), t>0, n,meZ,.
Hasonloan belathatjuk, hogy 0 < s <t, n, m € Z,, esetén

P(Nt(l) _ NS(1) —n, Nt(2) _N@ — m) = (At _'8)p)ne—)\(t—s)p (At — 5)('1 — p))me—)\(t—s)(l—p).
n! m)!

(Az s id6pont utan a ¢ idSpontig bekovetkezd I-tipusi, illetve II-tipust eseményeket
kell figyelni.) Osszegezve ezen egyenlet mindkét oldalat m szerint, illetve n szerint, az is
kovetkezik, hogy tetszbleges 0 < s <t esetén

Nt(l) —NW ~ Nt(i)s ~ Poiss(A(t — 5)p),
Nt(Q) — N@ o Nt(z)s ~ Poiss(/\(t —s5)(1— P))

S

Azaz {Nt(l) :t > 0} és {Nt@) : t > 0} staciondrius novekményt folyamatok is és
a noévekmeények eloszlisa a Tétel (ii) részében megkivant. A Tétel alapjan
{Nt(l) :t > 0} Ap paraméterd Poisson-folyamat, {Nt(z) :t > 0} pedig A1 —p)
paraméteri Poisson-folyamat.

A kovetkezdkben, felhasznélva (3.3.5))-t, megmutatjuk, hogy a {Nt(l) :t >0} és {Nt(z) :
t > 0} Poisson-folyamatok fiiggetlenek. Azt kell megmutatnunk, hogy a O’(Nt(l),t >0) és
a 0<Nt(2),t > 0) o-algebrék fiiggetlenek. Elgszor megmutatjuk, hogy tetszéleges s, > 0
eseten NV és Nt(Q) fiiggetlenek. Feltehets, hogy 0 < s < t. Ekkor tetszéleges n,m € Z
esetén

P(NY = n7Nt(2) =m) = ZP<N(1) —n, N® = ijt@) — m)

Hasonloan az eléz8 szamolasokhoz

P(N® =n, N® =k, N? = N® =m — k)

s

= > PN =n,N? =k, NP = N® =m —k|N,=n+kN,— N, =)
l=m—k

x P(N, =n+k N, — N, = 0)

- Z P(Ns(l) :n7Ns(2) = k7Nt(2) _Ns@) :m_k’Ns :n+kaNt_Ns :f)
l=m—k
o (As)+h o s (At =) Y
(n+ k)! 14
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X In+k . / e ARtk )
e U 1_ (m k) 1_ m—Fk At
2 ( n )p( 2 <m—k:>p (1-p) CE

{=m—Fk
- 1
— n+l—m-+k 1 — m/\n-‘rk-‘ré n+k t— £ =Xt
e:zm:_k Wkl (m — k) —m + k) (1=p) ST = s)e
n—m-+k 1 — m)\n—i—k: n+k,—At X
b (1-p) s e pé)\é(t o S)f
nlkl(m — k)! = (L=m+ k)
_ pnferk(l _ p)m)\TH“kSn‘l’ke*/\t 0 (p)\(t _ s))”m’k
nlk!l(m — k)! p— 14

pnferk(l _ p)mAnJrkSnJrkef)\t
nlkl(m — k)!

_ p(1— p)m/\n+m3n+k(t - S)mik o A(t=p(t—s))

nlk!(m — k)! ’

(PA(E — 5))"Her =

mely megegyezik az alabbival:

P(N® =n)P(N® = k) P(N® = N® = m — k)

S S

()\SP)ne—Asp ) (As(1 — p))ke—ks(l—p) ) (A(t = s)(1 =p))™* o~ A(t=s)(1-p)
n! k! (m —k)!

=P(NW =n)P(N® =k, N® — N® = m — k).

s

Igy

P(NY =n, N =m) = 3 P(N® = n) P(NP =k, N = N& =m — k)

S

Tehat Nt(l) és N fiiggetlenek tetszGleges s,t > 0 esetén. Ebb6l mér kdvetkezik, hogy
a szobanforgd o-algebrék is fiiggetlenek (a pontos bizonyitas a Kolmogorov 0-1 térvény
bizonyitasanal latottaknak megfelelGen torténhet). 0

3.3.13. Megjegyzés. Nem az a meglepd, hogy {Nt(l) 1t >0} és {Nt@) :t >0} Poisson-
folyamatok, hanem az, hogy fiiggetlenek. Jelolje példaul N, a t¢ idSpontig (a t idGponttal
bezarolag) egy bankba érkez iigyfelek szamat (az id6t mérjiik 6raban). Tegyiik fel, hogy
{N; : t > 0} 1 paraméterii Poisson-folyamat. Tételezziik fel tovabba azt is, hogy minden
egyes ligyféel 1/2 valoszintiséggel férfi, ill. nd. Tudjuk, hogy a bank nyitdsa utani 10
ordban 100 férfi érkezett. Varhatéan mennyi né érkezett ez idé alatt a bankba? Egy
téves érvelés a kovetkezd, mivel 100 férfi érkezett és minden érkez 1/2 valdszintiséggel
férfi, varhatoan Osszesen 200-an érkeztek, ezért varhatéoan 100 né érkezett ez idd alatt.
Azonban ez hibas érvelés. A helyes gondolatmenet a kovetkezs. A Allitas alapjan,
ha Nt@) jeloli a t id6pontig a bankba érkezd néi iigyfelek szamat, akkor {Nt@) :t >0}
1/2 paraméterti Poisson-folyamat. Igy az els6 10 6raban érkezd néi iigyfelek szama
Poisson eloszlasi 10-1/2 =5 paraméterrel. Felhasznalva, hogy a Poisson eloszlas varhato
értéke megegyezik a paraméterével kapjuk, hogy varhatéan 5 nd érkezik a bankba az els6
10 oraban (és ez fiiggetlen az ez id6 alatt a bankba érkezs ferfi tigyfelek szaméatol). a
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A Allitas szerint, ha egy A parameéteri Poisson-folyamat minden egyes ,esemé-
nyét” egyméstol fiiggetleniil 1. vagy II. tipustnak osztalyozzuk p, ill. 1 —p wvalo-
szintiséggel, ahol p € (0,1) adott, akkor az I-tipusd, ill. II-tipust eseményeket szamlalo
folyamatok egymaéstol fiiggetlen Ap, ill. A(1 —p) paraméterii Poisson-folyamatok. Vizs-
galjunk most egy kicsit Osszetettebb helyzetet. Tegyiik fel, hogy a bekovetkezs eseményeket
k darab, egymastol kiilonboz6 tipustnak osztalyozhatjuk és az, hogy egy eseményt milyen
tipusinak mindsitiink fiigg attol is, hogy mikor kovetkezik be. Tegyiik fel, hogy ha egy
esemény az y idépontban kovetkezik be, akkor 6t p;(y) valoszintséggel mingsitjiik i-edik
tipustinak (¢ = 1,...,k), minden olyan eseménytdl (és annak mindsitésétdl) fiiggetleniil
ami el6tte kovetkezett be. (Nyilvin S2F  pi(y) =1 minden y > 0 esetén.) A
Allitas alapjan bizonyithato a kovetkezs allitas.

3.3.14. Allitas. (Poisson-folyamat ritkitasa, altalanos eset) Legyen {N, :t > 0}
eqgy A > 0 paraméterd Poisson-folyamat és tekintsiik az dllitds eldtt szerepld konstrukciot.
Jelolje N;(t),i=1,...,k a t >0 iddpontig (at idéponttal bezdrdlag) bekivetkezd i-edik
tipusi események szamdt. Fkkor minden t > O esetén N( ), i=1,....k, figgetlen
Poisson eloszldsiu valosziniségi vdltozok E(N = )\fo pi(s)ds pammeterekkel

A Poisson-folyamattal nemcsak a Poisson eloszlas és az exponencialis eloszlas all kap-
csolatban. Megmutatjuk, hogyan jon itt el6 az egyenletes és a binomialis eloszlas.

3.3.15. Tétel. Legyen {N, :t >0} egy A > 0 paraméterd Poisson-folyamat. FEkkor
minden n € N és t >0 esetén (T1,Ts,...,T,) feltételes eloszldisa az {N; =n} feltételre
vonatkozoan megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldsi valdsziniségi vdltozok
n elemd rendezett mintdjanak eloszldsdval, ahol Ti,...,T, a[3.3.1] Definicicban szerepld
valdszindségi valtozék. Azaz minden n €N, t >0 és 0<t; <ty <--- <t, <t esetén

!
P(T1<t17T2<t27,Tngtn|Nt:n):?—n//1dl‘1dlL’

1t +zi<t;
z;20,i=1,....n

| t1 to tn
_n_n/ / / 1dy, ---d
t 0 Y1 Yn—1

Bizonyitas. A feltételes varhato érték definicidja alapjan és felhasznalva, hogy N, Poisson
eloszlasu At paraméterrel kapjuk, hogy

P(T) <t1,Ty <tg,...., T, < t,, Ny =
P(Th <t1,Ty <ty,...., T, <t,| Ny=n)= (7 1,12 < 1o L =n)

P(Nt = n)
. P(T tl,TQ tQ,... Tn gtn,Nt:n)
= EDTY '

n!

P

valoszintiségi valtozok fuggetlen, A parameteru exponencialis eloszlasiak kapjuk, hogy

P(T <t1,T2 tg,...,Tnétn,Nt:n)
P \t1,51+52 tg,...,51+---+5nétn,51+~--+5n+1>t)

/ 1{931@1,931-&-332@52 ~~~~~ $1+"'+$n<tn7$1+”'+1'n+1>t}f(sl7---7sn+l)(xl? s 7xn+1) dry - danrl
0 Oo)n+1
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t1 to—x1 th—T1— " —Tn—1 00
_ / / . / / AP A @) 4 g
t—x1——Tn
la—x1 tpn—x1——Tp—1 e—/\u U=00
)\n+1 / / / efA(xl‘F""an) |:_:| dxl “ e dxn
N sty
ta—x1 th—T1— " —Tn—1
= \"e —At/ / / 1dzy - --dx,,.
0 0 0

to—x1 tn—T1— " —Tn-1
P(T tlaTZ t277Tn<tn|Nt:n> / / / 1dl'1dl'n

:—/"'/ldxldxn
tn

T+ +x <
xiQO,i:L...,n

Végrehajtva az =1+ ---+x; = v;, @ = 1,...,n helyettesitést, a helyettesités Jacobi-
méatrixa determindnsédnak abszolat értéke 1, ésaz =1 +---+x; <t;, , 20, 1=1,...,n
integralasi tartomany az y; < ¢, 1 =1,...,n, 0 <y <y < -+ < vy, Iintegralasi
tartomanyba megy at. Igy

n! t1 t2 tn
(337 P <t,T< tg,...,Tngtn|Nt:n):t_n/ / / Ldy, - dy,
0 Y1 Yn—1

Azt kell még megmutatni, hogy a formula jobb oldala megegyezik a (0,¢) in-
tervallumon egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozok n elemi rendezett mintajanak
eloszlasfiiggvényének a (ty,...,t,) helyen felvett értékével. Legyenek Xi,..., X, fiig-
getlen, a (0,¢) intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok. Meghatarozzuk
az X{,X;,..., X} rendezett minta elemeinek egyiittes siiriiségfiiggvényét. El6szor az
egyiittes eloszlasfiiggvényiiket hatarozzuk meg:

Fx* X300, X5 (xl,,xn):P(Xf <(I)1,X§ <(L’2,...,X;:<1En>, T1,...,T, € R.

Csak olyan xq, ..., z,-ekre vizsgédléodunk, melyekre 0 < z; <y <--- < x, <t. Az hogy

€ (0,t) annak a kovetkezménye, hogy a mintank (0,¢)-n egyenletes eloszlasra van. A
novekvs sorrend pedig annak, hogy ha példaul z; > o, akkor X < XJ < xy < x; miatt
X7 <xy, igy

P(X] <21, X5 <x9,....,X) <x,) =P(X5 <xg,..., X < x,).

Ezért amikor az egyiittes strtségfiiggvényt hatarozzuk meg derivalassal, az =, valtozo
szerint konstans fiiggvényt kell derivalni, igy az ilyen helyeken a stiriiségfiiggvény nulla.
Tehat 0 <z <y < --- <o, <t esetén

P(Xf<x1,X§<x2,...,X,*L<xn—/ /—dyl...dyn

y17 “Yn E(Ot
yz<$u7f 1,...,n

1

yh -yn)€(0,6)"
Y1<<Yn, Yi <z, 1=1,...,m
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ugyanis P(X} < 21, X5 < x9,..., X} < x,) az Xip,...,X, minta egy fiiggvényének
varhato értékeként irhato fel, és az Xy,..., X,, minta egyiittes stirtségfiiggvénye:
L ha 5 €(0,t), i=1,...,n,

tn
fX1,...,Xn(y17 o 7yn) =
0 egyébként,
az utolso lépésben pedig az integrandus vy, ..., y,-ben vald szimmetridjat, illetve azt hasz-
naltuk fel, hogy egy permutéaci6é méatrix determinansanak abszolutértéke 1-el egyenld.
Ezért

Zoha 0<a <7< <y <,

le*,...,X;; (T1,...,Tn) =
0 egyébként.
Osszefoglalva, minden ne€ N és 0<t; <ty <> <t esetén
P(Xf<t1,X§<t2,...,X;<tn): / / 1dx; ..
xlgtl,z 1,...,n
(3.3.8) 0<z1 < <Tn <t
| t1 to tn
13 0 x1 Tpn_1
Ez utobbi pedig megegyezik (3.3.7) jobboldalaval. O

3.3.16. Megjegyzés. Specidlisan, ha az n = 1 valasztassal éliink a|3.3.15.| Tételben, akkor
t>06és0 <t <tesetén

1 [ t
P(Tlgtl‘]\/'tzl):—/ldxlz—l
t Jo t
Hasonléan, han =2,¢t >0 ¢és 0 < t; <ty < t, akkor

P(T1<t17t1<TQ<t2|Nt:2)
:P(Tl <t17T2<t2|Nt:2)—P(T tl,Tg t1|Nt—2>

2 t1 to 2 t1 t1
t 0 T t x1

2 t1 t1

2
) (ty — x1)day — t_2 (t1 — 1) dxy

0
2 t2 2 t2 2
t2 (tQtl 2) _t_2 (t%—é) = t_2t1(t2_tl)

Az el6z6 valoszintiséget direkt modon is kiszamoljuk:
P(Tl t]_, t]_ < TQ t2 | Nt — 2) P(Ntl - 1, NtQ - 2 | Nt - 2)
o P<Nt1 - 1, NtQ - 2, Nt - 2)

P(Ny = 2)
P(Ny, =1,N,, — Ny =1, N, — Ny, =0)
B P(N, = 2)
P(N, =1)P(Ny, — Ny, = 1)P(V, — Ny, =0)
P(N, = 2)
)\tle—ktl/\@ )e—/\(tg—tl)e—)\(t—tg)
Qo2

2|

2
= IE . tl(tQ — tl).

89



Barczy Matyéas Sztochasztikus modellek

O

Az aldbbiakban azt vizsgaljuk meg, hogyan jon be a Poisson-folyamatnél a binomiélis
eloszlas. A [3.3.12. Allitdsban (Poisson folyamat ritkitasa) is bejott mar binomialis eloszlas.

3.3.17. Allitas. Legyen {N;:t >0} egy A >0 paraméterd Poisson-folyamat. Ekkor
minden 0 < u <t és n € N esetén N, feltételes eloszlisa a Ny = n  feltételre
vonatkozéan mn-edrendd, wu/t paraméterd binomidlis eloszlds. Azaz minden 0 < u < t,
neNé ke{0,1,...,n} esetén

o s = (1) () (-3)" - () 25

Bizonyitas. A Poisson-folyamat tulajdonsagai alapjan

P(N, =k ,N;=n) P(N,=k Ny—N,=n—k)

P(N,=k|N;=n) =

P(N, = n) B P(N, =n)
P(N, = k)P(N, — N, =n — k)
B P(N; = n)
NLE w —u))—k _u
- (/\k!) oA (A(fn_?)! o A(t—u) o/ b (E — )t

n!

O

3.3.18. Példa. (A megfigyel6 paradoxona) Tegyiik fel, hogy egy megélléban a buszok
érkezései kozott egymastol fliggetlen és azonos eloszlasi S id6 telik el, mi pedig egy véletlen
id6pontban ériink ki a megalloba. Varhatéan mennyit kell virnunk a kovetkezs buszra?

Tegyiik fel el6szor, hogy S exponencialis eloszlast kovet.

1. vélasz: A buszok érkezése kozotti id6 atlagosan E(S), igy ha egy véletlenszert idd-
pontban érkeziink, akkor atlagosan E(S)/2 id6t kell varnunk.

2. valasz: A buszok érkezése kozotti S id6 exponencialis eloszlasi, igy rendelkezik az
orokifju tulajdonsaggal. Emiatt fiiggetleniil attol, hogy mennyi id§ telt el az el6z6 busz
Ota, atlagosan E(S) id6t kell varnunk. Lathatjuk, hogy ez kiilonbozik az 1. valasztol, igy
mind a ketté nem lehet helyes. Tovabbgondolva ezt, az az id§, amely az el6z6 busztol
eltelik szintén atlagosan E(S), igy az el6z6 és a kovetkezd busz érkezése kozott atlagosan
2E(S) id6 telik el.

Az alabbiakbdl kideriil, hogy amennyiben S exponencilis eloszlast, akkor a 2. vilasz a
helyes, azaz hatralevs varakozasi id varhato értéke E(S). Az altalanos esetben, amikoris
S nem feltétlen exponencidlis eloszlasi, ez nem feltétleniil igaz.

Az altaldnos eset vizsgélatara attérve, tegyiik fel, hogy E(S?) < oo és E(S) > 0. Jelolje
az érkezd buszok kozott eltelt idsket Sy, Ss, ..., melyek fiiggetlen, azonos (S eloszlasaval
megegyezs) eloszlast valtozok, kozos E(S) varhato értékkel és D?(S) varianciaval, melyek
végesek.

Megmutathato, hogy a hatralévé varakozasi id6 varhato értéke

E(S) | D*(9)

E(héatralévs varakozasi id6) = 5 2E(S)’

ahol S az érkezések kozotti id6t jeloli.

Az alabbiakban egy heurisztikus gondolatmenetet mutatunk. Jeldlje Z azt a véletlen
id6pontot, amikor kiérek a megélloba. Legyen Z egyenletes eloszlast a [0,7),] intervallu-
mon, ahol 7;, az n-edik busz érkezési ideje, ahol n € N. Legyen N annak a busznak a
sorszaméat, amelyiket elérem:
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Sl SQ SN
—~ N — ———
T1 T2 T3 e TN_1 A TN e Tn t

Tegyiik fel, hogy S véges sok értéket felvevs diszkrét eloszlasu véletlen valtozo, eloszlasa
pi=P(S =ua;), i=1,...,k ahol k € N. A P(S=0) € (0,1) eset annak felel meg, hogy
pozitiv az esélye annak, hogy két busz egyszerre érkezik a megalloba. Ekkor

k

k

=1 =1

np;r;
) Tn )

mivel egyenletes eloszlas szerint érkeztiink a 7T,, hosszasagu [0, T,,] intervallumon beliil, és
a kedvezd halmaz hossziasaga np;z;, hiszen az x; hosszisagi intervallumok varhaté darab-
szama np; (ugyanis az n darab részintervallum mindegyike p; valoszintséggel x; hosszisagu
és 1 — p; valészintiséggel nem x; hosszlsagi, azaz az x; hosszlsagi részintervallumok da-
rabszama n-ed rendi és p; paraméteri binomiélis eloszlasi). Tehét

k k
E(S Tn%E Z——:—E oy = — E(5%).
A nagy szamok torvénye és E(S) > 0 miatt
n 1
= — ha n — oo P-m.b.,

n
T, Si+---+58, E(S)

és igy
E(Sy) = E(E(Sy | T)) = E (Tﬂ E<82>) K (Tﬁ) B(S?)
CE(S?)  (B(S))?+ DX(S) D2(5)
17 B ) R T R

ahol a negyedik 1épéshen szerepld kozelités valoban heurisztikus. Tehat a véletlenszeriien
valasztott idGintervallum varhatéan hosszabb, mint az altaldnos varhat6 id6koz. A varhato
varakozasi id6, ezen mennyiség fele:

B(Sy) _ E(S) , DX(S) _ E(S)

2 2 2E(S) 2

Osszefogalva: az a heurisztikus gondolat, hogy a hatralévs id6 varhatoan az érkezési
idokoz fele akkor és csak akkor igaz, ha a buszok determinisztikusan jarnak, azaz S de-
terminisztikus, hiszen D?(S) = 0 akkor és csak akkor, ha P(S = E(S)) = 1. Amint van
valamennyi véletlen a rendszerben, a varakozasi idénk szigorian tobb lesz ennél. Abban az
esetben, amikor Poisson-folyamat szerint érkeznek a buszok, azaz amikoris S exponenciélis
eloszlasu valamilyen \ > 0 paraméterrel, akkor a hatralévs varakozési idénk varhato értéke

mely pontosan megegyezik a buszok kozotti érkezési id6kdz varhato értékével. Ez természe-
tesen nem meglepd, ha az exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsagara gondolunk (lasd
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a korabbi 2. valaszt). Az altalanos esetben (amikor is S nem feltétleniil exponencialis el-
oszlasi) a hatralevd id6 varhato értéke akkor és csak akkor egyezik meg a buszok kozotti
érkezési id6 varhato értékével, ha

E(S) D*S)

> TR ES),

azaz E(5) = %2((5)), mely azzal ekvivalens, hogy D?(S) = (E(S))?, azaz E(S?) = 2(E(S))?.
O
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4. Folytonos idejii Markov-lancok

4.1. Atmenetvalésziniiségi fiiggvények, Kolmogorov-féle differenci-
alegyenletek

A folytonos ideji Markov-lancok nagyjabol hasonloan kezelhet&ek, mint a diszkrét idejiek.
A legnagyobb kiilénbség, hogy elméletileg barmilyen kicsiny id§ alatt torténhet allapotval-
tozas, nincs egy kitiintetett legkisebb id6, mint a diszkrét esetben a lépés.

4.1.1. Definicié. Fgy {X; : t € [0,00)} folytonos ideji, egészértéki sztochasztikus
folyamatot folytonos idejd Markov—ldncnak neveziink, ha tetszdleges 0 < t1 < ty <

< t, < t, n €N, uddpontokra és olyan i1,19,...,1,,] € Z egészekre, melyekre
P(X:, =in, ..., Xy, =11) >0, teljesiil a

P(Xy =j|Xs, =tn,..., Xy, =01) = P(Xy = | Xy, = i)

eqyenldséy.

A kés6bbi technikai bonyodalmak elkeriilése kedvéért tettiik fel, hogy X;, t > 0, egész-
értékd valoszintiségi valtozok. Jelolje I azon ¢ egész szamok halmazat, melyekhez létezik
olyan t € [0,00), hogy P(X;=1) > 0. Ezt az [ halmazt nevezziik allapottérnek.

4.1.2. Definicié. Egy {X;:t € [0,00)} Markov-ldncot homogénnek nevezzik, ha tetszd-
leges t >0 és 1,5 €1 esetén

P(Xop =7 Xs=1)
értéke s—tdl nem fiigg, pontosabban
P(Xope =j| X, =1) =P(Xpe = j| X, =)
minden olyan s,r > 0 esetén, melyekre P(X, =1i) > 0 és P(X, =1i) > 0.

A tovabbiakban csak homogén Markov—lancokkal foglalkozunk!
Tetsz6leges 4,j € I esetén, a p; ;(t) :=P(X; =j|Xo=1), t >0, fiiggvényt atmenet-
valoszintiségi fliggvénynek nevezziik. Nyilvan,

1 ha i=j,
Pis(0) =0 = {0 ha i+ j

A q = (¢i)ier sorvektor, ahol ¢; :== P(Xog =), @ € I, egy diszkrét valoszintiségelosz-
las, melyet a lanc kezdeti eloszlasanak neveziink. Az X, t > 0, valoszintiségi valtozok
eloszlasait a lanc abszolut valoszintiségeinek nevezziik, jelolés: ¢;(t) := P(X; =1), i € 1.

4.1.3. Definicié. Legyen I' egy nemiires, megszimldlhato halmaz, és M := {(b;;)ijer :
bi; € Ryi,j e I'}. Egy f :[0,00) = M (mdtriz értékt) figguényt sztochasztikus
mdtrizfigguénynek nevezink, ha f(t) sztochasztikus mdtriz minden t € [0,00)-ra, és
f(s+1t)= f(s)f(t) érvényes minden s,t € [0,00) esetén (azaz teljesil az exponencidlis
Cauchy-figguényegyenlet).

A P(t) = pij(t), er »  €[0,00), matrix értékid fiiggvényt a lanc atmeneti matrix-
fliggvényének nevezziik.
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4.1.4. Példa. Legyen (N;);>o egy Poisson-folyamat A > 0 intenzitassal. Ekkor (Ny)io
egy folytonos ideji homogén Markov-lanc, melynek fazistere I = 7Z,, kezdeti eloszlasa
= (1,0,0,...) és atmeneti matrixfiiggvénye P(t) = (p;;(t))ijez,, t = 0, ahol

A7 Xt . .
e ™, haj>u, o
it (G- 1,] € L, t>0.
alt) = {0 ha j < i, "

Val6ban, a 3 3.10.| Allitasban mar lattuk, hogy (Ny)i=0 egy folytonos idejti homogén Markov-
lanc. Tovabba, szintén a [3.3.10] Allitas alapjan kapjuk, hogy tetszéleges j > 4, 4, € Zy,
és t > 0 esetén

e s ey O,
pij(t) =P(Ngpy = j|Ns =) = — e M=) — JT oA
]( ) ( +t | ) (] — 2)! (] _ Z)!

ahol s > 0 tetszGleges. a

4.1.5. Allitas. Egy {X, : t € [0,00)} folytonos idejii (homogén) Markov-ldinc TP(t),

t € [0,00), dtmeneti mdtrizfiggvénye sztochasztikus mdtrizfiggvény, igy érvényes a
P(s+t) = P(s)P(t) = P(t)P(s), s,t >0,

osszefiiggés, melyet ugy is irhatunk, hogy

(4.1.1) pij(s+1t)= szk S) pk;(t i,jel, s,te0,00),
kel

azaz teljesiilnek az in. Chapman—Kolmogorov egyenletek.
Bizonyitas. Valoban, minden ¢ > 0 esetén a P(¢) matrix minden eleme nemnegativ,

hiszen feltételes valoszintiségekrsl van szo, illetve a teljes valoszintiség tétele alapjan minden
1 € I esetén

D piit) =D P(Xy=j|Xo=1)= <U{Xt—j}|X0 >:P(Q|X0:z'):1.

Jel Jel JeI

Tovabbé, a teljes valoszintiség tétele, a Markov—tulajdonsag és a homogenitas alapjan

pij(s+1) =P(Xeps =j | Xo=1) = ZPXH-S—]? s =k|Xo=1)
kel

=Y P(Xips =j| Xy =k, Xo = i) P(X, = k| Xp = i)
kel

=Y P(Xipy = j| Xo = k) P(X, = k| Xo = i)
kel

:ZEE:Z%J(t)P()Q;::k|)G)__Z }::pk] pzk }Z:pzk pk]
kel kel kel

O

Jelolje q(t) : = (qi(t));e;, t = 0, az abszolit valoszintiségekbdl 4llo sorvektort. Ekkor
q(t) = qP(t), t > 0, ahol q := q(0) a lanc kezdeti eloszlasat tartalmazo sorvektor.
Valéban, 1 € I és t > 0 esetén

G(t) =P(X,=i) =) P(X,=i,Xg=j) =Y P(X; =i|Xo=j)P(Xo = j)

JjeI Jjel
= i) =D apia(t) = (aP(t)):.
jel jel

Kovetkezésképpen, tetszéleges ¢ > 0 esetén X, eloszlasa qP(t).

94



Barczy Matyéas Sztochasztikus modellek

4.1.6. Allitas. (T6bblépéses multiplikacios formula) Legyen {X; : t > 0} egy folyto-
nos idejd Markov-ldnc q kezdeti eloszldssal és (P(t))i=o dtmeneti mdtriz figgvénnyel. Ekkor
tetszileges k € N, 0 <t <ty < --- <t} tdépontok és 1g,11,...,1x € I dllapotok esetén

P(th = Zk7 th,1 — ik_17 e ,th = ?/17X0 e ZO)
= GioDioyir (11)Diria (b2 — 1) -+ Diy_y i (b — o).

A diszkrét paraméterd esethez hasonldéan bizonyithatd az egzisztenciatétel:

4.1.7. Tétel. (Markov—lancok egzisztenciatétele) Legyen adott egy P(t), t > 0, szto-
chasztikus mdatrizfigguény és eqy q diszkrét eloszlds I-n, ahol I egy részhalmaza Z-nek.
Ekkor létezik olyan folytonos ideji homogén Markov-Ildinc, melynek I a fdzistere, q a
kezdeti eloszldsa és P(t), t > 0, az dtmeneti mdtrizfiggvénye.

Altalaban véve folytonos idejii Markov-lancok atmenetfiiggvényének meghatarozasa ne-
héz feladat lehet. Igy a dinamika lefrasara mas megkozelitést alkalmazunk. Az alabbi
megjegyzés motivalja, hogy miként jon el6 természetes médon az dtmeneti matrixfiiggvény
0 pontbeli viselkedésének a vizsgalata.

4.1.8. Megjegyzés. Tetszbleges t > 0 esetén, a Chapman—Kolmogorov—egyenletek alap-
jan kapjuk, hogy

ro=r(3+(-1) (3 (-2
SORONES

n

lgy .
t
P(t) = lim P (-) ,  t=0,

n—00 n

és tekintettel arra, hogy tetszéleges ¢ > 0 esetén ¢t/n — 0, amint n — oo, lathato, hogy a
P(t), t > 0, Atmeneti matrixfiiggvény 0 pont koriili viselkedése fontos szerepet jatsszik. O

Esszert feltételezni, hogy a lanc egy—egy allapotban eltolt valamennyi id6t, vagyis révid
id6 alatt kis valoszintiséggel kdvetkezik be allapotvaltozas, melyet precizen a kovetkezd
definici6ban fogalmazunk meg.

4.1.9. Definicié. Egy {X;:t € [0,00)} Markov-ldncot standardnak nevezink, ha tetszo-
leges 1,7 € I dllapotokra

1 ha i=j
1. Zt — ’ == ZO,
im pi.;(t) {o ha iz PO

azaz az dtmenetvaldsziniségr fiigguény folytonos a 0 pontban.

Ha (NV;)i>o egy Poisson-folyamat A > 0 intenzitéssal, akkor (N;);>¢ standard (a
Példaban szerepld atmenetvalosziniiségi fiiggvények alakjabol adodoan).
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4.1.10. Megjegyzés. Mélyebb analizisbeli eszkézokkel bebizonyithato, hogy egy standard
Markov-lanc atmenetvaloszintségi fiiggvényei folytonosak, s6t egyenletesen is folytonosak,
és tetszbleges 4,j € I allapotokra két eset lehetséges: vagy p;;(t) > 0 minden ¢ > O-ra,
vagy pedig p;;(t) =0 minden ¢ > O-ra. Ebb6l azt mar kénnyt latni, hogy az abszolit
valoszintiségek is folytonosak, felhasznélva a ¢;(t) = >_c; ¢ipji(t), t > 0, elGallitést és
a dominalt konvergencia tételt. A dominalt konvergencia tételt valoban lehet alkalmazni,
ugyanis [q;p;i(t)] < gqj, 20, s 3¢5 =1 <o0. 0

A standarditas fogalmat vilagitja meg a kovetkezo allitas, atfogalmazva azt sztochasz-
tika nyelvezetre (tisztan analizis nyelvezet helyett).

4.1.11. Allitas. Egy {X, :t € [0,00)} Markov-ldinc akkor és csak akkor standard, ha
sztochasztikusan jobbrol folytonos, azaz ha tetszéleges t > 0 esetén X, tart sztochaszti-
kusan Xi-hez, amint s | t, azaz limg P(|Xs — X¢| =€) =0 teljesiil barmilyen ¢ > 0
esetén.

Bizonyitas. (i). Tegyiik fel elGszor, hogy a lanc sztochasztikusan jobbrol folytonos.
TetszGleges rogzitett i € I allapothoz létezik olyan ¢ > 0 (I definicioja miatt),
melyre ¢;(t) = P(X; = i) > 0. A lanc sztochasztikus jobbrél folytonossaga miatt
limg; P(| Xs — Xi| > %) = 0. Mivel X, csak egész értékeket vehet fel, igy minden
s > t-re,

P(IX, = Xi| > 3) =P(X, # X,) = ZP(XS # X | Xy = j) P(Xe = J)
jer
=3 (1= PO = 11X = ) as(8) = D0 (1= pigls = 1) (1)
jeI jel
> qi(t) (1 —pis(s — 1)) = 0.
Igy, felhasznalva, hogy ¢;(t) > 0, a rendér tétel alapjan kapjuk, hogy lim,; p;;(s—t) = 1,

azaz limy o p;i(h) = 1. Ha j #14, agy pii(h)+pi;(h) < 1,h >0, ésigy p; j(h) < 1—p;i(h),
h > 0, amibdl kévetkezik, hogy

limsupp; ;(h) < limsup(l — p;;(h)) = lim(1 — p;;(h)) = 0,
R0 h10 10

ahol a jobb oldalon szerepl6 limsup,, , kiszdmitasanal felhasznéltuk, hogy mér belattuk,
hogy limy, o p;i(h) = 1 Az el6z6ekbdl adodik, hogy limy o p; j(h) =0, ha i # j.
(ii). Megforditva, tegyiik fel, hogy a lanc standard. Az (i) részben levezettiik, hogy

P(Xo# X)) =Y (1—pii(s — 1) g;(1)

jel
= qit) =D pi(s—t)g(t) =1=> pi(s —t)gt), V¥ s>t
jel jel jel

Igy a dominalt konvergencia tétel és a standarditas alapjan
im P( ‘) ; im (pii(s —t)ai(t)) ; ¢i(t)

Valoban, a dominalt konvergencia tételt lehet alkalmazni, ugyanis |p; (s —t)q:(t)| < ¢:(t),
s>t és ) .., q(t) =1<oo. Felhasznalva, hogy tetsz6leges ¢ > 0 esetén P(|X,—X,| >
‘E) < P(Xs # Xt)a kapjuk, hOgy

lim P(1X, = X,| > &) < lim P(X, # X,) =1~ lim P(X, = X,) =0,
st slt st
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azaz a lanc sztochasztikusan jobbrol folytonos. a
A tovabbiakban csak standard Markov—lancokat targyalunk. Ekkor belathat6, hogy az

atmenetvaloszintiségi fiiggvények még differencidlhatoak is, és kielégitenek bizonyos diffe-

rencidlegyenleteket. ElGszor is bizonyitas nélkiil kozoljiik a kovetkezs tételt.

4.1.12. Tétel. Legyen {X;:t € [0,00)} egy standard Markov-ldnc. Ekkor

(1) tetszdleges i € I esetén létezik a

iill) — Dii . Pialt) —1
2(0) i P =23 (0) ()
' t10 t t40 t

€ [—o0, 0]

jobboldali derivalt, amely —oo s lehet;

(ii) tetszdleges i # j, i,j € I, esetén létezik és véges a
Pij(t)

/ e Pig(t) = pig(0)
pi,j<0) = lgfgl ; = 1&61 — € [0, 0)

jobboldali derwvalt.

4.1.13. Definicio6. Az A := (aij)ijer, @ij = p;;(0) mdtrivot a ldnc infinitézimdlis
mdtrizdnak (vagy generdtor mdtrizdnak) nevezzik. Vezessik be tovdbbd i € I esetén az
a; = —a;; € [0,00] jeldlést.

Az alabbi megjegyzésben az a;; mennyiségek valosziniségszamitési (szemléletes) je-
lentésével foglalkozunk.

4.1.14. Megjegyzés. Az a;; definicié alapjan i # j esetén p; ;(h) = a;;h + o(h), ha
h — 0, ahol o(h) olyan mennyiséget jelol, melyre limy,_,oo0(h)/h = 0. Vagyis kicsi
At esetén p; ;(At) ~ a;;At, azaz révid At idGintervallum esetén az i-bdél j-be
valo dtmenet valoszintisége At-vel ardnyos, és a;; az ardnyossagi tényezs. Ezt ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy a;; az b6l j-be torténd atmenet intenzitdsa, ha ¢ # j.
Méasrészt véges a;; esetén p;;(h) =14 a;;h+o(h) =1—ah+o(h), ha h — 0, igy
1 —pii(At) ~ a;At, azaz r6vid At id&intervallum esetén annak a valoszintisége, hogy a
lanc i—bdl indulva At id6 mulva mar nem az ¢ allapotban lesz, At—vel aranyos, és a; az
aranyossagi tényez6. Vagyis a, = —a;; az ¢ allapot elhagyasanak intenzitasa, amennyiben
a; véges. Ha a; = oo, azinterpretalhato agy, hogy az ¢ allapot elhagyasanak az intezitasa
+o00, azaz az i allapotot azonnal” elhagyja a lanc (ez lesz késGbb a pillanatnyi allapot, lasd
a Definiciot). A fentieket (részben) tgy is dsszefoglalhatjuk, hogy ha {X; : ¢t > 0}
egy standard Markov-lanc A = (a; ;)i jer generdtormatrixszal, akkor tetszéleges i,5 € I
esetén

pij(A) =P(Xa =j|Xo=1i) = dij + ai ;A +0(A), amint A | 0.

Valéban, a fentiek alapjan
Pij(A) — bi

@ij = IAHfé A

és igy
Pij(A) =0;; + a; ;A +o(A), amint A ] 0.

Az infinitézimalis matrix alapvetd tulajdonsagairol szol az alabbi allitas.
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4.1.15. Allitas. Legyen {X;:t € [0,00)} egy standard Markov-ldnc.
(i) Tetszdleges i € I esetén —oo < a;; <0, azaz 0 < a; < oc.
(it) Tetszoleges i # j, i,j € 1, esetén 0 < a;; < oo.

(iii) Tetszdleges i € I esetén Zje[\{i} a;; < —a;; = a;. Haa; € [0,00) (azaz a;; €
(—00,0]), akkor > . ;a;; < 0.
Bizonyitas. Az (i) és (ii) a definicio kozvetlen kovetkezménye.
(iii). Legyeni € I régzitett. Tetszc’ileges t > 0 esetén

jel

1— pm Z pl,j - Zje[pi,j(t) 1-1

pr— t pr— t :0.
Jen{i}
lgy
ig(t) 1 —pii(t
(4.1.2) Zp’ft()_ ZZ’”, t>0.
Je{i}

A (mértékelméleti) Fatou-lemma alapjan

Z a;j = Z l p” 1nf Z pl’]

jen\{i} Jen\{i } jen\{i}
Ezért (4.1.2)) alapjan
. pi(t) . 1 —pi(t)
E a;; < limin E " im in a; =a

0 0 t ’
jeN(i) e "

U

A 2| abran a p;;(t), t > 0, dtmenetvaloszintsegi fiiggvények lathatoak. Az &dbran egy

olyan eset van feltiintetve, hogy p;; monoton csokkend fiiggvény révid [0, h] intervallumon

(mely a p; ;(h) = 1—a;h kozelitésre gondolva "hihets”), az i # j esetben pedig p; ; monoton

névekvs fiiggvény rovid [0, h] intervallumon (mely a p; ;(h) =~ a;;h kozelitésre gondolva
"hihetd”).

4.1.16. Definicié. Egy {X; : t € [0,00)} Markov-lincot konzervativnak neveziink, ha
tetszdleges i € I dllapotra a;; > —oo és Zjd a;; =0 (azaz a; < oo és Zje[\{i} a;; =
CLZ').

A konzervativitas azt jelenti szavakban, hogy tetszéleges allapot elhagyasanak az intezi-

tasa véges és ez az intenzitias megegyezik az 6sszes tobbi, téle kiilonbozd allapotba térténd
atmenetek intenzitasainak az Gsszegével (nincs az allapottérbdl vald “kiugras”).

4.1.17. Megjegyzés. Példaul, ha véges az [ allapottér és tetszbleges ¢ € I allapotra
a;; > —oo, akkor a lanc konzervativ. Valoban, felhasznalva, hogy a véges Osszegzés és a
hatarérték képzés miivelete felcserélhets, kapjuk, hogy

ZaiJ — h pm( ) +1 pm(t)

jel jen\{i} 4ot o !
~ lim > ) =tim2=0, el
1o t pi;(t ot ’
jel
Ha j <1, akkor p; ;(t) = 0 tetszbleges t > 0 esetén, és igy a; ; = 0. O

98



Barczy Matyéas Sztochasztikus modellek

o, L/{E)
1 J

o Ty

]
=

CamScannerrel szkennelve

2. dbra. A p; ;(t), t > 0, &tmenetvaloszintségi fiiggvények.

4.1.18. Példa. Legyen (N;);>o egy Poisson folyamat A > 0 intenzitassal. Ekkor

=, ha j =1,
;5 = )\, haj:Z+1, Z,j€Z+
0, egyébként,

Val6ban, a Tétel alapjan, tetszéleges s > 0 esetén kapjuk, hogy

lim pia(t) — 1 i P(Niys =i| Ny =1) — 1

Fii = tlw t tl0 t
P(N;,=0)—1 1— Xt t)—1
i P =0 =L o) =1 _
t10 t t10 t
és hasonléan
P(N;, =1 At t
aiH_lzllmM:hm +O( ) :/\,
’ t10 t tl0 t
P2 o) o -
aiyj—lgirgf_ltlirgT—O, jg>i+1, i,j€Z,.
A fentiek alapjan (IV;);>o egy konzervativ Markov-lanc. O

A kovetkezSkben mutatunk egy heurisztikus gondolatmenetet a Kolmogorov-féle dif-
ferencidlegyenletek szarmaztatasara. A P(s +t) = P(s)P(¢) Chapman—Kolmogorov—
egyenletet s szerint formalisan derivalva, P'(s+t) = P'(s) P(¢) adodik, majd s | 0 esetén
kapjuk a P'(t) = AP(t) differencidlegyenletet (mely valojaban egy differencidlegyenlet-
rendszer a (p;;(t))e=0, 4, € I, atmenetvaloszintségi fiiggvényekre, a A generatorméat-
rixot ismertnek feltételezve). Hasonloéan, ¢ szerint formalisan derivalva, adodik, hogy
P'(s+t)=P(s)P'(t), majd t] 0 esetén kapjuk a P'(s) = P(s) A differencidlegyenletet.
Ezt az intuitiv gondolatot teszi precizzé a kovetkezd tétel.
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4.1.19. Tétel. (i) Ha a ldnc konzervativ, akkor tetszéleges t > 0 pontban a p; ;(t)
dtmenetvalosziniségi fiigguények differencidlhatoak és eleget tesznek a

(4.1.3) Pig(t) =Y aiwpy(),  t>0, ijel,
kel

Kolmogorov—féle elsé (vagy "backward") differencidlegyenlet-rendszernek, azaz

d
—P(t) = AP(¢), t>0.
il (t)
(ii) Ha aj; > —oo minden j € I-re és rogzitett j € I esetén a limuopi%(t) = a;;

konvergencia i-ben egyenletes (i # j), akkor tetszdleges t > 0 pontban a p;;(t)
datmenetvalosziniségi figgvények differencidlhatoak és eleget tesznek a

(4.1.4) o) =Y pisBar;,  t>0, ijel,
kel

Kolmogorov-féle mdsodik (vagy "forward") differencidlegyenlet-rendszernek, azaz

d

—P(t)=Pt)A t > 0.

CEB(1) = F(1)A,

Bizonyitas. (i). Ha a lanc konzervativ, akkor barmely rogzitett ¢ € I allapot esetén
—00 < a;; <0 és Zjel a;; =0, ahol a;; >0, j # i-re. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a
(4.1.3) jobb oldalan allo sor abszolut konvergens, hiszen

Z | kpr,;(1)] < Z |ai k| = |ai| + Z Qi = —Qi; + Z Qi = —2a;; < 00

kel kel kel\{i} kel\{i}
tetszéleges t > 0 esetén. Tovabba, 0 < Zje]\{i} a;,; = —a;; < 00, ¢és ezért tetszbleges

e > 0-hoz létezik olyan J C I\ {i} véges részhalmaz (nyilvan ekkor i ¢ J, illetve J
fiigg e-t0l, de ezt a fliggést nem jeloljiik), melyre

(4.1.5) Yo an<e
ke(I\{iH)\J
A Chapman-Kolmogorov—egyenlet alapjan tetszéleges t,h > 0-ra

pij(t+h) =pii(h)pi;(t) + Z pik(M)pr (1),

kel\{i}
amibdl
Di, '(t + h) — Di, (t) pz‘,i(h) —1 ngk(h)
(4.1.6) J . D = 5 pi(t) + Z A Prj(t)-
kel\{si}
Itt
ii(h) — 1
Jim P = 0 = o

igy latjuk, hogy a p;; fiiggvény t-beli differencialhatosaga és a (4.1.3) formula kivetkezik,
ha belatjuk, hogy

i S 0 = 3 (i 28 0) = S )

kel\{si} kel\{:} kel\{:}
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ahol az els6 egyenlGség bizonyitasa, a limesz és a szumma felcserélése igényel bizonyitast.
Nem ezt a gondolatmenetet fejezziik be, hanem felhasznalva (4.1.6)-t, direktben vizsgéaljuk

M nak a vart (h — 0 esetén vett) hatarértékétsl valo eltérését.
Felhasznalva (4.1.6)-t:

t h
Pl 1=l §7 g,
kel

silh) = 1 i th
_ (% —am) pii(t) + Z (ka() _ai’k) Pes(f)
kel\{i}
+> ey s,
ke(I\{i})\J h ' |

ik (h
pik(h) ~

h ’

keJ

Felhasznalva (4.1.5)-t, a negyedik tag kisebb mint e, és ez igaz az elsé és mésodik tagra
is, ha h elegendGen kicsi, hiszen J véges halmaz. Megmutatjuk, hogy a harmadik tag is
tetszélegesen kicsivé tehetd, amint h — 0. Felhasznalva, hogy (p;;(h))ijer sztochasztikus
matrix, kapjuk, hogy

L=pig(h)+ > pixh)+ > pix(h), i€l h>0,

pii(h) —1

< A — Qi

keJ ke(I\{i})\J
és igy
3 h % h 7,2 7 .
Z p,l;l(): Z P,l;l(): P Pk iel h> 0.
ke(I\J)\{i} ke(I\N{i})\J keJ

ahol a jobboldal hatarértéke h | 0 esetén —a;; — ZkGJ a;, hiszen J véges. Mivel a
lanc konzervativ, >, ;a;; =0, ¢sigy (4.1.5) alapjan

—Q; — E Qi = E A < E.

keJ ke(I\{iP)\J
Ezeért
i k(R
lim sup Z pk—() < e, Ve >N0.
MO\ ke(\ )\ (i}
Igy

5,5 (t h i
lim p,J( +Nn)—pi j Zalkka =0,

hl0
v kel

amibdl kovetkezik (i).

(ii). Legyen j € I rogzitett allapot. A feltétel szerint tetszéleges & > 0-hoz létezik
olyan § >0, hogy 0 < h < esetén barmely k # j, k € I-re ‘p’”T(h) —ay;| <e. Ebbdl

az is kovetkezik, hogy a (4.1.4) jobb oldalan 4ll6 sor abszolut konvergens, hiszen

Pr,;i(h
Z|pi,k(t)ak,j| < —aj; + Z pik(t)ag; < —ajj+ Z ( i >+€)

kel ken\{5} kel\{j}
1
=—aj;t5 > pinOpei )+ > pislt)
kel\{j} kel\{j}

1
—pi7j(t+h)+€<00, t>0,

S ity
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ahol az utolso el6tti 1épésben a Chapman-Kolmogorov egyenleteket hasznaltuk.

pj,i(h)—1

Nyilvan ¢ (esetleges) csokkentésével elérhetd, hogy még — —a;;| < ¢ is teljesiil,

hiszen limyo pj’j(:)_l = p};(0) = a;;. Az (i) rész bizonyitasdhoz hasonléan kapjuk, hogy

tetszéleges i,j € I esetén

pij(t+h) =pij(Opis(h)+ > pik(t)prs(h),

kel\{j}
amibdl
pij(t+h)—pi;i(t) pjjh)—1 Di.j(h
D =pis®) _pis) =1, s~
h h , h
kel\{j}
Igy
i (t+h) —pis(t
p,]( })l p,J() _Zpi,k(t)ak,j
kel
pij(h) —1 Pr,j(h)
= |pi;(t) (“T —ai; |+ Y pislt) JT — ay;
kel\{j}
< pig(t)e + Z pik(t)e =e¢,
keI\{5}
amib6l ¢ — 0 hataratmenettel kapjuk az allitast. O

4.1.20. Megjegyzés. A bizonyitas alapjan ,megsejthetjiik" a backward és forward elne-
vezések magyarazatat. A
Pij(t +h) — pi;(t)
h
Osszefiiggésben p; ;(t+ h)-nak a Kolmogorov-Chapman egyenletek felhasznalasaval torténd
felbontasakor a forward egyenlet esetén a "nagy t id6" utédn valtoztatok egy kicsit, h-t,
mig a backward egyenlet esetén a "nagy t id§" el6tt valtoztatok egy kicsit, h-t. a

A Kolmogorov—féle differencidlegyenlet—rendszer kezdeti feltételei a standarditas kovet-
keztében p;;(0) = 6;;, 4,j € I. Felmerill a kérdés, hogy a Kolmogorov—féle diffe-
rencidlegyenlet-rendszernek mikor létezik megoldasa, és az mikor egyértelmid? Méasképpen
feltéve a kérdést: ha megadunk egy olyan A matrixot, mely rendelkezik egy konzerva-
tiv Markov—lanc infinitézimalis matrixanak tulajdonsagaival, akkor létezik—e egyértelmiien
olyan Markov—lanc, melynek A az infinitézimalis matrixa? Az elébbiekben egyértelmiisé-
gen azt értjiik, hogy az atmeneti matrix fiiggvény egyértelmiien van meghatarozva. Véges
allapottér esetén a valasz egyszeri, lasd a Allitast. A bizonyitasban sziikségiink
lesz az alabbi lemmara.

4.1.21. Lemma. Legyenek B és C (nxn)-es mdtrizok, hogy BC = CB, ahol n € N.
FEkkor eBTC = eBeC = eCeB, ahol
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Vegyiik észre, hogy eB értelmezésével nincs gond, mert a fenti sor abszolit konvergens,
hiszen
o
B
B L
k= k=0

[ B||

lzll -

ahol ||B|| := supgerm (0}
Bizonyitas. Mivel BC = CB, a binomialis tétel alapjan

k

(B+C) :Z()BZC’“ ke N.

1=

Igy felhasznalva azt is, hogy egy abszolut konvergens sor tetszélegesen atrendezhetd a
konvergencia és az 0sszeg megvaltozasa nélkiil, kapjuk, hogy

B+C X L (k\BiCkH & B’C’“ i B
Loy () Ty -y B
k=0 k=0 =0 /=0 j=0 J

B¢ CJ
:;727:&360,

oB+C _

Mg

g

ahol az utolso el6tti elGtti 1épésben azt is felhasznaltuk, hogy

{(z’,k—z’):szZ+, ie{(),l,...,k:}}:{(é,j):€,j€Z+}.

O

4.1.22. Allitas. Legyen I C 7 eqy véges részhalmaz, és A € RV egy konzervativ infi-
nitézimdlis mdtriz. Ekkor a Kolmogorov-féle differencidlegyenleteknek a P(0) = (8;,)i er
kezdeti feltétel esetén létezik egyértelmi megolddsa, és ez a

ot
= —A t>0
| I =
k:ok'

sztochasztikus mdtrizfigguény. Igy teljesilnek a Chapman-Kolmogorov egyenletek is, és a
Kolmogorov-féle backward- és forward differencidlegyenletek megolddsai ugyanazok.

Bizonyitas. A megadott P(¢), ¢ > 0, matrixfliggvény kielégiti a Kolmogorov— egyenleteket

v st

szerepld sor abszolat konvergens:

IO Sl U o
B k! - = (k-1)!
k=1
tf
=A> EAE = AP(t), t>0,
=0

és hasonloan adodik, hogy P'(t) = P(t)A, t > 0. Igy teljesiil a Kolmogorov-féle elss, ill.
méasodik differencidlegyenlet-rendszer is, hiszen mint lattuk ezek irhatok P'(t) = AP(t),
t >0, illetve P'(t) =P(t)A, t > 0, alakban is. A megoldas egyértelmii, hiszen egy kezdeti
feltétellel adott (véges dimenzios) linearis differencidlegyenletrdl van szo6.
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Megmutatjuk, hogy P(¢), ¢ > 0, sztochasztikus matrixfiiggvény. Legyen a :=
minesa;; € (—00,0], hiszen az I Aallapottér véges és A konzervativ; legyen tovab-
b4 minden t > 0-ra Q(t) := e P(t) = /=D, Mivel B:= A — al nemnegativ elemt
(ha i #j, gy a;; >0), igy Q(t) =eB, illetve P(t) =e™Q(t) is nemnegativ elemd.
Ezért P(f) elemei nemnegativak.

Jelolje most 1 azt az oszlopvektort, mely csupa 1-esbél all, 0 pedig azt, amely csupa
0-bol all. Ekkor a lanc konzervativitasa miatt Al = 0, igy indukcioval AF¥1 =0, k > 1,
amib6l (P(t) definicioja alapjan)

1_2 A’fl— A°1_11_1 t >0,

azaz a P(t) sorosszegei 1-gyel egyenlGek barmely ¢ > O-ra.
Felhasznalva a [4.1.21.] Lemmat, teljesiil a Chapman—Kolmogorov—egyenlet is: P(s +
t) = eGTHA = eshetA = P(5)P(t), s,t > 0. O

4.1.23. Példa. Tekintsiink egy olyan folytonos idejii Markov-lancot, melynek generator-
matrixa
A A ,
A= , ahol A > 0 és u > 0.
oo
Ekkor belathato, hogy tetszéleges ¢ > 0 esetén

A Ot A A (M)
P(t) _ <A+u + )\-i-ue >\+,u )\+ue

ha A+ p >0
A+p)t )t |7 )
ﬁ_ﬁe i) A—HL + Ai,ue ( H))

és

]P’(t)z(é ?), ha A+ p=0, azaz A= pu=0.

O

AAllités bizonyitasbol lathato, hogy ha A nem véges, konzervativ infinitezimélis
métrix és az inf,era;; > —oo feltétel is teljesiil, akkor a Allitasban definialt mat-
rixfiiggvény sztochasztikus, és megoldasa a Kolmogorov—egyenleteknek. De ha ez a feltétel
nem teljesiil, akkor a Kolmogorov—egyenletek megoldésa lehet nem sztochasztikus, csak
szubsztochasztikus matrixfiiggvény, azaz a sordsszegek nem feltétleniil 1—gyel egyenlGek,
hanem csak 1-nél kisebb vagy egyenléek. Ezt tigy lehet valoszintiségszamitasi szempontbol
értelmezni, hogy a lanc pozitiv valosziniséggel "kiugorhat" az allapottérbsl. Altalanossag-
ban elmondhatd, hogy a forward (el6rehaladé) Kolmogorov-féle egyenleteknek nem mindig
létezik megoldasuk, de ha van akkor az egyértelmiien az atmenetvalészintségi fiiggvény.
A backward (visszafelé halad6) Kolmogorov-féle egyenleteknek mindig van megoldésuk, az
Atmenetvaloszintségi fliggvény is koztiik van, de nem feltétleniil egyértelmd.

4.1.24. Példa. Legyen (V;);>o egy Poisson-folyamat A\ > 0 intezitassal. A Tétel
bizonyitasaban pontosan az elérehaladé Kolmogorov-féle egyenletet kellett megoldani, mely
esetben az egyértelmiien megoldhato. Valoban, a |4.1.18.| Példa alapjan

=, ha j =1,
Q5 = )\, haj:Z—l-L i,j€Z+.
0, egyébként,
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Ezért tetszlleges 1 € Z, esetén
(4.1.7) Pio(t) = pio(t) (=) = =Apio(t), t>0,
és tetszoleges i € Z, és 7 € N esetén
Pi; () = pij() (=) + pij (A = =Api(t) + Apija(t),  t>0,

ahol a kezdeti feltételek p; ;(0) = d;, 1,7 € Zy. A (4.1.7) szeparabilis differencidlegyenlet
a pio(t) = 0;0 kezdeti feltétellel kozvetleniil megoldhato:

e™ hai=0
io(t) = ’ t>0.
pio(t) {o hai € N,

A tovabbi differencidlegyenleteket pedig rekurzivan megoldva adédik, hogy

O LRY N

———e . haj >1, o

pij(t) = q U7 T WjeZy,  t20
() {O ha 7 <1, "

Példaul, 7 = 1 esetén

Pia(t) = =Apii(t) 4+ Apio(t), t>0, i € ZLy.

Igy

(4.1.8) Por(t) = =Apor(t) +Xe™, >0,  py.(0) =0,
és

(4.1.9) Pt = =Apia(t),  t>0, Ge€N,  p(0) =6

A (4.1.8)) egy inhomogeén linearis DE, ahol a megfelel6 homogén linearis DE 4ltalanos meg-
oldasa po1(t) = Ce ™, t > 0, ahol C € R tetsz6leges. Az inhomogén DE egy partikularis
megoldasét keressiik C(t)e ™, ¢ > 0, alakban:

C' e+ C(t)e™(=\) = =AC(t)e ™ + e,  t>0,

melybél adodik, hogy C'(t)e ™ = Xe ™, t > 0, ésigy C'(t) = A\, t > 0. Ezért az inhomogén
DE egy partikularis megoldasa Ate=*, t > 0. Igy az inhomogén DE altalanos megoldésa:

poa(t) = Ce™™ 4 Me ™™, >0,

Mivel pg1(0) = 0, kapjuk, hogy C' = 0, és igy po1(t) = Me ™, ¢ > 0.

A DE megoldasa p; 1(t) = Ce™ t > 0, ahol C' € R tetszéleges. Mivel p; 1(0) =
1, kapjuk, hogy C =1, és gy p11(t) = e, t > 0. Mivel p;;(0) =0, i > 2, kapjuk, hogy
C=0,¢ésigy pir(t)=0,t>0,i>2.

A visszafelé haladé Kolmogorov-féle egyenletekrsl pedig megmutathato, hogy végtelen
sok megoldasuk van. a
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4.2. Allapotvaltozasok dinamikaja

Az intuicionk alapjan gy képzeljiik el egy folytonos idejd Markov—lanc mozgasat, hogy
elGszor véletlen hosszusagi idGtartamot eltolt a kezdeti ¢ allapotban, majd véletlenszerten,
valamely af, valoszintiséggel atugrik egy masik j allapotba, ott is eltolt egy véletlen
hosszlisagu idGtartamot, ami utan atugrik valahova, stb. Ennek a fejezetnek az a célja,
hogy meghatarozzuk az egyes allapotokban valo tartézkodasi id6k eloszlasat, és az a;
valészintiségeket. Az elsG feladat megoldasdhoz meg kell hatarozni a

P(X,=i,s<u<s+t|X;=1)
valészintiségeket. Azonban a

fweQ: X,=i,s<u<s+t}= ﬂ {lweQ: X, =1}

s<u<s+t

halmaz nem feltétleniil esemény, hiszen valoszintiségi valtozoknak megszamlalhatonal na-
gyobb szamossagu halmazatol fiigg, pontosabban a nem megszamlalhato sok {X, = i},
s < u < s+t, események metszete. Igy valojadban nincs is jogunk e halmazra esemény-

cs s

athidalni.

4.2.1. Definicid. Legyen {n; : t > 0} egy valds értéki sztochasztikus folyamat egy (92, A, P)
valdszindségi mezén. Azt mondjuk, hogy {n, : t > 0} szeparabilis, ha létezik a [0, 00)
paramétertartomdnynak eqy olyan megszamldlhato D  részhalmaza és eqy olyan N € A
0-valdszintiségd esemény, hogy tetszdleges A C R zdrt halmazra és barmely G C [0, 00)
nyilt intervallumra

(4.2.1) {we:peA teGNDI\{we:pe A teGNJ0,00)} C N.

A D halmazt szepardbilitdsi halmaznak hivijuk. Nyilvan, ha D* C [0,00) megszdmldlhatd
és D C D*, akkor {m;:t >0} D*-gal is szepardbilis. Valoban,

{lwe:mpeA teGND I \{we:neA teGN[0,00)}
C{lweQ:neA teGNDI\{weQ:peA teGNJ0,0)} C N.

Kovetkezésképpen feltehetjik, hogy a D  szepardbilitasi halmaz mindenditt siri [0, 00)-ben.
Egy valos értékd {n, :t > 0} sztochasztikus folyamatot teljesen szeparabilisnak hivunk,
ha a [0,00) paramétertartomdnynak barmely mindendtt sirid, megszdmldlhato részhalmaza
szepardbilitdsi halmaz.

Egy sztochasztikus folyamat szeparabilitdsa heurisztikusan azt jelenti, hogy egy olyan
sztochasztikus folyamatrol van szo6, mely trajektoridinak a viselkedését lényegében megha-
tarozza egy megszamlalhato halmazon vett viselkedése.

4.2.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a baloldalan all6 kiilonbség-halmaz nem
feltétleniil esemény. Ha azonban az (£, .4,P) valoszintiségi mezdrdl feltessziik, hogy
teljes, azaz minden 0-valoszintiségii eseménynek barmely részhalmaza esemény (és igy 0-
valosziniiségii), akkor a rajta értelmezett {n, : ¢t > 0} szeparabilis folyamatra az

{lweQ:mpeA te GNJ0,00)}
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tipusi halmazok is események. Valoban, felhasznalva, hogy H; C H, esetén H; =
Hy \ (HQ \ Hl)a kaPJUkJ hOgy

{lweQ:npeA te GNJ0,00)}
={weQ:neA teGND}
\({weQ:meA, teGNDI\{weQ:n €A, teGﬂ[O,oo)}).
Itt {weQ:n €A teGND} mindig esemény (akkor is, ha az alapul vett valoszintiségi
mez6 nem teljes), hiszen G N D megszamlalhato. Tovabba, a teljesség és szeparabilitas

miatt

{fweQ:mpeA teGNDI\{weQ:neA teGNI0,00)}

is esemény. B
Az is végiggondolhato, hogy {we Q:m € A, t € GN[0,00)} is esemény. O

A Definici6 és a Megjegyzés megfogalmazhato, illetve érvényben marad
tetsz6leges {n, : t € T'} sztochasztikus folyamat esetén is, ahol 7' C R egy intervallum.

A szeparabilitasi kovetelmény kirovasa a sztochasztikus folyamatokra nem jelent erds
korlatozast. Ezt vildgitja meg a kovetkez6 eredmény.

4.2.3. Tétel. Legyen {X; :t > 0} egy folytonos ideji Markov-linc. Tegyik fel, hogy
minden t >0 esetén a P(t) dtmenetvaldsziniségi mdtriz elemei mind pozitivak. Ekkor a
lanenak akkor és csak akkor létezik teljesen szepardbilis modifikdcidja, ha a ldnc standard.

4.2.4. Tétel. Legyen {X, : t > 0} egy standard, teljesen szepardbilis folytonos ideji
Markov-ldnc valamely (S, A,P) teljes valdsziniségi mezén. FEkkor tetszdleges 1 € 1,
$s20, t>0 esetén {we: X,(w)=i,s<u<s+t}e A és

P(X,=i,s<u<s+t|X,=1)=e % ="
ahol a; = oo esetén e %t :=0, ha t>0.
Bizonyitas. Mivel (X;);0 teljesen szeparabilis, a

D:={s4+mt2™" :n=>1,me{l,2,...,2" —1}}

halmaz szeparabilitdsi halmaz az (X,)ue(s,s+4) Sztochasztikus folyamat szdméra. (A D
definiciojaban az m = 0, illetve m = 2" azért nem szerepel, mert az (s,s + t) nyilt
paraméterhalmazt tekintjiik most.) Igy létezik egy olyan nulla valészintiségli N esemény,
hogy barmely {i} C I zart halmazra fennall, hogy

{w: Xy(w)=i,ue (s,s+t)N D} \{w : Xy(w)=1i,u€ (s,s+1t)} CN.

Ez a kiilonbséghalmaz az (€, A, P) teljessége miatt esemény, és nulla valosziniiségi, igy
a Megjegyzést is hasznalva, {w : X, (w) =1, s<u<s+t} €A, és

PXy=i,s<u<s+t|Xs=i)=P(X,=1i,ue (s,s+t)ND|Xs; =1).
(Mivel D megszamlalhato, {X, =1, u € (s,s +¢) N D} € A mindig teljesiil.) Ekkor

{w: Xy(w)=1i,ue(s,s+t)ND}

= ﬂ{w Xy(w)=t,u=s5+mi27", 1 <m<2" -1} = ﬂAn,
n=1 n=1
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és Any1 C A, n €N, hiszen

{s+mt2™ :n>1,me{l,2,...,2" —1}}
C{s4+mt2=" :n>1 me{1,2,..., 2" — 11}, n € N.

Igy a valoszintiség folytonossaga alapjan

P(X, =4, ue(s,s+t)ND| X, =1)
= lim P(A4, | X;=14) = lim P(X, =d,u=s+mt27", 1 <m << 2" - 1| X, =1).
n—o0 n—oo
Lathatjuk, hogy annak, hogy D-nek az (s, s+1t)-be es6 diadikus szamokat valasztottuk ott
volt jelent&sége, hogy A,.1 C A,, n € N, és igy hasznalhattuk a val6sziniiség folytonossa-
gat. Igy a Markov-tulajdonsag és a multiplikacios formula Allitas) alapjan,

on—1
P(X,=i,uc(s,s+t)ND| X, =i) = lim H P(Xosmiz—n =i | Xer(m_1yr2-n = 1)
n—oo
on_ 1 on
t t
o (8] b ()]
n—r00 ' 2n n—o00 ’ on
ahol felhasznaltuk, hogy a lanc standarditdsa miatt lim, . pi; (2%) Dii = 1. Is-
mert, hogy limj;_ . (1+%)M =e% ha limy ,ezy = ¢ € [—00,00]. Az Ty =

M (p;i(t/M) —1), M € N, valasztassal kapjuk, hogy

i.i(E/ M) — pii(0
pia(t/M) p’”:tp/..(o):mii:—mi,

0,0

lim xp =t lim

M—o0 M—o0 %

és igy
1. t M . 1 1 4 M(pw(t/M) — 1) M  _ta,
Mgnoo ot M a Mgnoo M = '

Felhasznalva, hogy (2"),en egy részsorozata (M )yen-nek, kapjuk, hogy
271/
: t —ta;
o e ()] =

4.2.5. Kovetkezmény. A Tétel feltételei mellett az is teljesil, hogy tetszdleges
s>0 ést >0 esetén

O

P(X,=14,s<u<s+t|X,=1)=e %"= el
Bizonyitas. A valosziniiség folytonossdga miatt

PXyu=14s<u<s+t|Xs=0)=1lmP(X,=¢s—1/n<u<s+t+1/n|X;=1)

n—oo

2
— lim e~u(t+3) = g-ait,
n—oo

Legyen s > 0, és jelolje 7; az s id6pont utan az ¢ &allapotban eltoltott id6t:

inf{t >0 : X, (w) #1¢}, halétezik ¢t > 0, melyre X, ,(w) # 1,
00, ha X, ;(w) = ¢ minden ¢ > 0O-ra,

(4.2.2) 7i(w) = {
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ahol w € Q. Megjegyezziik, hogy diszkrét id6ben 7; mast jeldlt (lasd a [2.1.12] Definiciot).
A Markov-tulajdonsag miatt 7;-nek a {X; = ¢} feltételre vonatkozo feltételes eloszlasa
nem fiigg s-t6l (ezért nem szerepeltettiik s-et a 7; jeldlésben). Tovébba, ha a; € (0, 00),
akkor 7; ezen feltételes eloszlasa a Tétel szerint a; paraméterti exponencialis
eloszlas, hiszen

4.2.3
( ) =1-PXy=i,s<u<s+t|X,=i)=1—e%,

minden ¢ >0 esetén. A (4.2.3)) formula akkor is érvényes, ha a; = co vagy a; =0. Ha
a; =00, ugy P(rm, <t|X;=i)=1-0=1,V t>0, ésigy

P(r;, =0| X, =1i) =limP(r; <t| X, =) =1lim1 =1,
£10 £0
vagyis a lanc 0 id6t tolt az ¢ allapotban. Ez 6sszhangban van azzal, hogy a; = oo

interpretalhato tgy, hogy az ¢ allapot elhagyasdnak az intenzitasa —+oc.
Ha a; =0, gy P(ri<t|X,=i)=1—-1=0,V t>0, ésigy

P(Tz:OO|Xs:Z):l#mP(Tz>t’Xs:Z):l}rm1:17
tToo tToo

azaz 1—bdl indulva a lanc mar végleg az i—ben ragad. Ez 6sszhangban van azzal, hogy
a; = 0 interpretalhato agy, hogy az ¢ &allapot elhagyasanak az intenzitédsa 0.
Ezért az a; értéke alapjan a kovetkezé elnevezéseket vezetjiik be.

4.2.6. Definicié. (i) Az i dllapotot pillanatnyi dllapotnak nevezzik, ha a;; = —oo,
azaz a; = oo.

(ii) Az i dllapotot reguldris dllapotnak nevezzik, ha —oo < a;; <0, azaz 0<a; <
00.

(1)) Az i dllapotot elnyeld dllapotnak nevezzik, ha a;; =0, azaz a; =0.

4.2.7. Megjegyzés. (i) A pillanatnyi allapotoktol gyakorlati szempontbol nyilvan el lehet
tekinteni.
(ii) Ha 7 regularis allapot, akkor az exponencidlis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga sze-
rint
Pi<t+u|m>2t, Xs=1)=P(n <u|X;=1)
tetsz6leges s,t > 0 és u > 0-ra. Valoban, a feltételes valoszintiség definicidja alapjan,
felhasznélva (4.2.3))-t is,

P(r, <t+u,n >t Xs=1)
P(r, > t, Xy =1)
Pt<n<t+ulXs=1)P(X;=1)
P(r; 2 t| Xy = i) P(X, = i)

Pn<t+u|Xs=1i)—P(n <t|X,=1)
- P(ri > t| X, =)

1 —eailthu) _ (] —gmat)  _gailthu) | gait

o—ail o—ail

=1—-e %" =P(n <u|X;=1).

Pl <t+u|m >t Xs=1) =
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Igy hidba tudjuk, hogy a lanc mar bizonyos t id6t eltoltétt az ¢ allapotban, az i-beli
tartozkodasi id§ hatralevs részének eloszlasa még mindig ugyanolyan paraméteri expo-
nencialis eloszlas, vagyis nem szamithatunk arra, hogy most mar példaul hajlamosabb
lenne elhagyni az ¢ Aallapotot, mint t idGvel azel6tt! Ez persze Gsszecseng a Markov—
tulajdonsaggal, azaz, hogy a folyamat elfelejti a multjat. a

Ratériink a fejezet elején megfogalmazott masodik feladat megoldasara, azaz a
a; ; =P(X, =j, i <u <7 +a valamely a > 0-val| X, = i), i £, i,j €1,
valoszintiségek vizsgalatara.

4.2.8. Tétel. Legyen {X;:t > 0} egy standard, konzervativ, teljesen szepardbilis foly-
tonos ideji Markov-ldnc valamely (2, A, P) teljes valdszintségi mezén. Ekkor annak a
valdszinisége, hogy valamely i  requldris dllapot utdn a tdle kilénbézé j # i dllapot
kévetkezik:

* @i,

2,7 a;

(Mivel i reguldris, a; € (0,00), igy aj; joldefinidlt.)

Tekintsiink egy konzervativ lancot és vezessik be az A* := (a];)ijer métrixot, ahol
elnyel6 ¢ &llapot esetén af; :=d;;, ésregularis ¢ &llapot esetén

: =L ha i # g,
Q; ; = t . .
7 0 ha i=j.

Mivel egy konzervativ lancnak nincsenek pillanatnyi allapotai, A* definicioja teljes (azaz
aj ;-ot nem kell definialnunk, ha 4 pillanatnyi allapot).

4.2.9. Allitas. Az A* madtric eqy sztochasztikus mdtriz.

. s 1 P , . o

Bizonyitas. Az elemek nemnegativak és elnyel§ ¢ allapot esetén » jer @l = > ier0ij =
* Qig Qi . ,

jer ij = zjez\{i} e E = 1, hiszen a lanc

konzervativitdsa miatt > ;cp iy @iy = —ai O

1, illetve regularis ¢ allapot esetén

Ha a lanc nem konzervativ, akkor tetszéleges ¢ regularis allapot esetén

- —Qii — ; i Qi g ic1 Qi g
Y B S L

- ) . a; a;
jel jel\{i} t ’ v

ugyanis a [4.1.15. Allitas szerint Zjel a;; < 0, illetve, felhasznalva, hogy —a;; € (0, 00),
adodik, hogy

_Zjel Qi,j

o <1l = - Zam S =—a;,; < Z aij 20,

JEI JEN{i}
ami pedig teljesiil, mert a;; >0, j € I'\ {i}. Az a}, mennyiség ugy értelmezhets, mint
annak a valészintisége, hogy a lanc a regularis ¢ &llapot utan kiugrik az allapottérbdl,
hiszen Zje[\{i} “;—] annak a valészintisége, hogy az ¢ allapot utan valamely téle
kiilonbozé allapot kovetkezik. Konzervativ lancnal o, = 0.
A koévetkez6 megjegyzésben az allapotvaltozasok dinamikajat szemléltetjiik konzervativ
Markov-lancok esetén az tin. egy-, illetve tobboéras leirassal.
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4.2.10. Megjegyzés. Konzervativ Markov—lanc esetén tehat a lanc a kovetkez6 modon
mozog az allapottéren: el6szor a kezdeti ¢ reguléris allapotban tolt el a; paraméterii
exponencialis eloszlasa idGtartamot, majd a; ; valoszintséggel atugrik egy masik j alla-
potba, ott is eltolt a; paraméter exponenciélis eloszlast idétartamot, ami utan atugrik
valahova, stb. A Markov-tulajdonsag alapjan bebizonyithato, hogy az egyes allapotokban
eltoltott (exponencialis eloszlasi) idGtartamok (teljesen) fiiggetlenek! (Intuitive: a folya-
mat "elfelejti a multjat".) Ez az tn. egyoras leiras, miszerint a Markov-lanc egy adott
i regularis allapotbol indulva elindit egy Exp(—a;;) eloszlast id6t mér6 idémérs orat.
Amikor ez megcsorren, akkor pedig a;; valoszindséggel atugrik egy j =# ¢ allapotba.
Véges és konzervativ Markov-lanc esetén a t6bboras leiras szerint a Markov-lanc egy
adott ¢ regularis allapotban tartozkodva minden mas j 4allapothoz rendelve elindit
egy-egy Exp(a;;) eloszlast n;; id6t mérs id6mérs orat. Amikor ezek koziil az els6 meg-
csorren, akkor atugrik oda, ahol csorrent az 6ra. A két leirds az exponencidlis eloszlas
tulajdonsagai miatt ekvivalens, hiszen a[3.1.9] Tétel szerint adott ¢ regularis allapot esetén
a j # i allapothoz tartoz6 Exp(a; ;) eloszlast id6k min;,{n;;} minimuménak eloszlasa
Exp(z#i am) eloszlast, ahol a konzervitas miatt zj# a;; = —a;;, igy az i allapotban
Exp(—a;,;) eloszlast id6t tartozkodik a Markov-lanc. Tovabbé, szintén a[3.1.9] Tétel szerint

: @i, jo @i, o Qi jo * . .
P (Uz',jo = mm{m,j}) = = = = Gy jo» Jo # 1,
J#i Z#i Q; j —Qi a;
azaz az 1 allapot utan a; ; valoszintiséggel a jo allapot kovetkezik. a

Megjegyezziik, hogy még konzervativ A infinitézimalis matrix esetén is elGfordulhat,
hogy ha a Megjegyzéshen vazolt (egyoras) allapotviltozasi mechanizmussal konstru-
alunk egy folyamatot, akkor az Gsszes allapotban eltoltott dsszes tartdézkodasi idGk Gsszege
véges, azaz a lanc "kiszalad" az allapottérbsl. (Erre fogunk példat latni a tiszta sziiletési
folyamatoknal.) Egyébként ekkor a Kolmogorov—egyenletek megoldéasa szubsztochasztikus
matrix.

4.2.11. Definici6. Legyen (X;)i=0 egy standard, konzervativ, teljesen szepardbilis folyto-
nos ideji Markov-lanc valamely teljes valdsziniségi mezdn I dllapottérrel. Teqyiik fel, hogy
I minden dllapota requldris dllapot. Legyen Ty := 0, és definidljuk rekurzivan az dllapot-
vdltozdsok iddépontjait:
Ty :=inf{t > 0: X; # Xy},

€s

Toe1 :=inf{t > 7T, : X; # X, }, n € N.
Tetszdleges n € 7 esetén legyen Y, = Xp. . Ekkor az Y = {Y,,n € Z,} diszkrét idejd
sztochasztikus folyamatot az (Xy)iso folytonos ideji Markov-lanc bedgyazott folyamatdnak
nevezziik.

4.2.12. Allitas. Legyen (X,)i=0 egy standard, konzervativ, teljesen szepardbilis folytonos
1dejit Markov-lanc valamely teljes valdsziniségi mezdn, I dllapottérrel, q kezdeti eloszldssal
és A infinitezimadlis mdtrisszal. Tegyik fel, hogy I minden dllapota requldris dllapot. Ekkor
az Y = {Y,,n € Z,} bedgyazott folyamat eqy diszkrét idejii Markov-lainc I fdzistérrel, q
kezdeti eloszldssal és R = (15 ;) je1 dtmenetmdtrisszal, ahol

a; h . # .

o a 17

Tigi=ap; = % o azaz R = A"
’ 0, ha 1 =7,

Az (Yo)nez, diszkrét idejd Markov-ldncot az (Xy)i=0 folytonos ideji Markov-ldnchoz tartozo
bedgyazott Markov-lancnak nevezzik.
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4.2.13. Példa. Legyen (N;);>o egy Poisson folyamat A > 0 intenzitassal. A [4.1.18|Példa
alapjan

=, ha j =1,
Q5 = )\, haj:Z—l-L i,j€Z+.
0, egyébként,

gy az (Ny);so-hez tartozé diszkrét idejii beagyazott Markov-lanc fazistere Z,, kezdeti

eloszlasa a 0-ba koncentralodé Dirac-eloszlas, atmeneti matrixa pedig R = (75)ijez,
ahol

1, ha j=i+1, .

ij = { 1,) € Z+.

0, egyébként,

1, ha j=1+4+1, .
a;; = ,J . 1,] € Ly
’ 0, egyébként,

O

4.2.14. Példa. Tekintsiink egy ATM-et, ami egy bank el6terében van, ahol egyszerre leg-
feljebb csak ketten férnek el. Az emberek )\ intenzitasa Poisson-folyamat szerint érkeznek,
¢és minden ember egymasol fiiggetlentil Exp(u) id6 alatt végez az ATM-nél, ahol A > 0 és
p > 0. Az automatahoz egyszerre csak egy ember fér oda (és maximum két ember varakoz-
hat az elGtérben), és ha éppen akkor érkezik egy ember, amikor ketten allnak az elGtérben,
akkor 6 tovabbmegy masik ATM-et keresni. Modellezziik a rendszert konzervativ folytonos
ideji Markov-lanccal, és hatarozzuk meg az intenzitasokat.

Legyen X; := az el6térben 1évé emberek szama a t > 0 id6pontban. Ekkor (X;);>o
folytonos idejii Markov-lanc I := {0,1,2} fazistérrel. Mivel a feladat szovege alapjan a
0 id6pontban valé 7y tartozkodési id6 eloszlasa Exp(N), igy ago = —A\ és igy ap1 = A
Tovabbé, 1o ~ Exp(p), igy ase = —u és igy as1 = p. Az eddigiek alapjan, figyelembe véve
a Markov-lanc konzervativitasat, kapjuk, hogy

A A0
A=| 7?2 72 =2
0 pu —p

Legyen & ~ Exp(\) és n ~ Exp(u) fiiggetlen véletlen valtozok. Felhasznalva a
Megjegyzés (ii) részét is (exponencidlis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga), az 1 allapotban
valo 7 tartozkodasi idS eloszlasa megegyezik min(&,n) eloszlasaval. Igy a Tétel
szerint

71 ~ Exp(A + p),

amibdl kovetkezik, hogy ay1 = —(\ + u). Tovabba, szintén a Tétel szerint

1% , A
Pn<é¢)= —— és Pé<n) =——
(n<§) p (€ <mn) p
és igy aio = i, és a2 = \. Ezért
—A A 0
A= p —(A+p) A
0 7 —H
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A [4.2.11.] Definiciobeli diszkrét ideji beagyazott Markov-lanc dtmenetmatrixa:

0 1 0
! A

R=|x7 0 %
0 1 0

O

Diszkrét ideji Markov-lancok esetében az atmenetgraf hasznos eszkoznek bizonyult
mind a Markov-lanc szemléltetése, mind a folyamat kiilonb6z6 tulajdonsagainak vizsgéala-
tanal. A folytonos idejii esetben ezt a szerepet az intenzitasdiagram jatssza.

4.2.15. Definici6. Legyen X = {X;,t > 0} egy folytonos ideji Markov-linc A generd-
tormdtrizszal. Ekkor X intenzitasdiagramjan azt a G irdnyitott, sulyozott grdfot értyik,
melyre

(i) Vo =1, azaz a csicsok halmaza a kapesolatos Markov-ldnc dllapottere,
(it) (i,7) € Eq akkor és csak akkor, ha a;; > 0,
(i) ca((1,7)) = aij, V(i,)) € Eq.

Jelolje 'Y az X folytonos idejii Markov-lanchoz tartozo diszkrét idejd beagyazott
Markov-lancot (lasd Allitas).

Ekkor az X folytonos idejii Markov-lanc intenzitasi diagramja és az Y diszkrét idejd
bedgyazott Markov-lanc dtmenetgrafja az élekre irt értékektsl eltekintve csak annyiban
kiilonbozik egymastol, hogy az intenzitasdiagram nem tartalmazza azokat a hurokéleket,
melyek az d&tmenetgrafon az elnyeld allapotokra vannak illesztve. Ez egyben azt is jelenti,
hogy a két grafon azonosak az erGsen Osszefiiggé komponensek, igy az X és Y Markov-lanc
kommunikacios osztalyai is azonosak.

4.3. Invarians eloszlas, ergodikussag

Ha egy folytonos paramétert (homogén) Markov-lancot csak bizonyos 0 < ¢ < t <

idépontokban tekintiink, akkor egy diszkrét paramétert (de nem feltétleniil homogén)
Markov-lancot kapunk. Ha a t; <ty < ... id6pontok szamtani sorozatot alkotnak, akkor
a kapott diszkrét paraméteri Markov—lanc is homogén. Az allapotok osztalyozasanal és az
allapotok kiilonb6z6 tulajdonsagainak vizsgalatanal ezek a diszkrét lancok fontos eszkozok.

4.3.1. Definicié. Legyen {X;:t € [0,00)} Markov-Ildnc, és h > 0. A ldnc h-lépéses
vdzdnak o (Xup)nez, diszkrét idejd Markov-ldncot nevezzik.

Vegyiik észre, hogy a h-lépéses vazndl az idépontok egy h-differenciaju, 0 kezdeti
értékd szamtani sorozat egymaést kovets tagjai. A h-lépéses vaz n—lépéses atmeneti
métrixa nyilvin (p;;(nh)), ;c;-
4.3.2. Definicié. A j dllapotot az i dllapotbdl elérhetének nevezzik (jelélésben i — j ),
ha valamely t > 0 esetén p; j(t) > 0. Az i és j dllapotokat koleséndsen elérhetéknek
nevezziik (jelélésben i< j ), ha i —j és j —i.

A« relacié ekvivalencia relacio, az allapotok osztalyozédsa ezen relacid, mint ek-
vivalencia relacié altal indukalt osztélyozast jelenti. Hasonléan a diszkrét idejii esethez,
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ha egy Markov-lancnak csak egy kommunikicios osztalya van, azaz minden allapot kom-
munikal minden allapottal, irreducibilisnek nevezziik. A lanc reducibilis, ha egynél t6bb
kommunikacios osztalya van.

A Megjegyzés alapjan (mivel standard lancrol van szo), ha i # j, tgy i — j
akkor és csak akkor, ha barmely ¢ > 0 esetén p;;(t) > 0. Ezért ha i # j, gy i —j
akkor és csak akkor, ha barmely h > 0 esetén a h-lépéses vazban ¢ — j. Emiatt a
bevezetett osztalyozas eredménye ugyanaz, mint tetszéleges h-lépéses vazbol kiindulva az
osztalyozas eredménye.

4.3.3. Allitas. A nem pillanatnyi dllapotok mind aperiodikusak tetszéleges h-lépéses vdz-
ban.

Bizonyitas. Elég azt ellenérizniink, hogy egy nem pillanatnyi ¢ allapot, azaz egy regularis,
ill. egy elnyels ¢ allapot esetén p;;(t) =0, V¢t >0 nem teljesiilhet. Ugyanis ez esetben
a Megjegyzés alapjan p;;(t) > 0, V¢ >0, ésigy tetszéleges h > 0 esetén az i
allapot a h-1épéses vazban aperiddikus lesz, hiszen ekkor p; ;(nh) > 0, n € N.

Ha ¢ elnyeld, gy a; =0 és igy a valoszintiség monotonitasa és a Tétel miatt
pm(t) = e %l = ]., t > 07 és igy pm(t) = 17 Vit>D0.

Ha ¢ regularis, igy a; € (0,00), és gy a valoszinliség monotonitésa és a Tétel
miatt p;;(t) > e % >0, Vit>0. O

A Allitas alapjan folytonos idejti standard Markov-lancoknal a periodikussag
fogalmat nem definidljuk (mely mogott valojaban a Megjegyzés all).

4.3.4. Megjegyzés. Az alabbiakban azt vizsgaljuk, hogy a "pillanatnyisiag", "regularis-
sag", ill. "elnyelGség" osztalytulajdonsagok-e. Az "elnyelGség" nyilvan osztalytulajdonsag,
minden elnyel6 allapot egyediil van egy osztalyban. A "pillanatnyisag", ill. "regularissag"
nem osztalytulajdonsidgok. Ezt egy példat adva mutatjuk meg. Legyen {X,;:t >0} az
alabbi Markov-lanc: fazistere {1,2,3}, ahol 1 és 2 regularis allapotok, 3 pedig pilla-
natnyi allapot, tovabba X, := 1, és tegyiik fel, hogy az dtmenetvaldszintiségi fliggvények
minden ¢ > 0 pontban pozitivak. Valahogy tgy kell elképzelni, hogy az 1 4allapotbol
indulva a Markov-lanc eltolt ott a;-paramétert exponencialis hosszu idGtartamot, majd
atugrik a 2-es vagy 3-as dllapotba. Ha a 3-as allapotba ugrik, ott "nulla id6t tolt el",
azaz azonnal ugrik is tovabb az 1-es vagy 2-es allapotba. Ha az 1-es allapotbdl a 2-es
allapotba ugrott, ugy ott eltélt as-paraméterti exponencialis hossz id6tartamot, majd
az l-es vagy 3-as allapotba ugrik. Igy ez a Markov-lanc irreducibilis, azaz {1,2,3} egy
osztaly, azonban 1 és 2 regularis, 3 pedig pillanatnyi allapot. O

4.3.5. Definicio. Az ¢ dllapotot visszatérdnek nevezziik, ha valamely h > 0 esetén a
h—-lépéses vdzban i wisszatérd (azaz a lanc i-bél indulva 1 valdszinidséggel végtelen sokszor
visszatér az i dllapotba valamely h-lépéses lancban lépkedve).

4.3.6. Tétel. A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(1) © wisszatérd dllapot, azaz (a diszkrét idejd Markov-lancokra vonatkozd visszatérdségi

kritérium alapjdn, ldsd Tétel) valamely h >0 esetén Y~ p;;(nh) = oo,

(i7) barmely h >0 esetén a h-lépéses vdzban i wvisszatérd, azaz barmely h > 0 esetén

ZZ‘;O pz‘,i(nh) = 00,
(iii) [ pii(t) dt = oo.
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Bizonyitas. Nyilvan (ii) = (i). Jelolje rogzitett h > 0 esetén d(h) := infoc,<p pii(r).
Végiggondoljuk, hogy d§(h) > 0. Tegyiik fel indirekt médon, hogy d6(h) = 0. Mivel a lanc
standard, a[4.1.10] Megjegyzés kovetkeztében a [0, 00) 3 ¢ +— p;;(t) atmenetvaloszintségi
fiiggvény folytonos, és igy (mivel kompakt halmazon folytonos fiiggvény felveszi infimumat)
létezik olyan ry € (0,h], hogy p;i(ro) =0 (hiszen p;,;(0) = 1, igy r valéban nem lehet
0). Ekkor, ujra a Megjegyzést hasznalva, p;;(r) = 0, r € (0,h]. Azonban
ekkor lim,op;;(r) = 0, ami ellentmondasban van azzal, hogy a lanc standard (mikoris
lim, o p;i(r) = 1).

A Chapman-Kolmogorov-egyenlet alapjan tetszéleges t € [nh, (n + 1)h] id6pontra

Pi,i(t) = pii(nh)pii(t — nh) = pii(nh)o(h),

igy
= I iilt) = i .

my(h) . L. (t) = pii(nh)é(h)

Mésrészt,
pii((n+1)h) = pii(t)pii((n + 1)k —t) = pii(t)d(h),
amibdl, felhasznélva, hogy d(h) > 0,
i 1)h
M, (h) := sup  pig(t) < ZM
nh<t<(n+1)h 5(h)

Ezeket a becsléseket felhasznéalva integralkozelits osszegekkel tetszéleges N > 1-re

N-1 N-1 Nh N-1 p Nl
- < < - < < -
ho(h) nzzopm(nh) <h HZ:O mn(h) < /O pea(t)dt < h nzzo M(h) < 57 nzzopm((n +1)h),

ahol felhasznaltuk, hogy a standardités miatt a [0,00) 3 ¢t — p;;(t) fiiggvény Riemann-
integralhat6 [0, Nh]-n (hiszen folytonos). Igy N — oo esetén kapjuk a
00 00 h 00
W3 < [ st < 53 i+ 10
becslést. (Mivel p;; > 0, a limy_,o fOthi,i(t) dt hatarérték létezik, legfeljebb +00.)

Ebbdl a diszkrét paramétert lancokra vonatkozo visszatéréségi kritériumot (2.4.5. Tétel)
felhasznalva kovetkezik (i) = (iii) és (iil) = (ii). O

4.3.7. Megjegyzés. Belathato az is, hogy egy ¢ allapot akkor és csak akkor visszatérd,
ha
P{w € Q: A(Si(w)) =00} | Xg=1) =1,

ahol S;(w) :={t €[0,00) : Xy(w) =i}, w € Q, és A\ jeloli a Lebesgue-mértéket R-en. O

Amiatt, hogy a (nem pillanatnyi) allapotok aperiodikusak tetszdleges h-lépéses vazban,
a diszkrét paraméterd lancoktol eltéréen mindig konvergensek a p; ;(t) atmenetvaloszint-
ségi fiiggvények, ha t — oo, ahogy azt az alabbi allitas mutatja.

A felesleges bonyodalmak elkeriilése végett a pillanatnyi allapotoktél a to-
vabbiakban eltekintiink.

4.3.8. Allitas. Legyen {X,:t € [0,00)} egy standard Markov-linc, melynek nincsenck
pillanatnyi dllapotai. Fkkor tetszéleges i,j (nem pillanatnyi) dllapotok esetén létezik a

i = lim pi(t)

hatarérték,.
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Bizonyitas. A Megjegyzés alapjan a [0,00) 3 t +— p; ;(t) fliggvény folytonos, st
egyenletesen is folytonos. Ezért barmely ¢ > 0 esetén létezik h > 0 gy, hogy |s—s'| < h,
s, >0, esetén |p;;(s) —pi;(s)] <¢e/3. A Allitas alapjan az  (Xon)nez, h-
lépéses vaz egy diszkrét idejii aperiodikus Markov-lanc. (A standarditas miatt tetszéleges
i €1 esetén p;;(t) >0, V¢ >0 (ugyanis limop;;(t) =1 miatt létezik olyan ¢ > 0,
hogy pii(t) > 0), illetve ¢ # j esetén p;;(t) =0, V¢ >0, vagy p;;(t) >0, V
t > 0.) A diszkrét idejii Markov-lancok elmélete alapjan (a Tétel (i) részét, és
egyéb, kordbban a diszkrét ideji Markov-lancoknal nem tanult eredményeket is hasznalva)
letezik a m; ;(h) = lim,_,o p; ;(nh) hatarérték, igy (mivel egy konvergens sorozat Cauchy-
sorozat is) létezik no € N 1gy, hogy n,n’ > ng esetén |p; ;j(nh) —p;;(n'h)| <e/3. A
két becslést felhasznélva azt kapjuk, hogy tetszéleges t,t' > ngh esetén

(4.3.1)
D3 (t) — pi(t)] < |pij(t) — pij(nh)| + |pij(nh) — pij(n'h)| + |pij(n'h) — pi;(t)] <e,

ahol n és n' olyan ng-nal nagyobb vagy egyenld (nemnegativ) egészek, hogy |t—nh| < h
és [’ —n'h| < h. llyen n és n' valoban valaszthato, hiszen |t —nh| < h akkor és csak
akkor teljesiil, ha

—h<t—nh<h <= %—1<n<%—|—1,

és £ > mg miatt y —1 > ng—1, igy n > ng — 1, amib6l adodik, hogy n > ny,

illetve, mivel a (¢/h — 1,¢£/h 4+ 1) intervallum hossza 2, biztosan tartalmaz egész szamot.
Felhasznalva azt, hogy a lim;_,o p; ;(t) := m;; hatarérték létezése az atviteli elv alapjan
azzal ekvivalens, hogy tetszéleges olyan nemnegativ szamokboél all6 (¢y),eny sorozat esetén,
melyre lim,_, t; = 0o, teljesiil, hogy limy . p; j(te) = 7, , illetve azt is, hogy egy R-beli
sorozat akkor csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat, kapjuk a bizonyitand6 allitast.
Valoban, ha (t;)eny olyan nemnegativ szamokbol allo sorozat, hogy limy .. t, = 0o és
e > 0, akkor létezik olyan ¢y € N, hogy t, > noh, ha ¢ > /¢y (itt ny és h a fentiek
alapjan létezik). Igy, ha 0,0 >, akkor alapjan |p; ;(te) — pi;(t;)| < e, azaz
(pi;(te))een Cauchy-sorozat. Ezért létezik a limy o p; ;(t,) hatarérték. Osszefoglalva, ha
limy_,oo tp = 00, akkor létezik a limy o p; ;(t,) hatarérték. Az, hogy lim, .t =00 és
limy_,o ty = 00 esetén limy_,o pij(te) = limy_ o0 i ; (t;) abbol kivetkezik, hogy a (t;)en
és (to)een sorozatok (t5)eny egyesitése is oo-hez konvergal és erre a sorozatra léteznie
kell a limy o p; ;(t;) hatarértéknek. O

A [4.3.11] Allitas utani részbdl kideriil majd, hogy a Allitasban bevezetett i
hatarérték nem fiigg i-t6l, igy hasznalhatnank a 7; jelolést is (mely Osszhangban van a

2.7.17| Tétel (i) részében levs allitassal).

4.3.9. Definicié. Az i (nem pillanatnyi) dllapotot pozitiv rekurrensnek (ergodi-
kusnak) nevezzik, ha m,; > 0. Az i (nem pillanatnyi) dllapotot null rekurrensnek
nevezzik, ha visszatérd és m;; = 0.

4.3.10. Allitas. Legyen {X,:t € [0,00)} egy standard Markov-ldnc.

(i) Egy i (nem pillanatnyi) dllapot akkor és csak akkor pozitiv rekurrens illetve null
rekurrens, ha barmely h > 0 esetén a h—lépéses vazban i pozitiv rekurrens illetve
null rekurrens.

(i1) Egy ergodikus dllapot mindig visszatérd.
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Bizonyitas. (i). Tegyiik fel, hogy az i (nem pillanatnyi) allapot pozitiv rekurrens
(a folytonos idejii Markov-lancban), és legyen h > 0. Ekkor a Allitas alapjan
limy oo pii(t) = m; > 0, és igy limy o pgzh) = m; > 0, illetve Zf;opl(-zh) = 00. Ezért
a Tétel (iii) része alapjan i pozitiv rekurrens a h-lépéses vazban.

Tegyiik most fel, hogy az i (nem pillanatnyi) allapot pozitiv rekurrens tetszdleges h
lépéses vazban. Ekkor a [2.4.5. Tétel alapjan limsup,,_, pgzh) > 0 tetsz6leges h > 0
esetén. Mivel a [4.3.8 ] Allitas szerint létezik a lim; ., p;;(t) = m;; hatarérték, az el5z6ekbol
kovetkezik, hogy m;; > 0, és igy az ¢ allapot pozitiv rekurrens. Az (i) részbeli allitdsnak
a null rekurrens allapotra vonatkozo részét hasonloan igazolhatjuk azzal kiegészitve, hogy
a Tételben mar lattuk, hogy i akkor és csak akkor visszatérd, ha tetszéleges h > 0
esetén visszatérs a h-lépéses vazban.

(ii). Legyen i € I egy ergodikus allapot. Ekkor a Allitas alapjan lim,_, o pii(t) =
mii >0, ésigy fooo pii(t)dt = 0o, ezért, a Tétel alapjan, 7 visszatérd. a

Tegyiik fel, hogy Xy = ¢ és tekintsiik az ¢ allapotba torténd elsé visszatérési idépontot:

() inf{t e R : t > 7(w) és Xy(w) =4} haIt€R:t> 7(w), hogy Xi(w) =1,

Ri\W) ‘=
o0 egyébként,

ahol w € Q és 7;(w)-t mar korabban definialtuk (lasd (4.2.2))), a 0 id6pont utan az i

allapotban eltoltott id6t jeloli:

() inf{t >0 : X;(w) # ¢}, ha létezik t > 0, melyre X;(w) # ¢,
7i(w) :=
00, ha X;(w) = ¢ minden ¢ > O-ra.

Az m;,; = E(k; | Xo = 1) varhato értéket az ¢ allapot atlagos visszatérési idejének
nevezziik. Vegylik észre, hogy folytonos id6ben az ¢ &llapotba torténd elsé visszatérési
id6 mast jelol, mint diszkrét id6ben. Folytonos id6ben k; definiciojaAban benne van az is
a diszkrét idGvel ellentétben, hogy az i allapothol elgszor ki kell 1épnie a Markov-lancnak
és csak utana visszalépnie ¢ -be. Diszkrét idGben T; = T, definicidjaban (lasd,
Definici6) az i allapotbol valo kilépést nem koveteltiik meg (ha példaul Xy = X; = 1,
akkor T; = 1, noha a Markov-lanc nem hagyta el az i allapotot).

Az dtmenetvaloszintségi fiiggvények Laplace—transzformaltjainak segitségével lehet be-
bizonyitani a kdvetkez6 allitast is:

4.3.11. Allitas. (i) Ha C wvisszatérd osztdly, akkor tetszdleges (nem pillanatnyi) i,j €

C allapotokra
1

a;m; ;

A pg () =
(ii) Legyenek i és j nem pillanatnyi dllapotok. Ha j mnem visszalérd, akkor
tliglopi’j (t) =0.

A hatarérték az (i) részben latszolag kiilonbozik attol, mint amit a diszkrét esettel
val6o analdgia alapjan varunk (#—t varhatunk). Az eltérés tényleg csak latszolagos: az
el6z6ekben méar megjegyeztiik, hogy folytonos id6ben m; ; mast jelol, mint diszkrét id6ben.
Mivel a; a j é&llapot elhagydsanak intenzitésa, heurisztikusan érthet6 a dolog. Latjuk
azt is, hogy a Allitasban bevezetett m;,; hatarérték a Allitas alapjan nem
flige 4-t6l.
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4.3.12. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy {X;:t € [0,00)} Markov-linc erésen stacio-
ndrius, ha a véges dimenzids eloszldsai eltoldsinvaridnsak, azazVn €N, V0 <t <ty <
o<ty s Vh>0 esetén (Xy,...,Xy,) €s (Xeyywn, -, Xo,1n) eloszldsai megegyeznek.

Megjegyezziik, hogy az egydimenzids eloszlasok nem hatarozzak meg a véges dimenzios
eloszlasokat altalaban. Példaul, legyen X; := W, t > 0, egy standard Wiener folyamat,
n; = Vt(, t >0, ahol ¢ egy standard normalis eloszlast valésziniségi valtozo. Ekkor

tetszoleges t >0 esetén X; 21, de (X4, X4,) és (ny,,mr,) eloszlasa nem egyezik meg.
A kovetkez§ allitdsban megmutatjuk, hogy az er6s stacionaritas folytonos ideji Markov—
lancoknal is ekvivalens az egydimenzios eloszlasok eltolasinvariancidjaval (a diszkrét idejd

Markov-lancokra vonatkozé megtelel6 eredmény a Allités).

4.3.13. Allitas. Egy {X, : t € [0,00)} (homogén) Markov-ldnc akkor és csak akkor
erdsen staciondrius, ha tetszéleges 1 € I és t >0 esetén P(X; =1) =P(Xo=1), azaz
q(t) =q(0) (ahol q(t) az abszolit valdszindségekbdl dllo sorvektort jeldli).

Bizonyitas. Az odafele irany trividlisan igaz n := 1 és t; := t valasztasokkal. Megfor-
ditva, tetszbleges n € N, 0 <t1 <ty <---<t,, h>0 ésiy,ig,...,1, € I Aallapotok
esetén, a lanc-szabaly és a homogenitas alapjan,

P(Xyan =1, Xigaon = G2, -, Xpyon = in)

=P(Xt,1n = i1)pisio (b2 + b = (t1 4 1))Piis (ts + h = (L2 + 1)) -+ iy (b + B = (tn-1 + h))
= P(Xyy4n = 11)Piyin (f2 — 1) Pigis (T3 — £2) =+ Diyy i (b — t1)

Xy = 01)Pirin (ta — 1) Pinis (B3 — t2) - iy i (B — 1)

Xy, =1, Xy, = o, ..., Xy, = 1n),

n

:P(
:P(

ahol az utolso elGtti egyenlGségnél hasznaltuk fel a feltételt, hogy az egydimenzios eloszlasok
eltolasinvariansak. a

4.3.14. Definicioé. Fgy {u;, i € I} walds szamsorozat a {X;:t € [0,00)} ldnc stacio-
narius eloszldsa, ha

(i)u; 20, i€l é >, u =1,
(ZZ) ujzziguipiyj(t), jej, t>0.

A stacionaritas egyenlete matrixos alakban: u =uP(¢),t > 0, ahol u az wu; i €1
elemekbdl allo sorvektor. Mivel g(t) = gPP(¢), t > 0, kapjuk, hogy u = (u;);e; pontosan
akkor stacionarius eloszlas, ha Xy ~ u esetén, X; ~ u barmilyen ¢ > 0 id6pontra.

4.3.15. Allitas. A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) Egy {X;:t€0,00)} Markov-ldinc erésen staciondrius.
(i) Tetszbleges h > 0-ra a h—lépéses vdz erdsen staciondrius.

(15i) A kezdeti valdszindségek a ldncnak staciondrius eloszldsdt alkotjdk.

4.3.16. Tétel. (i) Ha egy irreducibilis Markov-lanc ergodikus, akkor egyetlen staciond-

rius eloszldsa van, mely nemmds, mint w; = m = mil > 0, ¢ € I. Tovdbbd,
u = (u;)ier az egyértelmd megolddsa az aldbbi egyenletrendszernek: 0 = uA és

Zielui:]., UZ>O,Z€]
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(i1) Ha egqy irreducibilis Markov-lanc nem ergodikus, akkor nem létezik staciondrius el-
oszldsa.

Az Tétel (i) része masodik felének levezetése megtalalhatoé példaul a Kulkarni:
Modeling and Analysis of Stochastic Systems, 3rd ed (2017) kényvben (Theorem 6.24).

Emlékeztetiink ra, hogy a stacionaritas egyenlete matrixos alakban: u=uP(¢), t > 0,
ahol u az w;, ¢ € I elemekbdl all6 sorvektor. Ezért, ha fennall Kolmogorov masodik
(forward) egyenlete (lasd [4.1.19) Tétel (ii) része), akkor a stacionaritds egyenletét derivalva
kapjuk, hogy 0 =ulP'(t) = uP(t) A = uA, igy a stacionarius eloszlas meghatarozasihoz
nem sziikségesek az dtmenetvaloszintségi fiiggvények, elegendd ismerni az infinitezimalis
matrixot (lasd a kovetkezd allitast is, mely a véges allapottertd esetre vonatkozik). A
0 = uA egyenletrendszer azt jelenti, hogy A-nak a 0 sajatértéke, u pedig egy, a 0-hoz
tartozé baloldali sajatvektora.

4.3.17. Allitas. Legyen {X; :t € [0,00)} egy homogén, véges dllapotterd konzervativ
Markov lainc. Az {u;,i € I} walds szdmsorozat akkor és csak akkor staciondrius eloszlds
{X¢:t€[0,00)} szdmdra, ha w; >0,i€l, > . u;=1, és 0=uA.
Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy {u;,7 € I} staciondrius eloszlas {X;:t € [0,00)}
szamara. Ekkor uP(t) = u, t > 0, és igy a Allitas alapjan ue!® = u, t > 0,
azaz uy o EA =u, t > 0. Ezért Y07 DuA" =0,t>0,ésigy uA" =0, n > 1,
specidlisan uA = 0.

Megforditva, tegyiik fel, hogy 0 = uA é w; > 0,7 € I, Y . ,u; = 1. Ekkor
UA"=0,n>1, ésigy > o LuA"=0,t>0. Ezért > o0 LuA"=u,t >0, azaz
ue! =u, t >0, ésigya Allitas alapjan uP(¢) = u, t > 0. O

4.3.18. Megjegyzés. Legyen {X; :t € [0,00)} egy homogén, véges allapottert, irre-
ducibilis pozitiv rekurrens Markov lanc. FEkkor az uwA = 0 egyenletrendszerhez ugy
is eljuthatunk, ha meggondoljuk, hogy stacionarius allapotban 1évé Markov-lanc esetén
(tehat amikoris X, eloszlasa a lanc egyértelmi stacionarius eloszlasa) minden &allapotra
teljesiilnie kell annak, hogy a stacionérius valoszintiségekkel sulyozott befolyd intenzitasok
Osszege egyenld a stacionarius valosziniiségekkel stlyozott kifolyd intenzitasok Osszegével.
Tekintsiik példaként az [ := {0, 1} allapotteret és az

= (2)

generatormatrixot, ahol A > 0 és p > 0. Ekkor

A — 0 —Aug + pug =0,
Aug — puy = 0.

Tovabba, a 0 és 1 dllapotok esetén felirva azt, hogy a stacionarius valdszintiségekkel sulyo-
zott befoly6 intenzitasok Osszege egyenld a stacionarius valoszintiségekkel silyozott kifolyo
intenzitasok osszegével kapjuk, hogy

pup = A, a 0 allapotra,
Aug = pug, az 1 allapotra.
Lathato, hogy a két egyenletrendszer ugyanaz. a
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Hasonlbéan az el6z6ekhez, kapjuk, hogy ha fennall Kolmogorov mésodik (forward) egyen-
lete, akkor az abszolut valoszintiségek kielégitik a q'(t) = q(¢)A differencidlegyenletrend-
szert. Valoban, a q(t) = qP(t), ¢t > 0 0Osszefiiggést differencidlva t-szerint, kapjuk,
hogy

q'(t) =aqlP'(t) = qP(t)A = q(t)A.

Azaz az abszolut valoészintiségek meghatarozasahoz sem kell ismerni az dtmenetvaloszind-
ségeket, elég az infinitezimélis matrixot ismerni.

4.3.19. Tétel. (Ergodikus tétel Markov-lancokra) Legyen {X;:t > 0} egy irredu-
cibilis és pozitiv rekurrens Markov-ldnc, és m az egyértelmi invarians eloszldsa.

(i) Ekkor eqy i € I dllapotban toltott idd hosszitdvi ardnya

1 (T
jll_I};o T /0 ]l{Xt:i}dt = T, P-m.b..
(ii) Tetszdleges c: 1 — R (kdltség)fiiggvény esetén, melyre Y, |c(i)|m; < oo, teljesiil,
hogy
1 /T
lim ?A C(Xt)dt = ; C(Z)?TZ, P-m.b..

A Y .o cli)m mennyiségre gondolhatunk gy, mint hosszitdvi dtlagos kéltségre.

4.4. Sziiletési-kihalasi folyamatok

A sziiletési—kihalasi folyamatok a nemnegativ egészeken torténé altalanositott bolyongésok,
azaz olyan folytonos ideji Markov—lancok, melyek egy ¢ allapotbdl csak valamelyik szom-
szédos allapotba ugorhatnak at.

4.4.1. Definicié. Egy {X; : t € [0,00)} folytonos ideji Markov-ldncot sziiletési—
kihaldsi folyamatnak nevezzik, ha dllapottere a nemnegativ egész szdamok halmaza, és az
infinitézimdlis mdtriza

—Xo Ao 0 0
o —(AN+p A 0
Ao 01 (A1 + ) 1

f42 —(A2 +p2) A

alaki, ahol 0 < A\, pu; < 00. FElnevezések: N, 1 € Z, sziletési intenzitasok, p;, 1 € N,
kihaldsi intenzitdasok.

Masképpen megfogalmazva: az dtmenetvaloszintiségi fiiggvényeire teljesiil, hogy h | 0
esetén

piiv1(h) = Nk + o(h), i>0,
pii-1(h) = pih + o(h), i>1,
poo(h) =1 —Xoh + o(h),
pii(h) =1— (N + pi)h+o(h), i>1,
pi,j(h) = o(h), i —jl =2,
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ahol i, j € Z, és emlékeztetiink ra, hogy o(h) olyan mennyiséget jelol, melyre limy o o(h)/h =
0. A sziiletési—kihalasi folyamatok a definiciobél kovetkezGen konzervativak és standardok
is. Valoban, 7 > 0 esetén

: v P (h)
l}grolpz,z-i-l (h) - %ﬁ}h h - )\z léﬁ)lh =0= Piji+1 (0)7
illetve 2 > 1 esetén

. N T pii(h) —1 — 1 _ (). ARE — 1= .
llggpz,z(h) = llg{)l (h—h + 1)=1 (Az + Mz) 1}1g)1h =1= pz,l(0)7

illetve hasonléan, 7 =0 esetén

ligrolpo O(h) =1- )\0 l}hl}]lh =1= p070(0).

Ha ¢ > 1, akkor

. T pi,i—l(h) I O
lﬁ%p’ﬂ—l(h) = 1}1?8 h . = lU; l}glgh =0=p;i-1(0).
Ha |i —j| > 2, akkor

lrn s () = lim o(1) = 0 = pi(0).

A fentiek alapjan kapjuk a standarditast, azaz, hogy az dtmenetvaldszintiségi fliggvények
folytonosak a 0 pontban. A konzervitivitas a definiciébol és A alakjabol kozvetleniil adodik.

4.4.2. Példa. (i) Poisson-folyamat: N\, =\, i € Zy, p; =0,1 €N,
(i) tisztan sziiletési folyamat: p; = 0,7 € N (lasd a Definiciot is),

(iii) tisztan haldlozési folyamat: \; =0, ¢ € Z,

(iv) egyszerveres sorbanéllasi modell (M/M/1): A, =\, i € Zy, u; = p, i € N,

)
)
)
(v) egy populaciédinamikai modell: Ao > 0, \; =i\, i € N, p; = iu, i € N. Interpreta-
cio: ha egy adott id6pontban ¢ € N darab egyedbdl all a populécié, akkor a kévetkezd
egyed beérkezéséig eltelt id6 Exp(i\) elszolast, és a kovetkezs egyed tavozasaig eltelt
id6 Exp(ip) eloszlasu.

O

A Kolmogorov—féle els6 (backward) egyenletrendszer pi ;(t) = >, airpr;(t), t >0,
i,j € I, az alabbi alakot 6lti (a konzervativitas feltétele most teljesiil):

Po.;(t) = —Aopo;(t) + Aop1,;(1) ha j >0,
() = pipio1;(t) — (N + p)pij(t) + Aipir (1) ha i>1,j > 0.

a Kolmogorov—féle masodik (forward) egyenletrendszer pj;(t) = >, pix(t)ar;, t > 0,
1,7 € I, pedig az aldbbi alakot 6lti:

{pgomz—Aopzo( ) + pupia(t) ha i >0,
0

,Jj =L

\\/ \\/

Pi () = Njoapij1(t) — (Ao 4 pa)pij(t) + pjaapija(t) ha i

Ha A, p; € (0,00), @ € Z,, akkor a sziiletési-kihalési folyamat irreducibilis.

Tetsz6leges A\, = 0, @ € Z,, esetén nem feltétleniil létezik olyan sztochasztikus
matrixfiiggvény, mely kielégiti ezeket az egyenleteket. A sziiletési—kihalasi folyamatokkal
kapcsolatban felmeriilé kérdésekre a kovetkezé tétel ad valaszt.
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4.4.3. Tétel. (Karlin—-McGregor—tétel) Legyenek X\, p; > 0,4 € Z,. Jeldlje oo :=1,
00 =1, és
.: )\0)\1...)\71,1 ~ M1t .. iy

) n +— y n € N.
Wi - - - [y A2 .. A,

(i) A Kolmogorov-egyenleteknek (a kezdeti feltételekkel egyiitt) akkor és csak akkor létezik
egyértelmi megolddsa, ha

(o] o0
d on=00, wagy Y 0n=o0.
n=0 n=0
(i) Ha
o o
On = OO, és Z 571 < 00,
n=0 n=0

akkor a ldnc nem visszatérd.
(7ii) Ha
o0 o0
E On = OO, és E 0n, = 00,
n=0 n=0

akkor a ldnc dllapotai nullrekurrensek. Ilyenkor a ldnc visszatérd is, mert nullrekur-
rens dllapot visszatérd definicid szerint.

(iv) Ha
o0 oo
E O, < 00, és E Op, = 00,
n=0 n=0
akkor a ldnc pozitiv rekurrens (ergodikus), és az egyértelmd staciondrius eloszldsa

Qi

220:0 on’

Ilyenkor a ldnc visszatérd is, mert ergodikus dllapot visszatérd (lasd a|4.3.10. Allitds
(i) részét).

A fenti esetekben a Kolmogorov backward és forward egyenletek megoldéasai ugyanazok.

4.4.4. Példa. Tegyiik fel, hogy \, = A > 0,1 € Z,, és p; =pn >0, € Z,. Ekkor

A\ - n
On = (_) ) On = <E> , n c Z+,
1 A
igy a lanc A < p esetén pozitiv rekurrens (ergodikus), A = u esetén nullrekurrens
allapotokbol all, A > u esetén pedig nem visszatérs. Valoban,

e ha X<y, akkor > 0, <00 és > 2 0, =00, & ezért alanc ergodikus,

e ha A\ =y, akkor > 7 0, =00 és > 0, = 00, 6és ezért a lanc allapotai
nullrekurrens allapotok,

e ha A >p, akkor Y 7 o, =00 és Y 0, <00, ésezért alanc nem visszatérd.
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A X < p ergodikus esetben az egyértelmii stacionérius eloszlés:

1 1 = A
== :

So(2) TEooo#

azaz

A (A"
m:“_(_), nez,.

O

4.4.5. Példa. Legyen {X; :t > 0} egy sziiletési-halalozési folyamat, hogy \; > 0, i € Z,
és p; > 0, 1 € N. Hatarozzuk meg az egyértelmi invaridns eloszlasat, amennyiben létezik!

Ekkor {X; : ¢ > 0} irreducibilis. Legyen m = (m;);ez,. Ekkor a Tétel alapjan
7 pontosan akkor invarians eloszlas, ha a Markov-lanc ergodikus, illetve ezzel ekvivalens
modon, ha megoldasa a mA =0 és Ziez+ m=1,m > 0,1 € Z,, egyenletrendszernek. Az

mwA = 0 egyenlet az alabbi alakot 0lti

—)\07T0+[L17T1:0 = T = —To,

H1

Nic1Tio1 + g1 Tipr = (N + )73, i €N,

Belatjuk teljes indukcioval, hogy

my — — T, 1€ N.
e g

Az allitds ¢ = 1 esetén igaz, lasd a legelsG egyenletet. A méasodik egyenletet atrendezve

adodik, hogy O ) \
i )T — AT

Ti+1 = y 1 EN.

Hi+1
Az indukcits feltevés alapjan behelyettesités utan pedig

Ao Ai—1 Ao Ai—2

IR Rt R R e D D YRR VI <
Tip1 = = : 7o
i1 Mit1 10 -1
Xo- N
= ———T.
M fita

Mivel 7 eloszlas kell hogy legyen, kapjuk, hogy

> A AoA
IZZWZ'ZWO—FFO—O—FWO 0 1+"':7T02,

i—0 H1 M1 42
ahol
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és ekkor . \ \
™o = =5, Wi:uﬂ'o, ZGN
Z jr -
Ez 6sszhangban van a Tétel (iv) részével. O

4.4.6. Definicié. FEqgy sziiletési—kihaldsi folyamatot akkor neveziink tiszta sztletési fo-
lyamatnak, ha p, =0, n>1 (és N\, >0, n>0). Ekkor az infinitezimdlis mdtriza

X M 0 0
0 =X\ M O
A=1 0 0 =X\ X\

alakd.

Mivel p, = 0, n > 1, ezért egy tiszta sziiletési folyamatra a Karlin-McGregor-tétel
nem alkalmazhato. Jelolje 1 azt az (I x 1)-es oszlopvektort, mely csupa 1-esbdl all.

4.4.7. Tétel. Legyen q tetszdleges eloszlds a nemnegativ egészeken. FEkkor az abszo-
lut valdszintségekre vonatkozo q'(t) = q(t)A, t > 0, differencidlegyenletrendszernek a
q(0) = q kezdeti feltétel esetén létezik egyértelmd megolddsa, mely nemnegativ és

1
qt)l=1, Vt=>0 < Z)\—:oo.
n=0 """

(A Kolmogorov forward differencidlegyeneletek teljesiilése esetén o' (t) = q(t)A, t > 0,
fenndll.)

Bizonyitas. A differencidlegyenleteket kiirva:

{C]E)(t) = —XoQo (t)

G (t) = M1 qre—1(t) — Aear(t), k> 1.

Megmutatjuk elgszor, hogy a differenciélegyenletrendszernek a q(0) = q kezdeti
feltétel esetén egyértelmien létezik q(t), t > 0, megoldéasa, melyre ¢,(t) > 0 tetszGleges
t>0,n €N esetén. Nyilvan, qo(t) = qe ! t >0, ésigy qo(t), t > 0 egyértelmfi és
nemnegativ (hiszen ¢o > 0). Belatjuk most, hogy a

(4.4.1)

") = Xoqo(t) — M (t), t =0,
(4.4.2) ¢i(t) = Aogo(t) — M (t),
¢1(0) =q1 >0,
megoldésa is egyértelmii és nemnegativ. A ¢|(t) = —A\q1(t), t > 0, homogén egyenlet

osszes megoldasa qi(t) = Ce ™! t >0, C € R. A konstans varidlas modszerével, a szoban
forg6 inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat C'(t)e=™t ¢ > 0, alakban keresve

C'(H)e ™M+ C(t)(=A)e ™ = Xoqo(t) — M CO(t)e ™,
)
O/(t) = /\gqo(t)e)‘lt,

amibdl
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Igy a szoban forgd inhomogén egyenlet dsszes megoldasa
t
Ce M 4 )\ge_’\lt/ qo(u)e™ 1" du, t>0.
0
Figyelembe véve a ¢1(0) = ¢1 kezdeti feltételt is C' = q;, és igy (4.4.2) megoldasa:

t
Q(t) = e M + Aoe’\lt/ qo(u)e™ " du, t>0.
0

Mivel Ao, 1 =0, qo(t) > 0,t >0, kapjuk, hogy q¢:(t),t > 0, egyértelmi és nemnegativ.
A fenti gondolatmenetet rekurzivan alkalmazva, teljesen analog modon adodik, hogy ¢, (t),
t >0, egyértelmi és ¢,(t) > 0 tetszéleges t > 0, n > 1 esetén.

Jelolie  S,(t) == Y i oax(t), n = 0. Osszeadva a (£.4.I)-beli egyenleteket k =
0,1,...,n esetén: S'(t) = —A\qu(t), n > 0, amibdl fOT SI(t)ydt = =\, fOan(t)
tetszGleges T > O-ra, igy

(4.4.3) S(0) = S (T) = A, / ' wt)dt,  n>0.

Mivel q(0)=q egy diszkrét valoszintségeloszlas a nemnegativ egészeken, kapjuk, hogy
Yo qe(0) =1, ésigy S,(0) = >, _,qx(0) T 1, ha n — oco. Igy tetszdleges ¢ > 0
esetén létezik mny € N gy, hogy n > ngra 1 —¢e < S,(0) < 1. Masrészt barmely
T > O-ra létezik az U(T) := lim, oo (1 — S, (7)) hatarérték, ugyanis > ,_,q(T), n € N
monoton névekvs sorozat, és igy

UT) =1— iqk(T) e [0, 1].

Felhivjuk a figyelmet, hogy el6fordulhat, hogy U(T) > 0. Ezért

U(T) —e <U(T) + 5,(0) =1 = 5,(0) = > qi(T)
k=0
< 5u(0) = Y au(T) = Su(0) = Su(T),  n =y,
k=0
illetve
Sn(0) — S (T) <1 —-5,(T) <1, n>=0
Ezért (4.4.3)) alapjan
_ T
(4.4.4) % < qn(t) dt, n = ny,
T ’ 1
(4.4.5) / W)t <5 n0
0 n

(4.4.6) (U(T) — ¢) Ai\ /0 >ty dt = /0 (S (t) — Spy_1(t)) dt,
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masrészt (4.4.5) alapjan minden N > O-ra

(4.4.7) /OT Sn(t)ydt <) %

n=0""

Ha 377, AL;@ < oo, akkor belatjuk, hogy nem teljesiilhet, hogy q(t)1 = 1 barmely
t > O-ra. Valoban, ekkor az kovetkezne, hogy > ;7 qi(t) = 1, ¢ > 0, és igy barmely
t > 0-ra limy_o Sn(t) =1 teljesiilne. Ezért (4.4.7) alapjan tetszGleges T > O-ra

oo T T T
oo>z%k>Nh§;o 0 SN(t)dt:/O A}i_rgoSN(t)dt:/o 1dt =T,

ahol az utolso elGtti el6tti 1épésben a Lebesgue-féle dominalt konvergencia tételt hasznéaltuk.
Ezzel ellentmondéshoz jutottunk, hiszen T — oo hatardtmenettel azt kapnank, hogy
> heo /\_lk = .

Ha pedig ZZioﬁ = 00, akkor nem lehet, hogy valamely 7 > O-ra q(7)1 # 1,
mert ebbdl az kovetkezne, hogy U(T) = lim, soo(1 — S,(T)) > 0. gy alapjan
e=U(T)/2 valasztassal

U s~ 1 (M- !
Yo —< | (Sn(t) = Sppa(®)dt < [ Sy(t)dt <T, N =ny,
2 n=no )\n 0 0

kévetkezne, és N — oo esetén ellentmondasra jutnank. O

Az allapotvaltozasok mechanizmusa szerint a lanc elGszor eltdlt a kezdeti ¢ allapotban
A; paramétert exponencidlis eloszlasu id6tartamot, majd atugrik az ¢+ 1 allapotba, ott
is eltolt ;11 paraméterd exponencidlis eloszlasi idGtartamot, ami utan atugrik az ¢+ 2
allapotba, stb. Ezért a kezdeti i allapotban varhatéan - id6t tolt, majd atugrik az

Ai
1+ 1 allapotba, ott varhatéan /\Lﬂ id6t tolt, majd atugrik az ¢+ 2 allapotba, stb. Igy
ha >0, %k < oo, akkor varhatoan Y .- i id6 alatt kiszalad az allapottérbol.

Tiszta sziiletési folyamatnal a Kolmogorov-féle forward egyenlet minden megoldésa a
backward egyenlet megoldasa is, és a backward egyenletnek van olyan megoldasa, ami nem
megoldasa a forward egyenletnek.
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