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Bevezetés

Jelen munka a Debreceni Egyetem alkalmazott matematikus és matematikus szakos hall-
gatdi részére tartott Sztochasztikus folyamatok Gyakorlat anyagat oleli fel. A gyakorlathoz
kapcsolddé el6adas anyaganak gerincét Dr. Pap Gyula: Sztochasztikus folyamatok cimii jegy-
zete [6] adta, igy féként az ott szerepld elméleti részekhez kapcsolédé feladatokat targyalunk.
A gyakorl6 feladatokon kiviil szerepelnek példatarunkban az el6adas anyagahoz kapcsolodd
elméleti részek, kiegészitések is. SHELDON M. R0SS: INTRODUCTION TO PROBABILITY
MODELS cimii konyvének [7] negyedik fejezetébél sok, diszkrét idejii Markov-lancokra vo-
natkozoé ott (részben) kidolgozott példat és megoldésra kitiizott feladatot szerepeltetiink.

Eziton is szeretnénk koszonetet mondani Ispany Martonnak figyelmes, lelkiismeretes
lektori munkajaért. Eszrevételeit, kiegészitéseit figyelembe véve a jegyzetet sok helyen pon-
tositottuk.

A példatarban N, illetve Z, a pozitiv egész szamok, illetve a nemnegativ egész szdmok
halmazat jeloli.
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1. Alapfogalmak, allapotok osztalyozasa

1.1. Feladat. Legyenek X, Xs,... fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozok (ugyan-
azon a valdsziniiségi mezén értelmezettek). Igaz-e, hogy ekkor {X, :n>1} diszkrét ideji
Markov-lanc?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklas: Mert nem biztos, hogy az értékkészletek megszamlél-
hatoak. U

1.2. Feladat. Legyenek X, X, ... fiiggetlen valészintiségi véaltozdk (ugyanazon a valdszintiségi
mezén értelmezettek), mindegyikiik értékkészlete {0,1}. Igaz-e, hogy ekkor {X, :n>1}
diszkrét idejii homogén Markov-lanc?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: Nem biztos, hogy homogén. 0

1.3. Feladat. Legyenek Xi, Xs,... fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozok (ugyan-
azon a valészinfiségi mezén értelmezettek), mindegyikiik értékkészlete RS természetes
bézisa. Igaz-e, hogy ekkor {X, :n>1} diszkrét idejii homogén Markov-ldnc?

Megoldas. A valasz: Igen. O
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Az alabbiakban Markov-lancokra néziink példakat.

1.4. Példa. (IdGjaras eldrejelzés) [Ross [7], Chapter 4, Example 1a] Tegyiik fel,
hogy az, hogy holnap esni fog vagy nem csak attdl fiigg, hogy ma esik vagy nem és nem
fiigg a korabbi idojarasi viszonyoktdl. Feltételezziik, hogy ha ma esik, akkor holnap «, ha
ma nem esik, akkor holnap [ valdszintiséggel fog esni. Tekintsiik azt az {X, : n € N}
sztochasztikus folyamatot, hogy X, = 0, ha az n-edik napon esik és X,, = 1, ha az
n-edik napon nem esik. Ekkor {X, :n € N} (homogén) Markov-lanc, melynek allapottere
a {0,1} halmaz és egylépéses atmenetvaldszinliségi matrixa

0 1

Ofa 1—«
le(ﬂ 1—&)'

1.5. Példa. (Jelfeldolgozé rendszer) [Ross [7], Chapter 4, Example 1b] Tekintsiink
egy jelfeldolgozo rendszert, aminek inputja és outputja is a {0,1} jelhalmaz. A jelfeldolgozé

O

rendszer szamos alegységhdl all és minden alegység esetén p annak a valészinlisége, hogy az
egy hozza beérkezé jelet véltozatlanul tovabbit. Tekintsiik azt az {X,, : n € N} sztochaszti-
kus folyamatot, ahol X, az n-edik alegységhez beérkez6 jel. Ekkor {X,, : n € N} Markov-
lanc, melynek allapottere a {0,1} halmaz és egylépéses atmenetval6sziniiségi matrixa

0 1

0 P 1—p
P = )
1(1—p p )

1.6. Példa. (Hangulatjelentés) [Ross [7], Chapter 4, Example 1c] Jozsi kedélyallapotat
vizsgaljuk. Jo6zsit minden nap (kedélyéllapota szerint) vagy jokedviinek vagy semlegesnek

4

(so-s0) vagy mogorvanak itéljiikk meg. Ha J6zsi ma jokedvii, akkor holnap 0.5, 0.4 ill. 0.1
valészintiséggel lesz jokedvi, semleges ill. mogorva. Ha J6zsi ma semleges, akkor holnap
0.3, 0.4 ill. 0.3 valdszinliséggel lesz jokedvii, semleges ill. mogorva. Ha Jézsi ma mogorva,
akkor holnap 0.2, 0.3 ill. 0.5 valdszintiséggel lesz jokedvii, semleges ill. mogorva.

Jeloljiikk Jézsi fenti kedélyallapotait 0, 1 ill. 2-vel és tekintsiik azt az {X, : n € N}
sztochasztikus folyamatot, ahol X, Jézsi kedélyédllapota az n-edik nap. Ekkor {X, :n €
N} Markov-ldnc, melynek fazistere a {0,1,2} halmaz és egylépéses dtmenetval6sziniiségi
matrixa

0o 1 2

0/05 04 0.1

P= 1103 04 03

2\0.2 03 05
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1.7. Példa. (Markov-lancca transzformdlis) [Ross [7], Chapter 4, Example 1d]
Tegyiik fel, hogy az, hogy holnap esni fog vagy nem csak a mai és a tegnapi nap idéjarasi vi-
szonyaitol fiigg. Feltételezziik, hogy ha ma és tegnap esett, akkor holnap 0.7 valészintiséggel
esik; ha ma esett, de tegnap nem, akkor holnap 0.5 valdsziniiséggel esik; ha ma nem esett,
de tegnap igen, akkor holnap 0.4 valészinliséggel esik; ha ma és tegnap sem esett, akkor
holnap 0.2 valdszintiséggel esik. Ha az {X,, : n € N} sztochasztikus folyamatot ugy de-
finidlnank, hogy X,, aszerint lenne 0 vagy 1, hogy az n-edik napon esett vagy nem, ugy
nem kapnank Markov-lancot. Azonban lehetséges Markov-lancra épiilé modellt felallitani
oly moédon, hogy a lanc minden egyes idépontbeli allapotat az hatarozza meg egyiittesen,
hogy aznap és az azt megel6z6 nap esett-e az es6 vagy nem. Matematikailag tekintsiik azt
az {X, :n € N} sztochasztikus folyamatot, melyre minden n >1 esetén

)
X, =0 ha az n-edik és az (n — 1)-edik napon is esett,

<
Il

» =1 ha az n-edik napon esett, de az (n — 1)-edik napon nem,

>
I

n ha az n-edik napon nem esett, de az (n — 1)-edik napon igen,

~
I

2
[ Xn 3 ha sem az n-edik, sem az (n — 1)-edik napon nem esett.

Leellenérizziik, hogy {X,, : n € N} Markov-lanc, melynek fazistere a {0,1,2,3} halmaz.
Tetszoleges olyan n € N és dy,i9,... 0,041 € {0,1,2,3} esetén, melyekre P(X, =
Qny ..., X1 =11) >0, fennall, hogy

P(Xn-‘,-l - in—l—l |Xn - inaXn—l - Z.n—lv cee 7X1 - Zl) = P(Xn—i—l - Z.n—l-l |Xn - Zn)u

hiszen az {X, 11 = i,11} esemény az (n+ 1). és n. napi iddjardsi viszonyokrol szol, az
{Xy =in, Xpn_1 =1ip_1,..., X7 =11} pedigaz n.,(n—1).,...,1. napiidéjarasi viszonyokrdl,
és feltételezésiink miatt ezek kozill csak az n. és (n —1). napirdl sz6lé informéacié szamit,
az (n+1). napiiddjaras szempontjabdl. Az n. és (n—1). napi idéjarasi viszonyokrdl sz6ld
informdcié pedig nemmés, mint az {X, =i,} esemény. Az egylépéses dtmenetvalosziniiségi
matrix:

0
1

21 0 04 0 06
3\ 0 02 0 038

Hiszen példaul, a P = (p;;)o<ij<s jeloléssel, poo annak a valdsziniisége, hogy feltéve,
hogy ma és tegnap esett a holnapi napra az lesz igaz, hogy aznap és tegnap is esett, ez pedig
nem mas, mint annak a valdsziniisége, hogy feltéve, hogy ma és tegnap is esett holnap is
esni fog, ami pedig 0.7. Hasonléan pp; annak a valészinlisége, hogy feltéve, hogy ma és
tegnap esett a holnapi napra az lesz igaz, hogy aznap esik, de tegnap nem esett, s mivel ezek
egymast kizar6 események, igy po; = 0.

A Markov-lancca transzformélast mas jelolésrendszert haszndalva is leirhatjuk. Minden
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n>1 esetén legyen

Y, =0 ha az n-edik napon esett,
Y, =1 ha az n-edik napon nem esett.

Vezessik be minden n>1 esetén a

YARRES [Yjﬁj jelolést.

Ekkor {Z, :n € N} Markov-ldnc, melynek fazistere a

Ul L) o) L)

halmaz és egylépéses atmenetvaldszinliségi matrixa

0.0" [0,1]" 10" [1,1]"

0,007 [ 0.7 0 0.3 0

p_ 0,1]7| 05 0 0.5 0
Lot o 0.4 0 0.6
1,17\ 0 0.2 0 0.8

O

1.8. Példa. (Véletlen bolyongas Z-n) Tekintsiink egy kis egérkét, aki a szdmegyenes
egész koordinataju pontjain ugral oly moédon, hogy minden egyes pontbdl ugrania kell egy-
ségnyi hosszunyit és jobbra p, balra 1 — p valdszintiséggel ugorhat, ahol 0 < p < 1.
Minden n € N esetén jelolje X, az egérke helyét az n. ugrdsa utan, tovabba X, € Z az
egérke kiindulési helyét jeloli. Ekkor {X, :n =0,1,2,...} Markov-lanc, melynek fazistere
Z ={0,£1,42,...}. Azt mondjuk, hogy {X, :n =0,1,2,...} véletlen bolyongds Z-n.
Nyilvan, minden n =0,1,2,... esetén

PXpp1=i+1|Xp=i)=p=1-PXp1=i—1|X,=14), i€Z

Azaz az egylépéses atmenetvaldsziniiségi matrix egy olyan (oo X 00)-es matrix melynek
f6atloja feletti sordban p-k, féatléja alatti sordban (1 — p)-k éallnak, a t6bbi helyen pedig
nullék. U

1.9. Példa. (Egy szerencsejaték modell) Tekintsiink egy jatékost, aki egy olyan jatékot
jatszik, melynek minden egyes forduléjaban p valdszintiséggel nyer 1 Ft-ot és 1 —p
valészintiséggel veszit 1 Ft-ot. Feltételezziik, hogy jatékosunk akkor hagyja abba a jatékot,
ha tonkremegy (azaz 0 Ft-ja lesz) vagy vagyona elér egy el6re adott N Gsszeget. Ha X,
jeloli a jatékos vagyonat az n-edik jaték utdn, akkor {X, : n € N} Markov-lanc, melynek
fazistere {0,1,...,N} és az egylépéses atmenetvaldsziniiségek

pi,i+1:p:1_pi,i—1a izl,...,N—l,

Poo = PNN = 1.

10
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Azaz az egylépéses atmenetvaldszintiségi matrix

0 1 2 3 N-2 N-1 N

1 0 0 0 0 0 0

1 1—p 0 p 0 0 0 0
p_ 0 lfp 0 P 0 0 0
: : : S . 0 P 0

N -1 0 0 0O 0 -+ 1-—p 0 P

N 0 0 0O 0 --- 0 0 1

A 0 és N éllapotok un. elnyel6 allapotok, mert ha egyszer beléjiik 1épiink nem tudjuk
6ket elhagyni (1 valészintiséggel). Ekkor {X, : n € N}-et hivhatjuk véges allapotterti
véletlen bolyongasnak 0 és N elnyelo falakkal. U

Tudjuk, hogy egy homogén Markov-lanc n-1épéses atmenetvaldszintiségi matrixa meg-
egyezik az 1-1épéses atmenetvaldsziniiségi matrixa n-edik hatvanyaval. A tovabbiakban
Markov-lancon mindig homogén Markov-lancot értiink, hacsak az ellenkezgjét
nem hangsilyozzuk.

1.10. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 2a] Tekintsiik az 1.4. Példat (id6jarés
elorejelzés). Legyen a = 0.7 és [ = 0.4. Feltéve, hogy ma esik mi a valdsziniisége, hogy
négy nap mulva is esik?

Megoldas. Péfa)—t kell kiszamitani, ahol P® a 4-1épéses atmenetvaloszintiségi matrix.

Mivel a kérdéses Markov-lanc homogén, igy P¥ = P* Ekkor
P2 _ 0.7 0.3 0.7 0.3\ (0.61 0.39
~\04 06/ \04 06/ \052 048/’

i 0.61 0.39\ (0.61 0.39\  [0.5749 0.4251
- \0.52 048/ \0.52 0.48) \0.5668 0.4332)°

fey PYy = (PY)o0 = 0.5749. O

ezért

1.11. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 2b] Tekintsiik az 1.7. Példat (Markov-
lanccd transzformélds). Feltéve, hogy hétfon és kedden esett mi a valdsziniisége, hogy ezen
a héten csiitortokon is esik?

Megoldas. Mivel annak a valészintisége, hogy csiitortokon esik (a megfeleld feltétel mellett)
megegyezik annak a valdszintiségével, hogy csiitortokon a Markov-lanc a 0 vagy az 1
allapotban van feltéve, hogy kezdetben a 0 &allapotban volt, kapjuk, hogy a keresett feltételes
valészinliség

P(X, € {0,1}| Xy =0) = P(X; =0]| Xy = 0) + P(X4 = 1| Xo = 0) = P} + .

11
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Meghatarozzuk most a 2-1épéses atmenetvaldszintiségi matrixot. Mivel a Markov-lanc ho-
mogén, igy P? = P2 Ezért

07 0 03 0 07 0 03 0 0.49 0.12 0.21 0.18
@ _ p2_ 05 0 05 0 05 0 05 0| [035 02 015 03
7 1o 04 0 06 0 04 0 06| |02 012 02 048
0 02 0 08 0 02 0 08 0.1 0.16 0.1 0.64

fgy

P(X, € {0,1}| Xy = 0) = (P*)o0 + (P?)o1 = 0.49 +0.12 = 0.61.
O

1.12. Feladat. Tekintsiik az 1.4. Példat (id6jarés elorejelzés). Legyen o= 0.7 és [ = 0.4.
Feltételezziik, hogy hétfon kezdjiik az idéjarasi megfigyeléseinket és annak a valdszintisége,
hogy hétfén esik 0.4. Mi a valdszintlisége, hogy (ezen a héten) pénteken esik? Mi a
valésziniisége, hogy (ezen a héten) pénteken esik, feltéve, hogy hétfén esik?

Megoldas. Elészor a P(X5 = 0) valdszintiséget keressiik és a feltételek alapjan P(X; =
0) =04 é P(X; =1) = 0.6 (Az 1. nap felel meg hétfének.) igy

= P{§0.4+ P{(0.6 = (P")000.4 + (P*)1,00.6 = 0.5749 - 0.4 + 0.5668 - 0.6
= 0.57004.

Maésodjara, a P(X5=0]X; =0) feltételes valészintliséget keressiik, mely a fentiek alapjan
0.5749. ]

1.13. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Problem 7] Tekintsiink két érmét. Az els6vel
dobva 0.7, a maéasodikkal dobva 0.6 valdszinliséggel kapunk fejet. Ha egy napon fejet
dobunk valamelyik érmével, akkor masnap az els6 érmével dobunk, ha irast, akkor a masodik
érmével dobunk mésnap. Ha az els6 nap feldobott érme egyenlo valészintiséggel lehet az elsé
vagy a masodik érme, mi a valoszintisége, hogy a 4. nap az elsé érmével dobunk?

Megoldas. Minden n >1 esetén legyen X, =1 vagy X, = 2, ha az n-edik napon
az elsé vagy a masodik érmével dobunk. Ekkor {X, : n>1} Markov-lanc, melynek

atmenetvaloszintiségi matrixa
1 2

p_ 1/0.7 0.3 .
2\ 0.6 04
Példaul py; = 0.6, mert ha ma a 2. érmével dobunk, akkor holnap akkor dobunk az 1.
érmével, ha ma a 2. érmével fejet dobunk, ennek a valdszintisége pedig 0.6.

12
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Mia P(X; =1) valésziniiséget keressiik. Feltételt véve az els6 dobds kimenetele szerint
kapjuk, hogy

PX,=1)=P(Xs=1|X1=DP(X;=1)+ P(Xy = 1| X; = 2)P(X; = 2)

3 1 3 1

- pg,{i +pé,i§7
ahol P = (pg?j))iﬁm a 3-lépéses atmenetvalészintiségi matrix. Mivel P®) = P3, gy
kiszamolhaté, hogy

pB — p3 _ 0.667 0.333
0.666 0.334)°
" 0.667 4 0.666
P(Xy=1) = ————— = 0.6665.

t

1.14. Feladat. [Szevasztyanov—Csisztyakov—Zubkov [9], 5.1.4 Feladat] Legyenek &,,
n € N, fliggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok ugy, hogy

PG=1)=1-P&G=-1)=p, (0<p<l).

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd sorozatok Markov-lancot alkotnak-e, és ha igen irjuk fel
az atmenetvaldszintiségi matrixukat

(i) Xo=&u&nr1, n2>1.
(i) X, =& &, n>1.
(i) X, = F(&,&+1), n>=1, ahol F(-1,-1) =1, F(-1,1) =2, F(1,-1) = 3,
F(1,1) =4.
Megoldas.

(i) A megadott sztochasztikus folyamat fézistere {1,—1} lesz. Szamoljuk ki a P(X3 =
1| Xy =—1) ésa P(X3=1|X; =1,Xy =—1) feltételes valoszintiségeket. Az nyilvan

igaz, hogy Xi, Xs,... azonos eloszlasiak, hiszen
P(Xn =1) = P(&nt1 = 1) = P(fn =1&+ = 1) + P(fn =—1,8u1=—1)
=p"+ (1 —p)*,
PXy=—-1)=P(=16&n=—1)+ P =-16un=1)=2p(1 —p).
Azonban az mar nem igaz, hogy Xi, Xs,... fliggetlenek lennének. Tovabba
PXs3=1|X;=-1)= P(X;&i,fii)_l)
P& =1,=-1=-1)+P&E=-1,=14=1)
B 2p(1 —p)
_pl—pP+(Q-pp* 1L
2p(1 —p) 2

13
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Hasonloéan
P(X;=1,X,=1,X,=—1)
P(Xi=1X,= 1)
_P(€1:17€2:17€3 -1 54__1)+P(£1 _1752:_1753:1754:1>
P(fl = 1752 = 1753 - _1) +P(£1 = _1752 = _1763 - 1)
2 1 — 2+ 2 1 — 2
:pg p)? +p*( 1;) —2p(1—p).
p*(1—p)+ (1 —p)p
Ebbél latjuk, hogy ha p # 1/2, akkor 1/2 # 2p(1 —p) miatt biztosan nem kapunk
Markov-lancot.

P(X5=1|X;=1,X,=-1) =

Vizsgaljuk most a p = 1/2 esetet. Megmutatjuk, hogy ekkor {X, : n>1} Markov-ldnc.
Legyenek n>1 és iy,ia,...,0n01 € {—1,1} tetszblegesek, azt kell megmutatni, hogy

P(Xn+1 — in+1 |Xn — in, P ,Xl — Zl) — P(Xn+1 — in+1 |Xn — Zn)

A baloldal
P(XTL+1 = in+17Xn = ina cee 7X1 = 7’1) _ P(§1£2 = i17€2€3 = i?a <. 7£n+1§n+2 = Z'n+1)
P(X, =in,..., X1 =11) P(&i& =11, .., &n&nr1 = in) '
Ha & adott, ugy &, ..., &2 mar egyértelmiien meghatarozott a &€ = i1, ...,&n1€nie =

iny1 feltétel dltal ésa p=1/2 feltétel miatt

fgy a teljes valosziniiség tétele miatt

1 n+1 1 n+1
P(&& =i1,868 = o, .., §n1bnge = Tny1) = P& = 1) (—) + P& = —1) (‘)

Ezért

(l)nJrl
P(Xn+1:in+1|Xn:in,...,X1:il): 2 ==

Leellenérizziik, hogy

, o P(Xpy =iy, Xy —idy) 1
P(Xni1 = ting1 | Xy = in) = ( +;3(X :i) ):§=

ami alapjan kapjuk, hogy a Markov-tulajdonsag teljesiil. Ha ¢, =1 és 4,1 =1, akkor

(gn = 1>£n+1 = 17£n+2 = 1) + P(gn = _17§n+1 = _17€n+2 = _1)
P+ (1—-p)?

) . P
P(Xn-‘,-l = Tn+1 |Xn - Zn) -
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ha i, =1 és 4,1 = —1, akkor
P(Xpi1 =tpi1| Xp =1,) = Pln=1,61 =180 = —21) + P =-1,60=-1,62=1)
P+ (1—-p)?
CPl-p+-p?’p 1
T o+ (1-p? 2
ha 7, =—1 és 4,1 =1, akkor
P(Xn1 = tps1 | Xn = in) = PlEn =L = =1 bnso :2_1) + PG ="L&n =L&uw=1)
p(1—p)
Cpl-pPr(-pp 1
2p(1 —p) 2’
és ha 1, =—1 és 4,1 = —1, akkor
P(Xpp1 =i | X =1,) = Plen = =161 = 1 &npo :2_1) + P =161 =—1,612=1)
p(1—p)
_(A=pp(t=—p)+p(l—pp 1
2p(1 —p) 2

Tovabbd, az atmenetvaldszinliségi matrix

1/2 1/2
1/2 1/2)°
(i) Mivel X, = & &1 = Xp&nr1, 1gy X,i1 értéke csak X, értékétél fiigg
(X1,...,Xn 1 értékétsl nem), igy Markov-lancot kapunk. A fazistér {—1,1} és
P& & =16 & =1 P& & =1)P(, =1
P(Xn+1 -1 | Xn — 1) — (51 § 51 5 +1 ) — (51 g ) (é +1 )
= P11 =1)=p.
Hasonlé szamolasok alapjan az atmenetvaldszintiségi matrix

1 —1

p=t (P 1P
—1\1—-0p P

(iii) El6szor megmutatjuk, hogy {X,,n > 1} Markov-lanc. A fazistér {1,2,3,4}. Legyen
n>=1 és iy,ia,... 01 €{1,2,3,4} tetszilegesek. Azt kell igazolni, hogy

(11) P(Xn+1 — in+1 ’Xn — in, .. 7X1 - 7,1) - P(Xn+1 — in+1 ’Xn - Zn)

TetszOleges j € N és i; € {1,2,3,4} esetén, az {X,, =i;} esemény maga utan vonja,
hogy &, és &,.1 értéke egyértelmiien meghatarozott. fgy a fenti egyenloség baloldala:

P(Xn-‘rl = Z‘n—i-la Xn = in; .. aXl - 2‘1) o P(fl = jla cee >€n = jmgn-l-l = jn+l>§n+2 = jn+2)
P(Xn:ina---aXlzil) B P(Sl:jlw--agn:jmgn-l-l:jn-i—l)
_ P(& = Jl) to P(£n+1 = jn+1>P(£n+2 = jn+2)
P(fl = .71) e P(£n+1 = jn+1)

= P(§n+2 = jn+2)
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alkalmas ji, ..., Jni1,Jns2 € {—1,1} esetén. Hasonldan, a fenti egyenléség jobboldala:

P<Xn+1 = 2'n—Han — Zn) _ P(gn = jnagn—i-l = jn+lu§n+2 = jn+2) - P(f o :j +2)
P<Xn = Zn) P(gn = Jn>&nt1 = jn+1) " "

alkalmas jn, jni1, jnt2 € {—1,1} esetén. gy kapjuk, hogy (1.1) teljestil.
Tovabba,

P(gn = _Lfn-&-l = _1a§n+2 = _1) (1 _p)3

Pia = P(Xus =11 ) P(& = ~1,&ur1 = 1) (1-p)? !
és
P(fn =181 =—1,8 0= 1) (1 _p)gp
P12 ( +1 ’ ) P(gn _ _17£n+1 _ _1) (1 _p)2 p
valamint 0
pisg=PX,1=3|X,=1)= =0.
1,3 (X1 | ) 1=p?
Hasonlé szamolasok alapjan
1 2 4
1/1—p »p 0
p_ 2 0 0O 1—p »p
3 1—p p 0 0
4 0 0 1—p p

1.15. Feladat. Legyen {X,:n>1} egy olyan sztochasztikus folyamat, hogy
P(X,=1)=1-P(X,=-1)=p, neN,

ahol 0 < p < 1. Igaz-e, hogy ekkor {X,:n>1} Markov-lanc?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklas: Az 1.14. Feladat (i) része ellenpéldat szolgaltat

(bizonyitast is nézni).

1.16. Feladat. [Sziics Gabor feladatsorabdl [10]] Harom fehér és harom fekete golyét
osztunk szét egyenléen két urnaba. Egy 1épés abbdl fog allni, hogy véletlenszertien kivesziink
egy golyot az els6 urnabol, beledobjuk a méasodikba, majd kivesziink egy goly6t a masodik
urnabdl, és beletessziik az elsébe. Jelolje X, az els6 urndban talalhato fehér golydk szamat

az n. lépés utan.

(i) Mutassuk meg, hogy {X, :n € N} Markov-lanc! Adjuk meg az egylépéses atmenet-

valészinliségi matrixat!
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(ii) Oldjuk meg a feladatot azzal a médositassal, hogy egy lépésben egyszerre vesziink ki
egy-egy golyét a két urnabdl és kicseréljiik oket.

Megoldas.(i): A széban forgd {X, : n € N} sztochasztikus folyamat azért Markov-ldnc,
mert az, hogy az n. 1épés utan hany fehér golyo lesz az elsé urnaban csak attél fiigg, hogy
milyen cserét hajtottunk végre az aktudlis lépésben, és hany fehér golyé volt az elsé urndban
a csere el6tt. Tehdt a multnak nincs szerepe az (egylépéses) atmenetvaloszintiségekben. Az
allapottér nyilvan I = {0,1,2,3}. Az (egylépéses) atmenetvalésziniiségek n értékétol is
fiiggetlenek, hiszen az a tény, hogy az aktualis 1épés el6tt mar héany cserét hajtottunk végre
nem befolyasolja az egyik allapotbdl a mésikba keriilés esélyét.

Meghatarozzuk most az egylépéses dtmenetvaldszintiségeket. Ha Xy = 0, tgy (kezdetben)
az els6 urnaban 3 fekete és 0 fehér golyd, mig a masodik urnaban 3 fehér és 0 fekete golyo
van. fgy az els6é urnabdl huzva csak fekete golyot tudunk hizni, amit attéve a masodik
urnaba 3 fehér és 1 fekete golyo lesz ott. Ezért a 0 allapotbdl 1-1épéssel csak a 0 allapotba
vagy az 1 allapotba lehetséges dtmenet, tovabba

poo = P(X1 =0] Xo =0) = P(3 fehér és 1 fekete golyd koziil fehéret hiizunk) =

9

AW |

po1 = P(X; = 1| Xy = 0) = P(3 fehér és 1 fekete golyd koziil feketét hizunk) =

Po2 = poz = 0.

Ha X, = 1, ugy (kezdetben) az elsé urndban 2 fekete és 1 fehér golyd, mig a mdasodik
urnaban 2 fehér és 1 fekete golyd van. Igy az elsé urnabol hizva, majd azt attéve a masodik
urnaba két eset lehetséges

I. urna II. urna
fehéret huzunk az I. urnabédl| 2 fekete, O fehér | 1 fekete, 3 fehér
feketét hizunk az I. urnabdl| 1 fekete, 1 fehér | 2 fekete, 2 fehér

Ezért az 1 allapotbdl 1-1épéssel a 0, 1 vagy 2 allapotokba lehetséges atmenet, tovabba

po=P(X1=0]|Xy=1)
= P(fehéret hizunk az I. urnédbol)
x P(feketét hizunk a II. urnabdl | fehéret hizunk az 1. urnédbdl)
= P(2 fekete és 1 fehér golyé koziil fehéret hizunk)

x P(1 fekete és 3 fehér golyé koziil feketét hizunk)
1

11
3 4 12

17
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Teljesen hasonldan,

pu=PX;=1|Xo=1)
= P(fehéret hizunk az I. urnabdl)
x P(fehéret hiizunk a II. urnabdl | fehéret hiizunk az I. urnabol)
+ P(feketét huzunk az I. urnabdl)
x P(feketét hizunk a II. urndbdl | feketét hizunk az I. urndbdl)
= P(2 fekete és 1 fehér goly6 koziil fehéret hizunk)
x P(1 fekete és 3 fehér golyd koziil fehéret huzunk)
+ P(2 fekete és 1 fehér goly6 koziil feketét hiizunk)
x P(2 fekete és 2 fehér goly6 koziil feketét hiizunk)
11 1
511w

illetve

pr2=P(X1=2|X,=1)
= P(feketét hiizunk az 1. urnabdl)
x P(fehéret hiizunk a II. urnabdl | feketét hizunk az I. urnabdl)
= P(2 fekete és 1 fehér golyé koziil feketét hizunk)

x P(2 fekete és 2 fehér goly6 koziil fehéret hiizunk)
21 1 4
3.2 3 12

Ha X, = 2, ugy (kezdetben) az elsé urndban 1 fekete és 2 fehér golys, mig a méasodik
urndban 1 fehér és 2 fekete golyd van. Igy az elsé urnabdl hizva, majd azt attéve a masodik
urnaba két eset lehetséges

I. urna II. urna
fehéret huzunk az I. urnabdl| 1 fekete, 1 fehér | 2 fekete, 2 fehér
feketét hizunk az I. urnabdl| 0 fekete, 2 fehér | 3 fekete, 1 fehér

Ezért a 2 allapotbdl 1-1épéssel az 1, 2 vagy 3 allapotokba lehetséges atmenet, tovabba

pa =P(X1=1|X,=2)
= P(fehéret hizunk az I. urnabdl)
x P(feketét hizunk a II. urndbdl | fehéret hizunk az I. urnédbdl)
= P(1 fekete és 2 fehér golyé koziil fehéret hiizunk)

x P(2 fekete és 2 fehér goly6 koziil feketét huzunk)
1 4

312

2 1
3 2

18
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Teljesen hasonldan,

P2 = P(X1=2|X,=2)
= P(fehéret hizunk az I. urnabol)
x P(fehéret hiizunk a II. urnabdl | fehéret hiizunk az I. urnabol)
+ P(feketét hizunk az I. urnabol)
x P(feketét hizunk a II. urndbdl | feketét hizunk az I. urnabdl)
= P(1 fekete és 2 fehér goly6 koziil fehéret hiizunk)
x P(2 fekete és 2 fehér golyé koziil fehéret huzunk)
+ P(1 fekete és 2 fehér goly6 koziil feketét huzunk)

x P(3 fekete és 1 fehér golyd koziil feketét hiizunk)

22+13_7
3 4 3 4 12

illetve

pa3 = P(X; = 3| Xo =2)
= P(feketét hizunk az I. urnabdl)
x P(fehéret hiizunk a II. urnabdl | feketét hizunk az I. urnabdl)
= P(1 fekete és 2 fehér golyé koziil feketét hizunk)

x P(3 fekete és 1 fehér goly6 koziil fehéret hizunk)
1 1

1
34 12
Végezetiil, ha X, = 3, tgy (kezdetben) az elsé urndban 0 fekete és 3 fehér golyd, mig a
masodik urnédban 0 fehér és 3 fekete goly6 van. fgy az elsé urnabdl hizva csak fehér golyot
tudunk huzni, amit attéve a masodik urnaba 3 fekete és 1 fehér golyd lesz ott. Ezért a 3
allapotbol 1-1épéssel csak a 2 allapotba vagy a 3 allapotba lehetséges atmenet, tovabba

p32 = P(X; = 2| Xy = 3) = P(3 fekete és 1 fehér goly6 koziil feketét hizunk) = 5

)

p33 = P(X; = 3| Xy = 3) = P(3 fekete és 1 fehér goly6 koziil fehéret hiizunk) =

4
1
4’
p31 = p3o = 0.

Igy az egylépéses atmenetvaldszintiségi matrix

o O leei-
o Bl gl
sleglNgls ©
BlmSl- © ©

(ii): Ugyantgy, ahogy az (i) részben indokoltuk, a széban forgé {X,, : n € N} sztochasztikus
folyamat Markov-lanc, az (egylépéses) dtmenetvaldszintiségek azonban megvaltoznak.
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Meghatarozzuk most az egylépéses dtmenetvaldszintiségeket. Ha Xy = 0, tgy (kezdetben)
az elso urnaban 3 fekete és 0 fehér golyd, mig a masodik urnaban 3 fehér és 0 fekete golyo van.
fgy az els6 urnabdl huzva csak fekete golyot tudunk hizni, a masodik urnédbdl pedig csak
fehéret. Megcserélve a két golyot, az els6 urnaban 2 fekete és 1 fehér, a masodik urnaban
2 fehér és 1 fekete golyo lesz. Ezért a 0 allapotbdl 1-1épéssel csak az 1 allapotba lehetséges
atmenet, tovabba

por = P(X1=1|Xo=0) =1,
Poo = Po2 = po3 = 0.

Ha X, = 1, ugy (kezdetben) az elsé urndban 2 fekete és 1 fehér golys, mig a méasodik
urnaban 2 fehér és 1 fekete golyd van. Ezért az 1 allapotbdl 1-1épéssel a 0, 1, 2 allapotokba
lehetséges atmenet. Vezessiik az aldbbi 4 eseeményt:

Ay := {az 1. urndbdl fehéret, a 2.urnabdl fehéret hizunk},
Ay := {az 1. urndbdl fehéret, a 2.urnabdl feketét hizunk},
Az := {az 1. urnabdl feketét, a 2.urndbdl fehéret hizunk},

Ay = {az 1. urndbdl feketét, a 2.urnédbdl feketét huzunk}.

Ekkor
— P(X1=0|Xo=1) = P(Ay) = 2. 2 =1
P10 = 1= 0= = 2—3 3° 0
1 2 21 4
=PXi=1|Xg=1)=PAUA) == - -+ - — ==
P11 (Xu | Xo=1) (A1 U Ay) 3 3—|—3 3=
2 2 4
=PXi=2|Xg=1)=P(43) === = =
D12 (1 | 0 ) (3) 33 9’

P13 = 0.

Ha X, = 2, ugy (kezdetben) az elsé urndban 1 fekete és 2 fehér golyd, mig a mdasodik
urnaban 1 fehér és 2 fekete goly6 van. Ezért a 2 allapotbdl 1-1épéssel az 1, 2, 3 allapotokba
lehetséges atmenet. Tovabb4,

2 2 4
=PXi=1|Xg=2)=P(4Ay) == — ==
D21 (1 | 0 ) (2) 33 9’
2 1 1 2 4
=P(X{=2|Xy=2)=P(A A)=—- —4+—-- - =—
D22 (X1 | Xo ) (A1 U Ay) 3 3+3 379
1 1 1
=PXi=3|Xg=2)=P(4A3) == - ==
D23 (1 | 0 ) (3) 33 9’

P20 = 0.

Végezetiil, ha X, = 3, 1gy (kezdetben) az els6 urndban 0 fekete és 3 fehér golyd, mig
a masodik urnaban 0 fehér és 3 fekete golyd van. fgy az els6 urnabdl huzva csak fehér
goly6t tudunk hizni, a masodik urndbdl pedig csak feketét. Megcserélve a két golydt, az
els6 urndban 1 fekete és 2 fehér, a masodik urnaban 1 fehér és 2 fekete golyo lesz. Ezért a 3
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allapotbol 1-1épéssel csak a 2 allapotba lehetséges atmenet, tovabba

pggZP(X1:2|X0:3):17
P33 = pa1 = p3o = 0.

Igy az egylépéses atmenetvaldszintiségi matrix

0100
1 4 4
5o 95 Y
05 5 3
0010

O

1.17. Feladat. Legyen {X, :n >0} egy Markov-ldnc, melynek fazistere I, dtmenetvalé-

szinliségi métrixa P = (p;;)ijer- Legyen r € I tetszOlegesen rogzitett allapot és m,i € I

olyan éallapotok, hogy r # m és r #i. Tekintsik a
PX,=m|Xo=i,Xp #rk=1,...,n—1):= q(")

i,m

feltételes valoszintiségeket. Igaz-e, hogy ezek a feltételes valdszintiségek egy olyan Markov-
lancnak az n-lépéses dtmenetvaldszintiségei, melynek fazistere I\ {r} és 1-lépéses dtme-

Pij
Q= (¢is)ijeniry = (1 _ ;. ) .
/) g jel\{r

(gi; definiciéja heurisztikusan érthetd, a feltételes valdsziniiség definicijara gondolva.)

netvaloszintiségei

Megoldas. Nem igaz. Konstrudlunk egy ellenpéldéat. Tekintsiink egy olyan {X,, : n >0}
Markov-ldncot, melynek fézistere {0,1,2}. Legyen r = 1. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas
egy {0,2} fazisterti, feladatbeli atmenetvaldsziniiségii Markov-lancra. Ekkor

P(Xo=2,Xo=0,X; #1)
P(Xo=0,X; £1)
CP(Xy =2, X, £ 1| Xg=0)P(Xo=0) P(X;=2 X, #1|X,=0)
P(Xi#1|Xo=0P(Xo=0) PX #1[X=0)
P(Xs=2,X,=0|Xo=0)+ P(Xy=2,X, =2| X, = 0)
P(X,=0]Xy=0)+ P(X; = 2| X, = 0) ‘

o =P(Xo=2|Xg=0,X, #1) =

A Markov-lanc definiciéja alapjan

P(XQZZ,Xlzj‘X(]:k):p(XQZZ’Xl:],X():k)P(Xlzj‘X():k)
=P(Xo=1i| X1 =j)P(X1 =7 |Xo=k) = pjiPr;

és igy

Po,2P0,0 + D2,2P0,2
Po,0 + Po,2

2
i =
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Mivel feltételeztiik, hogy igaz az &llitas egy {0,2} fazisterti, feladatbeli dtmenetvalészintiségii
Markov-lancra, igy igaz kell, hogy legyen

Q((),22) = (Q2)0,2»

ahol

0 2
Q= g (Q0,0 QO,2>'
42,0 422
Mivel (Q*)o2 = 00902 + 02922, kapjuk, hogy fenn kell, hogy &lljon

22? = 40,0902 + 90,242,2-

4
fgy ¢;,; definicidja alapjin

¢ = Poopo2 Po,2D2,2
%2 (1—po1)®  (1—po1)(l—p2a)

Ezért annak kell igaznak lennie, hogy

Do,0P0,2 + Do,2P2,2 _ Po,0Po,2 Do,2P2,2
P0,0 + Po2 (1-po1)?> (1 —po1)(1—poa)
Ha példaul
0 1 2
0/1/3 1/3 1/3
P= 11 0 1/2 1/2],
2\1/4 1/4 1/2
akkor a baloldal
11, 11
53 733 O
D
A jobboldal pedig
11 11
EET 5 _ 17
-4 (-3 (-3 4 3 12
fgy latjuk, hogy altaldban nem teljesiil a kivant egyenloség. U

1.18. Feladat. Legyen {X, :n >0} egy Markov-ldnc, melynek fazistere N. Tegytik fel,
hogy X,, =i valamilyen m > 0-ra, ahol i € N. Legyen Zi := X,,1x, k>0. Mutassuk
meg, hogy {Z; : k >0} Markov-lanc, mely ¢-bdl indul ki!

Megoldas. Legyen k>1 és iy,09,...,0k, 111 € N tetszolegesek. Ekkor

P(ZkH:ik+1|Z0:i,Zr:iT,1<r<k:):P(Xm+k+1 :ik+1|Xm:i,Xm+T:ir,1<T</{?)

= P(Xpikt1 = tpt1 | Xonsk = ),
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mert {X, :n >0} Markov-lanc. Mivel
P(Xpths1 = U1 | Xongk = ) = P(Zyp1 = i | Zi, = i),
kapjuk, hogy {Z : k >0} Markov-lanc. O

1.19. Feladat. Legyenek X, X5,... filiggetlen valdszintiségi véaltozok kozos értékkészlet-
tel, mely egy [ megszamldlhaté halmaz. (Feltételezziik, hogy a valdszintliségi véltozdk
ugyanazon a valdsziniiségi mezén vannak definidlva.) Mutassuk meg, hogy {X, : n>1}
Markov-lanc! Adjunk meg egy elégséges feltételt, mely mellett {X, : n>1} homogén
Markov-lanc!

Megoldas. Mivel X, X,,... fliggetlenek, minden j,71,...,7, € I esetén
P(Xn+1 :j’Xl :i17‘~'7Xn :Z'n> :P(XTH—l :j)a

igy {X,:n>1} Markov-ldnc. Ha X, X5, ... fliggetlenek és azonos eloszlasuak is, akkor
a Markov-lanc homogén is. U

1.20. Feladat. Minden n >1 esetén jelolje X, egy szabalyos dobdkockaval az els6 n
dobds soran a legnagyobb addig el6fordulé dobéas eredményét. Mutassuk meg, hogy {X,, :
n>1} Markov-lanc és hatarozzuk meg a P(X,, = j| X3 =1), 1,7 = 1,...,6, n-lépéses
atmenetvaldszintiségeket!

Megoldas. Minden n >1 esetén jelolje Y, az n-edik dobés eredményét. Ekkor X, .1 =
max{X,, Y, 1} és

0 ha j <1,
pij=PXnp=j|Xn=i) = qi/6 ha i=}],
1/6 ha j>1,

ahol 1<14,7<6. Ugyanis, ha j <+, ugy p;; = 0, mert az els6 n + 1 dobds soran
a maximum nem lehet kisebb, mint az els6é n dobas soran a maximum. Ha ¢ = j, ugy
pii =1/6, mert az els6 n+ 1 dobds soran akkor lesz a maximum egyenld az elsé n dobds
soran vett maximummal (i-vel), ha az (n+1)-edik dobdsraaz 1,...,7 szdmok valamelyikét
dobjuk, igy /6. Hasonléan kovetkezik a j > i eset is. Végiggondolhaté az is, hogy

(n) . , 0 ha 7 <i,
pi,j:P(Xn+1:J|X1:Z>: in o
(g) ha 7 =1.

Az utébbi példaul abbdl kovetkezik, hogy egy adott dobas utan akkor lesz még n lépés
miulva is ugyanaz a maximum (7), ha ezen n 1épés sordn mindig csak az 1,...,7 szdmjegyek
valamelyikét dobjuk. Mivel a dobéasok fiiggetlenek, igy

(6) a keresett valdszintiség.
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S’;) = P(Z, = j), ahol Z, = max{Yy,...,Y,}, ugyanis egy adott dobds

utani n dobas soran kell a maximumnak j-nek lennie. fgy

Ha 75 >4, gy p

P(Z,=j)=P{Z. <j}\{Z,<j—-1})=P({Z. <j}) - P{Z.<j—1})
=PY;<ji=1,....,n)—PY;<j—1i=1,...,n)

- Py -rmsi- = (2) - (1)

w_ (3" (i-1\"
= (3) -(55) - e

1.21. Feladat. Legyenek &;,&,,... fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok ugy,
hogy

Tehat, ha 7 >, dgy

O

P& =1)=1—-P& =-1)=p, ahol 0 <p< 1.
Legyen S, :=& +---+&,n>1 és Sy:=0. Tanultuk, hogy {S, :n >0} Markov-lanc!

(i) Mutassuk meg, hogy {X, := |S,| : n>0} Markov-lanc! Hatdrozzuk meg az
atmenetvalészintiségi matrixat!

(ii) Legyen M, = maxo<r<n Sk, n = 0. Mutassuk meg, hogy {Y, := M, — S, : n >0}
Markov-léanc!

Megoldas.

(i) Legyen i>1. Ha X, =i, ugy S, =1 vagy S, = —i, ezért S,y € {i—1,i+1,—i—
1,—i+1}. Emiatt X, =|S,11| € {i—1,i+1}. Legyen B ={X, =1i,,0<r <n}, ahol
10,01, v, lp_1 € 7t = {0, 1,2.. } Ekkor

P(Xpp =i+1]X,=1i,B)
= P(Xpp1=i+1,S, =i|X,=i,B)+ P(Xp 11 =i+1,8, = —i| X, =i, B)
= P(Xpi1=i+1|8,=i,X,=14B)P(S, =i| X, =i,B)
4+ P(Xp1 =i+1]8, =—i,X,, =i, B)P(S, = —i| X,, = i, B)
= P(Xpy1 =i+1|S, =i, B)P(S, =i| X, =i, B)
4+ P(Xp1 =i+ 1]8, =—i,B)P(S, = —i| X, =i, B).

Nyilvan

P(Xpp =i+ 1[5, =1,B)=p,
P(X,y1=1+1|S,=-i,B)=1—p.

Legyen
[ :=max{r <n:i, =0},
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azaz | az n id6épont el6tt az {X, = i,,0<r < n} trajektéria 0-ba val6 utolsé
visszatérésének idépontja. Ha S, = ¢, gy minden [+ 1< j<n esetén S; >0, ha pedig
Sp = —1, dgy minden [+ 1<j<n esetén S; < 0. Ekkor

P(S,=1i|X,=1i,B) = P(S, =1,X,=1,B) _ P(S, =i, B)

P(X, =1i,B) P(X, =1i,B)
_ P( n:i7B)
P(X,=1,8,=1i,B)+ P(X, =1,S, = —i,B)
P(S, =1,B)

" P(S,=i,B)+P(S, = —i,B)

Legyen

Ay ={S =04,Sn=in #0,l<m<n—1,5=0,X,=14.,0<r <},
Ay ={S=—0,5=—in #0,l<m<n—1,5=0,X, =14,0<r <},
A :={S, =i,5m =im #0,l <m<n—1},

Ag = {Sn = —i,Sm = —im #£0,l <m <n—1},

As = {8 =0,X, =i,,0<r <1}

Ekkor

B o P(A)) B P(As| As)P(As)
P =018 =0 B) = By + P(A2) ~ P(As] 45)P(As) + P(Ay | 45 P(A7)'

A Markov-tulajdonsag miatt kapjuk, hogy

P(A3]5 =0)
(A5 S, = 0) + P(A4] S, = 0)°

P(S,=1|X,=1B)=
( Z| t ) P
Legyen

D" .= {a véletlen bolyongds 0-bél indulva n — [ 1épés alatt eljut i-be gy,
hogy az eldre adott 4,.1,...,4,_1 péalyat koveti, mely seholsem 0},
D(_n[l) := {a véletlen bolyongds 0-bdl indulva n — 1 1épés alatt eljut —i-be gy,

hogy az eldre adott —i;4q,...,—i,—1 palyat koveti, mely seholsem 0}.

Ekkor [ értelmezése miatt

P(D(n—l))

]

P(D" ) 4+ P(D" V)

—1

P(S, =i| X, =i,B) =

Kiszamoljuk most, hogy 0-b6l n — [ 1épés alatt i-be (ill. —i-be) eljutva hany 1épést
kell tenni felfelé és hanyat lefelé. Jelolje z a felfelé 1épések szamat, igy n — 1 — x 1épést
tesziink lefelé. Mivel a 0-bdl indulunk = — (n—1—x) =4, ezért == (n—1+1)/2, (il
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r = (n—1—1)/2). Felhasznélva, hogy D" V_ben a felfelé, ill. lefelé 1épések sorrendje mar

%

rogzitett, kapjuk, hogy

P(D(nfl)) — p(n7l+i)/2(1 . p)(nflfi)/2'

7

Hasonldéan

Ezért

B p(nflJri)/Z(l _ p)(nflfi)/Z

o p(n—l+i)/2(1 _ p)(n—l—i)/Q +p(n—l—i)/2<1 _ p>(n—l+i)/2

_ pi/Q(l _ p)—i/Z _ I
pPRP(L—p)= 2+ p i A(L=p)2 pit(1—-p)"

P(S, =i| X, =i, B)

Hasonldéan ) A
P(Sy = —i|X, =i B) = =P

pz + (1 _ p)z
Ezért

i+1 1 — p)itl
P(Xpor —it+1|X, =i By =P +t0=p)

P+ =-py
i+1 1— i+1 'Ll_ 1— )
P+ (1 =p) P+ (1= p)
i—1 i—1
P+ (1-p)
=p(l—p . —,
by

Az i =0 esetet kiilon kezelve,
P(X,4+1=1]X,=0,B)=1.

Ezek az eredmények mar azt is bizonyitjak, hogy {X, : n >0} Markov-lanc, mert a fenti
feltételes valoszintiségek értéke csak X, értékétol fligg.

Az dtmenetvaldszintiségek tehét

P+ (1 — p)itt

3,7 = - P (> ]-7
p,+1 pz+(1—p)l =
pi—l (1 _p)z—l .
pii1 = p(l —p) —, i =1,
7 (1 _p)z =
Poa = 1.

(ii) M, értelmezése miatt Y, >0, n>0 és
Yn - Yn+1 - Mn - Sn - (Mn—i-l - Sn—i—l) - Mn - Mn+1 + Sn—i—l - Sn - §n+1 + Mn - Mn+1-

fgy, ha Y, >0, azaz M, > S,, dgy P({1 € {—1,1}) =1 miatt M, > S,1. Ezért
M, = M, 1, ésemiatt Y, — Y, 1 =&,11. Azaz, ha Y, >0, akkor Y, =Y, — &,11.
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Ha pedig Y, =0, azaz M, =S, akkor Y, = M, 1 — S,11 miatt
P(Yn+1:0):p és P(Yn+1:1):1—p

Mindkét esetben azt kaptuk, hogy Y,11 a multtdl csak Y,-en keresztiil fiigg, ezért {Y,, :
n >0} Markov-lanc.
Az dtmenetvalészintiségek pedig poo =p és po1 =1 —p. Valamint, ha > 1, dgy az
Y, > 0 esetre érvényes Y, 11 =Y, —&,01 képlet alapjan
Pii-1 =D, Piit1=1—p.
O

1.22. Feladat. Legyenek {X,, : n >0} és {Y,, : n >0} Markov-lancok, mindkett6 fazistere
Z. Igaz-e, hogy ekkor {X, +Y, :n >0} mindig Markov-lanc?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: Tekintsiik az 1.21. Feladatban definidlt {S, : n > 0}
és {Y, :n >0} Markov-lancokat. Ezekre S,+Y,, = M,. Megmutatjuk, hogy {M,, : n >0}
nem Markov-lanc. Elég példaul azt leellendrizni, hogy

Ekkor

P(My=1,My=1) 4/16 2
POL=1IM =0 =""p0m = ~ 38 3

ugyanis 3 db. olyan 3-hosszusagu Ut van, mely a 0-bdl indul, eléri az 1-szintet, viszont 1
folé nem jut, illetve 4 db. olyan 4-hosszisidgu 1t van, mely a 0-bdl indul, eléri az 1-szintet
az elsd 3 1épés soran, viszont 1 f6lé nem jut a 4 1épés soran.

Hasonldan,

P(My=1,My=1,M,=0) 1/16 1
P(My= 1My =1,M; = 0) = P(Ms=1My=0)  1/8 2

Igy P(My = 1|Ms = 1,M, = 0) # P(My = 1|Ms = 1). Ezért {M, : n>0} nem
Markov-lanc. ]

1.23. Feladat. Legyen {S, :n >0} a szimmetrikus véletlen bolyongds a szamegyenesen,
melyre Sy = 0. Legyen M, := maxo<r<n Sk, n=>0. Igaz-e, hogy ekkor {M, : n >0}
Markov-lanc?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: Lasd az el6z6 feladat indoklasat. O

A tovébbiakban egy Markov-lanc ¢ és j allapotai esetén ¢ — j jeloli, ha az 1
allapotbdl elérheté a 7 allapot, illetve = mddon jeloljiik, ha az ¢+ és j &llapotok
kolesonosen elérhetéek egymasbol.
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1.24. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 3a] Legyen {X, :n € N} egy homogén
Markov-lanc, melynek fazistere {0,1,2} és egylépéses atmenetvalésziniiségi matrixa

1/2 1/2 0
1/2 1/4 1/4
0 1/3 2/3

Mutassuk meg, hogy {X, : n € N} egy irreducibilis Markov-lanc!

Megoldas. Azt kell megmutatni, hogy minden allapot kolcsondsen elérheté minden éllapot-
bél. Példaként megnézziik, hogy 0 — 2 és 2 — 0 teljesiil. Azt kell ehhez belatni, hogy
3 nm=0: PO(Z) >0 és P2(,7(T)l) > 0. Az atmenetvaldszinliségi matrixbdl Pé,11) = 1/2 és

Pl(,lg) = 1/4, ezért a Chapman—Kolmogorov egyenletek alapjan

igy n valaszthaté 2-nek.
Hasonléan P2(,11) =1/3 és Pl(’lo) =1/2, ezért P2(,20) >0, igy m is valaszthaté 2-nek.

Felhasznédlva — tranzitivitasat, egyszeriibben is okoskodhatunk. Ekkor

P(](,ll) — % >0 miatt 0—1,
p1(712) — i >0 miatt 1— 2,
Py = % >0 miatt 2—1,
p1(710> — % >0 miatt 1—0.

[gy — tranzitivitdsa miatt a {0,1,2} &llapotok kélesonésen elérhetéek egyméasbol.

Lathaté, hogy a fentiek alapjan algoritmus adhaté az osztalyok meghatarozasara tetszoleges
Markov-lanc esetén:

e kiindulunk egy tetszoleges ig allapotbdl,
e vesszilk az olyan j # iy allapotokat, melyekre PZ(OI; > 0,
e a kapott allapotokra az el6z6 lépést csindljuk,

e ha ismétlodik egy allapot, akkor talaltunk egy osztalyt,

e valasztva egy olyan allapotot, mely nincs benne a mar megtaldlt osztalyban, el6lrol
kezdjiik az eljarast,

e hanem ismétlodik egyetlen allapot sem, akkor 1ényegtelen allapotok végtelen osztalyardl
van szo.

28



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

U

1.25. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 3b] Legyen {X,, : n € N} egy homogén
Markov-lanc, melynek fazistere {0,1,2,3} és egylépéses atmenetvaldsziniiségi matrixa

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4
0o 0 0 1

P =

Hatarozzuk meg ezen Markov-lanc osztalyait!

Megoldas. Az osztalyok a kovetkezék {0,1}, {2} és {3}. A 2 Adllapothdl elérhetd
a 0 allapot, megforditva azonban nem igaz, igy a 0 és 2 nem lehet azonos osztalyban.
(Hasonl6 igaz 1-reis.) A 3 allapot un. elnyeld allapot, mert ps3 = 1, azaz rajta kiviil
semmilyen més allapot sem érhet6 el beldle. 0

1.26. Feladat. Legyen {X, :n >0} egy véges éllapotterii Markov-lanc. Mutassuk meg,
hogy 1étezik legalabb 1 darab zart osztaly a fazisterében.

Megoldas. Tegyiik fel indirekt, hogy nem létezik zart osztaly. Tekintsiink egy tetszoleges
1 € I éllapotot. Ekkor az indirekt feltevés miatt az -t tartalmazé osztaly nem zart. Ezért
létezik olyan j € I allapot, hogy ¢ — j és j  i¢. Ugyanis, ha minden olyan j € [
allapotra, melyre i — j, az teljesiilne, hogy j — ¢, akkor az i osztalya (definicid
alapjan) lényeges osztaly lenne. Azonban egy el6adasbeli tétel miatt, lényeges osztdly az
minimélis zart halmaz, tehédt ellentmonddast kapnank. (Nyilvan ¢ # j, mert i = i.) Ezt a
gondolatmenetet ismételve kapjuk, hogy 1étezik allapotoknak olyan iq,19, ... sorozata, hogy
in = lnt1 €8 ipy1 A I, no=1,2,.... Megmutatjuk, hogy i; # i;,, ha ji # jo. Az
aldbbi gondolatmenetet kell induktive ismételni. Legyenek i,45,73 olyan allapotok, hogy
i1 — 19, iy A iy, Gp — i3 €s i3 A~ 1. Ekkor iy # iy és iy #i3. Ha iy = i3 lenne, gy
1o — i3 miatt 75 — 49, ami ellentmondas. fgy azt kapjuk, hogy az allapottér nem lehet
véges, legalabb megszamlalhatéan végtelen. Ami ellentmondas. U

1.27. Feladat. Legyen {X, : n>0} egy véges allapotterii Markov-ldnc. Igaz-e, hogy
ekkor 1étezik legalabb 1 darab zart osztaly a fazisterében?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: Az 1.26. Feladatban leirva. U

29



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

2. Periodikussag, visszatéroség

2.1. Feladat. Legyen {X, : n € N} egy homogén Markov-lanc, melynek fazistere {1,2,3,4,5}
és egylépéses atmenetvaldsziniiségi métrixa

0 0 1 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
p=|1 0 0 0 0
0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 1/2

Hatarozzuk meg ezen Markov-lanc osztalyait és az osztalyok periédusat! Irreducibilis-e a
Markov-lanc?

Megoldas. Az osztalyok a kovetkezék {1,3}, {4,5} és {2}. Valéban, mivel 1 = 3,
4 =5 és 1 A 4, kapjuk, hogy 1 és 3 ugyanazon osztalyban vannak, illetve 4 és
5 is ugyanabban az osztalyban vannak, mely osztalyok egymastol kiilonbozoek. Tovabba,
1 A 2, illetve 4 /A 2 miatt 2 nincs benne sem az {1,3}, sem a {4,5} osztalyaban.
Mivel mar minden allapotot sorravettiink, kapjuk, hogy 2 énmaga alkot egy osztalyt, illetve,
hogy {1,3} és {4,5} egy-egy osztaly. Mivel egynél tébb osztdly van a Markov-lanc nem
irreducibilis. Az 1 allapot periodikus, hiszen innen indulva pontosan paros sok lépés utan
térhetiink vissza, tehat pgrf) > (0 pontosan akkor teljesiil, ha n paros. fgy az 1 allapot

periodusa
dy = Inko{n € N : pﬁ”) > 0} = Inko{2,4,6,...} = 2.

Mivel a periddussag osztalytulajdonsiag és {1,3} egy osztdly, kapjuk, hogy a 3 &llapot
peridédusa is 2. Tovabbé, mivel mind a 2, mind a 4, mind az 5 allapotbdl indulva 1 1épéssel
visszatérhetiink oda ahonnan indultunk, kapjuk, hogy a 2, 4 és 5 allapotok periddusa 1, azaz

d; = Inko{n € N : ng) >0} = Inko{1,2,3,4,...} =1, i€ {2,4,5}.
]

2.2. Feladat. Legyen {X,, : n € N} egy homogén Markov-lanc, melynek fazistere {1,2,3,4}
és egylépéses atmenetvaldszinliségi matrixa

0 0 01
0 0 01
P= 1/2 1/2 0 0
0 0 10

Hatarozzuk meg ezen Markov-lanc osztalyait és az osztalyok periédusat! Irreducibilis-e a
Markov-lanc?

Megoldas. Az atmenetvaldszinliségi matrix alapjan
1—=4—-3—-1,
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és igy 1 = 3, illetve 1 = 4, azaz ugyanazon osztdlyhoz tartoznak. Ezért 1, 3, és 4
kolesonosen elérhetéek egymasbol. Tovabba,

2432

és igy 2 = 3. Ezért az osztdly definiciéja miatt az egész allapottér {1,2,3,4} egyetlen
lényeges osztaly, azaz a Markov-lanc irreducibilis. Azt, hogy a Markov-lanc irreducibilis
indokolhattuk volna gy is, hogy 1 -4 =3 =2 =4 — 3 — 1 (ldsd az 1.24. Feladat
megolddsanak végén frottakat). Mivel a periddikussag osztalytulajdonsdg, elég egy édllapot
periddusat meghatarozni, az Osszes tobbi allapot periddusa is ugyanannyi lesz. Az 1 allapot
periédusat hatarozzuk meg. Minden n € N esetén jelolje 5’n az 1 allapotbol n 1épéssel
elérhet6 allapotok halmazat. Az dtmenetvaldszinliségi matrix alapjan

51 = {4}7 52 - {3}7 6’3 = {172}7 6’4 - {4}7 55 - {3}7 6v6 = {172}7

és igy tovabb. Hasonléan, ha 6n jeloli a 4 allapotbol n 1épéssel elérheto allapotok halmazat,
akkor

a1 = {3}, a2 = {17 2}5 a3 = {4}7 64 = {3}7

és igy tovabb. Vegylik észre, hogy indexezéstol eltekintve ugyanazokat a halmazokat kaptuk,
mint az elébb, igy az alosztalyok Cy = {3}, C; = {4} és Cy ={1,2}. Ezért

dy = Inko{n € N: p\? > 0} = Inko{3,6,9,...} = 3.
fgy a Markov-lanc irreducibilis, periddikus, 3-periddussal. O

2.3. Feladat. Legyen {X, :n € Z,} egy homogén Markov-lanc, [ fazistérrel, i € I
(ns)
> 0.

)

pedig egy olyan éallapot, hogy létezik olyan n; € N, hogy p

(n
(2

(i) Mutassuk meg, hogy d; < min{n>1 : p ) > 0}, ahol d; jeloli az ¢ é&llapot

periodusat.

(ii) Mutassuk példét arra, hogy d; < min{n >1: pl(?) > 0}.

Megoldas. (i): Felhasznalva d; definici6jat, kapjuk, hogy d; osztéja az Osszes olyan
n € N-nek, melyre pgl) > 0. Igy d; osztéja min{n>1 : pgl) > 0}-nek is. Ezért

d; < min{n >1:p" > 0}.

(ii): Legyen I :={1,2,3,4} és az egylépéses atmenetvaldszintiségi métrix

1 2 3
1/0 0 0

p._ 2|0 1 0
3lo 12 0 1/2
4\1 0 0 0
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Ekkor 1 —2 =3 —4 —1 miatt {1,2,3,4} egyetlen osztaly, és igy a lanc irreducibilis.
Minden n € N esetén jelolje C, az 1 allapotbél n 1épéssel elérheto allapotok halmazat.
Ekkor

C=1{2}, Cy=1{3}, Cs={2,4}, Ci={31},
Cs={2,4}, Cs={3,1}, Cr={24}, Cs={3,1},
és igy tovabb. Ezért
pn=0 pl =0, p =0, piY >0, pf =0, pif >0, pif =0 p >0,
és igy tovabb. Ezért
di = Inko{n € N: p\” > 0} = Inko{4,6,8,...} = 2,

azonban min{n >1: p&?) >0} = 4. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a két alosztaly

={je{1,2,3,4}|3n
={j€{1,2,3,4}|3n

0,n=0 mod (2):p{Y >0} = {1,3},

>
>0, n=0 mod (2):p1j >0} = {2,4}.

O

2.4. Feladat. Legyenek ry,...,rs pozitiv egész szamok, hogy a legnagyobb ko6zos osztojuk
1. Mutassuk meg, hogy létezik olyan N € N, hogy minden n > N eldallithato

n = E Clk Tk

alakban, ahol a,(cn), kE = 1,...,s, alkalmas pozitiv egész szamok. A feladat allitdsa
atfogalmazhaté az alabbi pénzvaltasi problémara: adva s fajta pénzérmét, r; Ft-osokat,
ro Ft-osokat, ..., rs Ft-osokat, 1étezik olyan pénzosszeg (N), hogy minden ennél nagyobb
vagy egyenld pénzosszeg (n) eléallithaté a megadott fajta pénzérmék felhasznéalasaval ugy,
hogy minden fajta érmét felhasznalunk (ak eN kE=1,...,s).

Megoldas. A legnagyobb kozos osztordl tanultaknak megfelelden, léteznek olyan (nem
sziikségképpen pozitiv) ¢, k=1,...,s, egész szamok, hogy c;my +---+csrs = 1. Legyen
R :=r +---+r, Ekkor barmilyen n € Z egyértelmiien allithaté el6 n = z,R + y,
alakban, ahol z,,y, € Z és 0<y, < R. Igy

s

n = Z(xn + CkYn )Tk,

k=1

és itt az Osszes egylitthato pozitiv lesz, ha

Ty > ( max \ck|) R
k=1,...,s
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Valoban, ekkor

gooo

Ty + CplYn > (kr_nlax ]ck|) R+ cxyn = |ck| R + cxyn = (Jck| + cx)yn = 0.

fgy élhetlink példdul az N := ((maxg—; . s|ck|) R+ 1) R vélasztédssal. O

2.5. Feladat. Legyen {X, :n € N} egy irreducibilis, aperiédikus homogén Markov-lanc,
I fazistérrel. Mutassuk meg, hogy tetszéleges i,j € I esetén létezik olyan N(i,7) € N,
hogy pz(;l) >0 minden n> N(i,j) esetén!

Megoldas. Mivel j aperiddikus, kapjuk, hogy létezik olyan s € N és léteznek olyan
ny,...,ns pozitiv egészek, hogy a legnagyobb kozos osztojuk 1 és pg-?k) >0, k=1,...,s.
A 2.4. Feladat alapjan létezik olyan N € N, hogy minden n > N elééllithato

n = Z a](cn)nk
k=1
(n)

alakban, ahol a,’, k =1,...,s, alkalmas pozitiv egész szamok. A Kolmogorov-Chapman
egyenletek alapjan,

(n) (n)
n n ! Ns s
> (p}f’) <p§.j >) >0, VY n>N.

fgy pg»?) > (0 minden n > N esetén. Mivel a Markov-lanc irreducibilis, kapjuk, hogy létezik
(niz)

olyan n;; nemnegativ egész szam, hogy p;;”" > 0. fgy7 djra a Kolmogorov-Chapman

egyenletek alapjén,
p§?+nij) > pl(;uj)pz(;z) >0, v n> N.
Ezért élhetiink az N(i, j) := N + n;; vélasztdssal.

Megjegyezziik, hogy altalanosabban is igaz a feladatban szereplo allitds. Nevezetesen,
ha ¢ és j azonos kommunikaciés osztalyba tartozé allapotok és a széban forgd osztaly
periédusa d € N, akkor 1étezik egy olyan N(i,7) € N, hogy n > N(i,j) esetén pgz) >0
pontosan akkor teljesiil, ha n = d(i,j) mod(d), ahol d(i,j) € {0,1...,d—1}. O
2.6. Feladat. [Grimmett and Stirzaker [3], Problem 6.15.4] Legyenck {X,, :n € Z.}
és {Y, :n € Z,} fluggetlen, homogén Markov-ldancok ugyanazzal az I fazistérrel és P
atmenetvaloszintiségi matrixxal.

(i) Mutassuk meg, hogy {Z, := (X,,Y,) :n € Z,} is Markov-lanc.

(ii) Mutassuk meg, hogy ha {X, : n € Z,} é {Y, : n € Z;} irreducibilisek és
aperiédikusak is, ugy {Z,:n € Z,} is irreducibilis és aperiddikus.

(iii) Ellenpéldat adva mutassuk meg, hogy a (ii) részben az aperiédikussag feltétele nem
hagyhat6 el, azaz léteznek olyan fiiggetlen, irreducibilis {X,, :n € Z;} és {Y,:n €
Z,} Markov-lancok (ugyanazon fazistérrel és dtmenetvalészintiségi matrixxal), hogy
{Z, :n €Z;} nem irreducibilis.
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Megoldas. (i): Tetszéleges n € N és (ig, jo),- -+ (in, jn) € I X I esetén

P(Zn = (imjn) | Zn1 = (in—1,Jn-1), -, Zo = (40, Jo))
P(X, Yy = jn | Xn1 = tn—1, Yno1 = Jn-1,- -, Xo = %0, Yo = Jo)
P(X, =140, Yy = Jny Xn-1=tn—1, Yn-1 = Jn-1,---,Xo = 0, Yo = Jo)
P(Xn 1= ln—1,Yn—1 = Jn—1,- .-, Xo = i0, Yo = Jo)
P(X, =1, Xn1=1tn1, -, Xo=10)P(Yo = Jn, Yn-1=Jn-1,---, Yo = Jo)
P(Xpn1=tn1,-.,Xo=10)P(Yo1 = Ju-1,-.., Yo = Jo)
(X =in | Xyt = i1y, Xo = i0) P(Yo, = Ju | Y1 = Jn-1,- -, Yo = Jo)
(Xn = in | Xpo1= Zn—l)P(Yn = Jn | Y1 = jn—l)
P(Xp = in, Xno1 = tn—1) PYa = jin, Yoo1 = jn-1)
P(Xyo1 = ip_1) P(Yn-1 = ju-1)
P(Xp =in, Yo = Jn, Xn1 = in1, Y1 = Jn-1)
P(Xp-1 =tn-1,Yn-1= jn-1)
P(Zn = (in7jn)v Lp1= (in—l,jn—l))
P(Zn—l = (in—lyjn—l))
= P(Zn = (in,jn) | Zp1 = (Z’nflyjnfl))'

Igy {Z, :n € Z,} homogén Markov-lanc, fazistere I x I, egylépéses dtmenetvaldszintiségei
pedig az {X, : n € Z,} és {Y, : n € Z,} Markov-ldncok megfelels egylépéses
atmenetvaloszintiségeinek szorzatai, azaz

P(Zn - (Zm]n) | Zp—1 = (in—lujn—l)) - (P>in71,in(P)jnfl)jn'

(ii): A 2.5. Feladat alapjan tetszéleges (i,7), (j,s) € I x I esetén létezik olyan N(i,r) € N
és N(j,s) € N, hogy

P(X,=r|Xy=1)>0, V= N(i,r),
P(Y,=s|Yy=j) >0, Vn=N(j,s).

Igy, az (i) rész megolddsdban frottakat is felhasznalva
P(Z,=(r,s)|Zo=(i,7)) = P(X, =7|Xo=49)P(Y, =s|Yyo=j) >0,

tetszOleges n > max(N(i,r), N(j,s)) esetén. Igy {Z, : n € Z,} irreducibilis és aperiédikus.
(iii): Legyen [ :={0,1} és
0 1

p=(Y 1)
o\1 0

Ekkor az {X, :n € Z,} és {Y, :n € Z,} Markov-ldncok irreducibilisek és periodi-
kusak, periédusuk 2. Tovabbd, az (i) rész alapjan {Z, : n € Z,} Markov-lanc, fazistere
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{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} és egylépéses atmenetvalosziniiségi matrixa

(0,0) (0,1) (1,0) (L,1) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,00/0-0 0-1 1-0 1-1 (0,0)( 0 0 0 1
(0, 1)f 0-1 0.0 1-1 1-0 | (0,1)| 0 0 1 0
(1,00 1-0 1-1 1.0 0-1 | (1,0)] O 1 0 0
(LHy\ 1-1 10 0-1 0-0 (L, \ 1 0 0 0

gy a {Z,:n € Z,} Markov-ldnc osztélyai {(0,0),(1,1)} és {(1,0),(0,1)}, azaz nem
irreducibilis {Z,, : n € Z;}. A fenti atmenetmdtrix nemmads, mint P-nek énmagédval vett
Kronecker szorzata. U

2.7. Megjegyzés. (visszatér6ség) Felidézziik, hogy mit értiink visszatéré (recurrent) és
atmeneti (transient) allapoton. Legyen tetszéleges ¢ és j allapotok és n > 1 esetén

£ = P(Xy =4, X #5,1<t<n— 1] Xo =1),

(2

(n) SN ‘s . po e 1wy -
azaz [;;/ annak a valosziniisége, hogy n 1épés alatt jutunk el el6szor i-bdl j-be. Legyen
* . (n)
fij = Zfi,j )
n=1
azaz [7; annak a valészinfisége, hogy -bdl indulva a lanc eljut j-be. Az i allapotot

visszatérének nevezziik, ha f; = 1, 4tmenetinek, ha [, < 1. Azaz egy i allapot akkor
visszatérd, ha a lanc i-bol indulva 1 valdszintiséggel visszajut oda.

Az aldbbiakban heurisztikus gondolatmenetek nyomén igaz Osszefliggésekhez jutunk.
Tegyiik fel, hogy egy Markov-lanc az ¢ &llapotbdl indul ki és ¢ visszatér6 allapot. Ekkor
a lanc 1 valdszintiséggel visszatér i-be. A Markov-lanc definicigja miatt minden djra indul,
ugy mintha a lanc 1jbél i-bol indulna. Es ily médon a lanc djra visszatér 1 valdszintiséggel
i-be. Egy kicsit precizebben ezt a kovetkezoképpen indokolhatjuk meg. Vezessiik be az i
allapot elso elérési idejét:

T ‘=

n ha X, =i és X, #i, 1<t<n—1,
too  ha X;#i, ¥ t>1.

Mivel az i &llapot visszatérd, P(r; < +o00) = 1. Tovdbbd, mivel P(X,=1i) =1, kapjuk,
hogy {X;4n:n=0,1,2,...} is Markov-ldnc, melyre P(X, =1i) =1, és a széban forg
Markov-lanc egylépéses atmenetvaldsziniiségi métrixa és kezdeti eloszldsa megegyezik {X,, :
n=0,1,2,...} egylépéses dtmenetvalészinliségi matrixaval, illetve kezdeti eloszldséval. (Az
atmenetvalésziniiségi matrixok egyeziségének hatterében az erés Markov-tulajdonsédg all.) A
fenti gondolatmenetet ismételve kapjuk, hogy ha egy Markov-lanc egy visszatérd allapotbdl
indul ki, akkor 1 valdszintiséggel végtelen sokszor visszatér oda.

Most azt tegytik fel, hogy a Markov-lanc az ¢ &allapotbol indul ki és ¢ atmeneti allapot.
Ekkor minden egyes alkalommal, mikor a lanc belép i-be pozitiv, nevezetesen 1— f7, annak
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a valoszintisége, hogy soha tobbet nem tér vissza i-be. fgy feltéve, hogy egy Markov-lanc
az ¢ atmeneti allapotbdl indul ki annak a valészintisége, hogy pontosan n alkalommal van
az i allapotban, azaz (n — 1)-szer tér vissza oda

(fr)m ML= fr),  n>l

Azaz, ha egy Markov-lanc az ¢ atmeneti allapotbol indul ki, akkor az ¢ &llapot meglatoga-
tésainak szama (beleértve a kezdeti {Xo = i}-t is) geometriai eloszldsi 1— f;; paraméterrel.
Igy egy Markov-lanc az i dtmeneti dllapotbdl indulva varhatéan 1 /(1= f};)-szer tartézkodik
az 1 allapotban (beleértve a kiinduldsi idépontot is), ami véges.

Az el6z6 két bekezdés alapjan az i allapot akkor és csak akkor visszatérd, ha a Markov-
lanc ¢-bdl indulva varhatéan végtelen sokszor tartézkodik az ¢ allapotban.

Legyen i egy rogzitett allapot és minden n >0 esetén
1 ha X,(w)=71,
0 ha X,(w)#i.

AD (W) ==

Ekkor >, AY az i llapot meglatogatasainak szdma (beleértve a kiinduldsi id6pontot
is) az {X, :n € N} Markov-ldnc dltal. Igy, mivel A% nemnegativ valészintiségi valtozdk,

(21) E (ZAﬁ;‘) | Xo = @) =Y EAP | Xo=i)=) P(X,=i|Xo=1i)=> p7.
n=0 n=0 n=0 n=0

fgy megkapjuk az eléadason bizonyitott visszatéroségi kritériumot:

oo
ha 5 pﬁ) = 400, akkor i visszatéro,
n=0

ha Z pfﬁ) < o0, akkor ¢ Aatmeneti.
n=0

Ebbdl a levezetésbdl lathatjuk, hogy minden atmeneti allapotban varhatéan csak véges sok-
szor tartézkodik a Markov-ldnc (innen ered a neve). O

2.8. Megjegyzés. Ismertek az aldbbiak. Legyen {X,, :n € N} Markov-ldnc [ fazistérrel.
Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
(i) Ha i A j, akkor pl(-z) =0 minden n >0 esetén, ésigy lim, ., pgz) =0.

(ii) Ha ¢ — j és j nem visszatérd, akkor Z pz(»j;) < 400, igy lim, .. pz(»g) =0 és

n=0

_1
Pij =Y
n=0 i

7 ha i # j.

ha =7,
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oo
(iii) Ha i —j és j visszatérd, akkor sz(? = 400.
n=0

Ezért, ha 7 nem visszatérd allapot, akkor barmely ¢ allapotra

lim p; ; (m — 0,
n—oo
valamint felhasznélva, hogy
: o (n)
i PO =) = i 3 P(Xo =9 = D P(Xo =) liy ol

kapjuk, hogy lim, ,,, P(X,, = j) = 0. (A >  és a lim felcserélhetéségét eléaddson
indokoltuk.) Tehét, ha j nem visszatér6 allapot, akkor

lim P(X, =j) =0, lim p” =0, Viel

n—o0 n—oo” !

O

Az alabbiakban a visszatéréségre adunk egy jol hasznalhaté elégséges feltételt. (Ennek
kéze van a Doeblin-tételhez (4.14. Tétel) is.)

2.9. Tétel. Legyen {X, : n>0} egy homogén Markov-lanc. Jeldlje P az egylépéses
atmenetvalosziniségi matrizdt, és I a fazisterét. Legyen tovdbbd minden n >1 esetén
n—1
1
A, =— pPm™
n
m=0

Tegyuik fel, hogy létezik olyan M >1, jo€ 1 és € >0, hogy

inf(Anr)ijo > €.

Ekkor eqy j € I dllapot akkor és csak akkor visszatérd, ha jo — j.
Szintén jol hasznalhato egy allapot visszatéroségének eldontésére az alabbi tétel is.

2.10. Tétel. Legyen C' tetszdleges osztdly, j € C rogzitett. Ekkor az

(2.2) Yi = Z PikYk + Dij> i €C,
keC\{j}

egyenletrendszernek minden nemnegativ y;, 1 € C, megolddsdra (azaz melyre y; >0, i € C),
fenndll, hogy y; = f5;, i € C. Tovdbbd, létezik az egyenletrendszernek minimdlis nemnegativ
e C.

megolddsa, és ez y; = [},

2.11. Feladat. Tegyiik fel, hogy az {X,, : n >0} véges éllapoter(i, homogén Markov-ldnc
allapotterében létezik olyan s elnyeld allapot (azaz ps;s = 1), ami minden allapotbdl
elérhet6 (azaz j — s minden j 4éllapotra). Mutassuk meg, hogy ekkor minden s-t6l
kiilonboz6 allapot atmeneti allapot.
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1. Megoldas. Mivel minden j € I allapotra j7 — s, a Chapman-Kolmogorov tétel miatt
létezik olyan K € N, hogy (PX);, >0 minden j € I esetén. Ekkor M := K+1, jy:=s
és e :=1infier(Apr)iy, teljesitik az 2.9. Tétel feltételeit. Valdban, mivel Ay > PK/(K +1),
és az I allapottér véges, kapjuk, hogy ¢ > 0. Ezért az 2.9. Tétel alapjan egy j € I allapot
akkor és csak akkor visszatér6, ha s — j. Mivel, ha j # s, 1Ugy nem igaz, hogy s — j,
igy kapjuk, hogy minden s-t6l kiillonboz6 allapot atmeneti.

2. Megoldas. Felhasznalva, hogy s elnyel6 allapot, minden j € I, j # s allapotra
j — s, viszont az s &llapotbdl nem érhets el a j 4llapot. Igy egy j € I, j #+ s
allapot lényegtelen, és ezért atmeneti. Ugyanis eléaddson tanultuk, hogy visszatérd osztaly
lényeges. Ez a gondolatmenet azt is mutatja, hogy a feladat feltételei koziil elhagyhato, hogy
az allapottér véges. 0

2.12. Feladat. Igaz-e, hogy ha egy véges allapotterii, homogén Markov-lanc allapotterében
van olyan s allapot, hogy pss =1 és j — s minden j éllapotra, akkor minden s-tdl
kiilénbozo allapot nem visszatérd allapot?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: Az 2.11. Feladatban lefrva. U

2.13. Feladat. Létezik-e olyan véges allapotterii Markov-lanc és fazisterében olyan ¢ és j
visszatéro allapotok, hogy ¢ — j, de j A 7

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: Mert ha létezne, akkor i — j és j A ¢ miatt
i és j két kiilonbozo visszatérd osztdlyban lenne. Azonban tétel miatt visszatérd osztély
lényeges, igy mivel ¢ — 7, annak kéne fenndllnia, hogy j-bdl is elérheté ¢, de ez nem igaz,
igy ellentmondas van. l

2.14. Feladat. Létezik-e olyan véges allapotterii Markov-lanc és fazisterében olyan ¢ és j
allapotok, hogy =75 és @ és j kozil legalabb az egyik nem visszatérs?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: A késébbi 5.8. Feladat példat szolgéaltat erre. U

2.15. Feladat. Legyen {X, :n € Z,} egy véges allapotteri homogén Markov-lanc, jelolje
{0,1,..., M} a fézisterét. Mutassuk meg, hogy nem lehet minden allapot &tmeneti. Mu-
tassuk meg, hogy egy véges allapotterti, irreducibilis homogén Markov-lanc esetén minden
allapot visszatéro.

Megoldas. Tegyiik fel indirekt médon, hogy minden allapot atmeneti. Felelevenitve a

1 ha X,(w)
0 ha X,(w)#1.

i,

Ag) (W) :==
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jelolést kapjuk, hogy

M oo M o0 M oo
E(ZZAWXO:i) Z]E(ZAJ)|XO ) > ) E(AD | Xo =)
j=0 n=0 7=0 n=0 j=0 n=0
M o M oo
W RLEVESVE 3 ol
j=0 n=0 j=0 n=0

A 2.8. Megjegyzés (i) és (ii) része alapjan, mivel minden &llapot dtmeneti, kapjuk, hogy
tetszOleges i, j E'{O, L,...,M} esetén > 7, pg?) < oo ésigy ij\io > pg) < oo. Ezért
a Zj]\io P AY valoszintiségi valtozé 1-valdszintiséggel véges. Ez azonban ellentmondas,
mert Zjﬂio Yoo AY nem més, mint a {0,1,..., M} allapotok meglatogatdasainak szama
az {X, : n € Z,} Markov-lanc altal, ami nyilvan +oo. Ezért E (Zj]\io S, AY) | Xo = z> =
00. fgy ellentmondasra jutottunk.

Kicsit heurisztikusabban, az alabbi bizonyitdst is adhatjuk. Indirekt feltevésiink alapjan
léteznek olyan T; > 0, ¢ = 0,...,M szamok, hogy minden ¢ = 0,1,...,M esetén
vérhatéan T idé elteltével a ldnc mar soha nem tér vissza az i allapotba. Igy vérhatéan
T :=max{Ty, T1,..., T} id6 elteltével a lanc nem litogatna meg semmilyen dllapotot sem,
ez azonban ellentmondas, mert 7' id6 utan is lennie kell valahol, igy legalabb 1 allapot
visszatéro.

Mivel eldadason belattuk, hogy a visszatéroség osztalytulajdonsag, a feladat elsd része
alapjan kapjuk, hogy egy véges allapotterti, irreducibilis homogén Markov-lanc esetén min-
den allapot visszatéro. O

2.16. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 3c| Legyen {X, : n € N} egy homogén
Markov-lanc, melynek fazistere {0,1,2,3} és egylépéses dtmenetvalosziniiségi matrixa

01 2 3
0/0 0 1/2 1/2
1110 0 0
P_20100
3\0 1 0 0

Hatarozzuk meg, hogy mely allapotok visszatéroek és mely allapotok atmenetiek!

Megoldas. Megmutatjuk, hogy minden allapot kolcsonosen elérheté minden allapotbdl,
azaz a Markov-lanc irreducibilis. Az atmenetvaldszinliségi matrix alapjan

0—20: 0—2—1—0, 120: 1—0,
0—=1: 0—~2—1, 121: 120—2-—1,
0—=2: 0—2 1—=2: 1=20—2
0—3: 0—3, 123: 120—3,
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Felhasznélva az eddigieket

220: 2—~1-—0, 320: 3—1—0,
2—~1: 21, 3—=1: 3—~1,

2092 2812 322 312
2-23: 213 3—23: 313

Igy a Markov-ldnc irreducibilis. Mivel a kérdéses Markov-lénc irreducibilis és az allapottér
véges, a 2.15. Feladat alapjan kapjuk, hogy minden allapot visszatéro.

Egyszertibben is okoskodhatunk. Az atmenetvalészintiségi matrix alapjan 0 — 2 — 1 —
0 és 0 ~3 —~1—0. Igy — tranzitivitdsa miatt minden &allapot elérheté6 minden
allapotbdl, azaz a Markov-lanc irreducibilis. O

2.17. Feladat. Egy jatékos olyan jatékot jatszik, melynek minden egyes forduléjaban 0.7
valészintiséggel 1 Forintot veszit, 0.1 valészintiséggel 1 Forintot nyer és 0.2 valdszintiséggel
3 Forintot nyer. Feltételezziik, hogy a jaték egymast kovetd forduldi egymastdl fiiggetlenek.
Jatékosunknak 0 Forintja van és addig jatszhat, amig vagyona vagy —6 Forint nem lesz
vagy nagyobb vagy egyenl$ nem lesz, mint 6 Forint. Legyen {X, :n>1} a jatékosunk
vagyona az n. jaték utan.

(i) Mutassuk meg, hogy {X, :n>1} Markov-lanc!
(ii) Hatdrozzuk meg az atmenetval6sziniiségi matrixat és az osztélyokat!
(iii) Mely osztélyok visszatéréek, melyek nem?
(iv) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a jatékos a végtelenségig jatszik, azaz

P(-5< X, <5, VneN) =?

Megoldas.

(i) A jatékos vagyona az n. jaték utdn csak attol fiigg, hogy mennyi a vagyona az (n —1).
jaték utan és hogy az n. jaték soran mennyit nyer vagy veszit, igy tényleg Markov-lancot
kapunk.

(ii) és (iii) Ezen Markov-lanc fazistere {—6,—5,—4,...,—1,0,1,...,5,6,7,8}. A 7 és 8
is allapotok, mert a jatékos addig jatszhat, amig vagyona el nem éri a —6-ot vagy nagyobb
vagy egyenlé nem lesz, mint 6, igy ha a vagyona 5, akkor a kovetkezo jatékban 3-at nyerve
lehet 8 a vagyona, ha pedig a vagyona 4 és a kovetkezo jatékban 3-at nyer, gy vagyona
7 lesz. Az atmenetvaldsziniiségek

Pii—1 = 0.7, 1= —5,...,D,
Pii+1 = 0.1, i=-—5,...,5,
Dii+3 = 0.2, 1= —90,...,0,
Dii =1, 1 =—6,6,7,8,
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(ugyanis, ha a vagyona —6,6,7,8 akkor mar nem jatszik tovabb). Abban az esetben, ha a 6
Forint feletti vagyon elkobzésra keriilne, akkor az éllapottér {—6,—5,...,—1,0,1,...,5,6}
lenne és az atmenetvalészintiségek igy modosulnanak, hogy

pii—1 = 0.7, 1=-=5,...,5,
pii = 1, i = —6,6,

Pii+1 = 0.1, i=-5,...,3,
Dii+3 = 0.2, 1=-5,...,3,
pa3 =0.7, pss=0.1, pse=0.2,
psa =07, pse=0.3.

Az osztélyok a kovetkezék: {—6} visszatér6, {—5,...,5} nem visszatérd, {6}, {7},
{8} visszatérd.

(iv) Mivel
({-5<X. <5 =) ({-p<X. <5}
n=1 m=1n=1
és
m+1 m
n=1 n=1

a valészintliség folytonossaga és monotonitasa miatt

P(-5< X, <5, VneN)= lim P (ﬂ{—5<Xn <5}> < limsup P(—5 < X, <5).

m—00 m—o0
n=1

A 2.8. Megjegyzés szerint, mivel a —5,...,5 allapotok nem visszatérdek,

5
lim P(~5< X, <5)= ) lim P(X,, =i) =0,
m—0o0

m—00
i=—5
ésigy P(-5< X, <5, VneN)=0. O

2.18. Feladat. Legyen {X, : n € N} egy homogén Markov-lanc, melynek fazistere
{0,1,2,3,4} és atmenetval6sziniiségi matrixa

1/2 1/2 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
P=]0 0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2 0
1/4 1/4 0 0 1/2

(i) A visszatérdségi kritériumot felhaszndlva hatérozzuk meg, hogy mely allapotok vissza-
téroek és mely allapotok atmenetiek!
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(ii) A 2.10. Tételt felhaszndlva hatarozzuk meg, hogy mely allapotok visszatéréek és mely
allapotok atmenetiek!

Megoldas. (i): Harom osztaly van {0,1}, {2,3} és {4}. A visszatérdségi kritérium fel-
hasznalasaval megmutatjuk, hogy az els6é két osztaly visszatéro, a harmadik pedig atmeneti.
Mivel a visszatéroség osztalytulajdonsdg, elég azt megmutatni, hogy 1 és 2 visszatérd
allapot, mig 4 atmeneti allapot. Vizsgdljuk eloszor az Z;L’ozlpﬁ) osszeget, azt kellene
belatni, hogy ez +o00. Lathato, hogy

P =P(X, =1|Xp=1)

)

- Z P(anl,Xn,1:infl,...,XlzZ'l’XO:l)
i1yeyin_1€{0,1,2,3,4}
= Z P(Xn =1 | Xn—l = z:n—l>]3()(n—1 = z:n—l | Xn—2 = in—Z) T

i17~~~7in—le{071727374}

P(nglnglzll)P(Xl221|X0:1),

ugyanis a Markov-tulajdonsag miatt

P(X1221|X0:1)P(X2:ZQ|X1:Zl)
. P(anl =ip_1 | Xp2= 2n72)P(Xn =1 | Xpo1= Z-nfl)
P(Xl — /L.laXO — 1) P(X2 — iQ,Xl — il;XO — 1)

P(Xo=1) P(X;=1i,X0=1)
P<Xn71 = Z'nfb)(nf2 =lp-2y--- ;XO = 1) P(Xn = 17Xn71 = Z'nflw)(n72 =lp-2y--- ;XO = 1)
P(Xn,QI’L»n,Q,...,X():l) P(anlz’infl,...,X():l)

= P(Xp=1,Xp 1 =in1,....,X1 =01 | Xo = 1).

Az atmenetvaldszintiségi matrix alapjan csak akkor kapunk 0-t6l kiillonb6z6 tagokat a fenti
szumméaban, ha iy,...,i, 1 € {0,1}, és ilyenkor

. ) 1
P(Xjn = 1n | X5 =14) = 5,

(m _on-1 (1) _ 1
(Ezt rogton is megkaphatjuk, hiszen {0,1} zart osztély, és dtmenetvaldsziniiségi matrixa
1/2 1/2
1/2 1/2)°

igy 1-b6l 1-be 1/2 val6szintiséggel juthatunk el akdrmennyi rogzitett szamu 1épés alatt.)

Ezért . .
S =d 5=

n=1

igy
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igy 1 visszatéro a visszatéroségi kritérium alapjan.

Az 2.15. Feladat alapjan sokkal egyszeriibben is indokolhatd, hogy {0,1} visszatérd
osztaly. Ugyanis mivel a {0,1} fazistérhez és

(1 1)

atmenetvaldszintiségi matrixhoz tartozéo Markov-lanc véges allapotterii és irreducibilis, igy
minden allapota visszatéré. Hasonléan indokolhaté a {2,3} osztdly visszatérdsége.

Megmutatjuk most, hogy a 4 allapot atmeneti. A visszatéréségi kritérium alapjan elég
azt megmutatni, hogy » >, pgz < 400. Hasonlban a korabbiakhoz adddik, hogy

P = P(X, = 4| Xy = 4)
= > P(X, =4 Xyt = in1)P(Xn1 = in-1| Xn2 =in_2)

1,...,0n-1€{0,1,2,3,4}

Az atmenetvaldsziniiségi matrix alapjan csak akkor kapunk 0-tél kiilonbozé tagokat a fenti
szummaban, ha i, =--- =1, 1 =4 és ilyenkor

. . 1
P( X1 =ij1 | X =1;) = 37

m_ ()"

e (1\" 1/2 .
= — = = <

tehdt a visszatérdségi kritérium alapjan a 4 éallapot atmeneti. Az, hogy a 4 allapot atmeneti

igy

Ezért

a 2.11. Feladat méasodik megoldasahoz hasonléan is kovetkezik. Valdéban, a 4 allapotbdl
elérhet6 az 1 allapot, az 1 allapotbdl azonban nem érheto el a 4 allapot, ezért 4 lényegtelen
allapot, és ezért atmeneti.

(ii): A 2.10. Tétel jeloléseit hasznalva, legyen elszor C := {0,1} és j:= 1. Felhasznélva,
hogy C\ {j} = {0}, a (2.2) egyenletrendszer az alabbi alakot Olti:
Yo = Z Po.kYk + Po1 = PooYo + Po,1,
keC\{j}

Y1 = P1,0Y0 + P11

Felhasznalva az atmenetval6szintiségi matrixot, a fenti egyenletrendszer az

_1 +1
yo—Q?Jo 5%
_1 +1
3/1—23/0 5

43



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

alakot olti. Ennek egyetlen megoldésa van: yo =1 és y; = 1. fgy Joi=1 ¢ fi;=1,
azaz a {0,1} osztédly visszatéré.

A {2,3} osztély visszatérésége hasonléan igazolhato.

Legyen most C := {4} és j:=4. Ekkor C\{j} =0, ésigy a (2.2) egyenletrendszer

az aldbbi alakot olti: 1

Yy = Paa = 5

fgy Jia = % < 1, azaz a {4} osztély nem visszatérdé. Jelen esetben azt, hogy fi, =

egyszeriibben is megkaphatjuk, ugyanis az atmenetvaldsziniiségi matrix alapjan fﬁ) = Pas
, n ’ * 00 n 1

% €S fAE4) =0, ha n>2, fgy fi,=>.,_, f4£4) = fzi4) = %

O I e

2.19. Feladat. Legyen {X, : n € N} egy homogén Markov-lanc, melynek fazistere
{0,1,2,3,4} és dtmenetvaldszintiségi matrixa

l1—a a 0 0

b 1—-0 0 0

P = 0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

/4 1/4 0 0 1/2

o O O O

ahol 0 <a<1, 0<b<1.

(i) A visszatéréségi kritériumot felhasznélva hatarozzuk meg, hogy mely allapotok vissza-
téroek és mely allapotok atmenetiek!

(ii) A 2.10. Tételt felhasznalva hatarozzuk meg, hogy mely édllapotok visszatéréek és mely
allapotok atmenetiek!

Megoldas. (i) Harom osztaly van {0,1}, {2,3} és {4}. A visszatérdségi kritérium fel-

hasznalasaval megmutatjuk, hogy az elso két osztaly visszatérd, a harmadik pedig atmeneti.
n)

El8sz6r megmutatjuk, hogy a 0 éllapot visszatérd. Ehhez azt kell igazolni, hogy > 7 p(()’o =
+o00. Mivel P™ = P" kapjuk, hogy p(()flo) = (P")ppo. Teljes indukciéval megmutatjuk,

hogy a
l—a a
Q_( b 1—b)

w1 (b oa (I—a=b"[(a -—a
@ _a—l—b(b a>+ a+b (—b b)'

Az n = 1-re vonatkozé allitas trividlis, hiszen
1 b a l—a—b(a -—a l—a a
1 p— —_—m p—
@ a+b(b a>+ a+b (—b b) ( b 1—b>'
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Tegyiik fel, hogy igaz az osszefiiggés 1,2, ..., n-re, és mutassuk meg, hogy ekkor igaz n-+1-re
is. Az indukciés feltevés alapjan

( )(1_a 1ib)+(1_ai_bb)n(—ab _ba) (1;a 1ib)

+b
1 b 1—a-0"[(a—a®>—ab a®>—a+ab
S a+b\b " a+b  \—btab+b® —ab+b— b

Q' =QQ=

1 b (1—a—-b"" (a —a
Ca+b\b a+b b b))
fgy )
(n)
= 1—a-—-0b N.
Poo a+b+a+b( a—b)", ne

Mivel |1 —a—b| <1, kapjuk, hogy

oo

Z a ( o = a l1—a—>b < too
a+b a+bl—1+a+0 )

n=1
Ezért >, pg}]) =400, a pé’?g képletében szereplé b/(a+ b) konstans tag miatt. Igy 0
visszatéro allapot.

Az alabbiakban egy masik mddszert is mutatunk Q" meghatarozasara. Kiszamoljuk
eloszor () sajatértékeit

l—a—A a
det(Q—Mm)—det( b 1_b_>\>—(1—a—)\)(1—b—)\)—ab

=1-b—A—a+abtal—A+M+XN—ab=N+(a+b—2)A—a—b+1.
Ezen masodfoku egyenlet két gyoke

) 2—a—bEt/(a+b—22—4(1—a-b) 2—a—b+/(a+b)?
1,2 — = 5
’ 2 2

igy
)\1:1, )\gzl—a—b.

A A\ =1 sajatértékhez tartozé balsajatvektort keresiink (z; x5) alakban. Annak kell
fennallnia, hogy

Ezen egyenletrendszer

r1 = (1 —a)xy + bxy —axy +bry =0
—

o = axy + (1 — b)xy, ax; — bry = 0.
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Ennek egy megolddsa x; = 1, 9 = a/b. fgy (b,a) egy, az 1 sajatértékhez tartozo
balsajatvektor. Hasonléan, a Ay =1 —a —b sajatértékhez tartozd balsajatvektort keresiink
(x1 o) alakban. Annak kell fennallnia, hogy

l—a a
(.731 .23'2)( b 1_b)—(1—a—b)($1 .172).
Ezen egyenletrendszer

(1—a—b)x1:(1—a)x1+bx2 b$1+bI2:0
—
(1 —a—>b)xy =ax; + (1 —0b)xy, axi + axy = 0.

Igy (1,—1) egy, az (1 —a—b) sajatértékhez tartozé balsajatvektor. Tehdt a @Q métrix
sajatérték-felbontasa:

() I IR [ Y =1 A [N [

Felhivjuk a figyelmet, hogy a fentiekben a
b a
1 -1
n -1
Q" — l—a a (b a 1 0 b a
b 1-b) 1 -1 0 (I—a-b")\1 -1

== ) asdmr o)

1 (b+a(l—a—-b)" a—a(l—a—>b)"
a+b\b—b(1l—a—-0" a+bl—a-0")"

matrix nem ortogonalis. Ezért

fgy

B b N a
T a+b a+bd

p((f) (1-—a-0)" neN.

Az aldbbiakban egy harmadik mddszert is mutatunk Q™ meghatarozasara. Jelolje a @)
matrix sajatértékeit Ay és Ao. A masodik modszer alapjan Ay =1 és Ay =1—a — b,
tehat A; # Ao, Ismert, hogy léteznek olyan (2x2)-es A; és Ay matrixok, hogy tetszileges
olyan

f(z) = chzk, z€C,
k=0

komplex egytitthatés hatvanysor esetén, melynek konvergenciasugara nagyobb, mint a @)
matrix max{|A{|,[\2|} =1 spektralsugara, fenndll, hogy f(Q) = f(A1)A; + f(A2)As. Az
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Ay és Ay matrixokat meg lehet hatarozni un. ,,prébafiiggvények” valasztasaval: legyen
fi(z) =2z—A1, 2€C, és fo(z) =2— Ay, z € C. Ekkor

Q — Mlzxo = (M2 — A1) Ag,

Q — Xalzxo = (M1 — A2) Ay,
ahol oy a (2 X 2)-es egységméatrixot jeloli. Igy

1 1
= — Aol Ay =

Az f(z) =2z", z € C, vélasztassal kapjuk hogy

AT Ay 1 (b ay (1—a=b"[a -—a
= — Aol Ao —Q) = —— A .
Al—AQ@ 22X2)+)\1—)\2( 2= Q) a+b(b a)+ a+b b b

A

(Mlax2 — Q).

Qn

Latjuk, hogy a fenti médszerekkel megkapjuk az p(()fll), p% és pg“f n-lépéses atmenet-

valoszintiségeket is.
Azt, hogy a {2,3} osztédly visszatéré és, hogy a {4} osztdly dtmeneti ugyanigy
indokolhatjuk, mint a 2.18. Feladat (i) részének megolddséban.
(ii) A 2.10. Tétel jeloléseit haszndlva, legyen eldszor C := {0,1} és j:=1. Felhasznélva,
hogy C'\ {j} = {0}, a (2.2) egyenletrendszer az alabbi alakot 6lti:
Yo = Z Po,kYk + Po,1 = Po,oYo + Po,1,
keC\{s}
Y1 = P1,oYo + P11
Felhasznalva az atmenetvaldszintiségi matrixot, a fenti egyenletrendszer az
yo = (1 —a)yo +a,
y1=0byy+1-0>
alakot olti. Ennek egyetlen megolddsa van: yo =1 és y = 1. Igy Joa=14é fi1=1,
azaz a {0,1} osztaly visszatéro.
A {2,3} osztdly visszatérésége hasonléan igazolhato.

Legyen most C := {4} és j:=4. Ekkor C\ {j} =0, ésigy a (2.2) egyenletrendszer
az alabbi alakot olti:

1
Ys = Paa — 5
Igy fis=4% <1, azaza {4} osztdly nem visszatérd. O

2.20. Feladat. Legyen {X, : n € N} egy homogén Markov-lanc, melynek fazistere
{1,2,3,4,5} és atmenetval6sziniiségi matrixa

04 0 0 06 0O
02 0 0 0.8 0
P=10 00 0 1
05 0 0 05 0
0 01 0 O
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Hatarozzuk meg ezen Markov-lanc osztalyait, mely allapotok visszatérdek és mely allapotok
atmenetiek! Van-e a lancnak elnyel6 allapota?

Megoldas. A 2.19. Feladat megoldésa alapjan az {1,4} és {3,5} osztalyok visszatérdek, a
{2} osztély atmeneti. A Markov-lancnak nincs elnyeld allapota. Valéban, az dtmenetvald-
szinliségi matrix irhato a kovetkezo alakban is:

1 4 3 5 2
104 06 0 0 O
4105 05 0 0 O
P=310 0 01 0],
500 0 1 0 0
2\02 08 0 0 O
mely a 2.19. Feladatban megadott alaki a = 0.6 és b= 0.5 valasztasokkal. U

2.21. Megjegyzés. A szamegyenesen a véletlen bolyongds visszatérdségének vizsgalatanal
fontos szerepet jatszik az a tény, hogy

n n
n! ~ (—) 27n,
e

ahol a, ~ b, (a, > 0,b, > 0,n € N) azt jelenti, hogy lim, ,o a,/b, = 1. Ez az un.
Stirling-formula. Egészen pontosan a kovetkezo igaz

12n

On,
n! = n"vV2mnexp {—n + —} ,

ahol 0 <6, <1. Ha a,~b, é ¢, ~d,, (a,>0,b,>0,¢,>0,d,>0,n¢€N), akkor
ApCp ~ bpd, és ap/c, ~ b,/d,. Ugyanis

ApCn a Cp,

d g = g o=
és y J
. an & an n .
Jm d, ~ nteo by, =1
Megmutatjuk, hogy ha a, ~ b,, akkor
(2.3) Z a, < 400 akkor és csak akkor, ha Z b, < +00.
n=1 n=1

Tegyiik fel, hogy > >, a, < +oo. Elég azt megmutatni, hogy barmilyen e > 0-hoz 3
N(e) €N, hogy ¥V n>m> N(e)ra
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Mivel b,/a, — 1, ezért 6 := 1 > 0-hoz 3 N; € N, hogy minden n> N; esetén
|bp/a, — 1] < 6. Ekkor n >m > N; esetén

n

Z ka akz—ig Z 2ak.

k=m-+1 k=m-+1 k=m+1

Mivel > a, < +oo, kapjuk, hogy &/2 > 0-hoz létezik olyan N, € N, hogy minden
n>m>=Ny esetén Y . ap <e/2. Ekkor N(e):=max{Ny, No} megfelelé vilasztas.
Mivel a, ~ b, szimmetrikus, adédik a visszafele irany is.

Egyszertibben is indokolhatunk. Valoban,

00 N o) N 00
an:ibn-‘r > anZ—"g ibn+(1+5) > a,
n=1 n=1 n=N1+1 n n=1 n=N1+1

N- oo
< Zlanr (1+6)) an < +oo.
n=1 n=1

O

2.22. Megjegyzés. Az alabbiakban arra adunk egy heurisztikus, valészintiségszamitast
hasznalé bizonyitast, hogy
n n
n! ~ <—> 2mn.
e

Legyenek X, Xs,... fliggetlen, A =1 paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok.
Legyen tovabba S,, = ZLI X;, So=0. Ekkor ES,, =nEX, =n és D?S, =nD?*X, = n.
Mivel S, egész értéki

P(S,=n)=Pn—1<S,<n) :P(—% < Sn\/_ﬁné())
A kozponti hatéreloszlas tétel szerint elég nagy n-re
P(S, = n) ~ P(——— < A/(0,1) < 0) = /0 L % da.
NG e Vo
Elég nagy n-re az [—\/%7, 0) intervallumon az integrandust 1/v/2m-vel kézelitve kapjuk,

hogy
1 1

T Ve

Felhasznalva, hogy S,, Poisson eloszlasi n paraméterrel kapjuk, hogy

P(S, =n)

n

n —n
P(S,=n) = e
fgy elég nagy n-re
n" 1
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amibdl

t

2.23. Feladat. (Véletlen bolyongds a szamegyenesen) Tekintsiik azt az {X,, : n € N}
homogén Markov-lancot, melynek fazistere Z és az egylépéses atmenetvaldszintiségek

Dii+1 = D, Pii-1 =1 —p, VielZ,

ahol p € (0,1). Mutassuk meg, hogy p # % esetén a véletlen bolyongas a szamegyenesen

nem visszatérd, mig p = % esetén visszatéro.

Megoldas. Eza Markov-lanc irreducibilis, hiszen minden allapot elérhetd minden allapotbél.
fgy, mivel a visszatéréség osztalytulajdonsag, vagy minden allapot visszatéré vagy minden
allapot atmeneti. Az aldbbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy a 0 allapot visszatéro-e vagy
sem. A visszatéroségi kritérium alapjan

0 visszatérd — Z p(%) = +00,
(2.4) =
0 nem visszatéro = Z pgfo) < 4-00.
n=0

Ha n paratlan, akkor p((fg =0, mert 0-bdl kiindulva csak paros szamu 1épésben érhetiink

vissza 0-ba. fgy

o o0
(n) (2n)
Zpo?o = po,(?JI -
n=0 n=0
Ha a lanc 0-bdl indulva 2n 1épés alatt tér vissza 0-ba, akkor n 1épést kell tennie jobbra,
illetve n lépést balra. Osszesen (277) darab fenti tulajdonsdgu 2n-hosszisagu ut létezik.

Mivel tetszleges, egy a fenti tulajdonsagi 1t valészintisége p™(1 — p)”, kapjuk, hogy
2n 2n n n
Pho’ = (n p"(l—p)", mneN
Mivel (*") = (2n)!/(n!)?, a Stirling-formula alapjan,

(2n> (2?”)2”\/% B (2n)2n+1/2 B 22n+1/2 B 4n
(2)" Vn2m (2)" vn2r Cop2tl2r  \onm  nm

és igy .
D) ~ ——=(dp(1 - p))".

Jn

Az (2.3) Osszefiiggés és (2.4) alapjan,

= 1
0 vi téro — ——p(l —p))" = ,
visszatérd ; m( p(1 —p))" = +o0

0 nem visszatér = Z ——Ap(1 —p))" < +o0.

20
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Ha p= %, akkor

4p1— i

n=1

o
igy ez esetben 0 visszatérd allapot.

Ha p # %, akkor

a\
a&

1 . n+1
—— (4p(1 —p)) . o 1

lim su =4p(1 — p)limsu =4p(l —p) <

hiszen 4p(1 — p) <1 és egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha p = % fgy a D’-
Alembert-féle hanyados kritérium alapjan

oo

1
g —(4p(1 — p))" < o0,
V™

n=1

és ezért 0 nem visszatéro. O

2.24. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Problem 11] Legyen {X, :n >0} a kévetkezd
véletlen bolyongas Z-n: Xy =0 ésminden n=0,1,2,... és 1 € Z esetén

PXpp1=i+1|Xp=i)=p=1—P(Xpy1=i—1|X, =1).

A nagy szamok erds torvényének felhaszndldsaval mutassuk meg, hogy p # 1/2 esetén a
fenti véletlen bolyongas nem visszatéro.

Megoldas. Legyen n>1 esetén Y, := X, — X,,_ 1. A véletlen bolyongas definiciéja
miatt Y7,Ys, ... filiggetlen, azonos eloszlasu valdsziniiségi véltozdk és P(Y; = 1) =p és
P(Yy =—1)=1—p. Igy a nagy szdmok erds torvénye szerint

X "oy
P(lim—": limz’—leYl)zl,

n—oo N n—oo n

ahol
EYy=1-p+(-1)(1 —p)=2p—1.

Ha p>1/2, akkor EY; > 0. Megmutatjuk, hogy

(2.5) P( lim ZY —|—oo> ~1.

n—oo

Legyen M > 0 rogzitett. Mivel Y7  Yi/n — EY; > 0 1-valészintiséggel, ezért P-m.m.
w € O esetén létezik ny(w) € N, hogy minden n >n;(w) esetén

Z?:l Yi(w) > EY;

n 2 7

o1
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azZaZ
- EY;
Z Yi(w) > nTl
=1

Legyen ny € N olyan, hogy minden n > ny-re nEY;/2 > M. Igy, ha n > max{n;(w),ns},
akkor > " Yi(w) > M, azaz fenndll (2.5). A

n

- 2im Yi
Yz’ — )
; n

atalakitast elvégezve kozvetleniil is megkaphatjuk (2.5)-et.

Megmutatjuk most, hogy 0 mnem visszatéré éallapot. Az (2.5) Osszefiiggés alapjan
P(lim, oo X;, = +00) = 1. Ezért P-rmm. w € Q esetén létezik olyan n(w) € N, hogy
minden n >n(w) esetén X, (w)>1. Ezért a 0 &llapot 1 valdsziniiséggel csak véges sok-
szor tér vissza. Abban az esetben, ha a 0 allapot visszatéré volna, gy a Markov-lanc 1
valészintiséggel végtelen sokszor térne vissza 0-ba, azaz ellentmondasra jutnank. Ezért 0
nem visszatéro allapot. Mivel a visszatéroség osztalytulajdonsag kapjuk, hogy a Markov-lanc
nem visszatéro.

Ha p < 1/2, akkor EY; <0, igy

és hasonlé a befejezés. 0

2.25. Feladat. Legyen {X, :n >0} a szimmetrikus véletlen bolyongds Z-n: Xy =0 és

minden n=20,1,2,... és © € Z esetén
1
P(Xppr =i+ 1| Xy = i) = P(Xpp1 =i = 1| X = i) = 5.

A 2.10. Tételt felhasznalva mutassuk meg, hogy minden allapot visszatéro!

Megoldas. Mivel az egész allapottér egyetlen osztalyt alkot elég a 0 allapot visszatéroségét
megmutatni. A 2.10. Tétel jeloléseit hasznalva, legyen C :=7Z és j := 0. Az (2.2)
egyenletrendszer az alabbi alakot oOlti:

1 1 .
Yi = Dii—1Yi-1 + Diit1Yi+1 + Pio = =Yi—1 + =Yit1, & {1,—1},

2 2
(26) —1 —1—1
. y1—2y2 bR
1 1
2.7 = —=Y_ —.
(2.7) Y1 = Y2t g

Tudjuk, hogy a 2.10. Tétel alapjan ezen egyenletrendszer minimélis nemnegativ megoldasa
Jios 1 €Z. Ha i>2 vagy i< — 2, akkor

1 1 1 1

Vit SYi =Y = SYi-1 1+ Y — it1 —Yi = Yi — Yi-1-
2y+2?J Yi=3Y 1+2y+1 Yi+1r = Yi = Yi = Yi—1
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Ezért

Vi = (Y — Yie1) + (Wic1 — Yic2) + Wice —Yies) + -+ (2 — 1) + w1
=(i—1)(y2 — 1) + 1, 122,

illetve

Yi = (Ui — Yir1) + Wir1 — Yir2) + Wire — Yirs) + -+ (Y—2 — y-1) + y-1
= (1= 1)(y-2 —y-1) + y-1, 1< =2

Ha yo —y1 #0, gy lim; oy € {—00,00}, ésigy létezik olyan ig € N, hogy tetszéleges
i =1 esetén |y;| > 1. Mivel a minimdlis nemnegativ megoldds sziikségképpen olyan, hogy
feliilrél korldtos 1-gyel (hiszen val6szintiségekrél van szd), kapjuk, hogy ye = y;. Hasonléan
belathatd, hogy y_ o = y_1. Felhaszndlva (2.6) és (2.7)-t kapjuk, hogy

y1 =y = 1, Y1 =y =1

fgy az ¢ = (-ra vonatkozé egyenlet alapjan

1 1

= —UY_ — :1
Yo 2y1+2y1 ;

és ezért yo = fio =1, azaz a 0 dllapot visszatérd. A fenti levezetés azt is mutatja, hogy a
szoban forgo egyenletrendszer minimadlis nemnegativ megolddsa y; = 1,1 € Z, azaz [, = 1,
1 € Z. O

2.26. Feladat. (Szimmetrikus véletlen bolyongas a sikon) Tekintsiik azt az {X,, : n €
N} homogén Markov-lancot, melynek fazistere ZxZ és az egylépéses atmenetvalosziniiségek
1
PGy (i415) = Plig)(i=19) = PG, g+ = P Ga—1) = 7
(Azaz egy egész koordindtaju pontbdl valamelyik koordindta-tengellyel parhuzamosan ha-

ladva annak mind a 4 lehetséges egész koordinataju szomszédjaba 1/4 valdszintliséggel
juthatunk.) Mutassuk meg, hogy a széban forgdé Markov-lanc visszatéro.

Megoldas. Eza Markov-lanc irreducibilis, hiszen minden allapot elérheté minden allapotbél.
fgy, mivel a visszatéroség osztalytulajdonsag, vagy minden allapot visszatérd vagy minden
allapot atmeneti. Megmutatjuk, hogy a (0,0) &llapot visszatérd, igy kapjuk azt is, hogy
minden allapot visszatérd. A visszatéroségi kritérium alapjan ehhez elég azt ellenorizni, hogy

o0

(n) _
> Ploo) 00 = o0
n=0

n)
0,0),(0,0

érhetiink vissza (0,0)-ba. Igy

Ha n paratlan, akkor pg )= 0, mert (0,0)-bol kiindulva csak paros szdmu lépésben

(n) _ (2n)
Z P(0,0),(0,0) = Z P(0,0),(0,0)"
n=0 n=0

23



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Ha a lanc (0,0)-bdl indulva 2n 1épés alatt tér vissza (0,0)-ba, és = 1épést tesz jobbra,
y lépést felfelé, akkor x 1épést kell tennie balra is, és y 1épést kell tennie lefelé is 1tja
soran, ahol 0 < x,y <n. Mivel Gsszesen 2n 1épést tesz, kapjuk, hogy 2z + 2y = 2n, és
igy y=n—u=x. Osszesen
(2n)!
zlzl(n — z)l(n — z)!

darab fenti tulajdonsagi 2n-hosszisigu ut létezik. Gondoljunk arra, hogy hanyféleképpen
lehet = darab J (jobbra) betiit, = darab B (balra) betiit, n —ax darab F (felfelé)
betiit és n —ax darab L (lefelé) betiit sorbarakni. Mivel mind a négy fajta lehetséges 1épés
valészintisége 1/4, addédik, hogy egy fenti tulajdonsdgi 1t valdsziniisége (multinomidlis

eloszlés)
(2n)! 1\
xlz!(n — x)!(n — x)! (Z) '
Mivel 0 <x < n, igy

(2n) B i (2n)! 1\*" = 2n)!n\ () (1 an
Po000 = Zqiiin—din— it \4) — &l \iJ\i) \4
_(2n 1\ i n n (1 o\ (2n
“\n 4 = \i)\n—i ~\4 n n)’
ahol az utolso 1épésben azt hasznaltuk fel, hogy

G- ()05

Ez pedig azért igaz, mert mindkét oldal felfoghaté egy 2n tagi (n fiat és n ldnyt

tartalmazd) tdrsasdg n tagu résztarsasidgainak Osszes szamaként. Mivel (27?) = (2n)!/(n!)?,

a Stirling-formula alapjan,
(2?”/)277,% B (2n)2n—|—1/2 B 22n+1/2 471

(Zn) N B
w) " G Vi () VR  wvEr  VEm Ve

e

fgy az elozo levezetés alapjan

on 1 2n 4n 2 1
( ) ~ — = —
Po,0),00 ~ \ 3 mw)  an

Az (2.3) Osszefiiggés alapjén, mivel ) °, 1/n =400, kapjuk, hogy

(2n) _
> Plooy o = T
n=0

azaz (0,0) visszatér6 allapot. Ezért minden allapot visszatéré allapot. O

Megjegyezziik, hogy Pélya Gyorgy tétele alapjan a szimmetrikus véletlen bolyongas d =
1 és d = 2 dimenzidéban visszatérd, viszont d >3 dimenzidban nem visszatérd, azaz
atmeneti (tranziens).

o4



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

2.27. Feladat. Tekintsiink egy részecskét, mely a sik nemnegativ egész koordinataju pont-
jain bolyong oly médon, hogy a (0, 0)-bdl kiindulva minden 1épésben vagy felfelé vagy jobbra
mozdul el egy egységet a koordinata tengelyekkel parhuzamosan a két lehetéség kozil 1/2-
1/2 valdsziniiséggel valasztva. Feltételezziik, hogy az egymést kovetd 1épések fliggetlenek.
A részecske addig folytatja a bolyongasat mig a feladat végén levo abran lathaté ()-el jelolt
pontok valamelyikét el nem éri, és utana ott marad.

Példdul, ha 7 1épést tesz felfelé, akkor A-ba jut, igy ott is marad. Abban az esetben, ha 5
1épést tesz jobbra, majd 6 1épést felfelé, igy C-be jut és ott is marad. (C-be természetesen
méasképpen is eljuthat, példaul 1 1épés felfelé, 5 1épés jobbra, 5 1épés felfelé.)

(i) Mi a valdsziniisége, hogy a részecske A-ban fejezi be bolyongdsét?
(ii) Mi a valészintisége, hogy a részecske B-ben fejezi be bolyongasat?
(iii) Mi a valésziniisége, hogy a részecske C-ben fejezi be bolyongéséat?

(iv) Jelolje X, a részecske helyzetét az n-edik 1épés utdn. Markov-lanc-e {X, :n>1}7
Ha igen, melyek a visszatéro és melyek a nem visszatéro osztalyok? Melyek a lényeges
és lényegtelen osztalyok?

(v) A (O-el jelolt pontok elhelyezésébdl nyilvanvald, hogy a részecske 1 valdszintiséggel
valamelyik pontban megdll, azaz befejezi bolyongasat. Jelolje U az ehhez sziikséges
lépésekbdl azok szamat, mikor felfelé 1ép, R pedig azok szamat, mikor jobbra lép (az
utolsé 1épést is szamoljuk). Mutassuk meg, hogy EU = ER!

Start

Megoldas.
(i) Ahhoz, hogy a részecske (0,0)-bdl indulva A = (0, 7)-ben fejezze be bolyongasat egymést
kovetden 7 1épést kell felfelé tennie, ennek a valdszintisége (1/2)7 =1/128.

(ii) Ahhoz, hogy a részecske (0,0)-bdl indulva B = (2,2)-ben fejezze be bolyongését
Osszesen 2-t kell jobbra és 2-t kell felfelé 1épnie, és ezen 1épések sorrendje tetszdleges lehet
az elrendezés miatt. Mivel széban forgd 1épések sorrendje tetszoleges lehet és barmely 4
egymast kovetd 16pés valdszintisége (1/2)%, a keresett valészintiség

BIOES
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(iii) Ahhoz, hogy a részecske (0,0)-bdl indulva C = (5,6)-ban fejezze be bolyongasat, el
kell jutnia az (5,1) pontba oly médon, hogy az ehhez sziikséges elsé 6 16pésbdl pontosan
1-nek kell felfelé 1épésnek lennie, majd ezen 6 lépés utdan 5-0t kell egymas utan felfelé
lépnie. (Ez a (O-el jelolt pontok elhelyezkedésébél kovetkezik.) fgy a keresett valdszintiiség

HIONOREE

mivel minden 1épés valdsziniisége 1/2.

(iv) Igen {X, :n>1} Markov-ldnc, mert az, hogy a kovetkezd 1épésben hol lesz a részecske
csak attdl fligg, hogy most hol van. A (D-el jelolt pontokbdl allé egyelemii halmazok
visszatéré (rekurrens) osztélyok. Mivel a  (O-el jelolt pontok elnyelé allapotok, minden
ilyen pont (allapot) els6 visszatérési ideje egy valdszintliséggel 1, és igy az elsé visszatérési
id6 varhaté értéke is 1, ami véges. Ezért a (O-el jelolt pontokbdl allé egyelemii halmazok
pozitiv rekurrens éllapotok. Az Gssszes tobbi (0, 0)-bdl elérheté pontbdl (azaz nem ()-el
jelolt), illetve a (0,0)-bdl allé egyelemii halmazok nem visszatéré osztéalyok. gy minden
allapot egyetlen osztalyt alkot. A (D-el jelolt allapotok lényegesek, a nem ()-el jeloltek
nem lényegesek.

(v) Feledkezziink el el6szor a (O-el jelolt pontokrdl és tekintsiik a feladatban definidlt bo-
lyongést a nemnegativ siknegyed egész koordinataju pontjain. Jelolje U, azelsé n lépésben
a felfelé 1épések szamat, R, pedig a jobbra lépések szamat. (Ry = Uy :=0.) Legyen Y, :=
U, — R,, n>0. Megmutatjuk, hogy {Y, : n >0} martingdl az F, := o(Y,,0<u<n),
n >0 filtraciéra nézve. Ekkor Y, F,-mérhet6 és a konstrukci6 alapjan nyilvan |Y,| < 2n,
igy E|Y,| < +oo, n € N. Toviabb4,

Yir1 = Uny1 — Roy1 = Up + Lix, - x0=01)) — (Un + Lix, i —x0=1,0}) = Yo + Z,

ahol Z := IL{XanXn:(O,l)} - IL{XnH*Xn:(l,O)}' Ekkor

és 7 figgetlen F,-tol. Ezért
EY,ii | Fo) =EY,+Z|F) =Y, +EZ|F,) =Y, +EZ =Y,.

gy {V,:n >0} martingdl az F, = o(Y,,0<u<n), n>0, filtrdciéra nézve. Helyezzik
most vissza a ()-el jelolt pontokat. Jelolje T a részecske megallasanak idépontjit (azaz
az els6  (O-el jelolt pontba vald eljutdsanak idépontjat). Ekkor T korldtos megallitasi
idépont {Y;, : n > 0}-ra nézve, ugyanis az elrendezés alapjan T <U + R<7+9 =16 és
tetszéleges n € {0,1,...,16} esetén {T'<n} € o(Yy,...,Y,). Ez utébbi azért teljesiil,
mert o(Yp,...,Y,) =Y, Yo=Y1,.... Y, =Y, 1), neN, é (Y,Yo-Yy,..., Y, =Y, 1)
egyértelmiien megadja a részecske mozgasat az els6 n 1épés soran. fgy a martingdlokra
vonatkozo szabad megéllas tétele alapjan EYr = EY, = 0. Mivel EY; = EU — ER,

kapjuk, hogy EU = ER. U
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3. Frobenius—Perron tétel

3.1. Tétel. (Frobenius—Perron) Legyen P egy véges dllapotterd, irreducibilis, d-pe-
riodust Markov-lanc dtmenetvaldsziniségi matriza. Jelolje N a szoban forgo Markov-ldnc
allapotainak szdmdt. Ekkor

(i) Ay =1 sajdtértéke P-nek,

(ii) a d-edik komplex eqyséqgyokok, azaz A\ = W°, Xy = wl, ... Ny = w¥ L ahol w =
exp((2mi)/d), sajatértékei P-nek (itt i az imagindrius eqységet jeldli),

(iii) a tobbi Agt1,...,An  sajdtértéke P-nek eleget tesz a |N;| <1, j=d+1,....N
feltételnek.

Haa Aj,..., Ay sajatértékek kiilonbozéek, akkor jol ismert, hogy létezik olyan B (N x N)-
es matrix, melyre P = B~'AB, ahol

M O -0

A () )\2 0

0 0 - Ay

Ezért
AP0 - 0
B B B 0 X -~ 0
Pr=(BAB =B A'B=B" | B

0 0 --- N\

(Itt B sorai P bal-sajatvektorai P = Ax.)

A Frobenius—Perron tétel alapjan vizsgalhatjuk a lim, .., P" hatarértéket. Abban
az esetben példaul, ha a lanc aperiddikus (azaz d = 1) és a Ay,..., Ay sajatértékek
kiilénbozoek, akkor

10 --- 0
. . 00 --- 0
lim P" =B L | B,
n—o0 T PR
00 --- 0

ugyanis Ay =1 és [N < 1,5 =2,...,N, gy lim, A} =0,j=2,...,N. Ha P
sajatértékei nem mind kiilonbozéek, de P diagonalizalhaté, nyilvan akkor is hasznalhaté a
fenti mddszer. Altaléban, azaz ha P nem feltétlen diagonalizalhaté, akkor az in. Jordan-
féle normal felbontast hasznalhatjuk. Legyenek Ai,...,\,, a P kiilonbozé sajatértékei

és jelolje k; a \; sajatérték multiplicitasat, ¢ = 1,...,m. Legyen tovabba minden

57



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

i=1,...,m esetén J; a kovetkezb (k; x k;)-méreti métrix
N1 0 ... 0
O N 1 ... 0
0O 0 X ... O
Ji = . .
0O 0 ... N 1
0 0 0 ... N\

Azaz J; foatléjaban A;-k allnak, a f6atlé felett egyesek, mindenhol méshol nulldk. Ekkor
létezik olyan B (N x N)-es matrix, melyre

P =B1'MB,
ahol
Ji 0 0 ... 0
0 J, 0 0
M=|0 0 0
0 0 0 ... J,

fgy P" = B7'M"B, ahol Mm"-re elég egyszerti formula adhatd. Felhasznalva, hogy

Jb 0 0 ... 0

0 Jy 0 ... 0
M'=10 0 J ... 0|,

0O 0 0 ... J,

latjuk, hogy elég a J, i = 1,...,m, matrixokat vizsgalnunk. [rjuk fel a J; (ki X k;i)-s
matrixot

Ji=MNI+S alakban,

ahol I a (k; X k;)-s egységmatrix, S pedig az a (k; X k;)-s méretii matrix, melynek f6atlja
felett egyesek dllnak, mindenhol méshol nulldk. Kénnyen ellenérizhetd, hogy S* = 0. Ha
1<I<k;—1, akkor S’ az a (k; x k;)-s méretli matrix lesz, melynek a f64tlé feletti [-edik
mellékatléjaban csupa egyes van, a tobbi helyen pedig nulla. Ezért, ha n > k;, akkor

n ki—1
n __ ) n _ n n=lrol _ n n—l gl
(3.1) =N+ 9" =) (JAZ Is'=Y" (z)AZ st
1=0 =0
Megmutatjuk, hogy |A\| < 1 esetén lim, o JI" 0. Legyenek [ € {1,...,k;} és

Jj €40,...,k —1} rogzitettek oly médon, hogy 1+ 7 < k;. Tekintsiik J* (I,1+ j)-pozicidji
elemét. Felhasznélva (3.1)-t, ez az elem nem més, mint (7;) A7 Mivel |\ <1 és

J!

J n_J|/\z|n

IRV

)

"
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a L Hospital-szabdly alkalmazéasaval kapjuk, hogy lim,, (?) )\?_j =0, ésigy lim, , J' =
0e Mkzxkz

Egy masik médszer taldlhato Stoyan Gisbert, Tako Galina: Numerikus modszerek 1. cimi
konyvének 101. oldaldan. Nevezetesen, mivel

n+1) )\p+1—j
A AR
A
J (]
a hanyadoskritérium segitségével kapjuk, hogy

i (j) A < oo

n=1

lim (") A = 0.
n—0o0 ]

Az aldbbiakban egy masik moédszert is mutatunk P" felirdsara. Legyen A egy olyan

n+1
n+1—j

lim
n—oo

= ‘)\1’ < 1,

n—oo

Ezért

N x N-es matrix, melynek paronként kiilonbozé sajatértékei Aq,..., A, € C, melyek mul-
tiplicitdsai rendre my,...,m, € N (azaz det(z] —A) = H§:1(Z —A;)™). Ekkor tetszéleges

olyan f(z) =Y o, 2", z € C, fliggvényre, melynek konvergencia-sugara nagyobb, mint
az A spektralsugara, azaz

1
> max |\; esetén
lim sup;,_, . v/|ck| 1<j<r| i ’

teljesiil az, hogy

r

FA) =3 et = 3 FE () Py (A),

j=1 =1

ahol A" :=1, és P;; az az egyértelmilen meghatdrozott komplex egyiitthatos legfeljebb
N — 1-edfokt polinom, melyre

le()‘k>:
' 0 ha i£A]l—-1,0<i<mp— 1, 1<k<rvagy k# 7, 1<k<r,0<i<mg — 1.

Itt P;; figga Aq,..., A\ sajatértékektol és azok multiplicitasatol, illetve az nyilvan fenndll,
hogy N =377 m;.
Ha példaul A sajatértékei egyszeresek, azaz my =---=m, =1, akkor r=N és
N
A— NI
=300 I 5o
=1 LIS, I 79 T
azaz )
= Al
Pu(z)= ] —

oy
IISN, 1
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a kovetkezo Lagrange-polinom: az az N — 1-edfokid polinom, melyre

1 ha k::j,
Pg;l()\k)_{
0 ha 1< N, k# 7.

Nyilvan az ismertetett mddszer tetszéleges A matrix esetén alkalmazhaté az f(z) = 27,
n € N, fiiggvényekre, és azt kapjuk, hogy

T

(3.2) ZZ n(n—1)-(n—1+2)A71 P, (A).

7j=1 [=1

A Frobenius—Perron tétel alapjén (az ottani jeloléseket haszndlva) P-nek A\ =1, \g, ..., Ay
egyszeres sajatertekel melyekre A9 =1,i=1,...,d. A tovabbi Ag;1,...,\y sajétértékek
koziil jelolje )\1, e )\5 a paronként kulonbozoeket (ahol s < N), melyek multiplicitasat
rendre my,...,my jeloli. Ekkor

d s
=) NPu(P —|—ZZnn—1 S(n =1+ 2)(\)" P (P).
j=1 j=1 1=1

Nyilvan, ha |\;| <1, tgy

lim n(n—1)---(n— 1+ 2)A"* =0,

n—oo
fgy tetszéleges m = 0,1,...,d — 1 egész szdm esetén létezik a lim, ., P"*™ hatédrérték

és

n—oo

d
lim P ="\ (P
=1
azaz csak részsorozatok mentén létezik altalaban P"-nek hatarértéke.

3.2. Feladat. Egy bolha egy haromszog csicspontjain ugral. Minden egyes ugraskor egyenld
valoszintiséggel valaszt az altala éppen el nem foglalt két csticspont koziil. Mi a valdszintisége,
hogy n 1épés utén visszajut oda, ahonnan indult?

Megoldas. A feladatot visszavezetjiik egy 2-allapoti Markov-ldncra. Legyen minden n > 1
esetén X,, =0, ha az n-edik ugras utan azon a cstucsponton van a bolha, ahonnan indult,
ill. X, =1, ha nem azon a csiicsponton van a bolha, ahonnan indult. fgy {X,:n>1}
Markov-lanc, melynek fézistere {0,1} és dtmenetvaldsziniiségi matrixa

0 1

b= (1)(1(;2 1}2)'

Ugyanis példaul ppp = 0, mert ugyanott nem maradhat a bolha, és py; = 1, mert ha
valamely lépésben ott van a bolha, ahonnan indult, akkor biztos, hogy elugrik onnan, igy a
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kovetkezé 1épésben mar méshol lesz. Ekkor {X,, : n > 1} irreducibilis, aperiédikus Markov-
lanc, melynek fazistere véges, igy a Frobenius—Perron tétel alapjan biztos, hogy A\, =1
sajatértéke P-nek. Keressiik meg most a mésik sajatértéket is (Gsszesen kettd van). frjuk
fel P karakterisztikus polinomjat

0— A 1 1 1 A1
det =A== A)—==N-Z—_.
e(1/2 1/2—)\) (2 ) 2 2 2
fgy P sajatértékei
1 1
2 Y
azaz A\ = 1 és Ay = —1/2. Keressiink most egy, a Ay = —1/2 sajatértékhez tartozd

N =

Mg =

bal-sajatvektort:

(e 22) (1?2 1}2) :_%("m 72).

Ezt az egyenletet megoldva kapjuk, hogy (1,—1) a —1/2 sajatértékhez tartozd bal-
sajatvektor.

Hasonléan a A\; = 1 sajatértékhez tartozé bal-sajatvektort keresve

(1 ) (1/2 1/2)21(951 7).

kapjuk, hogy (1,2) az 1 sajatértékhez tartoz6 bal-sajatvektor. Ezért

r= (1(/)2 1}2) N G —21>_1 ((1) —10/2> G _21)

és

Mivel

kapjuk, hogy

P3G 20 (e ) =5 (UG 0

Ezért, mivel a péng valoszintiséget keressiik, a valasz

01 21y
p0,0 - 3 3 2 .
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A P" matrixot meghatdrozzuk a korabban leirt masik médszeriinket alkalmazva is (1asd
(3.2)-t). Mivel a A\; és Ao sajatértékek kiillonbozoek, kapjuk, hogy

P — X\
P = \"
AL = X\

P=2el = (132 1}2) * (1(/)2 132) a (1?; i) ’

pnr= (i 1) (6 0 = (e 1)

-3 0 (" (e )0 )

3.3. Feladat. Tekintsiink egy haromszoget, melynek csicspontjait a 0,1,2 szamokkal

P—X\I
+An M

23, A n € N.

Ttt A — Ay = 3/2,

fgy

jeloljiik. Egy bolha ezen haromszog csicspontjain ugral. Minden egyes ugréskor kétszer
olyan valészinti, hogy a tole éramutato jardasaval megegyez6 iranyban levé csucspontra ug-
rik, mint, hogy az éramutato jarasaval ellentétes iranyban levore ugorna. Feltételezziik, hogy
a bolha az 1-el jelolt csticspontban tartozkodik kezdetben. Mi a valészintisége, hogy n 1épés
utan visszajut oda, ahonnan indult?

Megoldas. Tételezziik fel, hogy a hdromszog csicspontjait az dramutato jarasaval ellentétes
irdnyban rendre a 0,1,2 szdmokkal szdmozzuk. Legyen minden n >0 esetén X, =i, 1 =
0,1,2, ha a bolha a haromszog i-vel jelolt cstcspontjan van az n-edik ugras utan. fgy Xo =
1. Ekkor {X, :n >0} Markov-ldnc, melynek fazistere {0,1,2} és dtmenetvaldszintiségi

matrixa
0 1 2
0o/ 0 1/3 2/3
P=112/3 0 1/3
2\1/3 2/3 0

Nekiink a P(X,, =1| Xy =1) valdsziniiséget kell meghatérozni. A Chapman-Kolmogorov
egyenletek alapjan P = P". Mivel {X,, : n >0} irreducibilis, aperiédikus Markov-lanc,
az atmenetvaloszinliségi matrixanak A; = 1 biztosan sajatértéke. Keressiilk meg most a
tobbi sajatértéket! A P &atmenetvaldszintiségi matrix karakterisztikus polinomja

—\ 1/3 2/3

2 1 2 1 2 /4 1 2 1
1/3 2/3 =\
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fgy a sajdtértékeket a —3X3 + 2\ +1 =10 egyenlet megolddsai adjdk. Mivel A\ =1 gyok,
osztva (A —1)-el a —3X\3 + 2\ + 1 polinomot a —(3A? + 3\ + 1) polinomot kapjuk. A
3A2+ 3\ +1=0 egyenlet megoldésai

 -3+49-4-3-1
n 2.3 ’

1 V31
Aggz——iiiz——iL
2T, 2793

a masik két sajatérték. Vegyiik észre, hogy

1j: 7 1 {$i7r}
—— X —F—=——F7¢Xx — 0
2723 V3 P16

23

azaz

ugyanis

1 in 1 - 1 (V3 1 1,1
_%exp {:FE} = —ﬁ(cos(w/(i) Fisin(n/6)) = 5 (7 F z§> =—3 + zm.

A Frobenius—Perron tétel utan leirtak szerint létezik olyan B (3 x 3)-as matrix, hogy

1 0 0
— 1 _iw/6
P=B"110 —Je 10‘/6 B.
0 O —736
fgy
1 0 0
pr=p1]0 (—%) e/nm/6 0 B.
1 —inm/6
0 0 (—75) e—inm/

Mia P™ matrix (1,1) elemét keressiik. Ha

T11 T12 T1,3 Yia Yi2 Y13
_ 4 -1 _
B =221 %22 23 és B™ = 1y1 w2 3|,
xr31 T32 T33 Ys1 Ys2 Y33
akkor
T1,1

n n _ 1 " inmT/6
(P )1,1:p§,1):(3/1,1 Yi2 Yi3) x2,1< \/§> e

n .
T3 <— \/Lg) g~inm/6

= Y1171,1 T Y1272 (_L)” "0 4y 3x3 (_i)” einm/6
1

— a4+ [ —— beinﬂ/t‘)_i_cefinﬂ'/G
() ¢ )
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1\" .

=a+ (—%) ((b+ c) cos(nm/6) + (b — c)isin(n7/6))
1\" .

= a+ (—%> (B cos(nm/6) + yisin(nm/6)),

valamilyen «, 3,7 valés konstansokkal. Kiszamolva a pg?%, pﬂ, pﬂ értékeket, meg-
hatdrozzuk az «, 3 és ~ konstansokat. Mivel PO =1, P'= P kapjuk, hogy p{ =1 és

) _
p) =0, és mivel (P?)i1=2/9+2/9=4/9, adédik, hogy pi) =4/9. Ezért

1=a+8,

2 2
azaz
atf=1,
1 i
2 2\/5,7 9
n lﬁ n 7 4
a+ = —y ==
6 2\/37 9
Ennek megoldasa
1 3 2 0
o = — = — =
37 37 /y

Ezért

A P" matrixot meghatérozzuk a korabban leirt masik médszeriinket alkalmazva is (14sd
(3.2)-t). Mivel a A1, A2 és A3 sajatértékek paronként kiillonbozoek, kapjuk, hogy
(P = 2aD)(P = Ns])
(A1 = A2) (A1 — As)

(P = MI)(P— \3l)
(A2 = A1) (A2 — Az)

(P — /\1])(P — /\21)
(A3 = A1) (A3 = A2)

Pr=)\" A7 A7 neN.

Mivel A\ =1, X\ = —% + i‘/?g és A3 = —% — i‘/?g, kapjuk, hogy

3 V3 3 V3 V3
)\1—)\225—@?, )\1—)\3254‘2?, >\2—>\3:2?,
1 V3 V3
(/\2 — /\1)(/\2 — /\3) = _6 — Z77 (/\3 — /\1)(/\3 — /\2) = —— +Z—,
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Tovabba,
. -3 1 2 3—iV3 2 4
P—A1]:§ 2 -3 11, P—/\glzg 4 3—iV3 2 ,
1 2 -3 2 4 3—iv3
3+iV3 2 4
1 .
P—)\3]:g 4 3+iv3 2 ,
2 4 3+ivV3
és igy
- 111
(P—)\QI)(P—)\3I):§ 11 1],
111
valamint

. —143iv3 5—iv3 —4—2iV3
(P—Alf)(P—M):E —4—2i/3 —1+3iv3 5—iV3 |,
5—iv3 —4—2ivV3 —143iV3

. —1-3iv3 5+iV3 —44+2i/3
(P—)\ll)(P—)\g,I):E —44+2V/3 —1-3iv3 5+iV3
54iv3  —4+2ivV3 —1—3iV3

Felhasznélva, hogy

—4F2iV3
—1+3ivV3

@ 5FivV3 1 ,@
2 2

+ i, S S
—1+3iV3 2T

1
2

kapjuk, hogy

1, :V3 1_ V3

(LU 1 V31 1 —p Ty —p iy

Pn:§ 1 1 1 + —§+Z'? § —%—Z\/Tg 1 —%+i\/7§
111 —1 4 13 1

1 /3 1 /3

-z —iem | S| L4 1 S A

2 6 3 2 2 2 2
R N 1
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3.4. Feladat. Tekintsiink egy dobokockat, mely gy van stulyozva, hogy minden egyes dobas
esetén az eredmény nem lehet ugyanaz, mint az azt megel6z6é dobas eredménye, a tobbi szam
viszont egyenl6 valosziniiséggel eléfordulhat (azaz valdsziniiségiik egyenként 1/5). Feldobva
a kockat az els6 dobas eredménye 6. Mi a valészinlisége annak, hogy az n-edik dobds
eredménye djra 67 Mi a valdszinlisége annak, hogy az mn-edik dobas eredménye j, ahol

J 7 67

Megoldas. A feladatot visszavezetjiik egy 2-allapotu Markov-lancra. Legyen minden n > 1
esetén X,, = 0, ha az n-edik dobds eredménye 6, és X,, = 1, hanem 6. Ekkor {X,, : n > 1}
Markov-lanc, melynek fazistere {0,1} és atmenetvaldszintiségi matrixa

0 1

P= 2(135 4}5)'

Ugyanis példaul p; o = 1/5, mert ha nem 6-os az n-edik dobés eredménye, akkor az (n+1)-
edik dobas eredménye 1/5 valdsziniiséggel lesz 6-os. Feltéve, hogy az els6 dobas eredménye
6, annak a valdsziniisége, hogy az n-edik dobds eredménye is 6 (P"1)yo = p((fofl). (Azért
szerepel n—1, mert az els6 dobds utdn még n—1-et kell dobnunk az n-edikig.) A szimmetria
miatt kapjuk, hogy feltéve, hogy az els6 dobas eredménye 6, annak a valdsziniisége, hogy

az n-edik dobéas eredménye 1 megyezik annak a valdésziniiségével, hogy az n-edik dobés

eredménye i (i € {2,...,5}). Ezért ez a valdsziniiség
- 1 e
(P* o1 = =(1= (P oo).

Mivel {X, : n>1} irreducibilis, aperiddikus Markov-lanc, melynek fazistere véges, a
Frobenius—Perron tétel miatt biztos, hogy Ay = 1 sajatértéke P-nek. Keressiik meg most
a masik sajatértéket is (Osszesen 2 van)! Felirva P karakterisztikus polinomjat

- 4 1 41
det (L Yoo (2o ctoeod
1/5 4/5— A 5 5 57 5

fgy P sajatértékei
4 16, 4
5EVm 5
Ao = 5

azaz A\ = 1 és Ay = —1/5. Keressiink most egy, a A\ = 1 sajatértékhez tartozd
bal-sajatvektort

0 1

(21 22) (1/5 4/5>:1(1'1 z2).

Ezt az egyenletet megoldva kapjuk, hogy (1,5) a 1 sajatértékhez tartozd bal-sajatvektor.
Hasonléan a Ay = —1/5 sajatértékhez tartoz6 bal-sajatvektort keresiink

v 2 (s 4js) =50 7
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Ezt az egyenletet megoldva kapjuk, hogy (1,—1) a —1/5 sajatértékhez tartozé bal-
sajatvektor. Ezért

(%) (0G0

és

Mivel

kapjuk, hogy

"= G —51) <<—11/5>” —(—35)”) o (11+—5((—_§)”n 55_+5<(__5:> |

fgy

és

1 - 1(5 5 1\""\ 1 1/ 1\""
Pn—l - (1 — (n 1):_ R _t_t(_t .
( Jo,1 5 (1 =poo ') s\ 6 6 5 6 6 5
A P" maétrixot meghatérozzuk a kordbban leirt masik médszeriinket alkalmazva is (14sd

(3.2)-t). Mivel a A\; és Ag sajatértékek kiillonbozoek, kapjuk, hogy
P — X1 P— X1

pro—\n A _
VD W S v WU
Ttt A — Ay = 6/5,
1/5 1 11
P_M‘(m 1)’ P‘“‘(l/s —1/5)‘
Ezért
5/(1/5 1 N/ 1 -1 1145 (=1 5-5(-1)"
Pt = - —= S 5/ 50 ‘
s (G 1)+ (5) (i om)) = (055 5055 ) nen

3.5. Feladat. Tekintsiink egy dobokockat, mely gy van stulyozva, hogy minden egyes dobas
esetén az eredmény nem lehet az azt megeléz6 dobds eredménye plusz 1 mod (6), a
t6bbi szdm viszont egyenld valészintiséggel el6fordulhat (azaz valészintiségiik egyenként 1/5).
Feldobva a kockat a dobéas eredménye 6. Mi a valészinlisége annak, hogy az n-edik dobés
eredménye tjra 67
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Megoldas. Felhasznaljuk az el6z6 feladatbeli dobokockat. A jelen feladatbeli dobokockanal
az n-edik dobds eredménye eloallithatd igy, hogy az elozé feladatbeli kockat feldobva n-szer,
a kapott értékhez hozzdadunk n—1-et mod (6). Azaz, ha az eléz6 feladatbeli kockaval az
n-edik dobds eredménye i,, gy a jelen feladatbeli kockdval adédbéan i, +n—1 mod (6)
(szimuldlhat6 igy). Ehhez azt kell csak ellendrizni, hogy

(lpo1+n—2)+1#i,+n—1 mod (6), VneN.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
in_1 % in mod (6), VneN,

ez pedig az elozo feladatbeli kockara vonatkozé dobasokra nyilvan igaz.

Mivel i1 =0 mod (6) (az eléz6 feladatbeli kockaval az els6 dobds eredménye 6), igy ezen
feladatbeli kockaval dobva az n-edik dobas eredménye akkor lesz tjra 6, ha 2, +n—1=0
mod (6). Ha n=1 mod (6), ugy i, =6 kell legyen, ezért a keresett valésziniiség

1 5/ 1\""
Ha n—1=j mod (6), j=1,2,3,4,5, tgy i, =6—j kell legyen. Mivel j =1,2,3,4,5
esetén 6 — j # 0, a keresett valdszintliség

11/ 1\""
i (_5) : ha n#1 mod (6).
U

3.6. Feladat. Legyen {X, : n>0} egy Markov-lanc, melynek fazistere {1,2,3} és
atmenetvalészintiségi matrixa

1 2 3
1/ 0 1 0
P=2( 0 2/3 1/3
3\1/12 11/12 0

Hatdrozzuk meg a P(X,, =1|Xy=1),n>1 valészintséget!

Megoldas. Ez egy irreducibilis, aperiédikus Markov-lanc, melynek fazistere véges, igy a
Frobenius—Perron tétel alapjan A; = 1 biztosan sajatértéke P-nek. Keressiik meg P
masik két sajatértékét (Osszesen 3 van neki)! Felirva P karakterisztikus polinomjat

-\ 1 0 ) |
det [ 0 2/3—X 1/3 :—A3+§A2+—A+—.
/12 11/12 =X\
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fgy a sajatértékek a 3613 —24X2—11A—1 = 0 egyenlet megolddsai. Mivel A; = 1 megoldas,
osztva a fenti polinomot A — 1-el, kapjuk, hogy a mésik két sajatérték a 362 +12\+1 =0
egyenlet megoldéasai, azaz

1
)\2 — )\3 — —6
Ellenorizhetd, hogy a —% sajatértékhez tartozé sajataltér
12
ul-2], uelR),
5

melynek dimenzigja 1. Igy P nem diagonalizalhaté. Ezért a jelen esetben a Jordan-féle
normdl formds megkozelitési médot tudjuk alkalmazni. Ekkor létezik olyan B (3 x 3)-as
matrix, melyre

1 0 0
P=B"1'10 -1/6 1 |B,
0 0 —1/6
és igy
1 0 0\ 1 0 0
P*=B7'l0 -1/6 1 B=B1'10 a1 as| B,
0 0 —1/6 0 a1 asp
ahol

a11 A12 — —1/6 1 "
Q21 G292 ' 0 —1/6 )

Felhasznalva a Frobenius—Perron tétel utan irottakat, kapjuk, hogy minden n >1 esetén

1 n 0 1 n n 1 n—1 , 1 n—1
=|—= = aso = | —= a19 = —— = —— .
a1 6 , QG271 ) 2,2 6 ) 1,2 1 6 6

Azonban ezt most kozvetlentil is megkaphatjuk, ugyanis teljes indukciéoval megmutatjuk,

hogy
n 1\ " 1\n—1
0 —1/6 0 (—35)
Trivialisan teljesiil az egyenloség n = 1l-re. Tegyiik most fel, hogy igaz az egyenlOség

k=1,...,nre, és mutassuk meg, hogy igaz (n + 1)-re is. Ekkor

)
_ ((—a) (=§)" +n(=%) ) _ ((—5) (n+1) —15) ) _

o
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Ezért
1 0 0
n —1 1\7 1\n—1
P"=B""10 (-3 n(—g)n B.
0 0 (=)
Ha
T11 T12 T1.3 Y1 Yi2 Y13
B =291 w22 %23 és B =21 Y22 to3 |,
T31 T32 X33 Y1 Ys2 Y33
akkor
T1,1
n n n n—1
(P )1,1=p§,1)=(y1,1 Y2 Y13) | Toa (—=3)" +a31n (—3)
w31 (—5)

1 n 1 n—1 1 n
=Y1,1%1,1 + Y1,202.1 (_6) + Y1,2T31M (_6) + Y1,3T31 (—6)

+b 1 n+ 1 n—1
=.a — = cny——
6 6
1 2 3

valamilyen a,b,c valés konstansokkal. Kiszamolva a pjj, pyy, p1; értékeket, meg-
hatdrozzuk az a,b és c konstansokat. Mivel P! = P, kapjuk, hogy pﬁ =0 ¢és
mivel (P?);; = 0, adddik, hogy pﬂ = 0. Hasonldan, pﬁ = 1/36. Ezért az a,b,c

konstansok kielégitik a kovetkezo egyenletrendszert:

1
O=a—-b
a 6 +c
0—at Lyt
TR
1 L,
—=a——b+ —c.
36 72160 12
Ennek megoldasa
1 ,_ 18 1
“= 1o 19 ‘77

Ezért )

m 1 N 48 " n 1 1\

=— 4+ — | —= -n|—- .
Pi=a9 9 \7s) "7 6
A P" matrixot meghatdrozzuk a korabban leirt masik médszeriinket alkalmazva is (1asd
(3.2)-t). Mivel A\; =1 egyszeres, \y = —1/6 kétszeres sajatérték, kapjuk, hogy
P = )\?Pl,l(P) + >\§P271(P) -+ n)\g_ngg(P),

ahol

P, az a masodfoku polinom, melyre Pj (A1) =1, Pi1(A2) =0, Pl’,l()\Q)
Py az a masodfoki polinom, melyre  Py1(A\1) =0, Poi(X2) =1, Pyy(N)
P272 az a masodfoku pOliIlOIIl, melyre PQQ()\I) = 0, PQ}Q()\Q) = 0, P2,’2(A2)

0
0,
1
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fgy
(Z — /\2)2 (Z — )\2)2 (Z — )\1)(2 — )\2)
P == P =1—-——>— P = .
1,1<Z) ()\1 _ )\2)2’ 271(2) ()\1 _ )\2)27 272(Z) Ao — Ay
Leellenérizheto, hogy
oy (BN e (0
_ 2 7 49 ’ T — )2 49 | ’
(h1 = A) "\1 36 12 (h1 = A) Y\1 36 37
valamint
(P—MI)(P—XI) 1 _;2 _212 2‘2
Ao — A1 84 5 5 10
Ezért
1 1 36 12 " 1 48 —-36 —12 L 12 12 —-24
Pr=—11 36 12 —|—(——> — | -1 13 12 +n(——> — -2 -2 4
4 4 4
9 1 36 12 0 ) -1 —-36 37 0 8 5 5 =10
és igy

4. FErgodikussag, stacionarius eloszlas

4.1. Megjegyzés. (Ergodikus osztalyok keresése) Tudva azt, hogy egy ergodikus osztaly
visszatérd és minden visszatérd osztaly 1ényeges, kapjuk, hogy lényegtelen osztaly nem lehet
ergodikus. fgy el6szor meg kell keresniink a lényeges osztalyokat. Tegyiik fel, hogy C egy
lényeges osztaly és legyen

1 1
T = , 1€, (—::).
mgq “+00

Ekkor az elméletbdl tanultaknak megfeleléen az

uj = Zuipm, Jjedq,

iceC

egyenletrendszernek a ). |u;| < +oo feltételt kielégité megoldasai éppen u; = cmy, i € C
alakiak, ahol ¢ € R tetszoleges.
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Ha C ergodikus osztaly d periddussal és C,., 0 <r < d—1 jeloli az alosztalyokat, akkor

1
Zﬂizc—i, 0<r<d—1,

Egy C' lényeges osztaly ergodicitasa vizsgalhatoé a kovetkezok alapjan. Eloszor is m; > 0,
i€ C, mert m;; >0,7¢€ C, attdl fuggetleniil, hogy C ergodikus vagy nem. Ha pedig C
ergodikus, ugy m; >0, ¢ € C, mert m;; < 00, ¢ € C. Tekintsiik az

u; :Zuz‘pi,ja jed,
ieC

Z |u;| < 400

ieC
egyenletrendszert. Ekkor a C' lényeges osztaly akkor és csak akkor ergodikus, ha ennek
az egyenletrendszernek van olyan megoldasa, hogy wu; > 0, ¢ € C. Ugyanis, ha a C
lényeges osztaly ergodikus, gy u; = m;, i € C-vel u; >0, >, cuj =) ;c0m = 1 < +00
és T = Y icoibij, J € C s teljesiil a fentebb idézett tétel miatt. (Itt =, ¢ € C, az
egyértelmiien 1étezd stacionérius eloszlas lesz a C' ergodikus osztédly szdmara.)

Ha pedig a fenti egyenletrendszernek van olyan megoldasa, hogy u; > 0, ¢ € C, ugy az
idézett tétel miatt 1étezik olyan k € R, hogy wu; = km;, i € C. Felhasznalva, hogy m; > 0,
kapjuk, hogy m; >0, i € C' kell legyen, azaz C' ergodikus osztély.

Ha kijott, hogy a C lényeges osztaly ergodikus, azaz a fenti egyenletrendszernek van
olyan megoldasa, hogy u; > 0,7 € C, és létezik olyan k € R, hogy wu; = km;, © € C, ugy a
m; = 1/m;;, i € C' mennyiségeket mar konnyen meghatarozhatjuk. Ugyanis » . . m =1

miatt
dui=> km=k-1=k,
icC ieC
és igy
Uj .
T, = 1€ C.

Ziec ui’
O

4.2. Megjegyzés. (stacionarius eloszlas) Felidéziink most bizonyos eléadédson tanult dol-
gokat. Ha C' egy aperiddikus osztaly, akkor barmilyen 4,j € C' allapotokra
m _ 1

lim p; 7 = —,
n—oo T]’LJ"7

ahol m;; = E(Tj |X0 = j) és
k ha Xp(w)=jés Xi(w)#7, 1<t <k,

7i(w) = .
+oo ha Xy(w)#j, Vtx=1.
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(Azaz 7; a j allapot els6 elérési ideje, m;; pediga j éllapot atlagos visszatérési ideje.)
Irreducibilis, aperidédikus Markov-lanc esetén barmilyen j € I allapotra

1
lim P(X, =j) = —,

n—reo my,j

a Markov-lanc tetszéleges, rogzitett P(Xo =1), i € I, kezdeti eloszldsa esetén.

Az {u; : i € I} valés szamsorozatot a Markov-lanc staciondrius eloszlasdnak ne-
vezzik, ha

(i) w,=0,Viel é Y, u =1,
(11) U,j = Zie] uipi,ja VJ < ]

(A (ii) feltétel irhat6 w = uP alakban is, ahol w sorvektort jeldl, azaz wu kielégit egy
homogén linedris (esetleg végtelen sok egyenletet tartalmazo) egyenletrendszert.)
Ha egy irreducibilis Markov-lanc ergodikus, akkor egyetlen stacionérius eloszlasa van és ez

1

)
my;

T = ie],

és ekkor m; > 0, mert az ergodikussag miatt m,; < +o00, ¢ € I.

Ha egy irreducibilis Markov-lanc nem ergodikus, akkor nem létezik stacionarius eloszlasa és
ekkor
lim P(X,, =i)=0, 1€l

n—o0

a Markov-lanc tetszéleges, rogzitett P(Xo = i), i € I, kezdeti eloszldsa esetén. FEzek
alapjan, ha {X, : n € N} egy irreducibilis, aperiddikus ergodikus Markov-lanc, akkor
") hatérérték és fiiggetlen i-t6l, valamint

1;7

minden ¢,7 € I allapotra létezik a lim, ., p

n 1 .
limpz(j):—, j el
n—reo ;. ;

(n)

Ekkor 7; = lim, ;oo p;'y, j € I, valamint {m;,j € I} az egyértelmii pozitiv megoldasa a

ﬂ—jzzﬂ-ipi,ja .]EIJ

el

Z?szl

Jjel

(4.1)

egyenletrendszernek. Ez az egyenletrendszer a Chapman—Kolmogorov egyenletekbdl kovet-
kezik. Valoban, tetszoleges k, j € I allapotok esetén

(n) _ (n—1)
Prj; = DPr; Dijs

iel
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és igy m — oo hataratmenettel adodik, hogy

szzﬂipi,ja jEI
el
Tovabbs,

1
m; = lim P(X, =j)=—, jel,

a Markov-lanc tetszéleges, rogzitett P(Xo =), i € I, kezdeti eloszldsa esetén. Felhasznélva
m;; értelmezését, m; nem mds, mint a Markov-lanc altal hosszi tavid miikodés soran a j
allapotban eltoltott id6 aranya az 0sszid6hoz viszonyitva. Ezért m; interpretalhaté ugy is,
mint annak a valdszintisége, hogy hosszi tavi miikodés utan a Markov-lanc a j allapotban
van. Erdemes az alabbi specidlis esetre ramutatni: ha X,, n € Z,, fiiggetlen, azonos
eloszlasi valdszintiségi véltozok, akkor {X, : n € Z;} homogén Markov-lanc és 7;-nek
az {Xo = j} eseményre vonatkozo feltételes eloszlasa geometriai eloszlas P(X, = j)
m, azaz P(Xo = j) = #, j e I. Mivel X,,
n € Z,, figgetlen, azonos eloszlastak, ebben a specidlis esetben

paraméterrel. Igy ekkor mj; =

m=PX,=j)=P(Xo=j)=—o1, jE€I, neZ,.

Ha az {X, :n € N} Markov-lanc irreducibilis, ergodikus és periddikus (d > 2 periédussal),
akkor a

7"'j:ZT‘-ipi,ja jela
i€l

Z?szl

jel
egyenletrendszernek létezik egyértelmi, pozitiv {m; : i € I} megoldasa. Azonban ekkor
nem létezik a lim,_,., P(X, =1), i € I, hatarérték. Valéban, legyen i € I egy tetszileges

rogzitett allapot. Jelolje Cy(i) azon j € I &llapotok halmazat, melyekhez létezik olyan
n € Z,, hogy pg;d) > 0. Ekkor

lim p

n—oo

(nd) _ d?Tj ha j € Co(l),
" 0  ha j¢ Coi)

Feltételezve, hogy Markov-lancunk kezdeti eloszlasa olyan, hogy P (X, € Cy(i)) = 1, kapjuk,
hogy
. N — . T (nd)
lim P(Xa=i)= 3 (POo=J) lim 5{7).
§€Co(3)

Mivel j € Cy(i) akkor és csak akkor teljesiil, ha i € Cy(j), kapjuk, hogy lim, pﬁd) = dm;,
és igy

lim P(X,q=i)=dr; Y P(Xo=j)=dm.

n—oo . .
J€Co (i)
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Tovébbd, P(X, = i) = 0, ha d{n. Igy latjuk, hogy a lim, o P(X, = i), i € I,
hatarérték nem létezik, csak bizonyos részsorozat mentén. Azonban ekkor is fennall, hogy
7 = 1/m;,;, azaz m;-t ekkor is lehet gy interpretdlni, mint a Markov-lanc dltal hosszi tdva
miikodés utan az @ Aallapotban eltoltott idé ardnya az 0sszidéhoz viszonyitva.

A gyakorlati példak soran ugy jarhatunk el, hogy ha egy Markov-lancrol sikeriil kimutatni,
hogy irreducibilis, akkor felirva az (4.1) egyenletrendszert, ha annak van pozitiv megoldésa,
akkor a Markov-lanc ergodikus és a kapott megoldas az egyetlen stacionarius eloszlas. Ebben
az esetben ugyanis az nem fordulhat eld, hogy az (4.1) egyenletrendszernek két kiillonbozé
megoldasa van és az sem lehetséges, hogy a Markov-lanc nem ergodikus. Ugyanis, ha a
Markov-ldnc nem lenne ergodikus, gy nem lenne stacionérius eloszlésa, azaz (4.1)-nek nem
lenne egyetlen megoldasa sem. Illetve, az ergodikussag alapjan az is adodik, hogy ponto-
san egy staciondrius eloszlas van, azaz (4.1)-nek nem lehet két kiilonb6z6 megolddsa. Ha
nincs pozitiv megoldasa (4.1)-nek, akkor a Markov-ldanc nem ergodikus és nincs staciondrius
eloszldsa sem. Abban az esetben, ha a Markov-lanc irreducibilis, aperiédikus és az (4.1)
egyenletrendszernek van pozitiv megoldasa kapjuk, hogy
(n)

lim p;

n—o0

:7'('j7 i,je],

ahol {m;,j € I} az (4.1) egyenletrendszer egyértelmii pozitiv megoldasa.

[smert tovabba, hogy egy véges allapotterti, irreducibilis Markov-lanc ergodikus, igy
létezik egyértelmi staciondrius eloszlésa. U

4.3. Megjegyzés. Egy irreducibilis Markov-lanc esetén, ha a stacionarius eloszlast megha-
tarozo (4.1) egyenletrendszernek van nemnegativ megoldésa, akkor az sziikségszertien pozitiv
is. Ugyanis két eset lehetséges: az irreducibilis Markov-lanc ergodikus vagy nem ergodikus.
Ha nem ergodikus, akkor nincs stacionarius eloszlasa. Ugyanis, ha egy irreducibilis Markov-
lanc nem ergodikus, akkor nincs stacionarius eloszldsa. Mivel esetiinkben van stacionérius
eloszlas kapjuk, hogy Markov-lancunk ergodikus és igy m; = 1/m;;, i € I az egyértelmi
staciondrius eloszlas. Az ergodicitds miatt pedig még az is igaz, hogy m; > 0, V¢ € [I.
Kiemeljiik, hogy ha csak azt tessziik fel, hogy a

szz’ﬁiphja j€[>
iel
egyenletrendszernek van nemnegativ megoldasa, akkor altaldban nem kovetkezik, hogy ez
a megoldas pozitiv. Ugyanis egy irreducibilis, aperiédikus és nem ergodikus Markov-lanc
esetén, ha 7 = (m;);e; nemnegativ megoldidsa m = wP-nek, tgy n = 7P", n € N.

(n)

Felhasznélva, hogy ekkor lim, . p;; =0,V 4,5 € I, kapjuk, hogy

7= lim 7P" =0,
n—oo

azaz m; = 0,1 € [. ]

4.4. Megjegyzés. A stacionarius eloszlas elnevezésének magyarazata a kdvetkezd. Ha egy
homogén Markov-lanc stacionarius eloszldsa {;,j € I'}, akkor ha a lanc kezdeti eloszldsanak
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a {m;,j € I} eloszlast valasztjuk, igy minden n € N-re, j € I-tre P(X,, =j) =m;. Azaz,
ha P(Xo=j)=m;,j€l, akkor P(X, =j)=m;, ne€ N,je I Ugyanis teljes indukciot
alkalmazva, tegytik fel, hogy 1,2,...,n — 1-re igaz az allitas és bizonyitsuk be, hogy n-re
is igaz. A teljes valosziniiség tétele alapjan

P(X,=j)=Y P(X,=j X, =i)=Y P(X,=j|Xo1 =i)P(X,_1 =)

el i€l

= E bi,jTi = Ty,

i€l

ahol az utolso el6tti 1épésben az indukcios feltevést, az utolso lépésben pedig a stacionarius
eloszlas definicigjat hasznaltuk. 0

4.5. Feladat. Legyen {X, : n>0} egy tetszéleges Markov-linc, A a fazisterében egy
véges osztaly. Igaz-e, hogy ekkor A vagy lényegtelen vagy ergodikus?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: Ha A nem lényegtelen, ugy lényeges. Ekkor A
minimalis zart halmaz, mely véges, igy egy el6adasbeli tétel alapjan tartalmaz ergodikus
allapotot. Mivel az ergodikussag osztalytulajdonsag, kapjuk, hogy A ergodikus. 0

4.6. Feladat. Legyen {X, : n>1} egy olyan véges &llapotterii Markov-lanc, melynek
egyértelmiien létezik staciondrius eloszldsa. Igaz-e, hogy ekkor {X, : n>1} fazistere
egyetlen ergodikus osztaly?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: Lehetnek atmeneti dllapotok is. O

4.7. Feladat. Létezik-e olyan véges allapotterti, irreducibilis Markov-lanc, melynek nem
létezik staciondrius eloszlasa?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: tétel el6adasbol. O

4.8. Feladat. Ha egy véges allapotterii Markov-lanc fazistere tartalmaz lényegtelen allapotot,
akkor nem létezik stacionarius eloszléasa.

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: A késobbi 5.8. Feladat példat szolgaltat erre. O

4.9. Feladat. Igaz-e, hogy egy véges allapotterti Markov-lanc esetén minden osztaly ergo-
dikus?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklas: Mert lehet lényegtelen osztdly is a fazistérben, ez
azonban egy tétel miatt nem lehet ergodikus (hiszen ergodikus osztaly az lényeges). 0

4.10. Feladat. Legyen {X, : n>1} egy véges dllapotterti Markov-lanc. Igaz-e, hogy
ekkor a Markov-lancnak 1étezik stacionarius eloszlasa?
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Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: Egy véges allapotteri Markov-lancnak mindig létezik
stacionarius eloszlasa, de nem feltétleniil egyértelmiien. Ugyanis, tanultuk, hogy egy véges
allapottertt Markov-lanc allapotai ergodikusak vagy atmenetiek (azaz nincs null éllapot) és
mindig van legalabb egy ergodikus allapot. fgy egy véges allapotterii Markov-lancnak mindig
van ergodikus osztalya. Felhaszndlva, hogy a staciondrius eloszlasok (minden esetben) az
ergodikus osztalyokon egyértelmiien meghatarozott stacionérius eloszlasok keverékei (ldsd,
pl., K. L. Chung [1], 35. old.), kapjuk, hogy egy Markov-lancnak akkor és csak akkor
van staciondrius eloszlasa, ha van ergodikus osztalya. Mivel egy véges allapotteri Markov-
lancnak mindig van ergodikus osztalya, kapjuk, hogy mindig van stacionarius eloszlasa. [J

4.11. Feladat. Legyen {X, : n>1} egy olyan véges éllapotterit Markov-ldnc, melynek
egyértelmiien létezik staciondrius eloszldsa. Igaz-e, hogy ekkor {X, : n>1} fazisterében
egyetlen ergodikus osztaly van?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: Az elézé feladat indoklasa alapjan. 0

4.12. Feladat. Legyen {X, : n>0} egy tetszéleges Markov-lanc. Igaz-e, hogy ennek a
Markov-lancnak akkor és csak akkor 1étezik stacionarius eloszlasa, ha létezik a fazisterében
legalabb egy ergodikus osztaly?

Megoldés. A vélasz: Igen. Indoklas: K. L. Chung [1], 35. oldala alapjan. O

4.13. Feladat. [Szevasztyanov—Csisztyakov—Zubkov [9], 5.1.27 Feladat] Legyenek
{X, :n>0} é {X] :n>0} Markov-lancok {1,...,N} Aallapottérrel és P, ill. P’
atmenetvalészintiségi matrixokkal. Tegyiik fel, hogy egyértelmiien létezik stacionarius el-
oszlasuk 7 = (my,...,7y) és @ = (n],..., 7). Kovetkezik-e a P és P’ matrixok
kozelségébdl (pl.: a ZQ;ZI lpij — pi ;| mennyiség kicsi értékébél) a 7 és 7' vektortok

kozelsége (pl.: a S°N  |m; — | kicsi értéke)?

Megoldas. Nem. Legyen a fazistér {1,2}, azaz N = 2. Tekintsiik tetszéleges ¢ € (0,1)
esetén a

1 2 1 2

le 1—¢ £ 4 a P,:l 1—¢g2 &2
2\ 2 1-¢2 2 € 1—¢

atmenetvalésziniiségi métrixokat. Hatarozzuk meg a stacionarius eloszlasukat (melyek most
egyértelmiiek, hiszen egy véges allapotterti, irreducibilis Markov-lanc ergodikus és igy egyér-
telmiien létezik staciondrius eloszlasa). Ezek a kovetkezd egyenletrendszerek megoldésai:

T = (1 —€>7T1 +€27T2,
Ty = emy + (1 — €2)mo,

7Tl+7T2:]_,
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és
7 = (1 — ¥} + e,
7y =’ + (1 — &)my,
4y = 1.
lgy
€ 1 , , 1 , €
T = , Mo = és T = , Ty = .
1+¢ 1+¢ 1+¢ 1+¢

A P és P’ matrixokra szamolt ijzl |pij—p; ;| mennyiség 4e(1—¢), fgy ha ¢ — 0, akkor
ez tart 0-hoz. A 7w és 7' vektorokra szamolt Zf\;l |m; — mi| mennyiség 2(1—¢)/(1+¢),
igy ha ¢ — 0 ez tart 2-hoz, ezért a © és 7' vektorok nincsenek egymashoz kozel.

Ahogy a P és P’ matrixok egyre ,kozelebb keriilnek” egyméshoz, a «© és 7w’ vektorok
egyre , tavolabb” és a két ,,szélséséges” esethez tartanak

(71, m) — (0,1) és (1, m) — (1,0), ha e —0.
U

4.14. Tétel. (Doeblin-tétel) Legyen {X, :n >0} egy homogén Markov-linc. Jelslje P
az eqylépéses atmenetvalosziniiségi matrizat, és 1 a fdzisterét. Tegyuk fel, hogy létezik olyan
Jo € I dllapot és € >0, hogy pij, =€ minden i € I esetén. Ekkor az {X, : n>0}
Markov-lancnak egyértelmien létezik m staciondrius eloszldsa, melyre fenndll, hogy m;, > €,
és tetszdleges = (u;)ier kezdeti eloszldsra

[nP" = 7lly <2(1—¢)",  n=0,
ahol ||uP™ — 7|, jeloli puP™ és m dun. varidcids tdvolsdgat:

lnP" =7l =Y |(uP" = 7).

el

4.15. Feladat. Legyen {X, :n>1} egy véges éllapotteri Markov-lanc. Igaz-e, hogy ha
létezik olyan éllapot, mely minden allapotbdl elérhet6, akkor a Markov-lancnak (egyértelmiien)
létezik stacionarius eloszlasa?

Megoldas. A vélasz: Igen. Indoklds: A Doeblin-tétel miatt (4.14. Tétel) (egyértelmiivel
is igen a vélasz). O

4.16. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 4a] Tekintsiik az 1.4. Példat (id6jaras
elorejelzés). Hatarozzuk meg az ott definidlt, az id6jards naponkénti valtozasat leiré {X,, :
n € N} Markov-lanc staciondrius eloszldsat (feltéve, ha létezik)! Feltételezziik, hogy 0 <
a, B < 1.
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Megoldas. Az atmenetvaldszinliségi matrix

(a 1-— a)

B 1-8)

fgy ez a Markov-lanc irreducibilis és aperidédikus. A staciondrius eloszlast (feltéve, ha létezik)
meghatarozé egyenletrendszer

Ty = amp + B,
m = (1—a)m+ (1= F)m,

To + 71 = 1.
fgy
(Oé — 1)7T0 + 577'1 = 0,

(1 —a)m + (=p)m =0,

7T0+7T1:]_.

A 3. egyenletet szorozva [-val, majd hozzaadva a 2. egyenlethez kapjuk, hogy

15} 1—«

©=Typ-a T ivf-a

Mivel 1étezik egyértelmii pozitiv megoldas, az 4.2. Megjegyzés alapjan (mg, m1) az egyértelmii
staciondrius eloszlas és a Markov-lanc ergodikus. A megoldas alapjan, hosszi tavon az id6
B/(1+ f — a)-ad részében lesz esé (lasd, a 4.2. Megjegyzést).

Masként is érvelhetiink. Mivel a széban forgdé Markov-lanc irreducibilis és véges dllapot-
terti, ezért ergodikus is. fgy létezik egyértelmii stacionarius eloszlasa. Azaz a staciondrius
eloszlast meghatarozé egyenletrendszernek létezik egyértelmii pozitiv megoldasa. fgy ezt az
megoldast kell megkeresniink. O

4.17. Feladat. [Szevasztyanov—Csisztyakov—Zubkov [9], 5.1.11 Feladat] Egy sza-
balyos dobdkockat azonos valészintiséggel, és az el6z6 mozgatasoktdl fliggetlentil, folyamato-
san atforditjuk az egyik oldalardl a négy szomszédos oldal valamelyikére. Milyen hatarérték-
hez tart n — oo esetén annak a valdsziniisége, hogy az n-edik forgatas utan a kocka a
,,67-0s oldalara keriilt, feltéve, ha kezdéskor is ugyanezen az oldalan allt?

Megoldas. Legyen minden n € N esetén X, = ¢, ha a kocka az n-edik forgatas utan
az ,,i"-edik oldaldra keriilt és legyen X, = 6. Ekkor {X, : n € N} Markov-lanc, melynek
fazistere {1,2,3,4,5,6} és dtmenetvaldsziniiségi métrixa (a kocka szemkozti oldalain levé
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szamok Osszege 7)

1 2 3 4 ) 6
0 1/4 1/4 1/4 1/4 0
1/4 0 1/4 1/4 0 1/4
1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
1/4 0 1/4 1/4 0 1/4
0 1/4 1/4 1/4 1/4 0

S O = W N

Mi a
lim P(X, =6|Xo=6) = lim p{")
n—00 ’

n—oo
hatarértéket keressiik. Mivel ez a Markov-lanc irreducibilis, aperiddikus és véges allapotterti,
az altalanos eredmények alapjan (lasd, a 4.2. Megjegyzést) kapjuk, hogy ergodikus és

: (n) _
lim pg g = 76,
n—oo

ahol m;, ©+=1,...,6, az egyértelmiien létez6 stacionarius eloszlds. Most ezt hatarozzuk
meg. Az (4.1) egyenletrendszer a konkrét esetben

1 1
m = Z7T2 + 173 + ZM + Z_lm’
= + L + L +
Ty = 47T1 47T3 47T4 47T6,
= + L + L +
T3 = 47T1 47T2 475 477'67
1
T4 = Zﬂ'l + 4—171'2 + 17'('5 + Z_Lﬂ.ﬁ’
B 1 n 1 n 1 n 1
s = 47T1 47T3 47T4 477'67
1 1 1 1
Mg = —To + —M3 + —Ty + —75,

4 4 4 4
7T1+7TQ+7T3+7T4+7T5+7T6:1.

Ennek megolddsa 7 = my =13 =my = 75 = mg = 1/6. Ezért

l

4.18. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 4b] Tekintsiik az 1.6. Példat (hangulat-
jelentés). Hatdrozzuk meg, hogy hosszi tavon az idé hanyad részében lesz Jozsi jokedvil,
semleges ill. mogorva!

Megoldas. A
0.5 04 0.1

P=103 04 03
0.2 03 0.5
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atmenetvaloszintiségi matrixi homogén Markov-lanc irreducibilis, aperiodikus és véges allapotterti,
igy ergodikus és egyértelmiien 1étez6 stacionarius eloszlasat a

Ty = 0.57T0 + 0.37T1 + O.27T2,
T = 0.47'('0 + 0.47’(’1 + 0.371'2,
o = 0.17’(’0 + 0.37'('1 + 0.571'2,

Ty + T + T = 1
egyenletrendszer megoldasa adja. Atrendezve

—0.5m9 + 0.3m; + 0.2m9 = 0,
0.47T0 — O.67T1 + 0.371'2 = 0,
0.17T0 -+ 0.371'1 — 0.57'('2 = 0,

7T0—|—7T1+7T2:]_.

Ennek megoldasa

21 23 18

M=g M= M=o
fgy Jézsi hosszu tavon idejének 21/62-ed részében jokedvii, 23/62-ed részében semleges, a
toébbiben pedig mogorva. (Valdészintileg nem Gall Jézsef Mihalyrdl van sz4.) O

4.19. Feladat. Tekintsiink két érmét. Az elsovel dobva 0.6, a mé&sodikkal dobva 0.5
valészintiséggel kapunk fejet. A két érme kozil egyenlo valdszintiséggel valasztunk egyet
és addig dobalunk vele mig {rast nem kapunk, amikor ez megtortént cseréliink, és a masik
érmével dobalunk addig, mig irast nem kapunk, és igy tovabb.

(i) Hosszu tavon az id6 hényad részében dobalunk az elsé érmével?

(ii) Feltéve, hogy az els6 érmével dobunk eldszor mi a valészintisége, hogy az 6todik dobés
a masodik érmével torténik?

Megoldas. Minden n>1 esetén legyen X, = 1, ha az n-edik alkalomkor az elsé,
és X, = 2, ha az n-edik alkalomkor a mésodik érmével dobunk. Ekkor {X, : n>1}
Markov-ldnc, melynek fézistere {1,2} és dtmenetvaldsziniiségi matrixa

1 2
P 1706 04 ‘
2\ 0.5 0.5
Példadul p;; = 0.6, mert ha az n-edik alkalommal az 1. érmével dobunk, akkor abban

az esetben dobunk az n + l-edik alkalommal is az 1. érmével, ha az n-edik dobaskor fejet
dobunk vele, ennek valoszintisége pedig 0.6.
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Mivel ez a Markov-lanc irreducibilis, aperiodikus és véges allapotterti, kapjuk, hogy ergo-
dikus és az egyértelmiien létezé (mp,m2) staciondarius eloszldsat a kovetkezé egyenletrendszer
(pozitiv) megolddsaként kapjuk

™ = 0.6’7’1’1 + 0.571'2,
o = 0.47’(’1 + 0.57’(’2,

71'1+7T2:1.

Megoldva, m =5/9 és m =4/9, igy hosszu tdvon az idé 5/9-ed részében dobalunk az 1.
érmével.

A (ii) kérdésben a p(f;) valészintiségre vagyunk kivancsiak, ahol P® = (pz(-j;))i7j:1’2 a

4-1épéses atmenetvaldszintiségi matrix. Mivel P® = P* = P2P? kapjuk, hogy
py _ (056 044) (0.56 0.44) _ (05556 0.4444
~\0.55 0.45/) \0.55 0.45) \0.5555 0.4445)°
és iy p\Y) = 0.4444 O
gy P12 =Y .

4.20. Feladat. Ugyanazt a kisérletet ismételjiitk egymés utan és a kisérlet minden egyes
elvégzése utan megallapitjuk, hogy az sikeres volt vagy eredménytelen. Feltételezziik, hogy
ha az utolsé két kisérlet sikeres volt, akkor a kovetkezo kisérlet 0.8 valdszinliséggel lesz
sikeres, egyébként a kovetkezo kisérlet 0.5 valdszintiséggel lesz sikeres. Hosszui tavon a
kisérletek héanyad része lesz sikeres?

Megoldas. Legyen minden n > 1 esetén

X, =0 ha az utolsé két kisérlet sikeres,
X, =1 ha az utolso kisérlet sikeres, de az azt megel6z6 nem,

X,, =2 ha az utolsé kisérlet nem sikeres.

(Vegyiik észre, hogy ha az utolsé kisérlet nem sikeres, akkor az azt megel6z6t nem speci-
fikaljuk.) Ekkor {X,, : n > 1} Markov-lanc, melynek fazistere {0, 1,2} és atmenetval6szini-
ségi matrixa
0 1 2
0/08 0 0.2
P= 1105 0 05
2\ 0 05 05
Példaul poo = 0.8, mert az S=sikeres, N=nem sikeres jelolésekkel 0 =SS, 1 = NS,
2 = %N (ahol * a bdarmit jeloli), és igy kapjuk, hogy poo annak a valdszintisége, hogy
SS-b6l  SS-be megyiink at, ennek valészintisége pedig (a feltétel miatt) 0.8. Hasonléan
p2a = 0.5, mert ez annak a valdszintisége, hogy *N-bol NS-be megylink at, ez pedig
szintén a feltétel miatt 0.5.

82



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Mivel ez a Markov-lanc irreducibilis, aperiddikus és véges allapotterti, kapjuk, hogy er-
godikus és az egyértelmiien 1étez6 (my, w1, m2) staciondrius eloszlasat a kovetkez6 egyenlet-
rendszer (pozitiv) megoldasaként kapjuk

mo = 0.8m9 + 0.57,

m = 0.5m9,

w9 = 0.2m9 + 0.571 + 0.579,
o + m + My = 1.

Megoldva
5 2 4

-, ™ = 7, T — —.
11 11 11
Mivel egy kisérlet sikeres kimenetele annak felel meg, hogy a Markov-lanc a 0 vagy az 1

Ty =

allapotok valamelyikében van, kapjuk, hogy a keresett valdszintiség

7T0+7T1:ﬁ.

[gy hosszid tévon a kisérletek 7 /11-ed része lesz sikeres. U

4.21. Feladat. [Sziics Gabor feladatsorabdl [10]] Egy automatikus dntézérendszer két
lehetséges allapota ON és OFF. A berendezés éranként megvizsgalja a talaj nedvességtartalmat,
és eldonti, hogy sziikség van-e locsolasra a kovetkezo éraban. Ha sziikség van locsolésra,
ugy ON éllapotba kapcsol és a kovetkezd éraban locsol; ha nincs sziikség locsolasra, gy
OFF allapotba kapcsol és a kovetkezd éraban nem locsol. Agrarmérnok baratunk szerint

a rendszer 0.5 valdszintséggel kezd el locsolni, ha az el6z6 6raban nem tizemelt, és 0.3
valészintiséggel fog leallni, ha az el6z6 éraban ontozott. Legyen X, az ontozoérendszer
allapota n éraval az tizembeadllitas utan.

(i) Mekkora valészintiséggel fog az ontozorendszer (iizembedllitas utan) két éran at allni,
majd ezutan bekapcsolni, ha tizembehelyezéskor az 6ntozés nem miikodott?

(ii) Hosszu tavon az id6 milyen hdnyadaban fog az éntézérendszer locsolni?

Megoldas. Jelolje a tovabbiakban 1 az ON &llapotot, 0 pedig az OFF &llapotot. Ekkor
{X, : n>0} Markov-lanc, melynek fazistere {0,1} és egylépéses dtmenetvalészintiségi

matrixa:
0 1

0705 0.5
P = .
1 <0.3 0.7)
(i): A P(Xo=1,X; =0| Xy =0) feltételes valésziniiséget kell meghatarozni. Felhasznélva,
hogy a Markov-lanc homogén kapjuk, hogy

P(X2 = 1,X1 = 0 | X() = 0) = p070p0’1 = (05)2 = 025
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(ii): A széban forgé Markov-lanc irreducibilis és aperiédikus. A staciondrius eloszldst
(feltéve, ha létezik) meghatarozé egyenletrendszer

o = 0.57’(’0 + 0.37T1,
™ = 0.57’(’0 + 0.771'1,

o+ 7T = 1.
Ennek megoldasa
o = 0.375, m = 0.625.

Mivel létezik egyértelmii pozitiv megoldas, az 4.2. Megjegyzés alapjan (mg, m1) az egyértelmii
staciondrius eloszlas és a Markov-lanc ergodikus. A megoldas alapjan, hosszi tavon az id6
0.625-0d részében fog az dntozorendszer locsolni. O

4.22. Feladat. (munkaszociolégia) [Ross [7], Chapter 4, Example 4c|] Munkaszo-
ciol6gusok szaméra fontos kérdés egy nagyobb kozosségben az alacsony (A), kozepes (K) és
magas (M) jovedelmiiek aranyanak meghatérozasa. Egy lehetséges matematikai megkozelitési
mod azt feltételezni, hogy az egymast kovetd generaciok jovedelmi viszonyait egy Markov-
lanc irja le. Csak a férfi populaciét vizsgaljuk és feltételezziik, hogy mindenkinek pontosan
1 fia sziiletik. Tovabba azt is feltételezziik, hogy egy férfi anyagi helyzetét csak az hatarozza
meg, hogy milyen az apjanak az anyagi helyzete és az mar nem, hogy milyen a nagyapjanak
az anyagi helyzete. Az dtmenetvaldsziniiségi méatrix legyen

A K M
A /045 048 0.07
K {005 07 025
M \0.01 05 049

(Ezt dgy értelmezhetjitk tehat, hogy példaul egy kozepes jovedelmi apa gyereke 0.05
valészintiséggel lesz alacsony jovedelmii, 0.7 valészintiséggel lesz kozepes jovedelmt, és 0.25
valészintiséggel lesz magas jovedelmii.) Hatdrozzuk meg, hogy hosszi tdvon a férfiak hanyad
része alacsony, kozepes, ill. magas jovedelmi!

Megoldas. Minden n > 1-re legyen X, = A, K, vagy M aszerint, hogy az n-edik
generaciéban levé leszarmazott milyen jovedelmt. Ekkor {X, : n € N} Markov-lanc lesz
a fenti atmenetvaldsziniiségi matrixszal. Adodik az is, hogy irreducibilis, aperiodikus és
véges allapotterti, igy ergodikus és egyértelmiien létezo staciondrius eloszldsa a kovetkezo
egyenletrendszer (egyértelmi) megoldasa:

my = 0.45m4 + 0.057x + 0.017y,,
g = 04874 + 0.7 + 0.5y,
mar = 0.07m4 + 0257 + 0.497y,,

TA+ 7+ 7y = 1.
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Ennek megoldasa
ma = 0.062389, T = 0.62344, my = 0.314171.

Ez azt jelenti, hogy hosszui tdvon a férfiak 6.2%-a lesz alacsony jovedelmi, 62.3%-a kozepes
jovedelmii és 31.5%-a magas jovedelmii. U

4.23. Definicié. Legyen {X, : n>0} egy Markov-linc, melynek P = (pi;)ijer az
dtmenetvalosziniségi mdtriza. Azt mondjuk, hogy P duplan sztochasztikus, ha minden
oszlopdsszeq 1-el egyenld, azaz ha ), ,pi;j =1, Vje€ I esetén.

4.24. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Problem 13] Legyen {X, : n >0} egy irredu-
cibilis, aperiddikus Markov-lanc, melynek fazistere {0,1,...,M} és P = (pij)ij=01,..M
atmenetvalészintiségi matrixa duplan sztochasztikus. Mutassuk meg, hogy a Markov-lanc
ergodikus és egyértelmii staciondarius eloszlasa

1
;= — ) =0,1,..., M.
g M 4 1’ J ’ )
(Ez nem més, mint a {0,1,..., M} halmazon az egyenletes eloszlas.)

Megoldas. Az 4.2. Megjegyzés alapjan azt kell megmutatni, hogy m; = 1/(M +1), j =
0,1,..., M Kkielégiti a

M
T; = g TiDi g
i=0

egyenletrendszert. ( m; pozitivitasaval nincs gond.) Ezek teljesiilnek felhasznalva azt, hogy
Zij\iopiﬂj =1,7=0,1,..., M esetén. O

4.25. Feladat. Tegyiik fel, hogy két reptilogéptarsasag, A és B kozil valaszthatunk
minden utunk soran. Ha A-val repiiltiink legutébbi utunk soran, gy a kdvetkezo alkalommal
A-t 0.85, B-t 0.15 valdészintiséggel valasztjuk. Ha B-vel repiiltiink legutébbi utunk soran,
ugy a kovetkezd alkalommal A-t 0.1, B-t 0.9 valdszintiséggel valasztjuk. Feltételezziik,
hogy évente kétszer repiiliink. Jelenleg az A repiil6géptérsasag 30%-os részesedést mondhat
magaénak a piachdl, igy azt feltételezziik, hogy az évbeli els6 utunkhoz 0.3 valészintiséggel
valasztjuk az A repiildgéptarsasdgot. Hogyan alakul 2 év elmultaval a helyzet?

Megoldas. Minden n > 1 esetén legyen X,, = A vagy X, = B annak megfelelen, hogy
az n-edik utunk sordn az A vagy a B repiilogéptarsasdggal utaztunk. Ekkor {X,, :n > 1}
Markov-ldnc, melynek fézistere {A, B} és dtmenetvaldszinliségi métrixa

0.85 0.15
P_<0.1 0.9)'
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A Markov-ldnc kezdeti eloszlasa pedig ¢; = (0.3,0.7), azaz
P(X;=A)=0.3, P(X,=B)=0.T7.

Nekiink a ¢, P* sorvektor elsé koordindtajara van sziikségiink. Ekkor

4 2
0.85 0.15 0.7375 0.2625
P*= (0.3 0. = (0.3 0.
al'=(03 07) <o.1 0.9) (0.3 07) (0.175 O.825>

0.5898 0.4102
= (0.3 0.7) (02734 07266) = (0.36832 0.63168) .

fgy két év elteltével az A repiilégéptarsasagot koriilbeliil 0.368 valdszintiséggel valasztjuk.
Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy két év elteltével az A repiilogéptarsasag részesedése a
piachdl kb. 36.8% (azt feltételezve, hogy az emberek évente kétszer repiilnek). U

A kovetkezo feladat az operacidkutatashoz is kapesolodik.

4.26. Feladat. Tegyiik fel, hogy négy reptlogéptarsasiag, A, B,C és D kozil valasztha-
tunk minden utunk soran. Feltételezziik, hogy hénaponta 1-szer repiiliink. Minden n >1
esetén legyen X, = A, B,C' vagy D annak megfeleléen, hogy az n-edik utunk soran
az A,B,C vagy a D repiil6géptarsasiaggal utaztunk. Feltételezziik, hogy {X, :n>1}
Markov-lanc, melynek atmenetvaloszintiségi matrixa

A B C D

0.95 0.02 0.02 0.01
0.05 09 0.02 0.03
0.1 0.05 0.83 0.02
0.13 0.13 0.02 0.72

O QW=

A jelen héonapban (1. hénap) az A, B,C' és D tarsasidgok részesedése a piacbdl rendre
45%, 23%, 20%, és 12%.

(i) Két honap mulva (azaz a 3. hénapban) hogyan alakulnak a részesedések?
(ii) Hosszu tavon hogyan alakulnak a részesedések?

(iii) Az A repiilégéptarsasag vezetése ugy hataroz, hogy nekik, ha torik, ha szakad hosszi
tavon 75%-os piaci részesedést kell produkalniuk. Ezért igy dontenek meghamisitjak
a statisztikai adatok alapjan felallitott P atmenetvaldszinliségi matrixot. Azokat az
adatokat manipuldljak, melyek arra vonatkoznak, hogy egy 6ket valasztd utas kovet-
kez6 utja melyik tarsasagnél lesz. Mi legyen az 1j atmenetvaldszintiségi métrix?

(A részesedést matematikailag gy értjiik, hogy egy atlagos utas (igy mi is) ennek megfeleld
aranyokban vélasztja az A, B,C és D repiil6géptarsasagokat.)
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Megoldas. Az {X, :n>1} Markov-lanc kezdeti eloszldsa
g1 = (0.45,0.23,0.2,0.12).
Az (i) kérdésre a vdlasz ¢ P? koordinatdi. Ekkor

@ P? = (04943 0.2492 0.1674 0.0889) .

(ii) A lanc stacionarius eloszldsét kell meghatarozni. Az ezt meghatdrozé egyenletrendszer

w4 =0.95m4 + 0.0575 + 0.17¢ + 0.137p,
g = 0.0274 + 0.975 + 0.057¢ + 0.137p,
e = 0.02m4 + 0.0275 + 0.837¢ + 0.027p,
mp = 0.01lmy 4+ 0.0375 + 0.027¢ + 0.727p,
g+ 7+ mc+7p =1
Ennek megoldasa
w4 = 0.5965, mp = 0.2433, e = 0.1052, mp = 0.0548.
(iii) Egy olyan P’-vel jelolt dtmenetvaldszintiségi métrixot kell keresniink, melynek sta-

clondrius eloszlasa
/ / /
(0.75 Ty T ™ D)

és
p1 b2 2 yZ!
P 0.05 09 0.02 0.03
0.1 0.05 0.83 0.02 ]’
0.13 0.13 0.02 0.72
ahol

P+ p2t+pst+pa=1,

Ty + 7o + 7 = 0.25,

p;=0,1=1,2,3,4,

g 20, 1o =0, 7, > 0.
Ezért annak kell fennéllnia, hogy

0.75 = p10.75 + 0.057) + 0.17,, + 0.137},,
Ty = pa0.75 + 0.97) + 0.057 + 0.137),
7o = p30.75 + 0.027 + 0.837 + 0.027),
Ty = pa0.75 4 0.037 + 0.027,, + 0.727),
Ty + o + 7 = 0.25,
p1+p2+ps+ps=1,
pi=0,i=1,234,

g =20, 1o =0, 1, > 0.
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Itt 7 ismeretlen van és 6 linearis egyenlet, igy valamilyen célfiiggvényt kell valasztanunk,
hogy a 6 linearis egyenletbol allo linearis egyenletrendszer megoldéashalmaza ne egy linearis
sokasag (linedris altér eltoltja) legyen. Természetes azt a célt (célfiiggvényt) vélasztani,
hogy p; legyen maximélis, azaz, ha valaki A-val utazik, akkor annak legyen a legnagyobb a
valészintisége, hogy ujra A-val utazik. fgy egy linedris programozési feladathoz jutunk (LP-
feladat), ahol a p; célfiiggvényt kell maximalizalni az el6z6 feltételek mellett kiegészitve még
azokat az 7, o, mh =0, és pi,pa,p3, s =0 sorokkal. Az R nevili programmal megoldva
ezt az LP-feladatot kapjuk, hogy

p1 ~ 0.98, p2 ~ 0.02, p3s =ps =0,
T 02, w0026, = 0.024.

t

4.27. Feladat. Evi és Hemii vasarnaponként tdnciskoldba jarnak, és az érdk elétt ketten
otthon gyakorolnak. Azonban ez a gyakorlds nem mindig jon Ossze. Ha egy vasarnap gya-
korolnak, akkor a kovetkez6 vasarnap 0.4 valdszintiséggel nem gyakorolnak, és ez az esetek
2/3-ad részében koszonhet$ Hemiinek. Ha egy vasarnap nem gyakorolnak, akkor a kovetkezd
vasarnap 0.3 valészintiséggel nem gyakorolnak, és ez az esetek 4/5-ad részében koszonheto
Hemiinek. Azért, hogy 0sztonozzék magukat a kovetkezo rendszerben allapodnak meg. Ha
Hemii miatt nem gyakorolnak egy vasarnap, akkor Hemii 500 forintot, ha Evi miatt nem
gyakorolnak egy vasarnap, akkor Evi 450 forintot tesz be egy kozos kasszaba (amit utédna
majd egyiitt haszndlnak fel, valami jé dologra). Minden n € N esetén jelolje &, az n-edik
vasarnap a kasszaba befizetett Osszeget. Hatarozzuk meg a lim, .. E, hatérértéket! (Ezt
a hatarértéket interpretdlhatjuk 1gy, hogy hosszu tavon varhatéan ennyivel né 1 hét alatt
a ko6z0s kasszdban lev Osszeg.)

Megoldas. Minden n € N esetén ¢, értékkészlete {0,450,500}, és igy
E¢,, = 450P(&,, = 450) + 500P(&,, = 500), n € N.

Célunk a tovabbiakban a lim, .. P(§, = 450) és lim, . P(§, = 500) hatdrértékek
kiszamolasa. Minden n € N esetén legyen X, = 1, ha az n-edik vasarnap gyakorol Evi
és Hemii, illetve X,, = 0, ha az n-edik vasarnap nem gyakorolnak. Ekkor {X, :n>1}
Markov-lanc, melynek egylépéses atmenetvalészintiségi matrixa

1 0
1706 04
0\0.7 03)°
Mivel {X, : n>1} irreducibilis, véges allapottert, aperiédikus, kapjuk, hogy ergodikus

és 1gy egyértelmiien létezik stacionarius eloszlasa, melyet a kovetkezo egyenletrendszer meg-
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oldasaként kapunk

™ = 0.67T1 + 0.771'07
Ty = 0.4771 + 0.371'0,
1 —|— o = 1
Az egyenletrendszert megoldva 7 = 7/11 és mo = 4/11.
Ty
P(&, = 450) = P(&, = 450| X,,-1 = 0)P(X,,1 =0) + P(§, =450 | X, 1 = D)P(X,,.1 = 1)
:P(f =450, X, =1| X, 1—0)]P’(Xn 1=0)
IP’({,L =450, X,, = 1|Xn 1=1
=P, =450 X, =1,X,_1 = O)IP’(Xn =1 | Xno1=0)P(X,—1 =0)

P(¢, = 450 | X, = 0, X, = 0)P(X,, = 0] X,y = 0)P(X,,_, = 0)
P(¢, = 450 | Xy = 1, Xy = DP(X, = 1| Xy = DP(Xpp_y = 1)
P(&, =450 X, = 0, Xy = DP(X, = 0] Xy = DP(X,_y = 1)

1
=0-0,7-P(X,m1 =0) + £ 0,3 F(X, 1 = 0) +0- 0,6 P(X, - = 1)
1
504 P(X, =1
0,3 0,4
= £ P(Xo1 = 0) + -P(Xu1 = 1)

Hasonléan,

P(£, = 500) = P(&, = 500| X, = 0)P(X,,_; = 0) + P(&, = 500| X,y = )P(X,,_; = 1)
= P(& =500, X, =1|X,_; =0

P(&, = 500, X, = 0| X,,_; = 0)19>(Xn_1 =0)

P(&, =500, X, = 1| X,_1 = D)P(X,_1 = 1)

P(&, =500, X, = 0| X,_; = D)P(X,_; = 1

=P(& =500| X, =1,X,_; = 0)P(X, = 1| X,_1 = 0)P(X,_, = 0)

~—
=
S
3
H
Il
(e
N

P(&, = 500 X, = 0, Xy = 0)P(X,, = 0| Xp_y = 0)P(X,,_; = 0)
P(&, =500 X, =1, X, = DP(X,, = 1| X,y = DP(X,_y = 1)
P(&, =500 X, =0, Xy = DP(X,, = 0| Xy = DP(X,y = 1)
4
= 00,7 P(X, 1 =0)+ = 0,3 P(X, 1 =0) +0-0,6 - P(X, .y = 1)
2
+50 0,4 P(Xp =1)
1,2 0,8
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Felhaszndlva, hogy {X, : n>1} irreducibilis, véges allapotterti és aperiddikus, kapjuk,
hogy

) 4 ) 7
JI_{EOP(X"* =0)=m = e JI_{EOP(X"* =1)=m = T

igy 0,3 4 0.4 7

lim P(&. — 4 D0 = s

M P(&n = 450) = == 17+ 5~
és

1,2 4 0,8 7

lim P(£, — L L B

JMim P(& = 500) = == 7+ 57 77
Ezért

lim EE, = 450 hm ]P’( = 450) 4+ 500 lim P(&, = 500)
n—oo n—oo
0,3 4 0,4 7 L,2 4 0,8 7
.y 2 5s 0 = L
50(5 3 H>+am(5 3 n)
1000) 7 5824

4
= 400)— 401 — = — = 176.4.
0,3(90 + 00)11—1—0 (50+ 5 11 33 76
Egy hasonl6 (itt részletesen ki nem fejtett) logika szerint lim, ., K&, kozvetleniil is
megkaphaté az alabbi modon:

7 4

(5002
1110

1) 5824
. -

1IN 43, 4
4 Q -——( 24502 = 2% L1764,
+ 4503 ) + 1375 (5007 + 450+ =~ 176

O

4.28. Feladat. Remy Bonjasky, a holland K1 harcos, hetente egy-két mérkézést viv. Az
évad elején vagyunk. Elozetes statisztikakbol tudjuk, hogy ha egymas utan legaldbb 3
meccset megnyert, akkor a kovetkezd meccset 0.6 valdszintiséggel nyeri meg. Ha egymas
utdan 2 meccset nyert meg, akkor a kovetkezd meccset 0.7 valdsziniiséggel nyeri meg,
minden mas esetben a kovetkezo meccset 0.8 valdszintiséggel nyeri meg. Adjunk kozelitd
becslést arra, hogy milyen valdszintiséggel nyeri meg R. Bonjasky az év végén sorra keriil6 K1
vildgbajnoksagot? Itt 8 orszag bajnoka méri 0ssze erejét, sorsolds alapjan 4 part alakitanak
ki, majd a parok nyerteseib6l (4 ember) jb6l 2 part, és a végén ezen két par gyoztese vivja
a dontot. (Ez a feladat azzal kapcsolatos, hogy a K1 harcosok az év végére faradtabbak a
sok évkozi mérkdzés miatt, igy meglepetések is torténhetnek a vildgbajnoksdgon.)

Megoldas. Bevezetiink egy Markov-lancot, melynek allapottere Remy harom egymas utani
meccsének lehetséges kimeneteleibol &ll6 halmaz. Minden n >3 esetén legyen X, =
(1,1,1), ha Remy n-edik, (n — 1)-edik és (n — 2)-edik meccsét is megnyeri. Hasonléan,
példdul X, = (1,0,1), ha Remy n-edik meccsét megnyeri, (n — 1)-edik meccsét elveszti
és (n — 2)-edik meccsét megnyeri. Az X, = (i,4,k), i,7,k € {0,1}, esetek hasonléan
értelmezheték. Igy {X, : n >3} Markov-ldnc, melynek fazistere 8 elemil és egylépéses
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atmenetvaloszintiségi matrixa

(1,1,1) (1,1,0) (1,0,1) (1,0,0) (0,1,1) (0,1,0) (0,0,1) (0,0,0)
(1,1,1) [ 0.6 0 0 0 0.4 0 0 0
(1,1,0)] 0.7 0 0 0 0.3 0 0 0
(1,0,1)] 0 0.8 0 0 0 0.2 0 0
(1,0,0)| o© 0.8 0 0 0 0.2 0 0
0,1,1)] 0 0 0.8 0 0 0 0.2 0
0,1,0)[ o© 0 0.8 0 0 0 0.2 0
0,0,1)| o0 0 0 0.8 0 0 0 0.2
(0,0,0)\ 0 0 0 0.8 0 0 0 0.2

Mivel {X, : n >3} irreducibilis, véges éllapotterii, kapjuk, hogy ergodikus és igy létezik
egyértelmiien stacionarius eloszlasa.

Remy csak ugy nyerheti meg a K1 vildgbajnoksagot, ha az évad utols6 harom meccsét
megnyeri, azaz a vilagbajnoksdgon mind a kétszer tovabbjut és a dontoben is nyer. fgy
kérdésiinkre a valasz a staciondrius eloszlas altal az (1,1,1) &llapothoz rendelt suly. A
stacionarius eloszlast a kovetkezo egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

T1,1,1) = 0.6m(1,1,1) + 0.77(1,1,0), T(1,1,00 = 0.8m(1,0,1) + 0.87(1,0,0),
7(1,0,1) = 0.87(0,1,1) + 0.87(0,1,0), 7(1,0,0) = 0.87(0,0,1) + 0.87(0,0,0)5
T0,1,1) = 0.4m(11,1) + 0.37(1,1,0), 70,1,00 = 0.2m(1,0,1) + 0.27(1,0,0),
70,0,1) = 0.2m(0,1,1) + 0.27(0,1,0), 70,0,0) = 0.27(0,0,1) + 0.27(0,0,0),

T(1,1,1) + 71,100 + T1,0,1) + T(1,00) + T0,1,1) + T0,1,0) + T0,0,1) + 70,00 = 1.

Ennek megoldasa

T = 290 ML) = ggr M0 = ggv T(1,00) = g
oL = ]9’ 7(0,1,0) = 39’ T(0,0,1) = 39’ 7(0,0,0) = 20"

fgy Remy megkozelitéleg 28/89 ~ 0.31 valdsziniiséggel nyeri meg a K1 vildgbajnoksagot.

Az alabbiakban egy mésik (kicsit bonyolultabb) gondolatmenetet is mutatunk. Minden
n € N esetén legyen

v o {1 ha Remy az n-edik meccsét megnyeri,

0 ha Remy az n-edik meccsét elveszti.

Mint korabban irtuk, Remy csak tigy nyerheti meg a K1 vilagbajnoksagot, ha a K1 vilagbaj-
noksagon mindhdarom meccsét megnyeri. Tegyiik fel, hogy ezek a meccsek sorrendben Remy
(N —2)., (N —1)., illetve N. meccsei. Feladatunk a P(Yy = 1,Yy_ 1 = 1,Yy o = 1)
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valészintiség kozelito értékének meghatdrozasa. A teljes valdszintség tétele alapjan

P(Yy=1Yy1=1Yyo=1)
= P(Yy=1Yy1=1Yyo=1|Yy_5=0PYy_s=0)
+P¥y=1Yy 1 =1Yyo=1|Yy_3=1Yyy=0PYy_3=1"Yy_y=0)
4 PYy=1Yy1=1Yyo=1|Yy3=1Yyy=1Yy5=0PYys=1Yya=1Yys=0)
+P(YVy=1Yy1=1Yyo0=1|Vy3=1Yyu=1Yy5=10)PVy3=1Yya=1Yy5=1)
=0,7-0,8:0,8 - P(Yy_3=0)40,6-0,7-0,8 P(Yy_5=1,Yy_4 =0)
4+0,6-0,6-0,7-P(Yy_3=1Yy_4=1,Yy_5=0)
4+0,6-0,6-0,6-P(Yy_3=1Yy_y=1 Yy 5=1).

Felhasznalva, hogy

lim P(Y, = 0) = lim P(X, € {(0,1,1),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)})

n—oo n—oo
25

= T0,1,1) T T(0,1,0) T 7(0,0,1) + 7(0,0,0) = L

lim P(Y, =1,Y,_; =0) = lim P(X, € {(1,0,1),(1,0,0)})

n—oo n—o0
20

= T1,01) + T(1,00) = 39"

. . 16
T}I—EEOP(YH - 1aYn—l - 17Yn—2 - 0) - nh—r>I<>1c> P(Xn - (17 170)) = T(1,1,0) — @7
. . 28
nh_{lolo P(Yn =LY, 1=1Y, 2= 1) = JEEOP(Xn = (17 L, 1)) =T,1,1) = @7

kapjuk, hogy a P(Yy =1,Yy_1 =1,Yy_o = 1) val6sziniiség kozelitése

25 20 16 28
0,7-(0,8)-=40.6-0,7-0,8-— +(0.6)*>-0,7- — +(0.6)3- =
’ (’)89+’ ' ’ 89+(’) ’ 89+<’>89
11,246,724+ 4,032+6,048 28
= :_:71-(17171).
89 89

O

4.29. Feladat. (Hardy—Weinberg torvény) [Ross [7], Chapter 4, Example 4d] Te-
kintsiink egy nagy populaciot. Egy adott génnek minden ,.el6fordulasa” vagy A vagy a
tipust, és a populacié minden tagja vagy az AA vagy az aa vagy az Aa génparral rendel-
kezik, feltételezziik tovabba, hogy ezen egyedek ardnya rendre pg,qo és 7o (po+qo+7o = 1).
Mikor két egyed parosodik mindkett6 hozzédjarul (véletlenszertien) egy-egy génjével az utéd
génparjanak kialakitasdhoz. Feltételezziik azt is, hogy a parosodasok véletlenszertien torten-
nek, melyben minden egyed egyenld valdszintiséggel parosodik minden mas egyeddel.

(i) Hatérozzuk meg az els6 generaciéban az AA, aaill. Aa génparral rendelkezék aranyét!
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(ii) Hatérozzuk meg a mésodik generdciéban az AA, aa ill. Aa génparral rendelkezdk
aranyat!

(iii) Vizsgédljuk meg a Hardy—Weinberg torvény és a Markov-lancok kapcesolatat! Hatérozzuk
meg a modellezéshez hasznalt Markov-lanc stacionarius eloszlasat!

Megoldas. (i): Jeldlje p,q és r az els6 generdciéban az AA, aa ill. Aa génpérral
rendelkezé egyedek ardanyat (p + ¢ +r = 1). Feltételt véve a sziilok génosszetétele szerint
p = P({egy egyed AA az elsé generaciéban}) := P(AA)
= P(AA |mindkét szl AA)P(mindkét sziil§ AA)
+ P(AA|az egyik sziil6 AA, a masik Aa)P(az egyik sziill6 AA, a mésik Aa)
+ P(AA | mindkét sziil6 Aa)P(mindkét sziilo Aa)
+ P(AA|legaldbb az egyik sziil§ aa) P(legaldbb az egyik sziil6 aa)

1 11 70\ 2
= 1p; + 52PoTo + 557“(2) +0(1—(1—q)%) = <po + §O> :

Hasonlbéan kaphatjuk, hogy

1 1 To 2
q=q§+§2qm"o+ ZTS = (qo+5) :

Szintén hasonléan
r = P({egy egyed Aa az els6 generaciéban}) := P(Aa)
= P(Aa|mindkét sziill§ AA)P(mindkét sziil6 AA)

+ P(Aa | mindkét sziil6 aa)P(mindkét sziilé aa)
+ P(Aa | az egyik sziil6 AA, a mésik Aa)P(az egyik sziil6 AA, a masik Aa)
+ P(Aa | az egyik sztl6 AA, a masik aa)P(az egyik sziil6 AA, a mésik aa)
+ P(Aa | az egyik sziilé aa, a mésik Aa)P(az egyik sziil6 aa, a masik Aa)
+ P(Aa | mindkét sziilé Aa)P(mindkét sziilo Aa)

1 1 1 To To
— 9 1.2 9 —2:2< —)( —).
5 DoTo + Doqo + 5 qoTo + 27’0 Po + 5 qo + 5

Ellenérizheto, hogy p+q+1r = 1.

(ii): Jelolje p,q és 7 a méasodik generdciéban az AA, aa, ill. Aa génparral rendelkezd
egyedek ardnyét (p+ ¢+ 7 = 1). Hasonlé okoskoddssal, mint az el6bbiek, az elsé generdciés
adatok figyelembevételével kapjuk, hogy

ﬁz(p+i)2, q= <q+f)2, 7=2<p+z> <q+f>.

2 2 2 2
Igy
5= [+ 2) 4 (o0 +2) 0+ )] = (o) o+ 2+ 2]’
p = Do 5 Do 5 qo 5 = | Po 5 Po 5 qo 5
i R O
<p0+2 p0+2 p
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Hasonléan ¢ =¢q és r=r. fgy az elso generaciotdl kezdve minden generaciéban ugyanaz az
AA; aa és Aa génparok ardnya, azaz p,q és r. Ez az in. Hardy—Weinberg torvény.
(iii): A Hardy—Weinberg torvényt jobban megértjiik, ha a teljes génkészletet egyszerre
tekintjik. Kezdetben a A-tipusu gének a teljes génkészlet

_ 2py+ 1o 70
= — = —|— _— —ed
p 9 Po 9
részét, az a-tipusu gének pedig
__ 2q0+To To
= - = _— - d
q 5 qo + 5

részét teszik ki. Mivel minden egyed egyenlo valdszintiséggel parosodik minden més egyeddel
és egy egyed mindkét génjét egyenld valdszinliséggel adja az utdédnak, az utédnemzedék
génpar Osszetételét az A-tipusu és az a-tipusu gének véletlen taldlkozasa hatarozza meg. A
véletlen talalkozasba beleértjik az A-tipusu gének talalkozasat A-tipusi génekkel, illetve
az a-tipusu gének taldlkozasat a-tipusu génekkel is. fgy annak a valészintisége, hogy egy
egyed az elsd utéd nemzedékben AA génpdrral rendelkezik p?, annak, hogy Aa génpérral
2pq, annak, hogy aa génpdrral g2 fgy az els6 generdcioban az AA, aa, Aa génparok
aranya p>,q°, 2pq. Ekkor az elsd generacidban az A-tipusi gének ardnya
2°+2pq _pP+q _ P _ P _
2P+ @ +20) @+ pta mtatre

Hasonldéan az a-tipusi gének ardnya q. Ezért az Osszes elkovetkezd generdcidban az AA,
aa, Aa génpari egyedek ardnya p?,q%, 2pq.

Tegyiik fel, hogy a populacionk AA, aa, Aa génpar dllomanya mar stabilizalédott, azaz
ezen génparok el6fordulasanak valdszintisége egy véletlenszeriien valasztott egyednél rendre
p, q¢ és r. Vizsgaljuk most egy adott egyed és leszdrmazottjainak , genetikai fajat”. (Az
egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy minden egyednek pontosan 1 leszarmazottja van.)
Minden n € N esetén jelolje X, az adott egyed n-edik leszarmazottjanak génpérjat.
Ekkor {X, : n € N} Markov-ldnc. Vegyiik észre, hogy X, nem fiigg Xi,..., X, o-
t0l, de figg X, _1-t6l és mas nem vizsgalt egyedektdl. A Markov-tulajdonsag definicidjara
gondolva, az, hogy X, flige X, _i1-en kivil méas nem vizsgalt egyedektdl is nem okoz
problémat. Megmutatjuk, hogy ezen Markov-lanc atmenetvaldszintiségi matrixa

AA aa Aa
AA [ p+1/2 0 q+r/2
aa 0 q+r/2 p+r/2

Aa \p/2+4+r/4 q/2+71/4 p/24q/2+71/2
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Vegyiink feltételt az utédnemzéshez vélasztott partner génallomanya szerint, igy példaul

P(X, =AA| X, 1 = AA)

= P(X, = AA, X, partnere AA | X, | = AA)
+ P(X,, = AA, X,,_1 partnere aa| X,,_; = AA)
+ P(X,, = AA, X,,_; partnere Aa| X, | = AA)

= P(X, = AA| X, partnere AA, X, 1 = AA)P(X,_; partnere AA | X, = AA)
+ P(X,, = AA| X,,_; partnere aa, X,,_; = AA)P(X,,_; partnere aa| X,,_; = AA)
+ P(X,, = AA| X,,_; partnere Aa, X,, | = AA)P(X,,_; partnere Aa| X, 1 = AA)

1

1
=l-p+0-g+gr=p+gm

ahol a legutolsé 1épésben soran felhasznaltuk, hogy X,,_; partnerének génalloménya fiigget-
len X, ; géndlloményatol. Az {X, : n € N} Markov-lanc irreducibilis, aperiédikus és
véges allapotterti. fgy ergodikus és ezért egyetlen stacionarius eloszlasa létezik. A korabbiak
alapjan megsejtheto a stacionarius eloszlas, ez nem més, mint p, q,r. Ez azt is jelenti, hogy
az adott egyed leszarmazottjainak p-ed, ¢-ad ill. 7-ed része lesz AA, aa ill. Aa génparu.
Megmutatjuk, hogy p,q,r valéban a stacionarius eloszlas. Ehhez azt kell leellendrizni, hogy
p, q és r kielégiti a

Taa = (p+71/2)maa+ (p/2 +1/4)7 a0,
Taa = (CI + T/2)7Taa + (q/2 + 7’/4)77-14(17
Taa = (q+7/2)Taa+ (p+17/2)Taa + (P/2+ q/2 + 7/2)T A0,

TAA + Taa + TAa = 1

egyenletrendszert. Azt kell tehat leellenorizni, hogy

p=pp+7/2)+r(p/2+71/4) = (p+1/2)
q=qlqg+7/2)+r(q/2+r/4) = (¢+7/2),
r=plqg+r/2)+qlp+r/2)+r(p+q+7)/2,
p+qg+r=1

Az 1., 2. és 4. egyenletet korabban mar leellendriztiik. A 3. egyenlethez azt kell megmutatni,
hogy r?/2 = 2pq. Ez akkor és csak akkor igaz (felhasznélva a kordbbi szdmitasokat), ha

4(po +10/2)*(q0 +70/2)* = 4(po + 70/2)*(q0 + 70/2)?,
ami pedig azonossag. U

4.30. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Problem 22] Legyen m > 0 egy rogzitett
természetes szam. Tekintsiink egy populaciét, melynek minden generdciéjaban egy adott
génbol 6sszesen m darab talalhaté. Minden egyes gén lehet 1. és 2. tipusu. Feltételezziik,
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hogy ha egy generaciéban az m darab génbdl+ darab 1. tipusi, akkor annak a valdszintisége,
hogy a kovetkezd generdciéban j darab 1. tipusd (és m — j darab 2. tipusi) gén lesz

O E
J m m

azaz az 1. tipusu gének eloszldsa m-ed rendii i/m-paramétert binomidlis eloszlas. Jelolje

X, az n-edik generaciéban levé 1. tipusi gének szamat és tegyiik fel, hogy Xy = 1.

(i) Mennyi EX,7

(ii) Hatdrozzuk meg a
lim P(X, = m)

n—0o0
valészintiséget! (Ez heurisztikusan annak a valészintisége, hogy hosszi tavon minden
gén 1. tipusu lesz.)

Megoldas.
(i) Ha ¢ =0, akkor

Ha i =m, akkor

<m)<i)j<m—i)m_j 0 ha j#m,

J m m 1 ha j7=m.

Azaz, ha egy generaciéban 0 darab 1. tipusu gén van, akkor a kovetkezd generaciéban 1
valészintiséggel 0 darab 1. tipusi gén lesz. Hasonlbéan, ha egy generaciéban m darab
1. tipusi gén van, akkor a kovetkezo generacioban 1 valdszintiséggel m darab 1. tipusu
gén lesz. Ha pedig egy generacioban ¢ darab 1. tipusd gén van, ahol 7 # 0 és i # m,
akkor a kovetkezé generdciéban levé 1. tipusi gének szdma binomidlis eloszlasi m és i/m

paraméterekkel. Ezért minden n >1 esetén X,-nek X, _i-re vonatkozo feltételes varhato
értéke

X
E(X, | Xp 1) =m=2"L = X, 1.
m

gy EX, = E(E(X,|X,_1)) =EX, 1, 6s ezért

(ii) A feladatban bevezetett {X, : n >0} sztochasztikus folyamat Markov-lanc, melynek
fazistere {0,1,...,m} ¢és az osztélyok {0}, {1,...,m —1}, {m}. A 0 és m Allapotok
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elnyeld allapotok, ez az eléz6 vizsgalat alapjan nyilvanvals. Az {1,...,m — 1} osztédly nem
visszatérd, mert példaul annak a valdszintisége, hogy

P(a Markov-ldnc nem tér vissza 1-be | Xy = 1)

=== () (1) (222)

1
=—>0.
mm

Ekkor j=1,...,m — l-re (felhasznélva, hogy Xy = 1)
P(X, =j) = P(Xy = i)p"

i,
ésmivel az {1,...,m—1} osztély aperiddikus, nem visszatéré és egy nem visszatéré dllapot
nullallapot (azaz m;; = 400, j =1,...,m — 1), az 4.2. Megjegyzés alapjan kapjuk, hogy
n 1 ,
lim pl” = — =0, j=1,...,m—1
n—oo ’ m],]
Igy
lim P(X, =j)=0, j=1,....m—1
n—0o0
Ezért

n—00 n—00 4 n—00

lim EX,, = lim E jP(X,=j)= E j lim P(X,, =j)=m lim P(X, =m).
n—oo
=0 =0

Mivel lim, ., EX, = lim, %=1, igy
lim P(X, =m) = —
n— 00 m

4

4.31. Feladat. Elhelyeziink 5 pontot kor alakban, az éramutaté jarasaval megegyezd
irdnyban szamozzuk Oket rendre a 0,1,2,3 és 4 szamjegyekkel. Egy részecske ezeken a
pontokon bolyong oly médon, hogy minden lépésben valamelyik szomszédos pontra ugorhat,
p valdészintiséggel az 6ramutatd jarasaval megegyezo, 1 — p valdszinliséggel az éramutato
jarasaval ellentétes iranyban levé szomszédjara ugorva. A 0 pontbdl indul a részecske.
Jelolje X, a részecske helyzetét az n-edik 1épés utan. Ekkor {X, :n >0} Markov-ldnc.
Mutassuk meg, hogy létezik stacionarius eloszlas és hatarozzuk is meg azt!

Megoldas. Ez a Markov-lanc irreducibilis, aperiédikus (a 0-bdl vissza lehet jutni a 0-ba
példdul 2 vagy 5 1épés alatt is pozitiv valészintiséggel, igy a periédus csak 1 lehet). Az
egylépéses atmenetvaldszinliségi matrix

0 1 2 3 4

0 0 D 0 0 1—p
1f1—-p 0 D 0 0
P= 2 0 1—p 0 P 0
3 0 0 1—p 0 p
4 P 0 0 1—-p 0
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Mivel a Markov-lanc irreducibilis, véges allapottert, kapjuk, hogy ergodikus és az egyértelmiien
létez6 stacionarius eloszlast a kovetkezd egyenletrendszer megoldasaként kapjuk

= (-

= pmo +

p)m + pr,

(1 —p)ma,

7r2—p7r1+( P73,

(1 —p)ma,

= (1 — p)mo + pms,
o+ m + 7+ M3+ 7wy = 1.

= pmo +

Az egyenletrendszert megoldva:
! 1 =0,1,2,3,4
T = =, 1=V, 1,494
5

Mivel a szoban forgé Markov-lanc irreducibilis, aperiédikus és egylépéses atmenetvald-
szinliségi matrixa duplan sztochasztikus, az 4.24. Feladat alapjan kozvetleniil is adédik, hogy
mi=1/5,1=0,1,2,3,4. (A staciondrius eloszlds nem mds, mint a {0, 1,2,3,4} halmazon
az egyenletes eloszlas.) Megjegyezziik, hogy tetszéleges p € (0,1) esetén egyértelmiien
létezik staciondrius eloszlés, igy a széban forgd Markov-lanc ergodikus. Felhivjuk a figyelmet,
hogy ez eltérés az egydimenzids nem-szimmetrikus véletlen bolyongashoz képest, ugyanis az
tranziens (nem visszatérd), igy nem ergodikus. O

4.32. Feladat. Legyen {X, :n >0} egy olyan sztochasztikus folyamat, melynek fazistere
{O,]_,...,N} és Xn+1 :Xn+Zn+1, ahol
N :

NZ és P(Zn+1:—1|Xn:i):%, 0<i<N, n>0.

P(Zy=1|X,=1)=
(i) Mutassuk meg, hogy {X, : n >0} Markov-ldnc, és hatarozzuk meg az dtmenetvalé-
szinliségi matrixat!
(ii) Hatérozzuk meg {X, :n >0} staciondrius eloszldsét (feltéve, ha létezik)!

(iii) Igaz-e, hogy
lim p” = m(= 1/mi;),  i=0,1,...,N?

K3 Z
n—oo

Megoldas. Ellendrizhetd, hogy {X, :n >0} fazistere tényleg {0,1,..., N}.

(i) Ahhoz, hogy {X, : n>0} Markov-lanc azt kell beldtni, hogy minden n >0 és
T, X0, X1, .., Ty € {0,...,N} esetén

P(XnJrl :I|Xn:$n,Xn,1 :an,l,...,Xl :xl,onxo) :P<Xn+1 :$|Xn:l’n)
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Mivel X1 =X, + Z1 és Z,41 csak X,-tol figg kapjuk, hogy X, .1 is csak X,,-tdl
fiigg, igy tényleg Markov-lancot kapunk. Az atmenetvaldsziniiségek

P(Xp1 =0,X,=0) P(Z,1=0,X,=0)
P(Xp1 =0] X, =0) = =
(Knt1 = 0] ) P(X, =0) P(X, =0)
= P(Zpi1=0| X, =0) =0,

P(Zn-i-l =1,X, = 0)

P(Xpi1=1]X, =0) =

= P(Zpp1 = 1] X, =0) =1,

P(X, =0)
P(Xp4 Zni1=0,X,=1)  P(Zpy=—1,X,=1)
(Kns1 =01 ) P(X,=1) P(X, =1)
1

Hasonl6 szamolésok alapjan az atmenetvaldszintiségi matrix

1 2 3 N -2 N -1
1 0 0 0
1 1I/N 0 (N-1)/N 0 0 0 0
. 0 2/N 0 (N —2)/N 0 0 0
o : : : : - 0 2/N
N-1| 0 0 0 0 ... (N=1))N 0 1/N
N 0 0 0 0 0 1 0

(ii) Mivel ez a Markov-lanc irreducibilis, véges allapotterti, kapjuk, hogy ergodikus és
az egyértelmiien 1étez6 staciondrius eloszldsat az aldbbi egyenletrendszer (pozitiv) meg-
oldasaként kapjuk

1
Tg = —T
0 N17
2
7T1=1'7T0+N7T27
N -1 3
g = N 7T1+N7T3,
N =2 +4
g = T —T
3 N Tt T
TN-1 = 377N-2 + 1.7y,
1
WN:NWN—b

M+ -+ ay =1
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fgy
77-1:]\[77-07
N N(N —1
772—5(77'1_770): ( 9 )7T0,
N N -1 N(N —1)(N -2
7T3=§(7T2— N 7T1)= ( 6)( )7T0,
N(N-1)---(N—i+1 N
= ( ) ( s )71'0:(_)71'0, 1=1,...,N —1,
7! )
™ = To
Ezért

N N N
o Z ; = = me2" =1,

N\ 1 .
Wi:(i>2—N, t=20,...,N.

(iii) Ez a Markov-lanc irreducibilis és 2-peridédusi. Ugyanis, mivel a 2-periédusség osztaly-

azaz my = 1/2N és

tulajdonsag elegend6 azt megmutatni, hogy a 0 allapot periédusa 2. A 0-bdl kiindulva
2 1épés alatt visszajuthatunk 0-ba, hiszen 0 — 1 — 0. Ha nem 2 Iépést akarunk
tenni, Ugy az atmenetvaldsziniiségi matrix alakjabol példaul lehetséges a kovetkezo atmenet
0—1—2—1—0. Végiggondolhatd, hogy mindig paros szamu lépésre van sziikség, hogy
a 0-bdl visszatérjiink 0-ba. fgy egy elbadasbeli tétel alapjan

" 2 :
lim p>” = = =2m, i=0,1,...,N.
n—o0 ’ m’L,Z

Mivel a Markov-lanc ergodikus, m; > 0,7 =0,1,..., N, ésa 2-periddussag miatt p@"H)

(2n+1) (2n) v

:()’
nely,i=0,...,N. fgy limy, 00 p; =0, é lim, oop;; =2m >0, 1=0,..., N,
O

") =0 hatérérték nem létezik.

1;7

azaz a lim,_ . p

4.33. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 4e alapjan]| Egy BVK nevii cég
miianyag rézsaszinii parducokat gyéart gyerekek szaméra. (Sok kis Pink Panthert csinédlnak.)
Minden egyes parducot mindsége alapjan N osztalyba sorolunk. Legyen X, = ¢, ha
az  n-ediknek legyartott parducot az i-edik osztélyba soroljuk, ahol i € {1,..., N}.
Feltételezziik, hogy {X, : n € N} Markov-lanc, melynek atmenetval6sziniiségi matrixa
P = (pij)ij=1,.~n- Min0ségi meggondolasok alapjan az N darab osztdly egy részét elfo-
gadhaténak, masik részét nem elfogadhatonak nevezziik. Az elfogadhaté osztalyok halmazat
jelolje A, a nem elfogadhaté osztalyok halmazat pedig A°. Azt mondjuk, hogy a gyartasi
folyamat ,,fent” van, ha elfogadhato osztalyban van és azt, hogy ,,lent” van, ha nem elfo-
gadhato6 osztalyban van.
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(i) Hatarozzuk meg, hogy hosszu tdvon atlagosan az idé hanyad részében megy a gyartasi

folyamat ,,fentrol lentre”!

(ii) Hatarozzuk meg, hogy atlagosan mennyi ideig megy lefelé a gyértasi folyamat, ha
egyszer mar lent van!

(iii) Hatdrozzuk meg, hogy atlagosan mennyi ideig megy felfelé a gyartasi folyamat, ha
egyszer mar fent van!

(A megoldds soran feltételezhetjiik, hogy a megadott Markov-ldnc irreducibilis, aperiédikus
és ergodikus.)

Megoldas. Jelolje m, k = 1,...,N az egyértelmilien létez6 staciondrius eloszlést.
Tetsz6leges 1 € A és j € A¢ allapotok esetén, az 4.2. Megjegyzés alapjan

lim P(X, =7j,X,1=1) = lim P(X, =j|X,-1 =10)P(X,,-1 =1)

n—oo n—oo

= pi,j hm P(Xn,1 = Z) = Wipi,j-
n— o0

Tehat m;p;; interpretalhaté gy, hogy hosszu tdvon a folyamat atlagosan az idé m;p; j-ed
részében megy az ¢ allapotbdl a j &allapotba. Igy, mivel A véges halmaz

lim P(X, =j,X,1€A4) = thP n=17,Xn1=1) Zmp”
n—oo

n—00
€A €A

Tehat >, ,mp;; interpretdlhaté gy, hogy hosszi tavon a folyanr}at atlagosan az ido
Y ica TiDij-ed részében megy az A allapothalmazbél a j allapotba. Es teljesen hasonléan

nh_I)IOloP(X EA Xn 1€A Zzﬂ-zpz,j

JEAC €A

Ezért jeAc Y ica TiPi; interpretdlhaté tigy, hogy a folyamat atlagosan az id6
e D ica TiDij-ed részében megy a allapothalmazbdl az allapothalmazba, azaz
jeAe 2ica TiDij-ed részéb v a A allapothalmazbdl A¢ allapothalmazb
,,fentrdl lentre”. Az alabbiakban jon egy heurisztikus érvelés.

Jelolje U és D, hogy hosszi tavon atlagosan mennyi ideig megy a folyamat . felfelé” ill.
,,lefelé” | ha egyszer mar fent, ill. lent van. fgy hosszti tavon atlagosan U+D iddegységenként
van egy darab ,.fentrol lentre” menet és egy darab ,,lentrol felfelé” menet, ezért hossza tavon
atlagosan az id6 1/(U 4 D)-ad részében van | fentrél lefelé” menet (breakdown). Igy

- Z Z TiDi,5-

JEAC €A

(4.2)

Hasonl6an, hosszid tdvon dtlagosan az idé 1/(U+ D)-ad részében van ,,lentrél felfelé” menet.
fgy fennall az is, hogy

U E E;EA; TPij-
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Megjegyezziik, hogy az kozvetleniil leellendrizhetd, hogy

Z Zﬂipi,j = Z Z TiDi,5-

jeAe icA JEA i€AC
Valoban,
E E TiPij = E T — E E TiDij = E Tj — E E TiDij + E E TiPij
JEA i€ Ac jEA JEA i€A jEA jeI i€A JEAC i€A
= g Ty — E E TiPij + E g TiDi,;j
jEA i€A jel jEA i€A
= E T § T+ § E TiPij = E : § i
jeA icA jeAC i€A jEAC i€A

Levezetiink most egy mésik Osszefiiggést is U ill. D-ra.

A folyamat hosszi tavon atlagosan az idé )., m-ed részében van ,fent”. Ujra egy kicsit
heurisztikusan, hosszt tavon atlagosan U + D idéegység alatt U idét tolt fent a gyartasi
folyamat, igy

U
4.3 T, = =——.
(49 27D

Ezért (4.2) és (4.3) alapjan

ZieA i
ZjeAc DieaTilij
1= ieai _ D icae T
ZjeAC ZieA TiPij ZjeAC ZieA TiDij

|
|

./
I

Vizsgdljuk meg specidlis esetként azt, amikor {X, : n € N} Markov-lanc {1,2,3,4}
allapottérrel,
1 2 3 4
1/1/4 1/4 1/2 0
ol 0 174 1/2 1/4
3l 1/4 1/4 1/4 1/4
a\1/4 14 0 1/2

P =

atmenetval6szintiségi matrixxal, {1,2} az elfogadhaté allapotok halmaza és {3,4} anem el-
fogadhato allapotok halmaza. Ez a Markov-lanc véges allapotterii, irreducibilis, aperiodikus
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és ergodikus. A stacionarius eloszlas megtalaldsahoz az

1
T = 171'1 + Z?Tg + Zﬂ'4,
1 1 1 1
T2 =M + 1™ + 17 + VR
1 1 1
T3 = 571'1 -+ 57’(’2 —+ 1_17]-3’
1
T4 = T2 + 17 + 5

7T1+7T2+7T3+7T4:1

egyenletrendszert kell megoldani. A megoldas

3 1 14 13

71:1—6, 772217 7T3:@, 74:@-

Hosszu tavon atlagosan az id6 hanyad részében megy a folyamat az 1,2 éllapotok valame-
lyikébol a 3,4 allapotok valamelyikébe?

Az el6zbek alapjan

9
Z Z TiPij = T1P1,3 + TaPos + MiP1a + Topoa = m1(P13 + P14a) + T2(P2s + Poa) = 37
je{3.4}yie{1,2}

A (iii) kérdésre a valasz U = 14/9.
A (i) kérdésre a valasz D = 2.

Tehét a folyamat dtlagosan 2 egységnyi idét tolt lent és 14/9 egységnyi id6t van fenn.
Igy idejének atlagosan 9/32-ed részében megy ,.fentrél lentre”, illetve 9/32-ed részében
,,Jlentrol fentre”.

(A Markov-lancsag feltételezése annyiban realisztikus lehet, hogy ha egy rossz darabot
gyart a gépsor, akkor a hibéat rogton kijavitjdk, igy csak ez van hatassal a kdvetkezé darabra.)

O

4.34. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Problem 16] Evi a tengerparton minden reggel
futni megy. Héazan két ajté van, eldl és hatul. Feltételezziik, hogy minden reggel mind
induldskor, mind érkezéskor egyenld valészinfiséggel valaszt a két ajté koziil. Osszesen k
par futocipéje van és minden indulaskor egyenlo valdszintiséggel valaszt az éppen aktudlis
ajtonal levo futécipok koziil. Ha nincs futocipé annal az ajtonal, ahonnan indul, akkor
mezitlab megy futni. Azt a futécipét, amiben aznap futott mindig annal az ajtonal hagyja,
ahol bement a hazba. Hosszi tavon az id6 hanyad részében fut mezitlab Evi?

Megoldas. Legyen minden n>1 esetén X, a még futds el6tt annal az ajténal levo
futécipdk szdma, ahonnan az n-edik nap reggelén indulni fog Evi. Ekkor {X, : n>1}
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Markov-ldnc, melynek fazistere {0,1,...,k} és megmutatjuk, hogy az aldbbi dtmenet-
valoszintiségekkel rendelkezik. Ha k paros, akkor ¢ =1,...,k esetén
1 k 1
ii =7, ha i# - =5,
pi, 1 a i# 9 Prj2,k/2 5
1 k 1
ii-1 =, ha i# - +1 =z,
Piim1 = 7 a i# 5 + Pr/241k/2 = 5
1 .k 1
Pik—i =7, ha @ # 5 Prj2k/2 = 5
1 .k 1
Pik—it1 = 7> ha i # 5 +1 Pr/241k/2 = 5
1
Po,o = Pok = 2
ha k paratlan, akkor ¢+ =1,... k esetén
1 k+1 1
i =7, ha i7#—— = o
pii =7, hai#— Pl1)/2,(v+1)/2 = 5
1 o k+1 1
Pii-1= 7, ha @ # 5 Pk1)/2(k+1)/2-1 = 55
1 . k+1 1
Pige—i = 7 ha i # 5 P1)/2(h1)/2 = 5
1 . k+1 1
Pik—it1 = 1’ ha @ # o Pk+1)/2,(k+1)/2 = 2
Po,0 = Po,k = 5

Vezessiik be a kovetkezo eseményeket:

A= {Evi a futds utan ugyanoda tér vissza, ahonnan indult},
Ay = {Evi a futas utan a masik ajtét véalasztja, mint ahonnan indult},
By = {Evi masnap ugyanazt az ajtot valasztja induldsnak, mint ahonnan el6z6 nap indult}7

By = {Evi méasnap az ellenkezo ajtot valasztja induldasnak, mint ahonnan el6z6é nap indult

El6szor a p;; atmenetvaldszintiséget hatarozzuk meg. Nézziikk meg, hogyan lehetséges az,
hogy két egymast kovetd napon azokndl az ajtéknal, ahonnan Evi indul cip6 van. Attdl
fiiggetleniil, hogy k paros vagy paratlan és, hogy i-nek mennyi az értéke ez az A; N By
esetben fenndll, ennek valészintisége 1/4. Abban az esetben, mikor k péros és i = k/2,
a fenti esemény akkor is bekovetkezhet, mikor A; N By all fenn, ugyanis ekkor ¢ = k — 4.
Ennek valdszinfisége szintén 1/4. Abban az esetben, mikor &k pératlan és i = (k+1)/2, a
fenti esemény akkor is bekovetkezhet, mikor A, N By &ll fenn, ugyanis ekkor ¢ =k —i+ 1.
Ennek valdszintisége szintén 1/4. fgy kapjuk, hogy ha k paros, akkor

_|_

1
27

| =
| =

1 k
ii = —, ha i# _, =
pi, 1 a i# B Pk/2,k/2
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ha pedig k paratlan, ugy

O Y o N 11l

i = 5 (bH1)/2,(k+1)/2 = 7 T3 = 5

Most a p;;—1 atmenetvaldszinliséget hatarozzuk meg. Nézziik meg, hogyan lehetséges az,
hogy két egymast koveté napon azoknal az ajtékndl, ahonnan Evi indul 1, illetve ¢ —1
cip6 van rendre. Attol fliggetleniil, hogy &k paros vagy paratlan és, hogy i-nek mennyi az
értéke ez az As N By esetben fenndll, ennek valészintisége 1/4. Abban az esetben, mikor
k péros és i = (k+2)/2, a fenti esemény akkor is bekévetkezhet, mikor As N By &ll fenn,
ugyanis ekkor k£ —i+ 1 = ¢ — 1. Ennek val6sziniisége szintén 1/4. Abban az esetben,
mikor k pératlan és i = (k+1)/2, a fenti esemény akkor is bekévetkezhet, mikor A; N By
all fenn, ugyanis ekkor ¢ — 1 = k —i. Ennek valészintisége szintén 1/4. A p;,_; és
Dik—i+1 atmenetvalésziniiségek hasonléan szamolhaték. Hasonlbéan, pyo megegyezik annak
a valészinliségével, hogy ugyanazt az ajtot valasztja Evi méasnap induldsnak, ahonnan el6z6
nap indult. Hasonléan, p; megegyezik annak a valoszinliségével, hogy a masik ajtot
valasztja Evi masnap induldsnak, mint ahonnan el6z6 nap indult.

Legyen j € {1,2,...,k— 1}, ekkor ha k pératlan és j # (k+1)/2, akkor

k

1
Y Pij = Dij+ P+ P+ D1 = =1
=0

ha pedig k pératlan és j = (k+1)/2, akkor

b 1 1
EO Dij = pk;17k42rl +pk21+lka2r1 = 5 + 5
Tovabba paratlan k esetén
Ek = + + = L + L1 =1
2 Pio = Po,o T P10 T Pko = 5 4 10
: R— + + — 1 + 1 1 — 1
;:0 Pik = Pok T P1k T Pk = o4 T

Ha k paros, akkor teljesen hasonléan ellenérizheté le, hogy tetszéleges j € {0,...,k}
esetén Ef:o pij =L
Igy az {X, :n>1} Markov-linc dtmenetvaldszintiségi métrixa P dupldn sztochasztikus,
és mivel ez a Markov-lanc irreducibilis, aperidédikus, az 4.24. Feladat alapjan kapjuk, hogy
ez a Markov-lanc ergodikus és egyértelmii stacionarius eloszlasa

1
Tkt 1
(A Markov-lanc aperiédikussaga abbdl kovetkezik, hogy minden ¢ = 0,1,...,k esetén
pii > 0.) lgy

Uy

1
lim P(X, = 0) = ——
i P =00= 35
azaz atlagosan a napok 1/(k 4 1)-ed részében fut mezitlab Evi. O
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4.35. Feladat. Legyen {X, :n >0} egy Markov-lanc, melynek fazistere {1,2,3,4,5} és
atmenetvalészintiségi matrixa

1 2 3 4 5
1/3 2/3 0 0 0
3/4 1/4 0 0 0
1/5 3/10 1/5 1/10 1/5
1/3 0 0 5/12 1/4
o 0 0 0 1

|
Il
T = W N =

Legyen
Rij = lim p") = lim P(X, =j|Xo=1), ije{l,2...,5}
— 00 n—oo

2,
.....

Megoldas. Az, hogy az R matrix definiciéjaban szereplé hatarértékek léteznek az alabbiak-
ban 1épésrél 1épésre kidertil. Ezen Markov-ldnc osztélyai {1,2}, {5}, {3} és {4}. (A 3
és 4 nincsenek egy osztalyban, mert 3 — 4, de 4 A 3.) Az {1,2} ésaz {5} osztalyok
visszatéréek. A {3} ésa {4} osztalyok nem visszatéréek, mert fs5; <1, fi, <1. Azt
hogy {3} és {4} nem visszatéréek ugy is megkaphatjuk, hogy indirekt médon feltessziik,
hogy visszatéréek. Mivel visszatéro osztaly lényeges, kapjuk, hogy ez esetben a {3} és {4}
osztalyoknak lényegeseknek kellene lennie, azonban nem lényegesek, ugyanis 3 — 4, de
4 A 3, illetve 4 — 5, de 5 A 4. Az osztalyok mindegyike aperiédikus. Ha ¢ = 1,2 és
j=3,4,5, akkor mivel
P(X,=j|Xo=1)=0, n €N,
kapjuk, hogy
Rij=lim P(X, =j|Xo=1i)=lim 0=0, i=12 j=345.

Mivel j =1,2,3,4 esetén P(X, =j|Xo=5)=0,n€eN é P(X,=5|Xy=5) =1,
n € N kapjuk, hogy
Rs; = lim P(X, =j|Xo=5)=0, j=1234,
n—oo

R5,5: ll_I)Il P(Xn:5|X0:5):1

Mivel 3 és 4 nem visszatéré allapotok, az 2.8. Megjegyzés alapjan tetszéleges ¢ = 1,2,3,4,5
esetén

R;3 = lim pg? =0,
n—oo

R; 4 = lim pf;z) = 0.
n—oo

Mivel az {1,2} osztély egy lényeges, aperiédikus osztély, az 4.1. Megjegyzés szerint ergo-
dicitasanak belatasahoz azt kell megnézni, hogy az

Ul = U1P1,1 + UsPa 1,

Ug = U1P1,2 + U2P2 2
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egyenletrendszernek van-e az u; > 0, ug > 0 feltételt teljesité (u1,us) megolddsa. (Az
|ur| + |us| < 400 feltétel automatikusan igaz.) Ez az egyenletrendszer

1
U1:§U1+Z—1U2,
2 +1
Uo = —U —U9.
2 3 1 42

Ennek megolddsa u, = gul. gy példaul (1,8/9) a porzitivitéasi feltételt teljesité meg-
oldés, tehat az {1,2} osztély ergodikus osztaly. (Felhaszndlva, hogy egy véges, lényeges,
aperiédikus osztaly mindig ergodikus, kozvetleniil is adddik az {1,2} osztély ergodicitésa.)

Ezért

1 9 8 8
T = = — Ty = = —,
P T ST
Ezért, egy eléadasbeli tétel miatt,
n 1
limpl(.l):—fm, 1=1,2,
n— ’ mi1

fgy Rl,l = R2,1 = 9/17, éS RLQ = R272 = 8/17

Sziikséges még az Rs; és Rsj;, j = 1,2,5 mennyiségeket kiszdmolni. Mivel 3 és 4
lényegtelen dllapotok, 1,2 és 5 visszatérd allapotok, az Rs,; és Rsj;, j = 1,2,5-beli
hatarértékek valoban léteznek, és tekintve, hogy 1,2 és 5 aperiodikusak, az elmélet alapjan
azt is tudjuk, hogy Rs; = fgjm ,7=1,2,5, és Ry; = fjjm%j, j=1,2,5. Az aldbbiakban
Rs; é Ryj;, j =125, értékét nem fij, il fi; meghatérozdsara vezetjik vissza,
hanem tn. elsé 1épés analizis segitségével hatarozzuk meg értékiiket. Az elsé 1épésre feltételt
véve

5
Ryy = lim P(X, =1|Xp=4) = lim » P(X, =1[X; =i)P(X; = i| X, = 4)
n—00 “—

n—oo
5
_ i "D
_Zp4,11mP n=11X;=1)= Z;pZLJHILHSOpZ?l
5

—ZPM il = R11+ R41+4Rsl

] 9 5 1

L 0,
BEI AR
ezért Ry = %1—72 = 36/119. Igy fi; = Rugmiy = 2 = 2810 = B8 ~ 05714285,

Hasonldéan

3
RBl—Zp?)z i1 = R11+10R21+5331+ 0R41+5R51

19 39 1 36 1
Sk b Ry

T 517 1017 0119 T3 Y
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ezért

45 36 \ 45 18 351

5
Ryg=- ot ) = —  — =2
My (170 * 1190) 136 " 476 052
Igy fia = Rugmas = 3550 = 55 ~ 0.5714285 (ezért fi, = fi,). Hasonléan

119 8 119
5
1 5 1 18 5) 1
Ryo = Rio=—-R —R —Rso=-——+—R -0,
4,2 ;m, 2= 3 1,2 T 19 4,2+4 5,2 317-1- 9 4,2+4
erert 1218 32
T3 119
Hasonldéan
1 3 1 1 1
Rso=—-R —R -R —R -R
32 = piug + 101122 + 512 + 10 te2 + 5152
1 5 1
Ry = §R1,5 + ER4’5 + 135,5,
1 3 1 1 1
Rss=—-R —R -R —R -R
35 = plins + 107ts + 51185 + 1o ts + 51155
és rovid szamolas utan
P 7 513
27119 357 56 YT T

1 * _ Ras 3 _ 51 4 * * % * *  _ rx /
Igy fis = Basmss = s 7 119 (ezért f4,1 + f4,5 = f4,2 + f4,5 =1). Az f3,1 = f3,2 €s
f+5 mennyiségek hasonléan meghatarozhatoak.

Az aldbbiakban egy masik médszert is mutatunk az Rz ; és Ry ;, j = 1,2,5 mennyiségek
meghatarozasara. Eloszor a kovetkezo elnyel6dési valdszintiségeket hatarozzuk meg. Minden
t=1,...,5 esetén legyen

fingy =P(EneN: X, e{l,2}]| X, =), fis=P@3neN:X,=5|X,=1).

)

Ekkor fr* a2yt Jis=1,1=1,...,5, ugyanis nem visszatérd dllapotok véges halmazdban
a lanc 1 valészintiséggel csak véges sokat tartozkodik, és 3 és 4 nem visszatérd allapotok.
Az els6 1épés kimenetele szerint feltételt véve

. 1 3 1., 1.,
fs,{l,z} - 5 + 1_0 + gf3,{1,2} + 1_0f4,{1,2}7
1

* 5 *
fipoy = 3t Ef4,{1,2}-
A mdsodik egyenletb8l f7 5, = 4/7, és igy

. 39 . 3 . 17
fs,{1,2} = %; f4,5 = ?a f3,5 - %
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Felhaszndlva, hogy az {1,2} ergodikus osztdlyon a stacionarius eloszlas m = 9/17, m =
8/17, a keresett hatarértékek:

. 399 351 . 39 8 39 . 17
RBs1=fspm =1 = gsp B2=fipam=cm- =190 s =lis=p
49 36 48 32 . 3
Ry1 = f4{1 2} = 717 119 f4{1 232 = 717 119 45 = fis = [

Valoban, példaul

. P(X,=1,X,=3)
R _1 P =1|X 1
a1 = Hm PR = 1] X =3) = lim ——5="—5

P(X, =1, _{Xm € {1,2}}, Xo = 3)

= Hm P(X, = 3)

e S PG =1, X, € {1,2), X0 = 3)
red P(X, = 3)

e D (P = 1, X, = 1, X0 = 3) + P(X, = 1, X,y = 2,X0 = 3))
b P(X, = 3)

— lim Y [P(Xn 1| X, =1, Xy =3)P(X,, = 1| Xp = 3)
n—oo

m=1
+ P(X, = 1]Xm:2,X0:3)P(Xm:2]X0:3)}
—lim Y [P(an 1| X = 1)P(Xp = 1] Xp = 3)
n—oo

+P(Xnzlme:2)P(Xm:2]X0:3)}

1 (n—m),_(m) (n—m)_(m)
—nh_{I;OZ[pll P31 —i—p21 p32]

m=1

= Zl[pﬁnl Y+ px Py gy
o
=Y mP(Xm € {1,2}]| Xo = 3)
m=1
= 7Tlf§,{1,2}a

ahol az utolsé elotti el6tti 1épésben a domindlt konvergencia tételt hasznaltuk, mely valéban
alkalmazhaté ugyanis

o tetszéleges m € N esetén

lim (p{ ™S + ST Y Lmny = mpSy + moply) = mP(Xm € {1,2} | Xo = 3),

n—oo
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™S + P8 S ) ey <05 + 053, neN,

>STGEY +p5) ZPX €{1,2}|Xo=3)=PAmeN: X,, € {1,2} | X, = 3)
m=1

m=1

= fi2 S 1 <o0.

Osszefoglalva,
0/17  8/17 0 0 0
0/17  8/17 0 0 0
R=351/952 39/119 0 0 17/56
36/119 32/119 0 0 51/119
0 0 0 0 1
(A sorosszegeknek egynek kell lennie, és ez teljesiil is.) O

5. Elso 1épés analizis, elnyelodési problémak, visszaté-
rési idok

Altaldban elmondhato, hogy sok Markov-lanccal kapcsolatos probléma megoldhaté az elso
1épés vizsgalataval. A Markov-lancot tgymond két részre osztjuk, mi torténik az elsd
lépésben és mi torténik az utana kovetkezo 1épésekben. Ez a mddszer azért olyan hatékony,
mert a Markov-lanc, definiciéja folytan, rendelkezik azzal a tulajdonsiggal, hogy az els6

b2

lépés utani jovo ugyanolyan ,,eloszlast,” mint a nulladik 1épés utani jovo.

A tovabbiakban csak diszkrét ideji, véges allapottertt Markov-lancokkal foglalkozunk.
Legyen tehdt {X, :n >0} egy Markov-lanc, melynek fazistere {0,1,...,N — 1}, azaz a
lancnak 6sszesen N allapota van.

Egy i éllapotot elnyel$ allapotnak hivunk, ha p;; =1 (absorbing state).

Sok Markov-lancokkal kapcsolatos kérdés megvalaszolhaté tgy, hogy az eredeti Markov-
lancbdl (bizonyos dllapotokbdl elnyeld dllapotokat csindlva) egy 1j, elnyeld lancot alakitunk
ki.
Legyen S az allapottér egy tetszoleges részhalmaza. Példaul S = {iy,is}.

Kérdéseink lehetnek példaul

(a) Varhatéan mennyi id6 alatt éri el a Markov-lanc az S halmazt?

(b) Feltéve, hogy a Markov-lanc eléri az S halmazt mi annak a feltételes valdsziniisége,
hogy egy adott S-beli allapotot ér el el6szor a Markov-lanc?
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Modszer a fenti kérdések megvalaszolasara.

(i) Tegyiik az 6sszes S-beli dllapotot elnyeld allapottd (akkor is, ha az eredeti rendszerben
nem azok)!

(ii) Ezt az 4j Markov-lancot tekintve hasznaljuk az alabb kidolgozand6 mddszerek vala-
melyikét:

(a) linedris egyenletrendszeres megkozelitési méd,

(b) maétrixos megkozelitési mod.

Az Gjonnan megkonstrualt Markov-lancban lesznek elnyel6 és nem elnyel6 allapotok. Tegyiik
fel, hogy a 0,1,...,r —1 allapotok nem elnyeléek és az r,..., N —1 &llapotok elnyel6ek.
(Ha nem ez lenne a helyzet, gy rendezziik, majd szamozzuk &t az allapotokat!) Feltételezve
az allapotok elobbi felsorolasat az j Markov-lanc datmenetvaldszintiségi matrixa

(5.1) o (Cg f) |

ahol I az (N —r)x (N —r)-es egységmétrix, 0 az (N —r) x r-es nullmatrix, @ € M.,
R € M, x(n=r). (Itt Myuxn az m X n-es matrixok halmazat jeloli, és a @ ill. az R
matrix P-bél értelemszertien szarmaztathato.)

1. Kérdés: Adott allapotba valé elnyelédés valdszintisége (hitting probabilities)

Linearis egyenletrendszeres modszer

Legyen tetszéleges ¢ € {0,1,...,7 — 1} esetén
T, :=min{n>0: X, >r X, =i},

azaz T; a Markov-ldnc elnyelédéséig eltelt id6, feltéve, hogy i-bél indul a lanc (absorption
time). Ekkor 7; megéllitasi pillanat az {X, : n>0} Markov-lancra nézve, azonban
P(T; = +00) > 0 is eléfordulhat. Ha példaul i visszatéré (nem elnyeld) allapot, gy
P(T; = 400) = 1. Legyen tovabbd tetszéleges i € {0,...,r—1} és k€ {r,r+1,...,N—1}
allapotok esetén

Usy = P(Xp, = k| Xo = i),

azaz U, annak a valdsziniisége, hogy a Markov-lanc a & (elnyeld) dllapotban nyelddik el,
feltéve, hogy i-bol indul (hitting probability). Nézziik meg, hogy mi torténik az els6 lépésben
és utdna. Matematikailag ez azt jelenti, hogy a teljes valdszintliség tételét (law of total
probability) alkalmazzuk az els6 1épés kimenetele szerint. Ezért tetszoleges i € {0,...,r—1}
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és ke{r,r+1,...,N —1} allapotok esetén

= P(XTZZk‘Xlzjax(]:Z)sz

Az alabbiakban a P(Xr1, = k| Xy = j, Xo =1i) valdsziniiség kiszdmitasaval foglalkozunk.

Ha j =k, akkor mivel X, =1, X; = j =k, kapjuk, hogy T, =1, és ezért Xp, =k,
tovabba
P<XTZ :k‘Xl :],X(]:Z) - 1

Ha j#k és je{r,...,.N—1}, gy T;=1 és Xp, =j #k, és ezért
P(XTZ:k‘Xlzj,XOIZ):O
Ha je€{0,1,...,r—1}, ugy T;>2 és

3%22)(”:]{?‘)(1 IJ,X0:Z>
=PEn>20: X0 =k| Xy =7, X0=1)
P 3n>0:Xn+2:k|X1 :j),
ahol az utolso lépésben a Markov-tulajdonsagot hasznaltuk. Legyen Y; ; = X;, i € N. Ekkor

{Y,, : n >0} Markov-lanc, melynek atmenetvalészintiségi métrixa megegyezik {X,, :n >0}
atmenetvalésziniiségi matrixaval. Igy, bevezetve az

TjY =min{n>0:Y,>nY, =7}
jelolést, kapjuk, hogy

P(Xp, =k| X, =7,X0o=1)=P(
Ezért

Matrixos megkozelitési méd
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Atirjuk most az el6bbi egyenletrendszert matrixos alakra. Legyen U := (U;y), i =
0,....r=1L k=mr...,N—1, azaz U € M, (n—p. Figyelembe véve P (5.1) alakjat,
adodik, hogy

R:(p@k), iIO,...,T—l,jIT,...,N—l,
Q:(pid‘), izO,...,r—l,j:O,...,r—l,

ezért U = R+QU. Feltételezve, hogy I—(Q invertdlhato, ekvivalens atalakitasokat végezve,
kapjuk, hogy

(I1-QU=R,
U=(-Q) 'R

Altaldban nem invertdlhaté I — Q. Ha példdul

1/2 1/2 0 .
, /2 —1/2
P=11/2 1/2 0|, gy I—Qz( )
A ~1/2 1/2

és det(I — Q) =0, azaz [ — () nem invertdlhat6. Abban az esetben, ha zg;é pij <1,
i=0,1,...,7—1, azaz ) minden sordsszege (szigoruan) kisebb, mint 1, megmutatjuk,
hogy I — (@ invertdlhato. Ellaitva R"-et a 1) norméaval, a @ € M,,, métrix norméja:

r—

1
_ <1
[ts]] 03125_1,2;pw<
]:

Igy a Neumann-tétel alapjan I — Q invertalhaté és (I — Q)™ = oo, QM

2. Kérdés: Varhatéan hanyszor latogat meg a Markov-lanc egy adott nem elnyel6 éllapotot
miel6tt elnyelédne (valamelyik elnyeld dllapotban)?

Linearis egyenletrendszeres modszer

Részkérdések:

(i) Véarhatéan hany 1épést tesz meg a ldnc miel6tt elnyelddne (valamelyik elnyeld dllapotban)?

(ii) Feltételezziik, hogy valahdnyszor a Markov-lanc ellatogat egy elére adott nem elnyeld
allapotba 5 forintot nyeriink. Varhatéan hany forintot nyertink miel6tt a jaték véget
ér (azaz miel6tt a Markov-lanc elnyel6dik valamely elnyel6 allapotban)?

Ezekre a kérdésekre a valaszokat egységesen tudjuk megadni. A kordbbi jelolésekkel élve
tetszéleges ¢ € {0,1,...,7 — 1} esetén

T, =min{n>0: X, >r Xy =i},
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azaz T; a Markov-lanc elnyelddéséig eltelt ido, feltéve, hogy ¢-bol indul. Legyen g :
{0,1,...,N — 1} — R tetsz6leges fliggvény. Vezessiik be tetszéleges i € {0,...,r — 1}

esetén az
T—1
w; :=E (Z 9(Xn)| Xo = z)

n=0

mennyiségeket. (w; nem mds, mint a Markov-ldnc elnyel6déséig meglatogatott j nem
elnyel6 allapotokra a ¢(j) mennyiségek Osszegének véarhatd értéke.) A tovabbiakban
feltételezziik, hogy az Gsszes elnyel$ édllapoton ¢ nulldt vesz fel, azaz ¢(j) = 0, ha
r<j<N -1

Specialis esetek:

(i) Ha ¢g(I)=1,1=0,...,r—1, azaz g minden nem elnyel$ &llapotra 1, 4gy w; nem
mas, mint a Markov-lanc elnyel6déséig eltelt id6 varhatéd értéke feltéve, hogy i-bol
indul.

(ii) Ha ¢g(I) = &%, ahol k€ {0,1,...,r—1} egy nem elnyel6 allapot, igy w; megadja,
hogy varhatéan hanyszor latogatjuk meg a k£ nem elnyel6 allapotot, mielott a Markov-
lanc elnyelédne, feltéve, hogy i-bdl indul. Ezt a késébbiekben W, ;-val jeloljitk majd.

(ili) Amennyiben ¢ tetszéleges, gy w; interpretalhaté ugy, hogy w; nem més, mint
varhato nyereményiink egy olyan jatékban, mely addig tart mig a Markov-lanc el nem
nyelédik és ha a Markov-lanc egy idépontban az [ € {0,...,r — 1} nem elnyel$
allapotban van, gy abban az idépontban g¢(I) forintot nyertink.

Az alabbiakban azon feltételezés mellett, hogy az i =0,...,r—1 nem elnyel6 allapotok
atmeneti allapotok a w; mennyiségekre egy rekurzios Osszefliggést vezetiink le. Fel-
hasznalva, hogy atmeneti allapotok véges halmazaban egy Markov-lanc 1 valészintiséggel
csak véges sokat tartézkodik, kapjuk, hogy ekkor P(T; < 4o0) = 1,7 = 0,...,r — L.
Tetszbleges @ = 0,1,...,7 — 1 esetén, felhasznalva, hogy P(T; < 4+00) = 1, a teljes
varhato érték tétele alapjan kapjuk, hogy

T;—1 o) T;,—1
w; =E (Zg()@) X :z'> =Y E (Zg()@) Xo=1i,T, =m> P(T; = m| X = i)
n=0 m=1 n=0

WE

1

3
[

E<§g<xn> Xo:z',Ti:m> P(T; = m| Xo = i)

n=
o

E(g(X,)| Xo =14,T; = m)P(T; = m| Xy =1).

I
WK

Il
=)

n m=n+1
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Felhaszndalva, hogy 1<m <n esetén E(g(X,)| Xo=1,T; =m) =0, kapjuk, hogy

ZZE =i, Ty =m)P(T; =m| Xo=1) = ZE )| Xo =)
n=0 m=1
— () + 3 E(9(X,)| X = ).
n=1
Ezért
oo N-1
w; = g(1) + Z 9g(HP(X,=j|Xo=1) a varhaté érték definicidja miatt
n=1 j=0
co N—-1N-1
=g(i) + Z Z g P(X, =j| Xo=1,X1 =1)pi, teljes valdszintliség tétele
n=1 j=0 [=0
o N-1N-1
=g(i) + Z Z g P(X, =7 X1=Dpiy a Markov-tulajdonsdg miatt
n=1 j=0 1=0
N-1 oo N-1
=g(i)+ > piy Z gNHP(X,=j| X1 =1 a szummak atrendezése.

Vezessiik be az Y, 1 = X;, i = 1,2,... jelolést. Ekkor {Y, : n >0} is Markov-lanc lesz,
melynek fazistere és dtmenetvaldszinliségi matrixa megyegyezik az {X, : n >0} Markov-
lanc fazisterével és atmenetvaldszintiségi matrixaval. Ezt felhasznédlva kapjuk, hogy

wi=g() + > pis Y Y 96 PXnp1 = j| X1 =1)
=0 '

9(G)P(Ye =jlYo=1)

E(g(Yn) [ Yo =1).

Ha [ = 0,1,...,r — 1, tugy feltételezéstink alapjan [ &tmeneti allapot, igy a korabbi
szamolasok alapjan:

ZE )| Yo=1) = (Zg ) 1=0,1,...,r— 1.

Ha pedig [ =r,r+1,...,N — 1, tgy [ elnyels dllapot és E(g(Y,)|Yo =1) =0, n>0,

igy
Z]E ) Yo=1)=0= (Zg ) l=r,...,N—1.
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w; = g(i) + Z_Pz‘,zE (Z 9(Yy) | Yo = l)
=0 n=0
=g(i) + Z_:Pz‘,zE (Z g(Y)| Yo = l)
1=0

n=0

Ezért

N-1 r—1
= g(i) + sz‘,lwl = g(i) + Zpi,lwl-
1=0 1=0

Matrixos megkozelitési mod

Tetszbleges i € {0,...,7r —1} é k € {0,...,r — 1} é&llapotok esetén jelolje W;y,
hogy a Markov-lanc varhatéan hanyszor latogatja meg a k& mnem elnyel6 allapotot mielott
elnyelédne, feltéve, hogy i-b6l indul. Hasonléan i,k € {0,...,r —1} és n>1 esetén
jelolje Wifz), hogy a Markov-lanc varhatéan hanyszor latogatja meg az els6 n 1épés alatt
a k mnem elnyel allapotot mielétt elnyelédne, feltéve, hogy i-bél indul. (n lehet kisebb és
nagyobb is, mint az elnyelédéshez sziikséges 1épésszam.) A korabbi jelolésekkel élve

VVZ(,Z) =[E (Z g(Xm) |X0 = Z) )

m=0
ahol ¢(l) = 0, 1 € {0,1,...,N —1}. Legyen W := (W), i,k = 0,...,r — 1, azaz
We My,
5.1. Lemma. Ha a 0,1,...,7 — 1 dllapotok dtmeneti dallapotok és I — () invertdlhato,
igy W=(I-Q)™"
Bizonyitas. A koréabbi médszerrel belathaté, hogy W™ .= (I/Vl(z)), i,k =0,...,r — 1l-re
igaz, hogy

r—1
(n) } : (n—1)
Wi,k = 5i,k + p@jo’k .
=0

Matrix alakban ez a W™ = I + QW™D Gsszefiiggést jelenti, ahol I az (r x r)-es
egységmatrix. Felhaszndlva, hogy a 0,1,...,r—1 allapotok atmeneti allapotok megmutat-
hatd, hogy n — oo esetén WJ(,Z) = Wik, 3, k=0,...,r—1. Igy W =I14+QW. Ekvivalens
atalakitasok utjan

I-QW=I — W=(I-Q)"
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5.2. Megjegyzés. Ezt felhaszndlva arra a kérdésre is véalaszolhatunk, hogy a Markov-lanc
varhatéan hanyszor latogatja meg a k atmeneti allapotot, miel6tt elnyelodne. A vélasz

r—1
Z Wz,kP(XO - Z),
=0

1

és ez nem méas, mint a ¢(/ — Q)™ oszlopvektor k-adik koordindtdja, ahol ¢ a lanc kezdeti

eloszlasat jeloli. Az is addédik, hogy a Markov-lanc varhatéan

,_\

r—1
WlkP XQ—Z)

0 i=0

r—

B
Il

16pés alatt nyel6dik el, és ez nem més, mint a (g, (I — Q)~'1) bels6szorzat, ahol T a csupa
egyesekbdl 4ll6 (r x 1)-es oszlopvektort jeldli. O

A kovetkezo tétel is jél alkalmazhato az elnyelodési valdszintiségek kiszamoldsara, azaz
azoknak a valosziniiségeknek a meghatarozasara, hogy a lanc egy lényegtelen allapotbdl
kiindulva egy adott lényeges osztalyt elérjen. (Mivel lényeges osztaly zart halmazt alkot,
onnan a ldnc mar nem tévozik, vagyis ott ”elnyel6dik”.)

5.3. Tétel. Legyen H C I tetszileges részhalmaz. Ekkor az

(5.2) Yi = Z PikYr + Zpik’ 1€l

kel\H keH

egyenletrendszernek létezik minimdlis nemnegativ megolddsa, és az vy; = fly, © € I, ahol

fi =P, € H valamely n>1-re|& =1), icl.

(2

5.4. Feladat. Legyen {X,, : n € N} egy homogén Markov-lanc, melynek fazistere {0, 1,2, 3,4}
és atmenetvaldszintiségi matrixa

1/2 1/2 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
P=]0 0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2 0
1/4 1/4 0 0 1/2

Legyen H := {0,1} és az 5.3. Tételt felhaszndlva hatarozzuk meg az Jim, 1 =10,1,2,4,
elnyelodési valoszintiségeket)!
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Megoldas. Az (5.2) egyenletrendszer az aldbbi alakot 6lti:

1 1
Yo = Po,2Y2 + Po,3Y3 + PoaYs + Poo + Po1 = 3 + 5= 1
1 1
Y1 = P12Y2 + P13Y3 +Prays +pio+ P11 = 3 + 3= 1,
1 1
Yo = P22Y2 + P2,3Y3 + P2.4Ys + D20 + P21 = §y2 =+ §y3’
1 1
Y3 = p3.2Y2 + P33Y3 + P3ays + P30+ P31 = 59 + Vs
1 1 1
Ya = Pap¥Y2 + Pa3ys + Paa¥s + Pao + Pa1 = §y4 4 it
Igy
Y1 1
Y2 1
ys | =1t|, teR.
Ya t
Ys 1

Ezért az (5.2) egyenletrendszer minimalis nemnegativ megoldésa

fon
fin
fon
fsm
fin

—_ O O
I

O

5.5. Feladat. Legyen {X, :n >0} egy véges allapotteri irreducibilis Markov-lanc, jelolje
{0,1,..., N} a fazisterét.

(i) Mennyi a valdszintisége, hogy a Markov-lanc i-bél indulva eljut j-be, ahol 1i,j €
{0,1,...,N}?

(ii) Legyen minden ¢=0,1,..., N esetén
T = P(a Markov-lanc hamarabb jut el N-be, mint 0-ba ’ Xy = z'),

azaz

xi:P(EIn>O:Xn:Nést7£O, haogkgn—l‘x():@').
Vezessiink le egy olyan egyenletrendszert, melynek zi,...,zy megoldasa.
(iii) Tegytik fel, hogy Z;V:o Jpi; =1, minden ¢ =1,..., N—1 esetén. Mutassuk meg, hogy

ekkor z; =i/N,i=0,..., N megolddsa a (ii)-ben levezetett egyenletrendszernek.
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Megoldas.

(i) Mivel a Markov-lénc irreducibilis és véges allapotterti kapjuk, hogy minden &llapot vissza-
térd, azaz f;=1,1=0,...,N. Es egy el6adasbeli tétel miatt az is teljestl, hogy f/; =1
i,j€{0,1,...,N}. Azaz a vilasz 1.

(ii) Nyilvdn 29 =0 és xy = 1. Feltételt véve az els6 1épés kimenetele szerint kapjuk, hogy
minden ¢=1,..., N —1 esetén

] =

PEAn>20:X,=Né X, #0,ha0<k<n—1,X;,=j|X,=1)

X
0

.
Il

NE

PEAn>0:X,=Nés Xz £0, haO<k<n—1]X, =4, Xo=49)P(X1 =j| Xo =)
0

.
|

NE

PEAn>20:X,=Né X; #0, ha0<k<n—1|X,=7)P(X;=7|Xo=1)
0

<.
Il

N N-1
= Z TiPij = Z Z;pij + PiN-
=0 =1

(iii) Azt kell megmutatni, hogy minden 7 =1,...,N — 1 esetén

=

=

. -1
]

N

Dij T PiN,

<.
Il
—

amely kovetkezik a feltételekbol, hiszen

N .

J
p,]+p2N:Z_
:()N

2

-1

le

1

J
U

5.6. Feladat. Petinek 2 forintja van és nagyon stirgsen (legalabb) 10 forintra kell novelnie
a vagyonat. LehetOsége van a kovetkezo jatékot jatszani, feldobnak egy szabdalyos érmét, ha
az fej, akkor elvesziti az altala onként megvalasztott tétet, ha irds, akkor visszakapja a tétjét
és pluszban még ugyanannyit kap. Peti a kovetkezo stratégia szerint jatszik. Addig, amig 5
forintja vagy ennél kevesebbje van, felrakja az 6sszes pénzét, ha mar 5 forintnal tobbje van,
ugy annyit rak fel, amennyivel pénzét kiegészitve mar pontosan 10 forintja lenne. Legyen
Xo=2 ésminden n>1 esetén jelolje X, az n-edik dobdas utan Peti vagyonat.

(i) Mutassuk meg, hogy Peti 1/5 valdsziniiséggel eléri a céljat!

(ii) Vérhatéan hany lépés alatt hagyja abba Peti a jatékot (azaz veszti el minden pénzét
vagy éri el a 10 forintos hatért)? (Lehet neki szerencsés esetben 10 forintnal tébbje

is!)
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Megoldas. Lathatd, hogy {X,, : n >0} Markov-lanc, melynek fazistere {0,2,4,6,8,12,14}.
Ekkor {0}, {12}, {14} visszatérd, elnyel$ osztélyok, mig {2,4,6,8} atmeneti osztaly.
Mivel minden atmeneti allapotban 1-valdszintiséggel csak véges sokat van a lanc, és véges
sok atmeneti dllapot van jelen esetben, kapjuk, hogy 1-valészinliséggel véges idétartamon
beliil Peti vagy tonkremegy vagy eléri a céljat.

(i): Legyen i=0,1,...,10 esetén
pi=P(EFn>0:X,>10|X,=1).

Nyilvan pg =0 és pyp = 1. Nekiink a p, valdszintiséget kell kiszamolni. Ha X, = 2,
akkor minden pénzét felrakja Peti, igy X; =0 vagy X; =4 1/2, ill. 1/2 valdsziniiséggel.
Az els6 1épés kimenetelére alkalmazva a teljes valosziniliség tételét

1 1 1

= — 0= -
2p4+ 9 2p4a

ahol a Markov-tulajdonsagot is felhasznaltuk. Hasonléan, ha 4 forintja van kezdetben
(azaz Xy = 4), ugy felrakja minden pénzét, igy vagy 8 vagy 0 forintja lesz 1/2, ill. 1/2

valoszintiséggel, ezért
1
Ps = 5]98-
Ha 8 forintja van kezdetben, akkor csak 2 forintot tesz fel, igy 1/2 valészintiséggel 6

forintja, ill. 1/2 valdszintiséggel 10 forintja lesz. Ezért

Lol
P8—2p6 5
Hasonlé
asonlioan 1 +1
p6—2p2 5
Ezért
BRSCUE NS U A E S ST S WS B IR
P2=o5 5\ Ty ) T) T\ ) Ty T T 16T ®
ngp2:1/5-

(ii) Legyen
T:=inf{n>0:X,=0 vagy X,>10}

és minden ¢ =0,...,10 esetén legyen

Nyilvan kg = 0. Nekiink ko-re van sziikségiink.
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Ha kezdetben 2 forintja van (azaz Xy = 2), akkor minden pénzét felrakja az elsé 1épésben,
és 1/2 valdszintiséggel 4 forintja, ill. 1/2 valdszintiséggel 0 forintja lesz. Ezért

ky =E(T|Xo=2)=» kP(T=k|Xo=2)=) kP(T=k|X,=2)
k=0 k=1

[M]¢

KP(T = k| X1 =4, Xo = 2)P(X, = 4| Xy = 2)

B
Il

(e~

+Y KP(T=k| X, =0,X,=2)P(X, =0]| X, =2).

bl

=1

Mivel
1 ha k=1,

PT=k|X;=0,Xq=2)=
0 ha k>2,

és P(I'=1|X;=4,X,=2) =0, kapjuk, hogy

- 1 1
kQ:ZkP(T:k|X1=4,Xo=2)§+§
k=2
- 11
=Y (h+DPT =k + 1] X =4, X0 =2); +
k=1
:ikP(T:/{:—l—l]Xl:ZlX0:2)1+iP(T:k;+1|X1:4X0:2)1_|_l
’ 2 ’ 2 "2
k=1 k=1
1 1 1
=EK(T|Xyg=4)- 1-— _

ahol felhasznédltuk a Markov-tulajdonsagot és azt is, hogy Peti 1-valdszintiséggel véges id6-
tartamon beliil tonkremegy vagy eléri a célja (és igy P(T' = oo |Xg=14) =0,i=0,...,10).
e k—(1+k)1+1—1+1k

2 = 45T 5 = 574

Hasonldéan
1 1 1
k4:§+§<1+k8)21+§k8,
1 1 1
ks = -+ —(1+ks) =1+ =k
3 2+2(+6) +267
1 1 1
0 2+2<+2) + gk
fgy
1 1 1 1
ko=1+—=-|1+=|1+=-|1+ =k
: +2(+2(+2(+22>))
S S
S IR S T
igy ko =2. O
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5.7. Feladat. Legyen {X, : n>0} egy Markov-lanc, melynek fézistere {0,1,...,8} és
atmenetvalészintiségi matrixa

0 1 2 3 4 5 6 7 8

001 02 0 01 02 01 0 02 0.1
1fo o001 0 o0 0 O 0 0 09
200 O O O O O 1 0 O
310 0 02 08 0 O 0 O O
P=40 0 0O 0 07 0 O 03 O
51 0 01 01 02 03 0 01 0 0.2

61 0 O 02 07 O O 01 O O

71 O 0O 0 05 0 05 0

8\ 0 1 o o o0 o0 0 0 0

(i) Mi a valészintisége, hogy 2 1épés alatt a Markov-lanc a 3 &llapotbdl eljut a 6
allapotba?

(il) Mi a valdszintisége, hogy 4 1épés alatt a Markov-lanc a 7 é&llapotbdl eljut a 2
allapotba?

(iii) A lényeges és lényegtelen osztélyokat meghatdrozva hozzuk az dtmeneti matrixot ka-
nonikus alakral

(iv) Melyek a visszatérd és melyek a nem visszatéré osztalyok?
(v) Adjunk kozelit6 becslést a P(Xoy = 8| Xp = 1) valdsziniiségre!

(vi) Az atmenetvalésziniiségi matrix kanonikus alakjat tekintve az Gsszes zéart osztalyt egy-
egy (elnyeld) allapottal helyettesitve (azaz egy elnyeld lancot csindlva) irjuk fel az j
lanc dtmenetvaldszintiségi matrixat!

(vil) Az (v) és (vi) részeket felhaszndlva adjunk kozelit6 becslést a P(Xg = 8| X = 0)
valdszintiségre!

Megoldas.
(i) A pi = P(Xs=6|X,=3) valszinfiséget kell kiszdmolni. Ekkor

8
p{(ﬁ()i = Zp3,ipi,6 = P3.2D2,6 T P33P36 = 0.2-1+0.8-0=0.2.
i=0

(i) A p(fg valdszintiséget kell kiszamolni. A 7 allapotbdl csak a 4 vagy a 7 allapotba

lehet eljutni, és a 4 allapotbdl is csak a 4 vagy a 7 allapotba lehet eljutni, igy a keresett
valészintiség 0.
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(iii) és (iv) Az {1,8}, {4,7}, {3,6,2} zart, lényeges, visszatér6 osztalyok, az {0}, {5}
lényegtelen, nem visszatérd osztalyok. Az atmenetvaldszinliségi matrix kanonikus alakja

1 8 3 6 4 7 0 5

1401 09 0 O o 0 0 O

81 1 o o o0 o o0 0 0 O
310 0 08 0 02 O 0 0 O

6 0 O 07 01 02 O O O O
P=210 0 0 1 o o0 0 0 O
410 O O O O 07 03 0 O
710 o0 O O O 05 05 0 O
0102 01 01 0 O 02 02 01 0.1
5\01 02 02 01 01 03 O O O

(v) Mivel {1,8} egy visszatér, aperiddikus, lényeges osztaly, az 4.1. Megjegyzés alapjan
ergodicitdsanak beldtasahoz azt kell megnézni, hogy az

uy = 01u1 + 1u8,
Uy = 09u1 + 0U8

egyenletrendszernek van-e az wu; > 0, ug > 0 feltételt teljesité (u;,us) megoldasa. (Az
lur| + Jug| < 400 feltétel automatikusan teljesiil.) Ennek egy megoldasa példaul w; =
1, us = 0.9, igy (1,0.9) a pozitivitasi feltételt teljesité megoldds, tehat az {1,8} osztély
ergodikus. (Felhaszndlva, hogy egy véges, lényeges, aperidédikus osztaly mindig ergodikus,
kozvetleniil is adodik az {1,8} osztély ergodicitdsa.) Ezért

1 10
™ = = T
1409 19
099
TT19 19
Egy el6adasbeli tétel miatt
lim o™ = = —
nl—>nolo P1s mgg e

ezért 9/19 jé becslése lehet pfg)—nek.

(vi) Az 1j lanc dtmenetvalészinliségi matrixa

03 0.1 04 0.1 0.1
03 04 03 0 O

(Heurisztikusan az {1,8}, {3,6,2}, {4,7}, {0}, és {5} osztalyok lesznek az 1ij allapotok.)
Példdul (P'); = 0.3, mert annak a valdsziniiségét kell meghatarozni, hogy a {0} osztalybdl
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az {1,8} osztdlyba jutunk 1 1épéssel, ez pedig az eredeti atmenetvaldsziniiségi matrix
alapjan 0.2+ 0.1 =0.3.

(vii) Kiszamoljuk eldszor az {1,8} osztalyban torténd elnyelédés valdszintiségét, feltéve,
hogy 0-bdl indulunk. Az ,elsé 1épés analizisben” (5 Fejezet) leirtakat alkalmazzuk. Az (v)
és (vi) részben mar eléallitottuk az 0j (elnyel) Markov-lancot. Felirjuk most P’-t un.
kanonikus alakban

{oy {5y {18} {3,6,2} {47}

{0} 01 01 03 01 04

(5) 0 0 03 04 03
P = (g ]f) — sy o0 1 0 0

362 0 0o o0 |

4 Lo o o 0 1

Az elsé lépés analizis mddszerében hasznélt jelolésekkel élve N = 5, r = 2 és a 2
elnyel6 allapotba valé elnyelddés valdszintiségét kell kiszamitani, feltéve, hogy a 0 allapotbdl
indulunk. Az elmélet szerint ez az U = (Ioxg — Q) 'R matrix (1,1) eleme. Itt

0.9 -0.1
Irxo — Q= ( ) )

0 1
igy
1 (10/9 1/9
(]2><2 Q) - ( 0 1 .
Ezért
(s — Q) 'R = 10/9 1/9\ (0.3 0.1 04\  (1/3+1/30 1/9+4/90 4/9+1/30
22 “\Lo 1 03 04 03) 0.3 0.4 0.3

[gy annak a valészinfisége, hogy az eredeti Markov-lancot tekintve a 0 &allapotbdl kiindulva
elériink az {1,8} osztalyba (és igy ott is maradunk) U;; =1/3+1/30 = 11/30.

Mivel az (v) részben mér kiszamoltuk az {1,8} osztaly szdmadra a staciondrius valdszinii-
ségeket, kapjuk, hogy a p[(f;) valdszintiségre j6 becslés 11/30-9/19 = 33/190. O

5.8. Feladat. [Szevasztyanov—Csisztyakov—Zubkov [9], 5.1.19 Feladat] Legyen {X,, :
n >0} egy Markov-lanc, melynek fézistere {1,2,3,4,5,6} és d&tmenetvaldszinliségi matrixa

1 2 3 4 5 6

3/12 2/12 1/12 3/12 1/12 2/12

112 1/12 3/12 1/12 4/12 2/12
0 0 34 1/4 0 0
o 0 1/2 1/2 0 0
o 0 0 0 1/3 2/3
o 0 0 0 2/3 1/3

DD O W N
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Legyen a Markov-lanc n =0 idépontbeli eloszlasa (azaz kezdeti eloszlasa)

1
P(Xo=1)=P(Xy=2) = 2 P(Xo=3)=P(Xo=4)=P(Xg=5)=P(Xy=06) =0.
Hatarozzuk meg

(i) a lényegtelen allapotokat,
(i) a lényegtelen allapotok halmazabdl valé kikeriilésig eltelt id6 varhaté értékét,

(i) a {3,4} ésaz {5,6} osztalyba keriilés valészintiségét, feltéve, hogy a kezdéallapot
i€ {1,2},

(iv) a mp = lim, 0o P(X, =k), k=1,2,3,4,5,6 hatéreloszlast.

(v) Van-e ennek a Markov-ldncnak staciondrius eloszlasa? Feltéve, hogy igen, egyértelmii-e
a stacionarius eloszlas?

Megoldas.
(i) Az 1és 2 lényegtelen allapotok és ketten alkotjdk az {1,2} lényegtelen osztélyt.

(ii)) A {3,4} ésaz {5,6} osztalyokat egy-egy elnyeld allapottal helyettesitve legyen az 1j
Markov-lanc fazistere {1,2,3,4} és dtmenetvaldszinliségi matrixa

1 2 3 4
1/3/12 2/12 4/12 3/12
b 2| 112 112 4/12 6/12 _(Q R)
3 o o0 1 0 0O 1)
4\ o0 0 1

A (ii) kérdésre adott valasz megegyezik az 1j (elnyel$) Markov-lanc esetén arra a kérdésre
adott valasszal, hogy mennyi az elnyel6désig eltelt id6 varhaté értéke. Az ,,els6 1épés analizis”
eljarasndl (5 Fejezet) tanultuk, hogy ez a varhatd érték a kovetkezéképpen szamolhato.
Legyen W := (I — Q) ' = (W, )ij12, gy a keresett vdrhaté érték

2 2
ZZU&'JP(XO = Z)
i=1 j=1
Mivel .
W ( 9/12 —2/12) _ (% i%_li)
~1/12 11/12 L2 129

igy a keresett varhato érték

2 2

111-12 112 124 112-9 138
o P(Xg =) = -2y 2o 22 22T 290 49968
> D wigP(Xo =) 5 07 207 T297 T2 97 o7

i=1 j=1
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(iii) Szintén az ,,els6 1épés analizis” médszerével dolgozunk. Jeldlje i = 1,2, j = 3,4 esetén
u;; annak a valdszinliségét, hogy a Markov-ldnc i-bdl indulva j-ben nyelddik el, az elmélet
szerint az U = (u;;) maétrixra

U=(I-Q) 'R

1112 212 4 3 52 45

U= 97 97 12 12| _ (97 o7
12 120) {4 6 0 57 )
97 97 12 12 97 97

Ezért annak a valdsziniisége, hogy az eredeti Markov-lanc az 1 allapotbdl indulva a {3,4}

fgy

lényeges osztélyba keriill 52/97. Annak a valészintisége, hogy az eredeti Markov-lanc az 1
allapotbdl indulva az {5,6} lényeges osztalyba keriil 45/97. Annak a valészintisége, hogy az
eredeti Markov-ldnc a 2 allapotbdl indulva a {3,4} lényeges osztélyba keriil 40/97. Annak
a valdsziniisége, hogy az eredeti Markov-lanc a 2 allapotbdl indulva az {5,6} lényeges
osztélyba keriil 57/97.

(iv) A 2.8. Megjegyzés szerint, ha j nem visszatérd allapot, ugy

lim P(X, =j)=0, és lim p{” =0, Viel
n— 00 n—oo

fgy, mivel visszatérd osztaly lényeges (tétel eléadasbdl) kapjuk, hogy az 1 és 2 lényegtelen

allapotok nem visszatéroek és ezért

m = lim P(X, =1) =0, T}gn;opgg>:o Viel,

n—oo

M= lim P(X,=2)=0, limply=0 Viel

n—oo n—oo

Mivel az {3,4} osztély egy lényeges, aperiédikus osztély, az 4.1. Megjegyzés szerint ergo-
dicitasanak belatasahoz azt kell megnézni, hogy az

1

Uy = Zul + §u2,
1 1

Ug = Z—lul + §u2

egyenletrendszernek van-e az wu; > 0, ug > 0 feltételt kielégité (u1,us) megolddsa. (Az
lur| + |ug| < +oo feltétel automatikusan teljesiil.) Ez az egyenletrendszer az —1/4u; +
1/2uy = 0 egyenletre redukélodik, igy u; = 1,us = 1/2 egy, a pozitivitasi feltételt teljesitd
megoldds. Igy a {3,4} osztaly ergodikus osztédly. (Felhasznalva, hogy egy véges, lényeges,
aperidédikus osztaly mindig ergodikus, kézvetleniil is adédik a {3,4} osztaly ergodicitésa.)

Ezért a {3,4} éllapotterii és
3/4 1/2
1/2 1/2

atmenetvaldszintiségli Markov-lanc szamara

1 2 ) 1/2 1
== - esS —_=
1+1/2 3 1+1/2 3
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a stacionarius eloszls. Igy az eredeti Markov-lancra vonatkozéan (tétel eldadasbdl)

iy pi3 = Jim

—

n) _
3=

N

Y

lim ) = Tim pf

N

Wl — Wl N

S

A teljes valoszintiség tétele szerint, a lanc kezdeti eloszlasat figyelembe véve

3 = lim P(X, = 3)

n—o0

n—o0 n—oo

1
= §(R1,3 + Ry3),

ahol
R, ;= llmP( n=17]Xo=1), i,j=1,...,6.

Az elsO 1épés kimenetele szerint feltételt véve, az 4.35. Feladat megoldasaban leirtakhoz

hasonldéan
3 2 1 3 1 2
Rz = ERI’?’ + ERM + ER:&,:& + ER4,3 + 535,3 + ERG,&
1 1 3 1 4 2
Ry 3 = ER1,3 + ER2,3 + ER&:} + ERA"S + ERS’?’ + ERﬁ,B-

Mivel R5,3 = Rﬁ,g =0 és R373 = R4’3 = 2/3 kapjuk, hOgy

9 1 2
5313 - 6R23 =9
1 11 2
—ER1,3 + ERQS =9
Ennek megoldasa
4-20 24 8-20
Ris=—= Ry3 = — :
BT 3 TR T ar o7

fgy
0 12 80 92

=—+ —+ — = — ~ 0.3161.
=501 "1 T 2619 ~ 201 7
Masként is megkaphatjuk ezt az eredményt:
w3 = lim P(X,, = 3)
n—oo
n—oo

Heurisztikusan a lim, ., P(X, = 3| Xo = 1) hatérérték meg kell, hogy egyezzen

U1311H1P< n=3|Xo = 3)-al,
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mert u 3-al annak a valészintiségét jeloltiik, hogy az (eredeti) lanc az 1 &allapotbdl indulva
eljut a {3,4} osztalyba, és lim, .., P(X, = 3| Xy, = 3) pedig megegyezik a {3,4}

allapotterii és
3/4 1/4
1/2 1/2

atmenetvaldszintiségi matrixi Markov-lanc esetén a ,,3 allapothoz tartozd stacionérius elosz-
lassal.” Hasonlbéan

lim P(X, =3|Xo=2) =uy3 lim P(X, =3|X,=2).
n—oo

n—oo
fey
_ 1522 1402 _ 92

" T 9973 2973~ 201

Hasonléan kiszamolhato, hogy
46 sl
™99 T T qor

(v) (uq,us, ..., ug) akkor lesz a lanc staciondrius eloszlasa, ha w; > 0,7 =1,...,6, Z?:l u; =

1, valamint
6
uj:Zuip,;,j, j:].,,6
i=1

Létezik stacionarius eloszlas, azonban nem egyértelmii. Valéban, ha egy Markov-lancnak
vannak lényegtelen osztalyai és lényeges osztdlyai is, és a lényeges osztalyok ergodikusak,
ugy az ergodikus osztalyoknak onmagukban megfeleld, egyértelmiien 1étez6 stacionarius el-
oszlasokbdl fel tudunk épiteni az eredeti Markov-lancnak egy stacionarius eloszlast a kovet-
kez6 mdédon. A lényegtelen allapotok ,,stacionarius valdszintiségei” legyenek nulldk, az er-
godikus allapotok ,,stacionarius valdszintiségeit” pedig az ergodikus osztalyok stacionarius
eloszldsaibdl keverjiik ki. Felhaszndlva, hogy a széban forgé Markov-ldnc esetén {1,2}
lényegtelen osztdly, {3,4} ergodikus osztdly (2/3,1/3) staciondrius eloszlassal és {5,6}
ergodikus osztaly (1/2,1/2) staciondrius eloszldssal, kapjuk, hogy

S1:=1(0,0,2/3,1/3,0,0), Sy :=1(0,0,0,0,1/2,1/2)
staciondrius eloszlasai az {X,, : n >0} Markov-lancnak. Mivel

92 46 51 51\ 138 +102
7901729171947 194 ) — 29171 T 1947%

(7]-17 T, T3, T4, M5, 7T6) = (
kapjuk, hogy (71, ma, w3, T4, 75, ) 1S staciondrius eloszldsa a Markov-lancnak.

Megjegyezziik, hogy erre a Markov-lancra a Doeblin-tétel (4.14. Tétel) nem alkalmazhatd,
mert nincs olyan allapot, mely minden allapotbdl 1 1épéssel pozitiv valdszintiséggel elérhetd,
azaz nincs csupa 0-tél kiillonbozé elemekbol &llé oszlop P-ben. U
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5.9. Feladat. (Tonkremenési probléma) [Ross [7], Chapter 4, Section 5.1] Te-
kintsiink egy jatékost, aki egy jaték minden forduldja sordan p valdszintiséggel nyer 1
forintot, illetve 1 — p valdszintiséggel veszit 1 forintot, ahol 0 < p < 1. Feltéve, hogy
az egymast koveto jatékok fiiggetlenek és jatékosunk kezdeti vagyona 4, mi a valdszintisége
annak, hogy a jatékos vagyona hamarabb ér el egy elére megadott N szintet, mint a 0-t,
amikor is tonkremegy a jatékos?

Megoldas. Legyen minden n >0 esetén X, a jatékos vagyona az n-edik jaték utan.
Ha a jatékos vagyona eléri az elére megadott N szintet vagy 0-t, azt ugy tekintjik, hogy
a rakovetkezo forduldk soran vagyona mar nem valtozik, azaz N vagy 0 marad. Ekkor
{X,,n >0} Markov-lanc, melynek &llapottere {0,1,2,... N} és dtmenetvalészintiségei

Poo = PNN = 1,

Diji+1 =P =1—Dpii1, 1=1,2,...,N —1.

Ennek a Markov-lancnak 3 osztdlya van: {0}, {1,2,...,N — 1} és {N}. Az els§ és
harmadik osztdly visszatérd, a masodik nem visszatérd (dtmeneti). Mivel minden dtmeneti
allapotban 1 valdszintiséggel csak véges sokat van a lanc, és véges sok atmeneti allapot
van jelen esetben, kapjuk, hogy 1 valészintiséggel véges idotartamon beliil a jatékos vagy
tonkremegy vagy eléri céljat, azaz vagyona N lesz.

Legyen minden ¢=0,1,..., N esetén
P:=P3n>0:X,=N|X,=1),

(azaz P; annak a val6szintisége, hogy a jatékos vagyona eléri az N szintet, feltéve, hogy
kezd6tokéje ). Nyilvan Py =0 és Py = 1. Feltételt véve az els6 jaték kimenetele szerint,
minden ¢2=1,...,N —1 esetén

CP{3nz0: X, =N}IN({X1 =i+ 1} U{X; =i—1})N{X,=1i})
P(Xo =1)

=PAnz20:X,=N|X1=i+1,Xo=0)P(X1=i+1|Xo=1)

+PEn=20:X,=N|X,=i-1,X,=1)P(X; =i—1| Xy =1).

P,

A Markov-tulajdonsag, homogenitds és P; definicidja alapjan

= Diit1Pip1 + Diic1Pic1 = pPiv1 + qF-q,

ahol ¢ :=1—p. Mivel p+q =1, kapjuk, hogy pP;,+ qP;, =pP;.1 + qP,_1, azaz

P —P=YP Py, i=1....N-1
p
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Mivel Py =0, kiirva az egyenleteket 1 =1,2,..., N — 1-re

p-P=%pr-p)=1p,

p p

q q 2
P—P=L(p—P) = (—) P

p p

q q 1—1
P—P_1=-(P_1—P_5) = (—) P,

p p

q q N—-1

PN_PN—IZ_(PN—I_PN—2>:<_) Pl-
p p

Osszeadva az els6 (i — 1) darab egyenletet,

nen=nl () () o G) )

Ha p=gq, azaz p=1/2, akkor P,=iP, i=1,...,N.
Ha p #q, azaz p # 1/2, akkor

Azaz

P, ha p#gq,

1Py ha p=gq.

Mivel Py =1, igy ha p = 1/2, akkor 1 = Py = NP, igy P, =1i/N, i =1,...

(Megjegyzendd, hogy i = O-ra is j6 az el6z6 képlet.)
Ha p+# 1/2, akkor

Y

N
()
p
1:PN:P1Q—1
p

igy

és ekkor
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(Megjegyzendd, hogy i = O-ra is j6 az el6z6 képlet.) Azaz minden ¢=0,1,..., N-re

=(3)°
(5.3) p={0

ha p#1/2,

ha p=1/2.

i
N
Ezzel megkaptuk a keresett valdszintliséget.

Vizsgaljuk meg most a limy o P, @ € Z, hatérértékeket (itt P; fiigg N-t6l, csak ezt
a fliggést nem jeloltiik).
Ha p=1/2, akkor _
lim P = lim — =0, i>0.
N—oo N—oco N

Ha p>1/2, akkor 1 —p<1/2, igy q/p <1, ezért

lim 321—(@) . iz

N—o0 p
Ha p < 1/2, akkor ¢/p > 1, ezért

lim P,=0, i>0.
N—o0
Az aldbbiakban megolddsunkat két kiilonb6z6 médon is interpretaljuk. Legyen {Y,, :n €
Z,} amnemnegativ egész szamok halmazén a 0-ban elnyelé fali bolyongés. Ekkor p > 1/2
esetén az i € N pontbdl induld bolyongds ((1—p)/p)’ valdsziniiséggel nyelédik el a 0-ban
és

P(limsqun = —|—oo) =1- (ﬂ) .

n—oo p

Mivel nem visszatéro dllapotok véges halmazaban 1 valdszintiséggel csak véges sok idépontban
lehet a Markov-lanc, kapjuk, hogy

1\

P( lim Yn:—i—oo):l— (_p) .
n—oo p

Ha pedig p<1/2, akkor az i € Z, pontbdl indulé bolyongés 1 valdszintiséggel elnyelddik

a 0-ban.

A tonkremenési probléma nyelvén az N — oo esetet ugy interpretalhatjuk, hogy, ha
p < 1/2, akkor a jatékos 1 valdszintiséggel tonkremegy akdrmilyen (nagy) i € Z, kezd&téke
esetén is. Ha pedig p > 1/2, akkor a tonkremenés valosziniisége i € N kezd6téke esetén
((1=p)/p)%, és ha nem megy tonkre a jatékos, akkor a vagyona akérmilyen nagy értéket elér
elébb vagy utébb (ez felel meg limsup,,_,. X, = +oo-nek), s6t +oo-be konvergél (vagyis
egy 1d6 utan akarmilyen nagy érték f6l6tt marad a vagyona). ([

Az alabbiakban a tonkremenési probléma két alkalmazasat nézziik meg.
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5.10. Feladat. [Szilics Gabor feladatsorabdl [10]] Tegyiik fel, hogy Osszekuporgattunk
100 dollart, és elmegyiink egy kaszinéba, melynek 100 dollar az alaptokéje. A ruletten
jatszunk, és az a taktikank, hogy mindig egy zsetont tesziink a piros szinre, és ezaltal for-
gatasonként 18/37 valdsziniiséggel nyeriink, illetve 19/37 valészintiséggel vesztiink egy
zsetont.

(i) Mekkora valdsziniiséggel nyerjiik el a kasziné teljes t6kéjét, ha 10 dollaros zsetonokkal
jatszunk? Milyen valdszintiséggel megytink csédbe? Mi annak a valdszintisége, hogy a
jaték sohasem ér véget?

(ii) Mi a helyzet akkor, ha nem 10, hanem 1 dolldros zsetonokkal jatszunk?

(iii) Térjiink vissza a 10 dolldros zsetonokhoz. Mekkora tékét szedjiink 6ssze, hogy legaldbb
0.5 legyen annak a valdszintlisége, hogy elnyerjiik a kaszing Osszes t0kéjét? A kaszino
tokéje tovabbra is 100 dollar, azaz 10 zseton.

Megoldas. (i): Mivel a kaszinénak 100 dollar az alaptékéje és 1 zseton 10 dollart ér,
ugy tekinthetjiik, hogy a kaszinénak 10 zsetonja van. A feladat a tonkremenési probléma
(5.9. Feladat) egy speciélis esete: a jatékosnak ¢ = 10 a kezd6tékéje (10 zsetonja van), a
jaték minden forduléjdban p = 18/37 valdszintiséggel nyer 1 zsetont, és ha meghatarozzuk,
hogy mi a valdszintisége, hogy a jatékos vagyona hamarabb éri el az N = 10 + 10 = 20
szintet, mint a 0-t (mikor is tonkremenne), ugy ezzel meghatarozzuk annak a valészintiségét
is, hogy a kasziné teljes t6kéjét (10 zsetont) elnyeri a jatékos. Az 5.9. Feladat alapjan ez a

valészintiség:
10
19/37
L - (18/37)
—— 5 ~ 0.368.
1 — (19/37
18/37

Szintén az 5.9. Feladat alapjan annak a valészintisége, hogy 10 zseton kezdotokével csodbe
megy a jatékos

1— (19/37)1
1 - % ~ 0.632.
19/37
1 - <18/37

Illetve annak a valdészintisége, hogy a jaték sohasem ér véget 0.

(ii): Ha 1 dolléros zsetonokkal jatszunk, az azt jelenti, hogy mindkét félnek 100 db zsetonja
van. fgy annak a valdszintisége, hogy a jatékos elnyeri a kaszino teljes tokéjét:

1— <19/37>100
18/37
500~ 0.00446.

19/37
1 - (18/37>

Annak a valdszintisége, hogy 100 zseton kezdotékével csédbe megy a jatékos

1_ <19/37>100
18/37
1— ﬁ ~ 0.99553.
19/37
L— (18/37
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[lletve annak a valdészintisége, hogy a jaték sohasem ér véget 0.

(iii): Tegyiik fel, hogy x db zsetonja van a jatékosnak, azaz kezd6tékéje 10z dollar. Az
el6zoek alapjan annak kell fennallnia, hogy

1- (19)"° >05 <« 1- (Ts) <0505 <E) (E)
(18

19\° 19\ '° 19\°
oL | — 1-0. — . < | —
s 05 (18) ( 05(18) ) & 3.53557 <18)
& 1.26287 <0.0540672 - & 23.3573 < .

fgy legalabb 24 db zsetonra, azaz 24 -10 = 240 dollar kezd6tokére van a jatékosnak sziiksége.
O

5.11. Feladat. Elhelyeziink m + 1 darab pontot kor alakban, az éramutatd jarasaval
megegyezo iranyban szamozva Oket rendre a 0,1,2,...,m szamjegyekkel. Egy részecske
ezeken a pontokon bolyong oly médon, hogy minden 1épésben valamelyik szomszédos pontra
ugorhat, p valészinliséggel az 6ramutatd jarasaval megegyezo, 1 — p valdszintiséggel az
6ramutatd jardsaval ellentétes iranyban levé szomszédjara ugorva. A 0 pontbdl indul a
részecske. Mi a valdszintisége, hogy az 1,2,...,m allapotok mindegyikébe eljutunk miel6tt
a 0-ba visszatérnénk?

Megoldas. Jelolje A a kérdéses eseményt, aminek a valdszintiségét ki akarjuk szamitani.
Jelolje X, a részecske helyzetét az n-edik 1épés utan, n > 1. Vegylink feltételt az elso
1épés kimenetele szerint. A 0-bdl indulva egy 1épéssel vagy az 1 vagy az m allapotba
jutunk. fgy

P(A) = P(A| X, = )P(X, = 1) + P(A| X1 = m)P(X, = m)

Ekkor {X,:n >0} Markov-ldnc, melynek dtmenetvalészintiségi matrixa

2 3 m—2 m-—1 m

P 0 0 0 0 1—p
1 1—p 0 p 0 0 0 0
P 0 1fp O P 0 0 0
; : : : 0 P 0
m—1 0 0 0O 0 --- 1-—p 0 P
m P 0 o 0 -- 0 1—0p 0

Vegyiik észre, hogy addig, amig a 0 és az m &allapotokat el nem érjiik, mindegy, hogy ezek-
ben az allapotokban elnyel6dik-e a Markov-lanc vagy nem. Ezért az atmenetvaldszintiségi
matrix alakja alapjén a P(A|X; = 1) valészinliség megegyezik a tonkremenési problémaban
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(5.9. Feladat) annak a valdszintiségével, hogy 1 kezd6tékével elérjiik az m szintet miel6tt
tonkremennénk (azaz 0 forintunk lenne). Igy

1-L=p 1
(?i)m ha p# 3,

P

PAIX;=1)=¢ "
% ha p= %

Hasonléan a P(A|X; = m) valdsziniliség megegyezik a tonkremenési problémaban annak a
valoszintiségével, hogy 1 kezdotdkével elérjitk az m szintet miel6tt tonkremennénk, azzal a
modositassal, hogy i-b6l i+1-be 1—p és i-b6l i—1-be p valdszintliséggel ugorhatunk. (A
tonkremenési probléma formalis alkalmazasandl az m,m—1,...,1 allapotokat beazonositjuk
rendre az 1,...,m &llapotokkal.) fgy

1—-P_
1 _ ha p#l,
P(A|X; =m) =14 (%) 2
% ha p:%.
fgy, ha p=1/2, akkor
11 11 1
PA=-—+-—=—
2m  2m m
Ha p #1/2, akkor
1— 1=p 1— P
P(A):p £ m+(1_p) 17pm
1 ﬂ) 1—(%
—-p

t

5.12. Feladat. (gydgyszerkezelés) Egy adott betegség gydgyitasira két \ij gyogyszert is
kifejlesztettek. Annak a valészintisége, hogy az i-edik (i = 1,2) gyogyszerrel kezelve egy
beteget az meggyogyul p;, @ = 1,2. A p; és py Un. gydgyulasi ratak nem ismertek.
Az alabb ismertetett eljarassal arrdl szeretnénk donteni, hogy p; > po vagy po > p1. A
betegekbol parokat képziink, és a parokat egymas utan kezeljiik oly modon, hogy minden par
esetén az egyik tagnak az 1. gyogyszert, a masik tagnak a 2. gyégyszert adjuk. Megnézziik,
hogy kit (vagy kiket) gydgyitott meg a neki beadott gydgyszer. A tesztelést akkor hagyjuk
abba, mikor az egyik gydgyszer altal meggyogyitott betegek szama egy elore adott szammal
meghaladja a masik gyogyszer altal meggyogyitott betegek szamat. Formalisan legyen

1 ha a j-edik parban az 1. gydgyszerrel kezelt beteg meggyogyul,
Xj -
0 egyébként,

és
1 ha a j-edik parban a 2. gyodgyszerrel kezelt beteg meggydgyul,
Y, =

J
0 egyébként.
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Legyen M > 0 az elére rogzitett szam. A tesztelés N par kezelése utan fejezodik be, ahol
N az els6 olyan n érték, melyre

Xitoo 4 Xy = (Vi 4 V) =M vagy Xi+o+ X — (it +Y,) = =M.

Az els6 esetben azt fogadjuk el, hogy p; > ps, a masodik esetben pedig azt, hogy py > p;.
Kérdéses, hogy mennyire jé ez a teszt. Szamoljuk ki annak a valészintiségét, hogy rosszul
dontiink, azaz mi a valészintisége, hogy adott p; és ps esetén, ahol p; > py, tesztiink arra
az eredményre vezet, hogy py > p1?

Megoldas. Minden egyes par kezelése utan az 1., ill. a 2. gydégyszer altal meggyogyitott
betegek szamanak kiilonbsége vagy 1-el né vagy nem valtozik meg vagy 1-el csokken.
Annak a valdszintisége, hogy 1-el n6 megyegyezik annak a valészintiségével, hogy egy adott
pér esetén az 1. gyégyszer gyogyit, a 2. gydgyszer nem gyogyit, azaz p;(1—py). Hasonléan
annak a valdszintisége, hogy 1-el csokken po(1 —p;y). Az Osszeg akkor nem valtozik, ha az
adott parnak vagy mindkét tagja meggyogyul vagy egyik sem, azaz pips + (1 — p1)(1 — p2).
Ha csak azokat a parokat tekintjiik, amikor az el6bb leirt kumulativ kiilénbség valtozik (azaz
1-el né, vagy 1-el csokken), akkor ezen feltétel mellett annak a (feltételes) valészintisége,
hogy a kiilonbség 1-el né (a feltételes valdsziniiség definicija alapjan)

pi= p1<1 —p2)
Copi(—po) + (1 —p1)pe

Precizen ezt a kovetkezéképpen indokolhatjuk meg. Legyen
51 ::min{k ckeN, Xk—Yk#O}.

Definidljuk ezutan a 7,, n € N, megallasi szabalyokat n-szerinti teljes indukcioval a
kovetkezé médon. Ha 7,-et mar definidltuk, akkor

Tl 1= min{k k> T, X =Y #£ 0}.

Ekkor minden n € N esetén 7, megdlldsi idépont az Fy := o(X;, Y, 1 <I<k), k € N,
o-algebrdk novekvd rendszerére nézve. Tovébbd, P(71, < 400) =1, és 7, < Tpy1, n € N,
valamint a 7, 7, —7_1, K = 2,3, ..., valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, azonos eloszlasiak
és

P(ri=n)=(1-pipo— (1 =p)(L=p2))(prp2 + (L =p)(L = p2))" ",  n>1
Legyen tovabba minden n € N esetén
Zp=X1+ - +X,—(V1+---+Y,).
Ekkor {Z, :n € N} Markov-lanc, melynek egylépéses atmenetval6sziniiségei
Pige1 =p1(1 = p2), piict =pa(L—=p1),  pii =pipz2 + (1 —p1)(1 — pa).
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Ha csak azokat a parokat tekintjiik, amikor az emlitett kumulativ kiilonbség nem valtozik, ak-
kor a {Z, :n € N} Markov-lancnak a {Z,, : n € N} részsorozatat tekintjiik. Ismert, hogy
{Z,, : n € N} is homogén Markov-lanc (ldsd, pl., Shiryaev [8], 568. old). Ez utébbi tény
azon mulik, hogy egy Markov-lanc teljesiti az er6s Markov-tulajdonsagot is. Az alabbiakban
meghatdrozzuk a {Z, :n € N} Markov-ldnc egylépéses atmenetvaldsziniiségeit:

P(Zey=i+1|Zy =i)=P(Xp, = Ve =1,Xr, 1 — Yy 1=0,..., Xs 41— Yrs1 = 0)

- ZP(X’TQ _YTQ - 17X7'2—1 _YT2—1 - 07"'7X7'1+1 _le—}—l - O‘Tl :n)P(Tl :n)
n=1

= Z P(Tl - n) Z P(Xn+k — Yn+k = ]_7 Xn+k_1 — Yn+k_1 - 07 N 7XTL+]. - Yn+]_ - 0)
n=1 k=1

=Y (1 =pip2— (1= p1)(1 = p2))(pap2 + (1 = p1)(1 = p2))" "

X Zpl(l - p2)(p1p2 + (1 — Pl)(l _ pZ))kfl

k=1
_1—pipp— (A —p1)(1 —po) pi(l —po)
L—pipa — (1 =p1)(1 =p2) 1 = pipa — (1 = p1)(1 — p2)
pi(l —p2) _ pi(l —p2)

L—pipo— (1 —p1)(L—p2) 11 —p2) +p2(l—p1)
Hasonlban,

. . p2(1—p1)
PZ,=i+1|Z,=1)= .
(Zn | Zn =) p1(1 = p2) +p2(1 —p1)
Ez utobbi egyenloség més szavakkal: annak a feltételes valdszintisége, hogy a fenti kumulativ
kiilonbség 1-el csokken, feltéve, hogy 1-el n6 vagy 1-el csokken

1 _ p2(1—p1)
_p f— .
p1(1—p2) + (1 — p1)p2

Tekintstink egy olyan jatékost, aki 0 kezdotokével rendelkezik és egy olyan jatékot
jatszik, melynek minden forduléjaban p valészintiséggel 1 forintot nyer és (1—p) valdsziniiséggel
1 forintot veszit. fgy annak a valdszinlisége, hogy tesztiink a py > p; eredményt adja meg-
egyezik annak a valdszintiségével, hogy jatékosunk hamarabb éri el a —M szintet, mint
az M szintet. Ez utébbi pedig megegyezik annak a valészintiségével, hogy jatékosunk M
kezd6tokével hamarabb megy tonkre (azaz lesz 0 forintja), mint, hogy 2M forintja lenne.
Ezt a valészintiséget (pontosabban a komplementer esemény valdszintiségét) pedig a tonk-
remenési problémaban mar kiszamitottuk (5.9. Feladat). Legyen tehat az (5.3) képletben
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i=M,N=2M, igy, ha p#1/2 (azaz p; # ps), akkor

1—(%)1\4 oM M(l_ )M
):1_W:1_pp2M_p(l_p)§M
_ @=-p" 1

PR ()"

P({a teszt a ps > p; eredményt adja}

Példaul, ha p; = 0.6 és py = 0.4, akkor M =5 esetén a téves dontés valdszintisége 0.17,
M =10 esetén 0.0003. U

5.13. Feladat. Anna és Zsofi felvaltva dob egy dobodkockaval, és a dobott szamot mindig
hozzaadjék az eddig dobott szdmok Osszegéhez. Az nyer, akinek a dobasa utan elOszor lesz
az Osszeg 4-gyel oszthaté. Ha Anna kezd, mennyi a valészintisége, hogy nyer? (Ez a KOMAL
B3601-es feladata volt.)

1. Megoldas. (A KOMAL mintamegolddsa). Eldszor is gondoljuk meg, hogy a jaték 1
valészintiséggel véget ér. Annak valdszintisége, hogy a jaték az els6 dobéds utan nem ér véget
p1 =5/6. Ha py jeloli annak valdszinliségét, hogy a jaték még a k-adik dobds utan sem ért
véget, akkor pgyq < (5/6)pg, hiszen a 6 lehetséges dobds kozott mindig van legaldbb egy
olyan, amivel a jaték véget ér. Ezért indukciéval p, < (5/6)%. Annak valészintisége pedig,
hogy a jaték nem ér véget, nem lehet nagyobb egyik p, értéknél sem, igy csakis O lehet.

Jelolje tehat p a keresett valdszintiséget, ekkor annak valdszintisége, hogy a jatékot Zsofi
nyeri, éppen 1 — p. Tekintsiik még a jatéknak azt harom valtozatat is, amikor a jatékot az
nyeri, akinek a dobdsa utén elészor fog az 6sszeg i maradékot adni 4-gyel osztva (i = 1,2, 3).
Jelolje rendre ¢,r és s annak valdszintiségét, hogy ezt a harom jatékot Anna nyeri. A
megoldas elején alkalmazott gondolatmenet azt is mutatja, hogy Zsofi ezeket a jatékokat
rendre 1 —¢,1 —7r és 1 — s valdsziniséggel fogja megnyerni. Ha az elsé dobas 4-es,
aminek a valészintisége 1/6, akkor a jatékot Anna nyeri. Ha az els6 dobas 1-es vagy 5-0s,
aminek egytittes valdszintisége 1/3, akkor gy képzelhetjiik, hogy most egy 1j jaték kezdodik,
melyben Anna és Zsofi szerepe felcserélodik, és az nyer, akinek a dobdsa utan elészor lesz
3 a maradék. Ez tehdt Anna gybzelmének esélyét 1/6-ré6l 1/6 + (1/3)(1 — s)-re noveli.
Hasonléképpen gondolkozva akkor is, ha az els6 dobés 2-es vagy 6-os volt (ezutdn az i = 2
esethez tartozoé jaték 1ép életbe), vagy pedig 3-as (i = 1 eset), végiil a kovetkezd Osszefiiggést

irhatjuk fel:
1 1 1 1
==+ -(1- -(1- —(1—q).
p=gtgl=s)+z(1-r)+:(1-9q

A fenti gondolatmenet a teljes valdszintiség tételre valé hivatkozassal tehetd precizzé. Ha-
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sonloképpen megvizsgalva a jaték harom tovabbi valtozatat is, az

1 1 1 1
= -+ 2(1— Z(1— ~(1—
¢=g+5l-s)+z(1-r+:(1-9)
1 1 1 1
T:g—f‘g(l—Q)—f‘g(l—S)—l—g(l—’r’),
1 1 1 1
=4+ (1- ~(1-— ~(1—
s=etgl-n+s0-g+:01-3)

egyenletrendszerhez jutunk. Ez utébbi harom 0Osszefliggésbdl azt kapjuk, hogy a ¢ =
1—q,7"=1—r és & =1—s valdszintiségek kielégitik az alabbi harom egyenletet

T+ +2 =4, 2 +T+5 =4, 2/ +2+75 =5

Ennek egyértelmii megolddsa ¢ = 37/99,7" = 39/99,s" = 49/99. Ezt az els6 Osszefliggésbe
behelyettesitve kapjuk, hogy p = 52/99, ennyi tehdt a valdsziniisége annak, hogy Anna
nyeri a jatékot.

2. Megoldas. Legyen minden n>1 és ¢ =0,1,2,3 esetén X, := Ai, ha n-ediknek Anna
(A) dobott és az n-edik dobéds utédn az addig dobott szamok Gsszege modulo 4 kongruens
i-vel, illetve legyen X, := Zi, ha n-ediknek Zséfi (Z) dobott és az n-edik dobds utén
az addig dobott szdmok Gsszege modulo 4 kongruens i-vel. Ekkor {X, : n>1} egy
Markov-lanc, melynek dtmenetval6sziniiségi matrixa

A0 A1 A2 A3 Z0 Z1 Z2 Z3

A/ o0 o o0 0 1/6 2/6 2/6 1/6
ALl o o 0o 0 1/6 1/6 2/6 2/6
A1 0 0 0 0 2/6 1/6 1/6 2/6
A3l o 0 0o 0 2/6 2/6 1/6 1/6
Zzo| 1/6 2/6 2/6 1/6 0 0 0 0
Z1|1/6 1/6 2/6 2/6 0 0 0 O
z2|2/6 1/6 1/6 206 0 0 0 0
Z3\2/6 2/6 1/6 1/6 0 0 0 0

Az (A0, Z1)-pozicidju helyen azért all példaul 2/6, mert ha Anna dobdsa utédn a dobastsszeg
4-gyel osztva 0 maradékot ad, akkor Zsoéfinak 1-et vagy 5-0t kell dobnia ahhoz, hogy a
megvaltozott dobasosszeg 4-gyel osztva 1 maradékot adjon, és ennek valdsziniisége éppen
2/6. Megjegyezziik, hogy a fenti matrix duplan sztochasztikus.

Azt keressiik, hogy mi a valdszintisége annak, hogy a Markov-lanc az A0 allapotban nyelédik
el, tudva azt, hogy ha a Markov-lanc az A0 vagy a Z0 allapotba ér, akkor elnyelodik és azt,
hogy a kezdeti eloszlasa P(X; = Zi) =0,71=0,1,2,3 és

P(X, = A0) = P(X, = A3) = é P(X, = Al) = P(X, = A2) = %

Az A0 és Z0 éllapotokat kell elnyel6 allapottd tenni. Az 1j Markov-lanc atmenetvaldszintiségi
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matrixa

Z1 72 Z3 Al A2 A3 A0 Z0
Z1( 0 0 0 1/6 2/6 2/6 1/6 0
Z21 0 0 0 1/6 1/6 2/6 2/6 0
Z31 0 0 0 2/6 1/6 1/6 2/6 0
A1l 1/6 2/6 2/6 0 0 0 0 1/6

/

P= A211/6 1/6 2/6 0 0O 0 0 2/6
A3l 2/6 1/6 1/6 0 0 0 0 2/6
A0 o 0o 0 0 0 1 0
0,0 0 0 O 0 0 o0 1

Jelolje @) a fenti P’ matrix balfels6 6 x 6-os blokkjat, R pedig ajobbfels6 6 x 2-es
blokkot. Legyen tovdbba U, definici6 szerint annak a valészintisége, hogy a Markov-lanc
k-ban nyelddik el, feltéve, hogy i-bél indul. Ekkor az ,.els6 1épés analizisben” (5 Fejezet)
lefrtaknak megfeleléen U = (Igxg — Q) 'R. Maple-val elvégezve a szdmolasokat kapjuk,

hogy
A0 Z0

Z1 [ 50/99 49/99
72| 20/33 13/33
z3| 62/99 37/99
Al 49/99 50/99
A2| 13/33 20/33
A3\ 37/99 62/99

Ezért annak a valdszintisége, hogy AO-ban nyelédik el a Markov-ldnc (és nem Z0-ban)

3

| 49 13 37\ 52
UniaoP(X1 = Ai) = > (1420 4222 4 20} = 2%,
;A’Ao(l i) 6(+99+ 33+99) 99

Tehdt 52/99 valdszintiséggel nyer Anna.

Megjegyezziik, hogy ha csak az A0 allapotot tennénk elnyelévé (és Z0-at nem), akkor U =
(1,1,...1)" lenne, azaz akdrhonnan is indulna a lanc 1 valészintiséggel elnyelédne AO-ban.
Ez egy altalanosabb tény kovetkezménye. U

5.14. Feladat. Kiindulunk egy kockanak egy csticsabdl és minden lépésben ugrunk egyet

az adott csucsbol kiindulé harom él mentén a szomszédos csicsok egyikébe, mindegyikbe
1
3
véltozét, hogy hanyadik ugrasban ériink el6szor a kiinduldsival szemkozti csicsba (vagyis

valoszintiséggel és mindig az el6z6 ugrasoktol fliggetleniil. Tekintsiik azt a valdszintiségi

amelyik a testatlé tulodaldn van). Mennyi ezen valészintiségi valtozé varhato értéke?

Els6 megoldas. Jelolje p, illetve ¢ a kocka két tetszoleges csicspontjat és vezessiik be
az alabbi jeloléseket:
T, =inf{n>1:X, = ¢},
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ahol X,,, n =0,1,2,... a kockanak az a csicsa, ahol az n-edik lépésben tartézkodunk
(n=0 esetén X legyen a kockdnak az a csicsa, ahonnan indulunk), illetve legyen

my, = E(T, | Xo = p).

Készitsik el az alabbi abrat:

Feladatunk m,, meghatdrozasa. A teljes varhaté érték tétele alapjan

My = E(T, | Xo = v)
=E(T,| X1 = 51, X0 =0)P(X; = 51| X =)
+E(T, | X; = s2, X = 0)P(X] = 59| Xg =)
+E(T, | X1 = s3, X0 =0)P(X; = s3] Xo =)

1 1 1
=(1+E(T,| X = 31))§ +(1+E(T,| Xo = 32))§ +(1+E(T,| Xo = 53))5,

hiszen példaul

NE

E(Tv|X1:81,X0:’lJ): kP(Tv:k|X1:81,X0:’U)

i
[}

NE

(k+1)P(Tv:k—|—1|X1 :Sl7X0:’U)

£
Il
—_

NE

(k+ 1)P(T, = k| Xo = s1)

£
Il
—

KP(T, = k| Xo = 51) + Y _P(T, = k| Xo = 1)
=1 k=1
(Tv | X() = 81) +1=1 —I—msw.

I Il
&= ?TME%

[gy, a szimmetridt is figyelembe véve

My =14+ (Mg 0+ My +Mgy) =1+ 3 3Mg, 0 =14+ My, 0.

3

Hasonléan,

1 1 1 1 2
Mgy v = 1- g + (1 + mtl,v)g + (1 + th,U>§ =1 + g(mtl,v + mtg,v) =1 + gmtlﬂh
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;. ) ’ .
€8 18y Mgy = Mgy = Mgy = 1+ My, 5. Tovabba,

1 1 1 1
mg, v = (1 + msl,v)g + (1 + mSQ,'U)g + (1 + mw,v)§ =1+ §(2m51,v + mw,v)a

és 1gy My, =1+ %(2msw + Myp). Végezetil,

1 1 1 1
My = (14 mthv)g +(1+ mt27v)§ + (1+ mtw)g =1+ 3 3my, o =14 my, .
Az alabbi egyenletrendszert kell megoldanunk:
Myy = 1+ Mgy v,

msl,v - ]- + _mt1,’l}7
3

1
My v = 1+ §<2m31,v + mw,v)u

Myy = 1+ mi, v,

mely azzal ekvivalens, hogy

1 -1 0 0 Mo 1
0 1 =2 0| ]myo| |12
0 -2 1 —3||mue]| |12
0 0 -1 1 Mo 1

gy
Mo 133 1\ (1 8
meo| (03 3 1|1 |7
meo | {03 5 3|1 |9
Mo 0335 2/ \1 10

Mivel my = My, kapjuk, hogy my, ., = 10.

Masodik megoldas. Az alabbiakban Lovas Rezs6 Laszlé megoldasat kozoljiik. Vezessiik
be a kovetkez6 jeloléseket:

P =P(X, =w, Xyt #w,..., X1 #w| X, =), n € N.

(2k)

Nyilvan, p** =0, k € Z,. Tovabba, a szimmetria alapjan k € N esetén

p2e+1) =P(Xopr1 = w, Xop Zw, ..., Xo £ w, Xy =51 Xg=0)
+ P(Xogpr1 = w, Xop #w,..., Xo #w, X7 = 55| Xog=0)
+P(Xopy1 = w, Xogp Zw,..., Xy #w, Xy =s3| Xo=0)
= 3P(Xopr1 = w, Xogp Zw, ..., Xo £ w, X; = 51| Xo =)
=3P(Xopr1 = w, Xogp Zw, ..., Xo Fw|X) =51,Xo=0)P(X; =5 | Xog=0)
1

:3P(X2k+l:waX2k7éww'-7X27éw‘Xl:SleOZU)’g

= P(Xopp1 = w, Xop Zw, ..., Xo #w| X1 = 51).
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Felhaszndlva, hogy {X; = s1} C {Xs # w}, kapjuk, hogy

pZkHD) =P(Xopr1 =w, Xop Fw,..., Xy #w, X3 =351 X1 =51)
+P(Xopr1 = w, Xop Zw,..., Xy #w, X3 =382 X; = 51)
+P(Xopr1 = w, Xop #w,..., Xy #w, X3 =53] X1 =59)
=P(Xop1 =w, Xop Zw,...,. Xy #w|X3=151,X1=8)P(X3=351| X1 = 1)
+P(Xopp1 = w, Xop Zw, ..., Xy Zw| Xz =589,X1 = 51)P(X3 =55 X1 = 81)
+P(Xopr1 = w, Xop #w, ..., Xy #w| Xz =53, X1 =51)P(X3 =53] X1 =51)
3

= P(Xogs1 :’LU,X%#wy--szL?Aw’XB,:Sl)g

2
+P(X2k+1 :w,ng#w,...,X47éw|X3:SQ)§
2
+ P(Xok1 :waXZk7éw7"‘7X47£w|X3:S3)§‘

Felhasznélva djra a szimmetriat, kapjuk, hogy

7
p(2k+1):]P)(XQk_i_l:w,XQk#w,...,X47QW|X3:SI)§:"'
7 k—1 9 7 k—1
(Xokt1 = w| Xop—1 = 51) (9) 9(9) ) c NN,

ahol az utolso elotti 1épés abbdl kovetkezik, hogy az 1 -3 -5 — -+ =2k -3 — 2k —1
ut k — 1 1épésbol all, az utolsd 1épés pedig abbdl, hogy két olyan ut vezet s1-bol w-be,
mely 2 lépéses. fgy a szoban forgd varhato érték:

0o o) 00 9 7 k—1 9 00 7 k—1 00 7 k—1
> (@2k+1)p = (2k+ 135 (§> =5 > 2k <§> +)° (5)
k=1 k=1 k=1 k=1
_2(y( 1 ’ L]
9 l—x) = 1-1
2 1 9
=-(2 “)=1
9 ( e x:g+2) 0

n

5.15. Feladat. Egy 3 x 3 x 3-as kockaracs egyik sarokkockajaba egy egeret tesziink, a
kozépsobe pedig egy darab sajtot. Az egér bolyong a sajtot keresve: minden lépésben
véletlenszertien 1ép at valamelyik szomszédos kockaba (amelyikkel van k6zos lapja). Varha-
téan hany lépésben taldlja meg a sajtot? (Ez a KOMAL B4131-es feladata, volt.)

Els6é megoldas. A récs négyféle tipusu kockabdl &ll: 8 db sarokkockdbdl (s tipus), 12 db
olyanbdl, amelyik él kozepén helyezkedik el (e tipus), 6 db olyanbdl, amelyik lap kozepén
helyezkedik el (I tipus), és végiil a kozépsé kockabdl (k tipus). Ha az egér a k tipusi
kockaba ér, akkor megtalalja a sajtot, melyet ugy tekintiink, hogy az 6sszes ezutani lépésben
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a kozépso, k tipusu kockdban marad. Minden n € Z, esetén vezessiik be az aldbbi
valoszintiségi valtozot:

s ha az n-edik 1épés utan az egér s tipusu kockaban van,
e ha az n-edik 1épés utan az egér e tipusi kockaban van,
[ ha az n-edik 1épés utan az egér [ tipusu kockaban van,

k ha az n-edik lépés utan az egér k tipusu kockaban van.

Mivel az egér kezdetben sarokkockdban van, X, =s. Tovébba, (X,)nez, Markov-lanc,
melynek fazistere {s,e,l,k}. Konnyen atgondolhatd, hogy egy s tipusi kockdnak 3 db e
tipusu szomszédja, egy e tipusu kockanak 2 db s tipusi és 2 db [ tipusi szomszédja, mig
egy [ tipusu kockdnak 4 db e tipust és 1 db k tipusi szomszédja van. fgy az (Xyn)nez,
Markov-lanc dtmenetvaldsziniiségi matrixa

S e [ k

S 0 1 0 0

el 1/2 0 1/2 0
P=yl o 2 o
5 5

k 0 0 0 1

ElGszor megmutatjuk, hogy az s allapotbdl indulva 1-valészintiséggel eljutunk (és igy el
is nyelédiink) a k elnyelé allapotban. Alkalmazva az 5.3. Tételt a H := {k} vélasztéssal,
kapjuk, hogy az

Ys = DsslYs + DPselYe + Psiyi + Psk = Ye,
1

1
Ye = DesYs T DeeYe T Deiyi + Pek = éys + Eyla

4 1
Y1 = PisYs + PleYe + Puls + Pk = 5 Ye + 5
Yk = DksYs T DkeYe + Dt + Prk = 1,
egyenletrendszernek van minimalis, nemnegativ megoldasa, mely nem mas, mint rendre az s,
e, [, illetve k Aallapotokbdl az k elnyels dllapotba vald eljutéds (elnyel6dés) valdsziniisége.
Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa, mely egyben a minimalis, nemnegativ megoldas is:

Ys
Ye
U
Yk

\
e e

igy barmely allapotbdl indulva 1 valészintiséggel elnyelodiink a £ allapotban.

AY>¥n fs(,?) osszeget kell meghatdroznunk, ahol

f(]?):P(Xn:k7Xn—1#k7"'7X27ék7X17£k|X0:S>7 nz=1.

s
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A Markov-tulajdonsag alapjan, minden n >2 esetén

f = ( —I{?an%k? XQ%]‘C,X1:S|X0:S)
+]P)(Xn:/€,Xn,1#k,...,XQ?ék,X1:€|X0:S>
+]P<Xn:k7Xn—17éka"'7X27ék X1:l|X0:8)

n— n— n—l n—
= s(k 1)pss + fe(k 1)pse + fl(k f( Y .
Hasonloéan,
n n— n— n— ]- n— 1 n—
fe(k) = fs(k l)pes + fe(k; 1)pel + fl(k 1)pel = 5 s(k Y + §fl(k 1), n 2 2,
n n— n—1 4 n—
flk: = Jsk 1)pls+fe(k l)ple_l_fl(k ) 5fe(k 1), 7’L>2
fgy 1 1 4 9
n n—2 n—2
fe(k) :§fe(k : B 5f§k Y = =10 e(k )7 nz=3.
Mivel Q=0 és
fek 2 fsk’ + flk‘ 2 5 10 Y

kapjuk, hogy
=0, n=2%k+1 k>0,

k
£ 9
ek 10
k—1 k—1
(n) 9 @_ 1 (9
Jen (10) Je = 15 (10> S ’

fo f””—{%(%)k_l ha n=2k+1, k>1,
sk -

illetve

Ezért

0 ha n=2k, k>1

illetve (trividlis médon) fs(,? = 0. Igy

00 00 k—1 00
S onfd = 2k + DG (E) +) (2k)-0
n=1 k=1 k=1
1 00 9 k—1 1 [ee] 9 k—1
— El = — =
k() (i)
k=1 k=1
S N T IR
S 5(1—-2)? 101-g 5 B

A kovetkezokben kiegészitésképpen explicite meghatérozzuk a P(X, = k| Xo = s) n-
lépéses atmenetvaldszintiségeket. Felhasznalva, hogy a Kolmogorov-Chapman egyenletek
alapjan az n-1épéses atmenetvaloszinliségi matrix az egylépéses atmenetvaloszintiségi matrix
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n-edik hatvanya, a P"™ matrix (s, k)-elemét kell meghatdroznunk. Egyszeri szdmolas
mutatja, hogy a P matrix paronként kiillonbozo sajatértékei

1 1 5 5
_ 5 5
0 1 3v10 _3V/10
U1 = y Vo = ; V3 = 8 ; Vg = 8 )
1 1 1 1
0 1 0 0
igy a P maétrix diagonalizalhato és
00 O 0
Gpg_ |01 00 5
— 3 — ,
0 0 715 03
00 O T
ahol
SN 40
0 1 30 _ 310 0 0 0 1
S:: 8 8 Sil = .
11 1 1 ’ 2 2/I0 2 _ 20B+VI0OVI0
9 15 9 15
0O 1 O 0 2 _2/10 2 _ 2(=3+V10)V10
9 5 9 15
Tgy
5 ( 3 \" 5 3 \"
01 5(e) ik
01 9<i>"1 2<_i>"1
P = (SDS™Y)" = SD"s ! = s\vis) - s\UT) st nen
0 1 (L)” <_i)”
V10 V10
0 1 0 0
Ezért
W _ .83\ 2B4VIOVID 5 3\ 23+ VIOVIO
Par = V10 45 4\ V10 45

V10 (i>n (3 +V10+ (-1)"(=3 + \/1_0))

n
) ha n paros,

n

—_ =
| |
w|H °|3

ol _—_
< El
1139
-2
o
~—

ha n péaratlan.
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Latjuk, hogy (természetes médon) a piﬁ), n € N, n-lépéses atmenetvalosziniiségek nem

egyeznek meg az fs(,?), n € N, valészintiségekkel.

Masodik megoldas. Az 5.2. Megjegyzés alapjan, a Markov-ldnc a &k (egyetlen) elnyel6
allapotban varhatéan

(P(Xo=3) P(Xg=¢) P(Xo=1)) (Is3x3— Q)"
1

lépés alatt nyelddik el, ahol I3x3 a (3 X 3)-as egységmatrix, illetve a P métrix (5.1) felirdsa

alapjan
0 1 0
Q=112 0 1/2
0 4/5 0

(A konkrét példaban I3.3 — @ invertdlhatd, igy alkalmazhaté az 5.2. Megjegyzés.) Mivel
]P)(XO = 8) =1 és

6 10 5
(Isxs— Q) =[5 10 5,
4 8 5
kapjuk, hopgy a Markov-lanc varhatéan
6 10 5
(1 00)f5 105 [1]=(6 105 |1|]=6+5+10=21
4 8 5
lépés alatt nyelddik el a k (egyetlen) elnyel6 allapotban. O

5.16. Feladat. (atlagos visszatérési id6k) Legyen {X,, : n € N} egy véges édllapottert,
irreducibilis Markov-lanc. Jelolje P = (p;;)ijer az atmenetvaldszinliségi matrixat, M =
(mij)ijer pedig az atlagos visszatérési id6kbdl allé matrixot. (Itt my; = E(7; | Xo = 1),
i,j €I, ahol 7;, j €1, a4.2. Megjegyzésben definidlt.) Mutassuk meg, hogy

m;; = 1+ Zpi,kmk,j, Z,j cl.
k#j

Megoldas. Legyen minden n > 1-re és 1,5 € I-re

W =P(X, =5, X, £, 1<t<n—1] X, =),

Z7j

(0)

(az i allapotbdl a j &allapotba vald els6 elérés valdsziniisége) és ;i = 0. Legyen tovabba

fii= fo?)
n=1
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(azaz az i-bOl j-be vald eljutds valdsziniisége). Mivel egy véges dllapotterii, irreducibilis
Markov-ldnc visszatérd, egy eldadasbeli tétel alapjan ff; =1, 4,5 € I. Ekkor

m;; = Z n fi(f;) m; ; definicidja és az allapottér végessége miatt
n=0
=Y nP(X,=j. X, #£j1<t<n—1| X, =1i) 1 definiciéja miatt
=piit Y nY P(X,=j X #j2<t<n—1,X; =k|Xo=1) n=1én>1
n=2 k#j

=pij+ Y nYy P(X,=jX; #5,2<t<n—1| X, =k)P(X; = k| Xo =)

n=2  ktj
:pi,j+ZnZP(Xn =7, Xi #75,2<t<n—1|Xy = k)pir,
n=2 k#j
és igy
Mmij = Pij + Z n Z f,gz._l)pi,k fiE?) definicidja miatt
n—2 k;éj
=Dij+ Z Z ”f k,j pz k a > -k dtrendezése
k#j n=2
=pij+ Z Z(n - 1)f]£3')pi,k valtozé eltolds.
k#j n=1
Ezért

m;; = pzy+zzn pzk+Zka]pzk

k#j n=1 k#j n=1
=DPij + Z Z n pz kTt Z JrjPik Jx; definiciéja miatt
k#j n=1 k#£j
o0
=DPijt+ Z Z nf;ir;)pi,k + Zpi,k a visszatérdség miatt fi . =1
k#j n=1 k#j
oo
= Z Z nf;if})pi,k + Zpi,k = Z My, ;Pik + 1.
k#j n=1 kel k#j

Heurisztikusan rogton adddik a megoldéas, mert az i-bol j-be vald atlagos elso eljutési ido
tekintheto ugy, hogy vagy egy lépésben i-bdl j-be lépiink, vagy eloszor kilépiink valamilyen
k # j éllapotba p;) valészintiséggel (ez 1 1épés), majd a k-bdl j-be val6 atlagos elsé
eljutasi idé6 my,; és ezt kell p;i-kal stlyozni, majd % osszes lehetséges értékére szummazni.
O
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5.17. Feladat. Tekintsiink egy olyan érmét, mely p valdszinliséggel esik a fej, 1 —p
valoszintiséggel esik az iras oldalara. Varhatoan hanyszor kell feldobni ezt az érmét, hogy
az FI minta el6szor megjelenjen? Varhatoan hanyszor kell feldobni ezt az érmét, hogy az
FF minta el6szor megjelenjen? El6szor oldjuk meg a feladatot szabalyos érmével.

Megoldas. Legyen az érme el6szor szabélyos, azaz p = 1/2. Legyen

{n ha az F'I minta eloszor az n-edik dobasra jelentkezik,
TFI *—

+00  egyébként.
Ekkor

E(1rr) = E(7py | az els6 két dobas FI)P(F1I) + E(1p; | az elsé két dobés FF)P(FF)
+ E(7p; | az €lsé két dobéds [ F)P(IF) + E(7p; | az els6 két dobas I1)P(11)
1 1 1 1
=2—+ 2+ mpprr)-+ 2+ mrrr)- + 2+ mrr)-,
4 4 4 4
ahol m; ;, 1,7 € {FF,FI IF,I1} akévetkezd atmenetvaldszintiségii Markov-lanc varakozasi
idéi
FF FI IF II
FF(1/2 1/2 0 0
FI 0 0 1/2 1/2
IF | 1/2 1/2 0 0
I\ o o 1/2 1/2

(Ez egy duplan sztochasztikus métrix.) A széban forgé Markov-lanc véges allapottert, ir-
reducibilis, igy ergodikus és létezik egyértelmii staciondrius eloszlasa. Ezt a stacionarius
eloszlast az aldbbi egyenletrendszer megoldasaként kapjuk

1 1
MTpp = §7TFF + §7TIF7
1 1
TRy = §7TFF + §7TIF7
1 1
mTip = §7TFI + §7TH>
1 1
T = §7TFI + §7T117

Tpr + Tpr +7p + = 1

Ennek megoldasa
1

Tpp =T = T =TI = Z

Az, hogy ez a megoldasa a széban forgd egyenletrendszernek, felhasznalva, hogy az atmenet-
valoszintiségi matrix duplan sztochasztikus, az 4.24. Feladat alapjan azonnal kovetkezik.

Mivel a Markov-lanc véges allapotterti, irreducibilis, az 5.16. Feladat szerint

miy =1+ pixmig, 0§ € {FF,FI,IFIT}.
oy
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Az egyszertibb frasméd kedvéért vezessiikk be az FF = 1, FI = 2, IF = 3 és Il =
4 jeloléseket. Nekiink mjgq, mgo €és mayo értékekre van sziikséglink. Felirva az el6z6
egyenletrendszert

1
mye =1+ Zpl,kmk,2 =14+ -myg,

2
k42
1
mso =1+ Zp:s,kmk,z =1+ §m172,
k£2
1 1
myo =1+ ZP47kmk,2 =1+ 5.2 + 572
k£2
Ennek megoldasa
myo = 2, mso = 2, My = 4.

) )

fgy
E( )—1+42+®1+@+2f4%2+®1—4
TR =g A A 1"

Abban az esetben, ha az érme nem szabalyos a Markov-lanc atmenetvalsziniiségi matrixa

FF FI IF I

FF[f p 1—p 0 0
FI 0 0 p 1—p
IF p 1—p O 0
17 0 0 p 1l—p

Ebben az esetben a varakozasi idékre vonatkozd egyenletrendszer

mio =1+p-mpo, mzo = 1+4+p-myo,

mao=1+p-mgo~+ (1 —p)myps.

Ennek megoldasa

1 1 1
migo = Tp’ mso = IT’ mygo = p(l —p)
fgy kiszamolhat6, hogy
Wﬁﬂ=ﬂﬂl—m+(lk?L)ﬁ+<?+—LJM1—M+<2+—;L—X1—M2
1—p 1—p p(1—p)
B 1
~p(l-p)

Meghatarozzuk most, hogy szabdlyos érme esetén mennyi idét kell atlagosan varni mig
az els6 FF megjelenik. Legyen

{n ha az F'F' minta el6szor az n-edik dobasra jelentkezik,
TrF ‘=

400 egyébként.
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Ekkor

E(rer) = E(rpp | az elsé két dobés FF)P(FF) + E(rpp | az els6 két dobds FI)P(FI)
+ E(7rr | az els6 két dobas [F)P(IF) + E(rpr | az els6 két dobas [1)P(I1)
= 2% +(2+ mFI,FF)i +(2+ mIF,FF)i +(2+ mH,FF)%ly
ahol m; ;, i,5 € {FF,FI,IF,II} akovetkez6 atmenetvaldszintiségiit Markov-lanc varakozasi
idoi
FF FI IF 1]
FF{1/2 1/2 0 0
FI| o o 1/2 12
IFl12 1/2 0 0
m\o o 1/2 172

Felhasznalva a korabbi jeloléseket nekiink az mo; mg1 és my; mennyiségekre van
sziikségiink. Felirva a varakozasi idokre vonatkozé egyenletrendszert

1 1
moy =1+ sz,kmk,l =1+ -m31+ My,

2 2
k£1
1
msz1 =1+ ZP3,kmk,1 =1+ §m2,1;
k£l
1+ 14 Lo+ 2
My = M1 = -m —Myq.
4,1 Pa kMg 1 9 3,1 5 4,1
k£1
Ennek megoldasa
ms1 =4, Mo = My = 0.

fgy
E(7rr) :1+(2+6)1+(2+4)1+(2+6)1 = 6.
2 4 4 4
O

5.18. Példa. (Mintdk varakozasi ideje) Legyen Z egy diszkrét valdszintiségi valtozo,
melynek értékkészlete a > véges halmaz. Legyenek Zi,Z,,... fiiggetlen, Z-vel azonos
eloszlasu valészintiségi valtozok. Tegytik fel, hogy adott véges sok, a Y-halmazbdl felépitett
Ay,..., Ag  (véges) minta. Minden j = 1,..., K esetén jelolje 74, az A; mintdnak
a Zy,Zs,... sorozatban az elsé bekovetkezéséig eltelt idét (varakozdsi idot). Tekintsiik a
T :=min{74,,...,74, } val6szinliségi véltozot, mely a Zy, Z,, ... sorozatban az addig eltelt
id6 mig az Ay,..., Ax mintdk koziil valamelyik bekovetkezik. Célunk E7 és P(7 = 74,),
j=1,..., K meghatarozasa. A kovetkezékben csak a K =1 esettel foglalkozunk, mikor is
egyetlen mintank van. Legyen A =ay---a, a minta, ahol ay,...,a, € X olyanok, hogy
P(Z=a;)>0, i=1,...,m. Ekkor 7 =174 és Eru-t kell meghatdroznunk. A standard
megoldéast Li adta meg [5] cikkében. A kovetkezdkben az 6 gondolatmenetét ismertetjiik,
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az ottani bizonyitdsokat a Pozdnyakov és Kulldorf [4] cikkben levé egyszertisitett forméban
targyalva. Eloszor egy példat tekintiink, aztan targyaljuk az dltalanos esetet.

11 4. 1
2 3 % §
valészintiséggel. Dobaljuk ezt a kockat egymas utan egymastol fiiggetleniil. Legyen tovabba

Tekintstink egy kockat, mely hdrom értéket =, y és z vehet fel rendre

A = zzx (azaz m = 3). Célunk Er, meghatdrozésa. Tekintsiink egy jatékost, aki a
kocka els6 feldobésa elétt 1 Ft-ot tesz arra, hogy a kockadobas eredménye az A minta els6
betlije, azaz x lesz. Ha x a dobas eredménye, tigy a jatékos visszakap ﬁ = ﬁ =2
Ft-ot (beleértve a kezdeti tétjét is), és ezt a 2 Ft-ot felteszi arra, hogy a masodik kockadobés
az A minta masodik betiije, azaz z lesz. Ha az els6 dobas eredménye nem =z, 1ugy
elvesziti 1 Ft-jat, és abbahagyja a jatékot. Ha a masodik dobas eredménye z, ugy a jatékos
visszakap ﬁ = 12% =12 Ft-ot (beleértve a 2 Ft-os tétjét is), és ezt a 12 Ft-ot felteszi
arra, hogy a harmadik kockadobds az A minta harmadik betiije, azaz = lesz. Ha a masodik
kockadobds eredménye nem z, ugy a jatékos elvesziti 2 Ft-jat, és abbahagyja a jatékot. Ha
a harmadik kockadobés eredménye =z, ugy a jatékos visszakap % = % =24 Ft-ot
(beleértve a 12 Ft-os tétjét is), és véget ér a jaték. Ha a harmadik kockadobds eredménye
nem x, Ugy a jatékos elvesziti 12 Ft-jat, és abbahagyja a jatékot. Ha a jatékos valamikor
veszit, gy a bank nettd nyeresége 1 Ft, ugyanis, ha az els6 dobasnal veszit, gy 1 Ft, ha
a masodik dobdasnal veszit, akkor 2 — 1 = 1 Ft, ha pedig a harmadik dobasnal veszit, gy
12—1—-10 =1 Ft a bank nett6 nyeresége. Ha a jatékos (végig) nyer, igy a bank nettd
nyeresége 1—24 = —23 Ft (vagy masképpen szdmolva —(1410412) = —23 Ft). Tegyiik
most fel, hogy minden kockadobas el6tt egy ujabb jatékos csatlakozik a jatékhoz, és egy
1j jatékos ugyanugy jatszik, ahogy az elso jatékos stratégiajat ismertettiik. Ha példaul a
kockadobés-sorozat: (y,z,x,z,y,x,x, z,x), Ugy

az 1. jatékos az 1. dobas utan hagyja abba a jatékot,

a 2. jatékos a 3. dobdas utan hagyja abba a jatékot,

a 3. jatékos az 5. dobas utan hagyja abba a jatékot,

a 4. jatékos a 4. dobés utan hagyja abba a jatékot,

az 5. jatékos az 5. dobés utan hagyja abba a jatékot,

a 6. jatékos a 7. dobés utan hagyja abba a jatékot,

a 7. jatékos a 9. dobds utédn hagyja abba a jatékot (& nyer),
a 8. jatékos a 8. dobas utan hagyja abba a jatékot,

a 9. jatékos a 9. dobés utan hagyja abba a jatékot.

A 9. dobéassal megjelenik az A = zzx minta, véget vetve a jatéknak, és a 7. jatékos kap az
elézdek alapjan 24 Ft-ot. A 7. jatékoson kiviil egyediil a 9. jatékos, aki még kap pénzt, 6 2
Ft-ot kap. Ebbol lathato, hogy tekintve egy tetszoleges hosszusagu, tetszoleges kockadobas-
sorozatot, mely xzx-re végzddik, az utolsé jatékos 2 Ft-ot, az utolsé elotti elotti pedig 24
Ft-ot kap. fgy jaték végéig a jatékosok Osszesen 24+2 = 26 Ft-ot kapnak, és ezért az Osszes
jatékos egyiittes nettd nyeresége 26 — 74 Ft. Azért kell levonni 74-t, mert 74 lépésszam
alatt ér véget a jaték, és egy jatékos a belépéskor 1 Ft-os tétellel kezd. Ugy gondolhatjuk,

151



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

hogy ezen nettd nyereség varhaté értéke nulla lesz (ezt az altalanos eset téargyaldsanal majd
precizzé tessziik), igy E(26 — 74) = 0. Ezért Er4 = 26.

Térjiink mosr ra az altaldnos (de K = 1) eset targyalasara. Tegyiik fel, hogy miden n =
1,2,... idGpont el6tt egy-egy 1j jatékos kezdi meg (ugyanazt) a kovetkezOkben ismertetett
jatékot. Az n-edik idépont elétt bekapcsolodd jatékos 1 Ft-ot tesz arra, hogy Z, = ay
lesz. Ha Z, = a;, ugy m Ft-ot kap vissza (beleértve tétjét is). Ha Z, # a;, ugy
abbahagyja a jatékot (és a pénzét elvesziti). Ha Z, = a; volt, Ggy Osszes vagyonat, azaz
m Ft-ot, felrakja arra, hogy Z,.1 = ay lesz. Ha Z,,1 = ay, Ugy mm Ft-ot
kap vissza. Ha Z,.; # as, 1gy abbahagyja a jatékot (és elveszti pénzét). Ha Z,.; = as

volt, gy Osszes vagyonat, azaz Ft-ot felrakja arra, hogy Z,.» = as. Es igy

1 1
P(Z=a1) P(Z=a2)
tovabb, végigmenve az A = a; - - - a,, minta Osszes betiijén. Abban az esetben, ha az adott

jatékos nyer és vége szakad a jatéknak nyereményével tavozik. A jaték akkor ér véget, mikor
1

legel6szor bekovetkezik az A = aq---a,, minta. Ekkor valaki biztosan nyer I PZ=a)

Ft-t, és lehet, hogy még méasok is nyernek (kevesebbet).

Minden n € N esetén legyen X, a bank nettd nyeresége az n-edik jaték utan. Legyen
tovabba X, := 0. Megmutatjuk, hogy (X,),>0 martingal és 74 olyan megallitasi
pillanat (X, )n>0-ra nézve, hogy Er4 < co. Felhasznédlva 74 definiciéjat kapjuk, hogy
minden n € N esetén {74 <n} € o(Xo,...,X,), azaz 74 megéllitdsi pillanat (X,),>o-ra
nézve. A martingalsaghoz azt kell beldatni, hogy

(5.4) E(Xpi1 | Xo, X1, ..., X)) = X,  ne€Z,.

Ha n olyan, hogy az n id6pontban véget ér a jaték, ugy X, X,41,... ugyanazok (a netté
nyereség mar nem valtozik). Igy ekkor (5.4) trividlis médon teljesiil. Legyen most n olyan,
hogy az n idépontban nem ér véget a jaték. Ekkor

E(Xpi1 | Xoy- s X0) = E(Xn | Xor ooy Xn) + E(Xns1 — X | Xoy- o Xn)
:Xn+]E(Xn+1_Xn|X07---7Xn)

miatt azt kell belatnunk, hogy E(X, 11 — X, | Xo,...,X,) = 0. A jaték akkor nem ér véget
az n idépontban, ha az (n—(m—1))-edik, (n—m)-edik, (n—(m+1))-edik, ..., 1. id6pontok
elott bekapcsolddott jatékosok mar mind abbahagytak a jatékot tgy, hogy nem nyertek. fgy
az. X,11—X, nettd nyereség valtozas az n-edik, (n—1)-edik, ..., (n—(m—2))-edik idépontok
elott bekapcsolodott jatékosokra szamolt netté nyereség valtozasokbol tevodik ossze, jelolje
ezeket rendre Ny, Np_1,..., Np_(m—2). fgy

m—2
E(Xn1 — X | Xo, .., X0) = Y E(Nooi | Xo, ..., Xa).

k=0

Tetszoleges k=0,1,...,m — 2 esetén

E(Ny—g | Xo, ..., Xp) = E(E(Nn,k | Xoy oo, X0, V) | Xos - - ,Xn),
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ahol V", az (n— k)-adik idépont elétt bekapcsolodott jatékos vagyona az n. jaték utan.
Bevezetve az

S = {az (n — k)-adik idépont el5tt bekapesolodott jétékos az (n + 1)-edik jétékban nyer}

jelolést, kapjuk, hogy
Vnn—k
P(S)

E(Ny—g | Xoy. ., X0, Vil ) = — ( - Vn”_k) P(S) 4+ V(1 —P(S))

Ioy E(Np_i| Xo,..., X0) =0, k=0,1,...,m—2, 6s ezért E(X, 41— X, | Xo,...,X,) =0.
Az aldbbiakban azt latjuk be, hogy Et4 < co. Megmutatjuk, hogy 74 <m(T + 1), ahol

T:=min{k 20 : Znps1 - Zmps1) = A}

Valéban, ha példaul, T = n, tugy a dobassorozatot felbonthatjuk n db m-hosszisagu
blokkra, hogy az els6 (n — 1) db blokk egyike sem egyezik meg A-val, az utolsé blokk
viszont igen, és igy Ta<m(n + 1) = m(T + 1). Végiggondoljuk, hogy T geometriai
eloszlasu:

P(T'=n)=(1-p)"p, n=>L

foy P(T=n)=(1—p)"p, n>0, és ET = %. Ezért

Ery <Em(T+1))=mE(T+1)=m (% + 1) < 00.

A Doob-féle megéllitdsi tételt fogjuk alkalmazni az (X,),>o martingdlra és a 74
megallitasi id6pontra. A teljesség kedvéért megfogalmazzuk a tételt (lasd, pl. Williams
[11, 100. old]): legyen T egy megallitasi idépont az (X, ),>0 martingalra vonatkozdan,
hogy ET < oo és tegyiik fel, hogy létezik olyan K > 0, hogy |X,(w)— X,_1(w)| <K
n €N, Prmm. we Q). Ekkor EX; =EX,.

A Doob-tétel alkalmazasahoz be kell még latnunk, hogy a széan forgé martingal névekmé-
nyei 1-valdsziniiséggel korldtosak (ugyanazzal a K-val). Minden n € N esetén legfeljebb m

jatékos van még jatékban, és egy jatékos lehetséges veszteségének /nyereségének maximalis

értéke H;nzl m, illetve, ha egy jatékos veszit, igy a bank ravonatkozd nettd nyeresége
-

1 Ft. fgy

i 1
- —an_Xn— < ) N
mj[IlP(Z:aj) 1M n e

[gy a Doob-féle megéllitasi tétel alapjan E(X,,) =EX,=0.
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A kovetkezékben X, -t irjuk fel 74 segitségével. Tetszoleges A =ay---a, é B =
by --- b, esetén legyen

5-4'—{]?(21:%) ha 1<i<m, 1<j<k, é a; =0y,
,] T

0 egyébként.
Legyen tovabba,
Ax B :=011022 Omm + 021032 Om—1 + +* + O 1,
mely A-nak és B-nek valamiféle atfedési méroszamaként foghato fel. Ekkor

X’r :TA_A*A7

A

hiszen 74 az Osszes jatékos altal a 74 id6pontig berakott pénz és Ax A a néhany szerencsés
altal nyert vagyon. (A korabban részletesen targyalt példaban: AxA =2-6-240-04+2 = 26.)
Igy a Doob-tétel miatt 0 =EX,, =E74 — Ax A, ésezért Ery = Ax A ]

6. Idomegfordithaté Markov-lancok

Az aldbbi gondolatmenetet motivacionak tekinthetjiik az idomegfordithatésdg definialasahoz.
Tekintsiink egy irreducibilis, aperiédikus, ergodikus Markov-lancot. Jelolje P = (p; ;)i jer az
atmenetval6szintiségi matrixat és {m;,i € I} az egyértelmiien létez6 staciondrius eloszlasat.
Vizsgélédjunk most idében visszafelé és nem elorefelé. Hatarozzuk meg a

lim P(X,, =j|Xm1 =1) hatérértéket!

m—00

Azt kapjuk, hogy

PXm: -:Xm =1
lim P(X, = j| Xy = i) = lim 20 Jr Xmi1 = 1)

m—oo m—oo P(Xm—H = Z)
00 P(Xopp1 = 1) T ,

mivel lim,, o P(X,, = k) = mx, k € I (az utébbi hatérérték l1étezéséhez van sziikség az
aperidédikussigra). Megmutatjuk, hogy tetszéleges i, j,is,...,ix € I allapotok esetén

hm P(Xm:]|Xm+1 :27Xm+2:”[/27,Xm+k:7,k):q1,]

m—00
Ezt interpretalhatjuk gy, hogy hosszi tavi miikodés utan egy ergodikus, aperiodikus, irre-
ducibilis Markov-lanc megforditottja is Markov-lanc, melynek atmenetvaldsziniiségi matrixa
Q = (¢ij)ijer- Mivel
P(X = | Xons1 =4, Xonao = 2, - o, Xonk = ig)

_ P<Xm =7, Xmp1 =4, Xpmg2 =12, ., Xppgp = Zk)

a P(Xpi1 =1, Xonso =2, .o, Xonpk = ir)

 P(Xp =) P(Xongk = ko X1 = 1| Xy = )

a P(Xm-H - i)P(Xm+2 =l,... 7Xm+k: =ik | Xm+1 - Z)

P(Xp = j)P(Ximy1 = 1| Xop = §) P(Xongre = tks - -, Xpngo = G2 | Xon1 = 4, Xon = J)
B P(Xpi1 = )P (Xongo =G, o, Xonak = i | Xpng1 = 1) ’
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igy a Markov-lanc definiciéja alapjan

P(X = j | Xopsr = i, Xonss = 9, -y Xonoss = i) = ( DPXmir =] J)

Ezért
. . . . . TiPj,i
n%l_rgo P(Xy =7 X1 =14, Xongo = t0, .o, Xopg = Ug) = % =qij-

2

Az 4.4. Megjegyzés alapjan, ha tekintiink egy irreducibilis, ergodikus Markov-lancot, mely-
nek kezdeti eloszlasa az egyértelmiien 1étezo stacionarius eloszléds, akkor az el6z6 szamolasok
lim,, .o, nélkiil is igazak.

6.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy eqy irreducibilis, ergodikus Markov-ldinc idomegfordit-
haté (time reversible), ha q¢;; =pij, Vi,j €I, azaz

(6.1) TiPij = TiDji Vi, jel.

Az (6.1) Gsszefiiggés tigy is megfogalmazhatd, hogy tetszéleges ¢,5 € I allapotok esetén
igaz az, hogy hosszi tavon a Markov-lanc atlagosan az id6 ugyanannyiad (nevezetesen m;p; ;-
ed) részében megy az i allapotbél a j &llapotba, mint forditva.

6.2. Megjegyzés. Legyen {X, : n € N} egy irreducibilis, ergodikus Markov-lanc, P =
(pij)ijer atmenetvalészintiségi métrixszal. Ha talalunk olyan {z;,4 € I} nemnegativ 1-
Osszegll szamokat, melyek kielégitik az x;p; j = x;p;;, i,j € I Osszefliggést (azaz az (6.1)
Osszefliggést), akkor a Markov-lanc idémegfordithat6 és m; = z;, ¢ € I az egyértelmiien
létez6 staciondrius eloszlas. Ugyanis, 6sszegezve i-re az (6.1) Osszefiiggésben

E LiPij = Lj E Pji = Xy,

i€l iel

iel
Mivel jelen esetben a {m;,i € I} stacionarius eloszls egyértelmii pozitiv megoldasa a fenti
egyenletrendszernek, kapjuk, hogy x; = m;, i € I. U

Tudjuk, hogy egy irreducibilis Markov-lanc, ha ergodikus, akkor egyértelmiien létezik
stacionarius eloszlasa, illetve ha nem ergodikus, akkor nem létezik stacionarius eloszlasa.
Emiatt a gyakorlati feladatok megoldasa soran ha egy Markov-lancrél kimutatjuk, hogy
irreducibilis és az (6.1) egyenletrendszernek van pozitiv megoldésa, akkor az az egyértelmiien
létez6 staciondrius eloszlas és a Markov-lanc idémegfordithatd, ergodikus (ha nem lenne
ergodikus, gy nem lehetne staciondrius eloszldsa). Megfogalmazhatjuk tehat a kovetkezd
allitast, ami megtaldlhaté példaul Grimmett és Stirzaker [3] 133. oldalan.

6.3. Allitas. Legyen {X, : n>=0} egy irreducibilis Markov-linc 1 fdzistérrel és tegyiik
fel, hogy léteznek olyan m;, i € I szdmok, hogy 0<m <1, i€ I, Y, ,m =1, ¢és
TiPij = TiDji, 4,J € 1. Ekkor a Markov-ldanc idémegfordithato, ergodikus és {m; :i € I} a
stactondrius eloszldsa.
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6.4. Feladat. Legyen {X, : n € N} egy Markov-ldanc, melynek fézistere {1,2,3} és
atmenetvalészintiségi matrixa

0 1/2 1/2

P=1|1/4 172 1/4
1/4 1/4 1/2

Mutassuk meg, hogy az {X, : n € N} Markov-lanc idémegfordithatd!

Megoldas. Ez a Markov-lanc irreducibilis, aperiddikus és véges allapotterti. fgy ergodi-
kus és az egyértelmiien 1étez6 stacionarius eloszlasat a kovetkezd egyenletrendszer (pozitiv)
megoldasaként kapjuk

1 1
T = ZTI’Q + Z7T3,
1
g = §7T1 + §7T2 + Zﬂg,
RSN |
T3 = 27T1 47T2 27737

7T1+7T2+7T3:1.

A megoldds m =1/5 és m =m5 = 2/5.
Az idémegfordithatosaghoz azt kell leellendrizni, hogy

ﬂ-ipz',j = ijj,i, Z,j == 1, 2, 3.

Ha i =j, akkor trividlisan igaz a dolog. Szimmetria miatt elég az (1,2), (1,3) ésa (2,3)
eseteket megvizsgalni. Ezek

1121
m™P12 = 59 10 54 T2P2,1,
1121
TiP1,3 = 59 10 54 T3P3,15
21 1 21
T2P2,3 = 5410 54 T3P3,2-
Tehat teljesiilnek a megkivant egyenléségek, azaz idomegfordithaté a Markov-lanc. U

6.5. Feladat. [Ross [7], Chapter 4, Example 7a] Legyen {X, :n € N} egy Markov-
lanc, melynek fazistere {0,1,..., M} és dtmenetval6sziniiségei

pi7i+1:ai:1—pi7i_1, izl,...,M—l,

pog =00 =1—=poo, pum=0cam=1—pury-1,

ahol «; € (0,1),7=0,1,..., M. Mutassuk meg, hogy a Markov-lanc idémegfordithaté és
hatarozzuk meg a stacionarius eloszlasat!
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Megoldas. Ez a Markov-lanc irreducibilis, aperiédikus, igy az 6.2. Megjegyzés alapjan
adddik, hogy ha az (6.1) Osszefliggésnek talalunk pozitiv megolddsat gy az lesz az egyértel-
mil stacionarius eloszlas és a Markov-lanc idémegfordithat6. Azt, hogy a Markov-lanc
idémegfordithat6 az alabbi heurisztikus gondolatmenet is mutatja. Legyen i € {1,..., M —
1}. Vizsgdljuk az i-bél ¢ + 1-be, ill. i+ 1-b8l i-be valé dtmenetek szadmat, legyen az
elébbi y; ;41, az utébbi pedig yi41,;. (A széban forgd Markov-lanc az ¢ &llapotbdl csak a
két szomszédos allapot valamelyikébe ugorhat.) Mivel két egymast kovetd i-bol i + 1-be
atmenet kozott biztosan van 1 darab i+ 1-bol i-be dtmenet (és forditvais) vii1 €8 Yiy1,
kozott maximum 1 lehet a kiilonbség. fgy az 1-bol i+ 1-be, illetve i+ 1-bol i-be térténo
atmenetek relativ gyakorisagainak kiilonbsége 0-hoz tart. Azaz hosszu tavon a Markov-lanc
atlagosan az id6 ugyanannyiad részében megy az ¢ allapotbol az ¢ + 1 allapotba, mint
forditva. Az ¢ =0 illetve : = M allapotok esete hasonléan targyalhato. fgy a (szavakban
megfogalmazott) iddmegfordithatésdg adddik.

frjuk fel az (6.1) Osszefiiggést ¢ =0,...,M —1 és j =i+ 1 vdlasztdsokkal, igy

Ty = 7Tl(1 — Oél),

T = 7T2(1 - 042)7
o = i1 (1 — quya),
Ta—10—1 = T (1 — apr).

Ezt megoldva kapjuk, hogy

(6% (051 (671851

™ =

= 0
1-0[1 9 )

altalaban pedig

Mivel M m =1,

igy minden ¢=1,..., M-re

« o M o o -
Ceqy ey
7ri:(l—og(i)...(l—ozi) 1+]Z:;(1—02) (Jl—oc])]
Specidlisan, ha o; = «,1=0,..., M, akkor
N N R A N .
M = 1*;(1—04)] =<?> =1
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ahol B =a/(1—a) ésigy

p'(1-5) .
Fi:w, ZIO,L...,M.

4

Az aldbbiakban az el6z6 feladat specialis eseteként targyaljuk az in. Ehrenfest-féle urna-
modellt. P. és T. Ehrenfest (két fizikus) az aldbbi modellt dolgozta ki molekuldk mozgasédnak
vizsgalatéra.

6.6. Feladat. (Ehrenfest-féle urnamodell) Tegyiik fel, hogy M molekuldt elhelyeztiink
két urndban. Kivalasztunk véletlenszertien egy molekuldt (a két urna és az urndban levé
molekuldk koziil is véletlenszertien vélasztva) és atrakjuk a mdsik urndba. Ezt az eljarast
ismételve jelolje X, az n-edik 1épés utan az elsé urnaban levé molekuldk szamat. Ekkor
{X,, : n € N} Markov-lanc, ugyanis minden lépésben az 6sszes molekula koziil vélasztunk
véletlenszertien egyet. Létezik-e stacionarius eloszlasa a széban forgd Markov-lancnak és ha
igen mi az?

Megoldas. Ezen Markov-lanc fazistere {0,1,..., M} és dtmenetvaldsziniiségei

M—i |
Piit1 =~ 7 =1-pii, i=1,...,M—1,

poi =1=1—pop, puyv =0=1—pyr-1,

hiszen amikor az els6 urnaban ¢ darab molekula van, akkor a méasodik urndban M —:¢ darab
van és ahhoz, hogy a kovetkezo lépésben az els6 urnaban ¢+ 1 darab legyen a masodik
urnabol kell vélasztani egyet. fgy ez a Markov-lanc specialis esete az el6z6 példabelinek
a; = (M — i) /M, i = 0,1,..., M-el. Tehat ez a Markov-ldnc irreducibilis, aperiédikus,

ergodikus, idomegfordithato és stacionarius eloszlasa mg, ..., my,
- (Hi oy )1 - (Hi%%...%)‘
o (i—a)(I-ay)) oI
MMM 1) M-+ 1) Moan 1\
(g () )
ahol az utolso elotti lépésben a binomialis tételt hasznaltuk. fgy minden ¢=0,1,..., M-re

e () S ) () )

gy a staciondrius eloszlds M-ed rendt, 1/2-ed paraméterii binomidlis eloszlés.

Belathaté az is, hogy hosszu tavon az M molekula mindegyikének helyzete egyméstol
fiiggetlen, és mindegyikitk 1/2, 1/2 valészintiséggel lehet az els ill. a masodik urndban.
O
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6.7. Feladat. Helyezziink el véletlenszeriien m darab fehér és m darab fekete golyot
két urnaban oly modon, hogy mindkét urna m darab golyét tartalmazzon. Minden egyes
alkalommal egy-egy golydt kivélasztunk (véletlenszeriien és egymadstdl fiiggetleniil) mindkét
urnabdl és megceseréljiik oket. Legyen X, az n-edik csere utdn az els6 urnaban levé fehér
golyok szama.

(i) Mutassuk meg, hogy {X, : n>0} Markov-lanc, és hatdrozzuk meg az dtmenetvald-
szinliségi matrixat!
(ii) Hatdrozzuk meg a stacionarius eloszldsét, feltéve, ha létezik!
(iii) Mutassuk meg, hogy {X, :n >0} idémegfordithaté Markov-lanc!
Megoldas. Az {X, : n € N} Markov-lanc allapottere {0,1,...,m} és irreducibilis,
aperiodikus a Markov-lanc.

(i) Koénnyen kapjuk, hogy

po1=1, Ppm-1=1, poo=0, pmm=0.

Ha 7=1,...,m—1, 4gy pi;+1 megegyezik annak a valdsziniiségével, hogy az els6 urnédbol
feketét, a masodikbol pedig fehéret valasztunk tudva azt, hogy az els6 urnaban ¢ darab
fehér (igy m — i darab fekete), és a masodik urnaban m — ¢ darab fehér (és igy ¢ darab
fekete) van, Osszesen ugyanis m darab fehér van. Ezért

m—im—i (m—i)?

Dii+1 = m m = m2 s Z:O,,m—l

Hasonléan p;;—1 megegyezik annak a valdszinliségével, hogy az els6 urnabodl fehéret, a
masodikbdl pedig feketét valasztunk, tudva azt, hogy az elsé urndban i darab fehér (igy
m —i darab fekete), és a masodik urndban m — ¢ darab fehér (és igy i darab fekete) van.

Ezért
11 7

Pii—1 = —— = —, izl,...,m.

mm m

Analég médon
2i(m — 1

Dii = (m2 )7 Z:()a , M
Osszefoglalva
. 2 -2 . .
m—1 7 29(m — 1 . .
Diji+1 = %7 Diji—1 = 2 Dii = %, 1 =0,...,m ahol értelmes.

(ii) Mivel a Markov-lanc irreducibilis, aperiédikus, véges allapotterti, kapjuk, hogy ergodikus
és az egyértelmiien létezd stacionarius eloszlast a kovetkezé egyenletrendszer megoldasaként
kapjuk:

m
7Tj:§ pi,jﬂ_h ij,...,m,
=0

T+ -+ 7, =1
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Ezen egyenletrendszer megoldasat heurisztikusan megsejtjiik, s utdna megmutatjuk, hogy
tényleg az a megoldas. Ugy gondoljuk, hogy igen hosszi tavon annak a valdszintisége, hogy
az els6 urnaban ¢ darab (i =0,1,...,m) fehér goly6 van egyenld annak a valészintiségével,
hogy 2m golyé koziil (melybdl m fehér, m fekete) m darabot kivélasztva i darab
fehér van, azaz az a sejtésiink, hogy

(DG ()
I

Azaz a staciondrius eloszlds hipergeometrikus eloszlas 2m, m és m paraméterekkel. Most

i=0,1,...,m

T, =

megmutatjuk, hogy tényleg ez a stacionarius eloszlas.

Ha 7 =0, akkor

2 2 2
o mn m 1 m? 1 m
S ol i) - L )

p m* () G G

ezért a 7 =0 eset rendben van.

Ha j =1, akkor

szl(m)2 (m)2 ( ) ( )2 1 2(m —1) m? ) 92 (,;)2

I I B Rl 0 I c N e

:2$)<1+2( 1)+Tj 2(m4 ))_(21,L)(2m—1+m2—2m+1)

m

_m ()
C)’

()

igya j=1 esetisstimmel. A 7=23,...,m—1 esetben

E i = Pjm1jTj—1 + PjyTj + Pjr1 T

_ Cm—g 12 (") 2m =) (1) G2 ()
a5 I T GO 6
 (m)? (m—j+1)° 2j(m — j) G +1)°
" () (G B0 * T * G =7 =T7F)

_G
G

A j =m esetben is stimmel a dolog. Az is adédik, hogy
m m 2
m 1 [/2m
Zﬂjzsz() :W( )Il-
7=0 (m) j=0 J (m) m
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(iii) Ahhoz, hogy az {X, : n € N} Markov-lanc idémegfordithat6 azt kell ellendrizni, hogy
TiPij = T;Dji» 4, J = 0,1,...,m esetén. Csak a j =i+ 1 eset érdekes (egyébként 0 = 0),
azaz azt kell leellenorizni, hogy

(1) (m =i _ (1) i+ 1)
G m? Cr) o m?

Ekvivalens atalakitdsokat végrehajtva ez akkor és csak akkor igaz, ha

(")on—i= (7)),

m! m)!
il(m—i—1)  dl(m—i—1)

igy igaz a dolog. U

igaz-e?

azaz

6.8. Feladat. ((")sszefﬁggéi sulyozott graf) [Ross [7], Chapter 4, Example 7b| Te-
kintsiink egy tetszéleges Osszefiiggd grafot, melynek minden (i,j) éléhez hozza van ren-
delve egy w;; pozitiv szam. Tekintsiink tovabba egy békat, mely ezen Osszefliggd graf
csucspontjain ugral oly modon, hogy ha egy adott idépontban az i csticspontban van,
akkor annak a valdszintisége, hogy a j csticspontba ugrik

Pij === >
T e Wi
ahol w;; =0, ha (4,5) nem él. (Itt I a graf csicspontjaibdl 4llé6 halmaz.)

Tekintstik példaul az aldbbi osszefiiggo grafot:

Itt p1o =3/3+1+2) = 1/2. Legyen minden n>1 esetén X, = ¢, ha az n-
edik id6pontban a béka az ¢ csicspontban van. Mutassuk meg, hogy {X, : n € N}
idémegfordithaté Markov-lanc és hatdrozzuk meg stacionarius eloszlasat!

Megoldas. Az osszefliggbség miatt ez a Markov-lanc irreducibilis. Valoban, az 6sszefiiggdség
alapjan a graf barmely két pontja kozott van it, azaz ha x és y a graf cstcspontjai, ugy
létezik csucspontoknak olyan wvg, ..., v, és éleknek olyan eq,..., e, sorozata, hogy vy = x,
vp =y, € két végpontja v;_1 és v, | =1,... k, tovabba a pontok kozott nincs ismétlédés
(és ekkor az élek kozott sincs). Mivel minden olyan i és j csicspontra, melyekre (i, )
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¢l, fennall, hogy w;; > 0, kapjuk, hogy a széban forgé Markov-lanc esetén minden allapot
elérheté minden allapotbdl, azaz a Markov-lanc irreducibilis. fgy az 6.3. Allitas alapjan azt
kell megnézni, hogy a

TiDij = TiPji 1,7 €1,
S
el

egyenletrendszernek van-e pozitiv megoldasa. Az nem igaz altaldban, hogy ez a Markov-lanc
aperiddikus lenne. Abban az esetben példaul, ha egy 5-pontu csillag graf adott, akkor 2 a
periddus. Felhaszndlva a p; j-re vonatkozo képletet kapjuk, hogy
Wi, Wi
; »J =T Js

zjel Wi, ’ D ier Wi

¢és mivel w;; = w;; adddik, hogy

T T

djerWig  DoierWii

Ez pedig azzal ekvivalens, hogy létezik olyan ¢ € R, hogy

T

Zje[ Wi,
Mivel . ;m =1, igy ¢ ;> e wiy =1 miatt

> jer Wi

=c, Viel.

T = .
Zie] Zje[ Wi,
A példaban megadott grafra
Kl 3 o S 12
MTEy MUy MUy MUy BTy

O

6.9. Megjegyzés. Egy {0,1,..., M} allapotteri Markov-lancra az (6.1) egyenletrendszer
altalaban nem oldhaté meg. A megoldhatésaghoz sziikséges feltétel, hogy tetszoleges 1, j, k
allapotokra fennalljon, hogy

DikPk,jPji = Pi,jPjkPk,j>

lasd, pl., Ross [7], 178. oldal. O

6.10. Feladat. [Durrett [2], 65. old.] Tekintsiink egy 4 x 4-es ,,sakktablat.” Egy bolha
a bal fels6 mezorol indulva gy bolyong, hogy minden 1épésben az altala éppen elfoglalt
mez0 egyik szomszédjara ugrik, a lehetséges mezok koziil egyenld valoszintiséggel valasztva.
Hatarozzuk meg, hogy hosszu tavon az id6 hanyad részében van a bolha az egyes mezékon!
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Megoldas. Ezt a feladatot az 6.8. Feladat (6sszefiiggd silyozott graf) mdédszerével oldjuk
meg. Grafunk csicspontjai legyenek a 4 x 4-es ,,sakktabla” mez6i, két cstucspontot akkor
kotiink Ossze éllel, ha a bolha az egyikrél a mdsikra (egy lépéssel) at tud ugrani. fgy a
kovetkezo Osszefliggs grafot kapjuk:

Minden élhez az 1 sulyt rendeljiik hozza, tovabba minden n >1 esetén legyen X,
az a csucspont, ahol a bolha az n-edik ugrds utan tartézkodik és X, a kezdo bal felso
mezonek megfelel§ csicspont. Ekkor {X,, : n >0} idémegfordithaté Markov-ldnc, és egy
adott csicsponthoz a staciondrius eloszlas azt a sulyt rendeli, melyet tigy kapunk, hogy az
adott csucspontbdl kiinduld élek szamat elosztjuk a grafban talalhato élek osszes szaméanak
kétszeresével. Az egyes csucspontokban az adott csiicsbdl kiindul6 élek szamét feltiintetve a
kovetkezo tablazat adodik:

2332
3443

3443
2332

Ezért az élek Osszes szamanak kétszerese 4 -2+ 4 -4+ 8 -3 = 48. fgy az egyes
csucspontokban a stacionarius eloszlas altal a hozzarendelt valdszintiségeket feltiintetve a
kovetkez6 tablazatot kapjuk:

124 116 116 124
16 112 112 116
V16 V12 112 116
1/24 1/16 116 1/24

Az egyes cstucspontokban levé szamok megadjék, hogy az adott csticspontban a bolha az
id6 hanyad részében tartézkodik. 0

6.11. Feladat. [Durrett [2], 65. old.] Tekintsiink egy 4 x 4-es , sakktéblat.” Egy bolha
a bal fels6 mezordl indulva ugy bolyong, hogy minden lépésben a négy lehetséges irany koziil
egyenl6 valoszinliséggel vélaszt egyet és ha van abban az irdnyban az dltala éppen elfoglalt
mezovel szomszédos mez6, Ggy odaugrik, ha nincs ugy helyben marad. Hatarozzuk meg,
hogy hosszu tavon az id6 hanyad részében van a bolha az egyes mez6kon!
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Megoldas. Ezt a feladatot az 6.8. Feladat (6sszefiiggd silyozott graf) mdédszerével oldjuk
meg. Grafunk csicspontjai legyenek a 4 x 4-es ,,sakktabla” mez6i, két cstucspontot akkor
kotiink Ossze éllel, ha a bolha az egyikrél a mdsikra (egy lépéssel) at tud ugrani. fgy a
kovetkezd Osszefliggd grafot kapjuk

Azaz a (4 x4)-es ,,sakktéablat” reprezentdl6 négyzet oldalan levé csticspontokhoz egy-egy
hurokél is tartozik. Akkor kapjuk a feladatban megfogalmazott bolyongast, ha az élekhez a
kovetkezo sulyokat rendeljiik

Ugyanis, igy példaul annak a valdszintisége, hogy az (1,1) csticspontbdl az (1,2)
csucspontba ugrunk 1/(2+ 1+ 1) = 1/4, annak, hogy (1,1)-b6l (1,1)-be ugrunk 2/(2+
1+ 1) =1/2, stb. Ekkor minden csticspont esetén a csicspontbdl kiindulé élekhez rendelt
sulyok Osszege 4. fgy minden egyes cstcspont esetén az altalanos esetre vonatkozé

_ Zje[ Wi, j
Zie[ Zje] Wi,

T

képlet a kovetkezo alakot olti
4 4 1

T34 16-4 167

T

hiszen 16 cstucspont van. fgy a stacionarius eloszlas a csucspontokon vett egyenletes eloszlés.
O

6.12. Feladat. (Queen’s random walk) Reprezentaljuk a sakktablat Z2?-nek az {(i,j) :
1<i4,j <8} részhalmazaként. (A kirdlynd tetszoleges szamu mezét léphet vizszintesen,
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fliggblegesen vagy atlésan egy 1épés alatt.) A kirdlyné az (1,1) csticspontbdl indulva igy
mozog, hogy minden lépésben a szamara lehetséges mezdk koziil egyenld valdszintiséggel
valaszt egyet és odaugrik.

(i) Az idé hanyad részében tartézkodik az egyes mezokon?
(ii) Varhatéan hany lépés alatt jut vissza a kiinduldsi (1,1) pontba?

Megoldéas. Ezt a feladatot az 6.8. Feladat (Osszefiiggd silyozott graf) mddszerével oldjuk
meg. Grafunk csicspontjai legyenek a sakktabla mez6i, két csicspontot akkor kotiink ossze
éllel, ha a kirdlyné az egyikr6l a masikra (egy lépéssel) dt tud ugrani. Minden élhez az
1 sulyt rendeljiik hozza, tovdbba minden n >1 esetén legyen X, az a csicspont, ahol
a kirdlyné az n-edik ugras utan tartozkodik és X, a kezd6 bal fels6 mezdnek megfelelo
csicspont. Ekkor {X,, :n >0} idémegfordithaté Markov-lanc, és egy adott csticsponthoz
a stacionarius eloszlas azt a silyt rendeli, melyet gy kapunk, hogy az adott csicspontbél
kiindul6 élek szamat elosztjuk a grafban taldlhaté élek Osszes szamanak kétszeresével. Az
egyes csticspontokban az adott csticsbdl kiindulé élek szamat feltiintetve a kovetkezo tablazat
adodik:

21 21 21 21 21 21 21 21

21 23 23 2323 2323 21

21 23 25 2525 25 23 21
21 23 25 27 27 25 23 21
21 23 25 27 27 25 23 21
21 2325 2525 25 23 21
21 23 23 23 23 23 23 21
21 21 21 2121 21 21 21

Ezt egyszertien ugy foglalhatjuk Ossze, hogy a négyzet oldalatél k, (k = 0,1,2,3)
tavolsagra levo cstucspontokbdl kiindulé élek szama 21 + 2k. fgy az ¢élek Osszes szamanak
kétszerese

21(16 +2-6) +23(12+2-4) +25(8 +4) + 27 - 4 = 1456.

Ezért a négyzet oldalatol k tavolsdgra levo csiucspontokhoz a staciondrius eloszlas altal
hozzarendelt valdszintiség

21 + 2k
k=0,1,2,3.
1456 0.1,2,3
Ezzel az (i) kérdésre valaszoltunk.
A (ii) kérdésre a valasz
14 14
o6 1456 = 69.3333.

20+2.0 21
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6.13. Feladat. (Knight’s random walk) Reprezentdljuk a sakktablat Z?-nek az {(i,j) :
1 <i,5 <8} részhalmazaként. (Egy 16 az (i,7) mez6r6l 8 lehetséges helyre: (i+2,5+1),
(+2,5-1), (+1,j+2), (+1,5-2), (—1,j+2), (i—1,j~2), (i-2,j+1) & (i—2j-1)
ugorhat, feltéve, ha ezek rajta vannak a sakktablan.) Egy 16 az (1,1) csticspontbdl indulva
ugy mozog, hogy minden 1épésben a szaméra lehetséges mezok koziil egyenlo valdszintiséggel
valaszt egyet és odaugrik.

(i) Az idé hanyad részében tartézkodik az egyes mezdkon?

(ii) Vérhatéan hény 1épés alatt jut vissza a kiinduldsi (1,1) pontba?

Megoldas. Ezt a feladatot az 6.8. Feladat (Osszefiiggd silyozott graf) mddszerével oldjuk
meg. Grafunk csticspontjai legyenek a sakktabla mez6i, két csicspontot akkor kotiink Gssze
éllel, ha a 16 az egyikrdl a masikra (egy 1épéssel) at tud ugrani. Minden élhez az 1 silyt
rendeljiik hozz4, tovabbd minden n > 1 esetén legyen X,, az a cstucspont, ahol al6 az n-edik
ugras utan tartézkodik és X, a kezdé bal felsé mezonek megfelel csicspont. Ekkor {X, :
n >0} idémegfordithaté Markov-ldnc, és egy adott cstiicsponthoz a staciondrius eloszlés
azt a sulyt rendeli, melyet ugy kapunk, hogy az adott csicspontbdl kiinduld élek szamét
elosztjuk a grafban taldlhato élek Gsszes szamanak kétszeresével. Az egyes csucspontokban
az adott csucsbol kiinduld élek szamat feltiintetve a kovetkezo tablazat adodik:

2 3 4 4 4 4 3 2
6

3 4 6 6 6 4 3
4 6 8 8 8 8 6 4
4 6 8 8 8 8 6 4
4 6 8 8 8 8 6 4
4 6 8 8 8 8 6 4
3 4 6 6 6 6 4 3
2 3 4 4 4 4 3 2

Ezért az élek Osszes szaménak kétszerese
4-24+8-34+20-4416-6+ 16 - 8 = 3306.

fgy az egyes csucspontokban a stacionarius eloszlas altal a hozza rendelt valdszintiségeket
feltiintetve az €l6z6 tablazat 1/336-szeresét kapjuk. Ezzel az (i) kérdésre vélaszoltunk.

A (il) kérdésre a vélasz 23 = 168. O

6.14. Feladat. Tekintsiink egy részecskét, mely a sik nemnegativ egész koordinatéju pont-
jain bolyong oly médon, hogy a (0,0)-bdl indul ki és minden lépésben valamelyik lehetséges
iranyban (lefelé, felfelé, jobbra, balra) egy egységet mozdul el, a lehetséges iranyok koziil
mindig egyenlo valdszintiséggel valasztva. Feltételezziik, hogy az egymast kovetd lépések
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fiiggetlenek. Feltételezziik, hogy a részecske gy bolyong, hogy az aldbbi dbran ()-el jelolt
pontokba nem léphet (azaz ezek szamara nem lehetséges iranyok, ha éppen olyan helyen van,
hogy oda is léphetne). Természetesen a részecske az x tengely ald, illetve az y tengely elé
sem léphet. Az abra:

Start

(i) Hosszu tavon az id6 hényad részében van az A = (1,3) pontban?
(ii) Hosszu tavon az id6 hanyad részében van az O = (0,0) pontban?

(iii) Tegytik fel, hogy a részecske az A = (1,3) pontbdl indul ki. Varhatéan hany 1épés
mulva tér vissza oda?

Megoldas. Ezt a feladatot az 6.8. Feladat (0sszefiiggd silyozott graf) mddszerével oldjuk
meg. Grafunk csticspontjai a részecske altal elérheté pontok halmaza, két csticspontot akkor
kotiink Ossze éllel, ha a részecske az egyikrél a mésikra (egy lépéssel) at tud ugrani. Igy
egy Osszefliggd grafot kapunk. Minden élhez az 1 silyt rendeljiikk. Ekkor {X, : n >0}
idomegfordithaté Markov-lanc lesz és egy adott csticsponthoz a staciondrius eloszlas azt a
sulyt rendeli, melyet gy kapunk, hogy az adott csticspontbdl kiindulé élek szamat elosztjuk
a grafban talalhato élek Osszes szamanak kétszeresével. Az adott grafban 34 cstcspont van,
3 olyan cstcspont van, melybol 4 él vezet ki, 14 olyan cstcspont van, amelybol 3 él
vezet ki, 13 olyan cstcspont van, melybol 2 él vezet ki és 4 olyan csticspont, melybol 1
él vezet ki. fgy az Osszes élek szamanak kétszerese 3-4+4+14-34+13-2+4-1 = 84.

(i) Mivel az A pontbdl 3 él vezet ki, igy w4 = 3/84.
(ii) Mivel a (0,0) pontbdl 2 él indul ki, igy o) = 2/84.

(iii) Ez a Markov-ldnc irreducibilis és 2-periddusi. Az ma 4 mennyiségre kérdeznek ra.
Mivel mya = 1/ma, ezért a valasz 84/3. O

7. Markov dontési folyamatok

A kovetkezSkben Ross [7, Chapter 4, Section 8] fejezetét dolgozzuk fel.

Legyen {X, :n € N} egy sztochasztikus folyamat az (Q2,.A, P) valdsziniiségi mezon,
melynek fazistere I = {1,2,..., M}. Minden egyes idépillanatban, miutdn megfigyeltiik ezt
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a sztochasztikus folyamatot, valasztanunk kell egy dontést egy A dontéshalmazbdl, melyrol
feltételezziik, hogy véges.

Ha a folyamat az n idopillanatban az ¢ allapotban van és az a dontést valasztottuk,
akkor feltételezziik, hogy a folyamat a j allapotba p; ;(a) valészintséggel megy at. Ha a,,-
nel jeloljiik az n-edik idépillanatban valasztott dontést, akkor a fenti dolog matematikailag
azt jelenti, hogy

P(Xn+1 - ] | XOaa()aXlaal? s 7Xn = i,(ln = CL) = pi,j(a’)7

azaz az atmenetvaldsziniiségek csak a jelenlegi allapottol és az utana meghozott dontéstol
fiiggenek (és persze a kovetkez6 allapottol).

Dontési stratégian (policy) egy, a dontéseink meghozataldra vonatkozé szabélyt értiink.
Csak olyan dontési stratégiakra szoritkozunk, melyek soran egy n iddpillanatban meghozott
dontés csak a folyamat adott id6pontbeli allapotétdl fligg (és nem fiigg a korabbi dllapotoktol
és dontésektdl). Megengediink azonban un. véletlenitett stratégidkat is, azaz mikor egy
adott idépontbeli dontéstinket valamilyen valészinliség eloszlas szerint valasztjuk ki az 6sszes
lehetséges dontések halmazabdl.

Valés szamok egy [ := {f;(a),a € A,i=1,..., M} halmazat véletlen dontési stratégidnak
nevezziik, ha
0<Bi(a) <1, Vi=1,...,M, YacA, > fila)=1, Vi=1,... M.
acA

( Bi(a)-t ugy interpretaljuk, hogy ha a folyamat az i &llapotban van, akkor az a dontést
Bi(a) valdsziniiséggel valasztjuk.)

Rogzitsiink a tovabbiakban egy [ dontési stratégiat. Vezessiik be a Pg = (Pg), ;,
t,7=1,...,M, M x M-es matrixot, ahol

ﬁ)%j ::Zpi,j<a)ﬁi(a>7 Z)] = 17"'7M-

acA
Ekkor Pg egy sztochasztikus matrix. Valéban, minden ¢=1,..., M esetén
M
>0 = X (o) 0 = i =,
7j=1 acA acA

és (Pg);; =0,4,5 =1,...,M. loy tetszbleges 1, i = 1,..., M, kezdeti eloszlds esetén
létezik olyan (23, .As, Pﬂ) valészintliségi mez6 és ezen egy olyan {Y, : n >0} homogén

Markov-lanc, melynek {1,..., M} a fazistere, p;, i =1,..., M, a kezdeti eloszldsa, azaz
P3(Yo=1)=p, i =1,..., M, és egylépéses atmenetvaloszintiségi matrixa Pg, azaz
Ps(Yorr = j1Ya=1)= (Pa)ij =Y pij(@)Bila), neN, ij=1,.. M
a€A

Biztosithato az is, hogy
Ps(d, =a|Y, =1) = Bia), neN, 1€l, acA,
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teljesiiljon. Itt d, jeloli az n-edik iddpillanatban valasztott dontést, d, is az (g, Ag, Ps)
valészintiségi mezon értelmezett valdszinliségi valtozo.

Feltételezziik, hogy tetszOleges [ dontési stratégia esetén a kapott {Y,, : n >0} Markov-
lanc irreducibilis, aperiddikus és ergodikus. (Ezen feltétel ellenérzése persze a konkrét
példékban nem mindig egyszerti.) Jelolje {x’,i € I} ezen Markov-lénc egyértelmiien
létez6 staciondrius eloszlasat (amikor a [ dontési stratégia van érvényben), azaz

70 = lim Py(Y, =1i), iel,

n—oo

és legyen
ﬂfa:: lim P3(Y, =1i,d, = a), 1€1, a€ A

’ n—o00

Ekkor tetszoleges i € I, a € A, esetén

Ps(d, =a,Y, =1 Ps(d, =a,Y, =i
Bi(a) = o - ; J = al ¢ ) -, n € N.
P(Y, =1) Y aen Psldn = a,Y, =1)
fgy felhasznalva, hogy A véges halmaz,
. . B
1 P =a,Y, = :
71)  Bia) = — Mmoo Pl =aVa =) T - i€l acA

ZaeA hmn—>00 P,B (dn = a, Yn = Z) ZaEA ﬂ—i,a

Megmutathaték tovdbba a kovetkezdk. A 7 = (W’B ),i €I, a€ A vektorra fennéll, hogy

(i) 7, >0, Viel, Vae A,
(11) Zie] ZaeA Wfa - 1’
(1)) Yuen e = Yies Souea Trabis(a), ¥ j € T

Igaz a megforditds is, ha egy m = (m;,), 1 € I, a € A vektor eleget tesz az (i), (i) és (iii)
feltételeknek, akkor 1étezik olyan [ dontési stratégia, hogy
Tia = lim Pg(Y, =i,d, = a), iel, ac A

n—oo

Es ekkor [ valaszthato
pila) = =——— 1e€l, a€e A,
Z(IGA ﬂ-iva
alakban.

Gyakorlati problémék szempontjabdl fontos az Un. optimadalis dontési stratégiidk
kivélasztasa. Tegyiik fel, hogy ha az {X,, : n > 0} sztochasztikus folyamat az ¢ &llapotban
van és az a dontést vélasztjuk, akkor R(i,a) dijat kell fizetniink. Igy R(X;,a;) jelenti
az 1 id6pontban fizetendd dijat. Fontos lehet, hogy egy adott [ stratégia mellett egy
idoegység alatt varhatéan mennyit kell fizetniink, pontosabban a

|:Z?:1 R(Y;, @i)]

n

lim Eﬁ

n—oo
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mennyiségre vagyunk kivancsiak. Felhasznalva Wf . definici6jat, és hogy I, ill. A véges
halmazok
lim E[R(Yy, a,)] = lim > Y R(,a)Ps(Y,, =i, dy, = a)
i€l acA
= Z Z R(i,a) lim Ps(Y, =i,d, =a) = Z ZT(ZBGR(Z, a)
1€l acA > i€l ac€A

Felhasznalva, hogy ha y,, n € N, egy konvergens valés szamsorozat, akkor a szamtani
kozepekbol képzett sorozat

4+
S, = AT T e,

n
is konvergens és lim,, .o S, = lim,_,o yn, kapjuk, hogy

lim E, FL R(Yi, >] — Y3 Rlia).

n—o00 n
i€l a€A

Hatarozzuk meg azt a [* dontési stratégiat, melyre az idoegység alatt varhatoan fizetett
pénz maximdlis (minimalis). Ez egy klasszikus linedris programozési feladat megoldasat
jelenti:

Z Z TioR(7, a) = maximum (minimum)

iel acA
feltételek:

Tia=0 VielacA,

Zzﬂ-i,a - ]-a

i€l a€A
Z?T%a:ZZﬂ'i’api’j(G), VJ EI.
acA i€l a€A

Ha 7* = (n7,), 4 € I, a € A, jeloli ezen linedris programozasi feladat megolddsdt, gy az
optimélis dontési stratégia S*

B (a) S iel, ac A
7.1. Megjegyzés. (i) Megmutathatd, hogy a 7* optimédlis megoldés rendelkezik azzal a
tulajdonsdggal, hogy minden ¢ € I esetén pontosan egy darab 77, nem nulla. Ami azt
vonja maga utan, hogy az optimélis dontési stratégia nem randomizélt, azaz ha a folyamat az
¢ allapotban van, akkor a stratégia determinisztikusan megmondja hogyan kell donteniink.

(ii) Ez a linedris programozasi feladatos megkozelitési méd igen hasznos, lehetéséget ad
korlatozé feltételek figyelembevételére is. Tegyiik fel, hogy egy olyan optimalis dontési
stratégiat keresiink, melynek alkalmazasa soran a folyamat nem tartézkodhat az 1-es allapot-
ban az idének 100a-nal nagyobb szézalékdban hosszi tavon (0 < a < 1). Ekkor is a fenti
linearis programozasi feladatot kell megoldani, kiegészitve a feltételek sorat az

Y ma<a  feltétellel.

a€A

170



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

U

7.2. Feladat. Péter egy varos két (diszjunkt) zondjaban taxizik, legyenek ezek A és B.
Egy A zonaban felvett utas 0.6 valdszintiséggel utazik A zdénabeli végallomasra, és 0.4
valoszintiséggel B zénabeli végallomasra. Egy B zonaban felvett utas 0.7 valdszintiséggel
utazik B zénabeli végéllomasra, és 0.3 valdoszintiséggel A zoénabeli végallomésra.
(Feltételezziik, hogy ha az utas végédllomdsa abban a zéndban van, ahol a taxis felveszi,
akkor a taxis ut kozben nem megy at a masik zonaba, illetve, ha a masik zénaban van,
ugy csak egyszer torténik az ut soran zénavaltas.) Feltételezziik azt is, hogy ha a taxis egy
utast elvisz egy zénaba (az utas végallomasara), ott az kiszall és a taxis ekkor csak az adott
z6nabol érkezd hivasokra vevd, azaz csak az adott zonabdl veszi fel a kovetkez6 utast. Egy
olyan fuvarért mely teljesen az A zdéndban van 6 forintot, egy olyanért ami teljesen a B
zéndban van 8 forintot, és egy olyanért, mely mindkét zénat érinti 12 forintot szamol fel.
Atlagosan mennyi a taxis bevétele 1 fuvaron?

Megoldas. Minden n >1 esetén legyen X, = A, ha az n-edik fuvart az A zéndban
veszi fel a taxis, és X,, = B, haa B zdéndban. Ekkor az {X, : n € N} sztochasztikus
folyamat fazistere {A, B}. A feladatot a Markov dontési folyamatok elméletét hasznalva
oldjuk meg tn. véletlen dontési stratégiat hasznalva. Az a feltétel, hogy a taxis mindig csak
abbol a zonabdl érkez6 hivasokra reagal, melyben az utolsé utasat kirakta sziikséges ahhoz,
hogy a Markov dontési folyamatok elméletét alkalmazni tudjuk. Legyen dontéseink véges
halmaza {Dy4, Dg}, ahol D4 ill. Dp jeloli a taxiba beszallé utas azon dontését, hogy A
ill. B zonabeli végallomasra utazik. A Markov dontési folyamatokndl bevezetett jeloléseket
hasznalva

paa(Da) = P(Xpp1 = A| Xy, = Aja, = Da) =1, paa(Dp) =0,
pap(Da) =P(Xyt1 =B| X, =A4,a,=Dy) =0, pas(Dp) =1,
pee(Da) = P(X41 = B|X,, = B,a, = Dy) =0, pee(Dp) =1,
pa(Dp) = P(X,s1 = A| X,, = B,a,, = Dg) =0, pea(Da) =1

Vezessiik be a [ dontési stratégiat a kovetkezé modon:

B = {BA(DA)aBA(DB)7ﬂB(DA>,BB(DB)}u

ahol

Ba(Da) = 0.6, Bp(Da) = 0.3,
Ba(Dp) =04,  Bp(Dp) =07

(Példaul Sa(Da) = 0.6, mert ha egy utast a taxis felvesz az A zdénédban, akkor 6 0.6
valészintliséggel utazik A zoénabeli célallomdsra.)

Ekkor az elmélet alapjan létezik olyan (§2s,.Ag, P3) valészintiségi mezd, ezen olyan {Y, :
n € N} homogén Markov-lanc, melynek fazistere {A, B} és egylépéses dtmenetval6szinii-
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ségei:
Ps(Yoi1 =AY, =A) =paa(Da)Ba(Da) + paa(Dp)Bs(Dp) = 0.6+ 0= 0.6,
P3(Yo1 =B|Y,=A) =pap(Da)Ba(Da) +pap(Dp)Ba(Dp) =0+0.4=0.4,
és hasonléan
Ps(Yo1=A|Y,=B)=0.3,
P3(Y,41 =BlY,=B)=0.1.
Az {Y, :n € N} Markov-ldnc egylépéses atmenetvaldsziniiségi matrixa:
A B
A (0.6 O.4>
B\03 07)
Fennall tovabba az is, hogy minden n € N esetén
Ps(d, = D4 |Y,=A)=0.6, Ps(d, = Dg|Y, =A) =04,
Ps(d, = D4 |Y, = B) =0.3, Ps(d, = Dg|Y, =B)=0.7.
Az {Y, : n € N} Markov-lanc irreducibilis, aperidédikus és véges allapotterti, ezért ergodikus
és az egyértelmiien létezo stacionarius eloszlasat a kovetkezo egyenletrendszer megoldésaként
kapjuk:
Wi = 0.67r§ + 0.37T§,
7w = 0.475 4 0.775,

Wﬁ + Wg = 1.
Ennek megoldasa
3 4
B B
T ==, s = =-
AT BT
Az éltalanos elméletnek megfeleléen vezessiik be a WﬁjDA, WELDB, Wg,DA és ﬂgvDB

mennyiségeket, ahol példaul
Top, = lim Ps(Y, = A,d, = Da).

Felhasznélva (7.1)-t kapjuk, hogy

B B
TAD TAD 7
0.6 =Pa(Da) = — = 5t = 3T,
T + ™ 3
A,Dy A,Dp A
B B
TAD TAD 7
0.4 = fa(Dp) = — =5 = §7TZ,D37
Ta,Ds T Ta,Dg A
B B
Tp.D Tp.D 7
0.7 = 3p(Dp) = <2225 = 222 = imh
T804 T TB,Dp Tm
B B
Tp.D Tp.D 7
0.3 =Fp(Da) = — =5 =" "D,
Tp, T 7D, Tp
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Ezért
1.8 1.2
b =7 Tame =
2.8 1.2
Thon T T Thoa T T

fgy a taxis egy fuvarra vonatkoztatott atlagos bevételének varhato értéke az altalanos elmélet

> D mlRGa)

iE{A,B} aG{DA,DB}

szerint

ahol
R(A,Dy) =6, R(A,Dp) = 12, R(B,Dg) =38, R(B,D,) = 12.

Ezért az egy fuvarra vonatkoztatott atlagos bevétel varhato értéke:

18, 12 . 28 1.2 62
264+ —Z124 228+ 2212 = =2,
Ot 2t =8t 7

Ezt az eredményt heurisztikusan is megkaphatjuk. Jelolje X az atlagos 1 fuvarra eso
profitot. Ekkor feltéve, hogy az A zdénaban vagyunk

E(X|A)=6-06+12-0.4 =84,
és feltéve, hogy a B zonaban vagyunk
E(X|B)=12-03+8-0.7=9.2.
Felhasznélva, hogy a stacionérius eloszlas alapjan hosszi tédvon atlagosan az idé 3/7-ed

részében vagyunk A-ban és 4/7-ed részében B-ben, kapjuk, hogy

EX = %E(X|A) +§E(X|B) _ %

l

7.3. Feladat. Evi hirom kiilonféle sampont hasznél, hénaponta valtogatva Sket, jeloljiik
ezeket A, B és C-vel. Evi kovetkez6 honapi valasztdsat mindig csak az adott hénapban
hasznalt sampon hatarozza meg az alabbi atmenetvaldszinliségi matrix szerint

0.1 0.2 0.7
P=102 04 04
0.1 0.3 0.6

Az A sampon 2 forintba, a B sampon 3 forintba, a C' sampon 4 forintba keriil.
Hosszu tavon varhatéan mennyit kolt Evi atlagosan egy héonap alatt samponra?
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1. Megoldas. Ez a feladat az in. Markov dontési folyamatok elméletéhez kapcsolodik.
Jelolje X, az Evi éltal az n-edik hénapban hasznalt sampont. Ekkor {X, : n>1}
Markov-ldnc, melynek fazistere {A, B,C}, egylépéses dtmenetvaldszintiségi métrixa pedig
P.

Ekkor a samponért egy adott hénapban fizetett dij felfoghaté 1igy, hogy minden esetben
miutdn mar ismerjik X,-et dontentink kell, hogy 2-es, 3-as vagy 4-es dontést hozunk meg,
és ezek dijai rendre 2 Ft, 3 Ft, 4 Ft. A dontési szabaly pedig a kovetkezo,

ha X, = A, akkor (1-valészinliséggel) a 2-es dontést hozzuk meg,
ha X, = B, akkor (1-valészinliséggel) a 3-es dontést hozzuk meg,

ha X, =C, akkor (1-valésziniiséggel) a 4-es dontést hozzuk meg.

Formalisabban
Ba(2) =1, Be(3) =1, Bo(4) =1,
Ba(3) =0, Bp(2) =0, Be(2) =0,
Ba(4) =0, Bp(4) =0, Be(3) =0,
és

R(A,2)=2,  R(B,3)=3, R(C,4) =4,
a tobbi R(i,j) pedig 0. Az elmélet szerint a
Z Z miaR(1, a)
1€{A,B,C} ac{2,3,4}

mennyiséget kell kiszamolni, ez pedig arra redukélédik, hogy
TaR(A,2) + 1pR(B,3) + ¢ R(C,4) = 214 + 37 + 47,

ahol 74, mp, e aldnc stacionérius eloszldsa. (Ez heurisztikusan is értheté!) A staciondrius
eloszlast pedig a kovetkezo egyenletrendszer megoldasa adja

ma=0.17m4 + 0275 + 0.17¢,
g = 0214 4+ 047 + 0.37¢,
o = 0.7m4 + 0.47p + 0.67¢,
TAa+7g+ 70 = 1.

Ennek megoldasa

12 29 50
TA = 917 T™B = Tc

és igy a kérdésre a valasz

311
27TA + 37TB + 47TC = a ~ 3, 417.
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2. Megoldas. Ez a megoldas Ispany Martontol szarmazik. A feladatban az
1 n
= <2P(Xk — A) +3P(Xy = B) + 4P(X), = C))
n
k=1

kifejezés n — oo esetén vett hatarértékére kérdeznek ré, ahol {X, : n>1} egy olyan
Markov-lanc, melynek fazistere {A, B,C} és egylépéses dtmenetvaldszinliségi matrixa P.
Felhaszndalva, hogy {X, : n>1} irreducibilis, véges éllapotterii, kapjuk, hogy ergodikus
és igy egyértelmiien létezik staciondrus eloszlasa, melyet az els6 megoldasban mar meg-

hataroztunk: 12 29 50

ﬁ’ T™B = ﬁ’ TCc = ﬁ
Mivel a Markov-lanc aperiédikus is, az 4.2. Megjegyzés alapjan

A =

lim P(X,=A)=7a  lim P(X,=B) =75, lm P(X,=C)=rc.

n—oo n—o0 n—o0

Felhasznélva, hogy tetsz6leges a,,,n € N, konvergens, valés szamsorozat esetén, (> ;_, ag)/n
is konvergens ugyanazzal a hatarértékkel, kapjuk, hogy

n

T}LHJOE;P(X]C = A) = 7y, nlggoEkZ:;P<Xk = B) = g, T}LIEOE;P(Xk =C)=mn¢
Ezért

8. Markov-lancok és a szimplex algoritmus

A kovetkezékben Sheldon Ross: A simple heuristic approach to simplex efficiency, European
Journal of Operational Research 9, 344-348, (1982) cikkét dolgozzuk fel.

Legyen A egy adott m X n-es valés matrix. Legyenek adottak tovabba a ¢ € R”,
b€ R™ vektorok is. Tekintsiik a kovetkezo linearis programozasi feladatot:

(¢, ) — min
feltételek:

Axr =0,

x>0, € R"

Tegyiik fel, hogy n > m > 0. Megmutathatd, hogy a fenti linearis programozasi feladat
megoldasa mindig megvalaszthato ugy, hogy legalabb n —m koordinataja 0, azaz mindig
valaszthaté az un. lehetséges tartomany extremalis pontjanak.
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A szimplex algoritmus miikodésének lényege, hogy a lehetséges tartomany egy extrema-
lis pontjabdl mindig egy olyan ujabb extremdlis pontba ugrik, ahol a célfiiggvény értéke
kisebb, egészen addig, amig el nem éri a minimum helyet. Mivel a lehetséges extremalis
pontok szama N = (7’;) igen nagy lehet, azt gondolnank, hogy a szimplex algoritmus
sokaig kell, hogy fusson, a gyakorlatban azonban nem ez a helyzet. Az alabbiakban ezt a
tényt préobéljuk megérteni tugy, hogy Markov-lancként modellezziik a szimplex algoritmus
mozgasat a lehetséges extremélis pontokon.

Feltételezziik, hogy ha egy adott 1épésben a szimplex algoritmus a j-edik legjobb ext-
remalis pontban van, akkor a kovetkez6 1épésben egyenld valdszintiséggel ugrik a j — 1
legjobb extremalis pont akarmelyikére. Ezen feltételezés mellett megmutatjuk, hogy az az
id6 (1épésszam), mely alatt a szimplex algoritmus eljut az N-edik legjobb extremélis pontbol
a legjobb extremadlis pontba N esetén megkozelitoleg normalis eloszlasi log N varhaté
értékkel és szorasnégyzettel.

Minden n > 0-ra legyen X, = ¢, ha az n-edik lépésben a szimplex algoritmus az i-
edik legjobb extremadlis pontban van. Ekkor {X, : n >0} Markov-ldnc, melynek fazistere
{1,2,..., N} és az dtmenetval6sziniiségek

1
i—1’

pig =1, Dij =

(Az 1l-es allapot felel meg a legjobb extremdlis pontnak és az extremdlis pontokat josdg
szerint csokkend sorrendben szamoztuk.)

El6szor azt gondoljuk végig, hogy ebben a modellben miért lesz a szimplex algoritmus
varhato futési ideje megkozelitoleg log N. Jelolje 7 az 1-es allapot elso elérési idejét, azaz

0 ha X0<LU) = 1,
(w) =k ha Xgp(w) =16 Xy(w)#1, 1<t <k,
+oo ha Xj(w)#1,V t>1.
Jelen esetben P(m < 4o00) = 1, és az is igaz, hogy P(n <N —1) = 1. Célunk az

E(m | Xo = N) feltételes varhato6 értéket kiszdmolni. Ekkor E(m | Xy =1) =0 és minden
1> 2-re

E(ri|Xo=1i) =Y nP(r =n|X,=1).
n=1

Ha n =1, akkor

1
i—1

Pn=n|Xo=i)=P(n=1|Xg=1i)=P(X,=1|Xg=1) =
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Ha n > 1, akkor feltételt véve az elso lépésre

N
P(ri=n|Xo=i)=) P(n=nX =j|Xy=1)

J=1

_iV:P(Tl—nXl—],XU—z §P71—TLX1—],X0—Z)
B P(X, =1) P(Xy =1)

j=1 j=1

= P(n=n|X;=j,Xo=1)P(X; = j| X, =)

=
= =7 =n—1|Xy=7).
j=1
fgy
[ee) i—1
E(r | Xo=1) = 12” P(ri=n—-1[X, =j)

n=2 j=1

00 i—1
n=1 ]:1

i— 00 1—1 oo

—1

1—1 z—l
7j=1 n=

1
7j=1

nP(m=n|Xo=7)+ P(ry =n| X, =j).
n=1 1

Mivel j =1 esetén P(mp =n|Xo=j) =0, ha n>0, é E(r|Xo=j) definiciéjit
hasznalva

, 1 1 '
E(T1|X0:Z):i—1+i—1 E(71|X0—])+—122P(7'1—n|X0—J)
=1 =2 n=1
1 i—1 i—1 1 i—1
=1 E(T1’X0—J)+T1+Z_ 21:1+T12E(71|X0—])
j=1 =2 j=1

Felhasznélva ezt a rekurziét, mivel E(m | Xo = 1) =0, kapjuk, hogy

1
(T1|X0—2)—1+ﬁE<7'1|X0—1) ]_

1 1
E(T1|X0:3):1+3T1<E(7'1|X0:1)+E(T1|X0:2)> :1+§,
1
E(71|X0=4)=1+E<E(71|Xo=1)+]E(T1|Xo=2)+E(71]X0:3)>
1
=1+-(0+1+1+4+1/2)=1+1/2+1/3.

3
Teljes indukcioval megmutathato, hogy

[y

E(T1|X0:’i) =

J

1
=iz
“j
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Specidlisan
N-1
E(ri|Xo=N)=> -
j=1
Megmutatjuk, hogy
N1
logN <> = <l+log(N—1), N>2
— J
7j=1

Analizisbdl tanultuk, hogy minden n € N-re

1 n 1 n+1
(1+—) <e<(1+—) )
n n

Az 1+1/n sorozat monoton névekvéen, az 1+1/n)" 1 sorozat ped1 monoton
g
csokkenden tart e—hez.) LOg&I‘itIﬂU_St véve

1 1
nlog (i) <l<(n+1)log <i> :
n n

1 1 1 1
1og(n+ )<— és <log(n+ ), n>1.
n n n+1 n

Felirva a fenti Osszefiiggéseket 1-t0l n-ig, és Osszeadva Oket kapjuk, hogy

fgy

2 3 n+1 1 1
log — +log - +--- +log <l+-+-+—

1 2 2 n
L gl g e log
273 ntl 08T %) R

igy log(ab) =loga + logb alapjin

1 1

1 D<lgzdgmf—

og(n+1) +2+ —i—n,
1

L S < log(n +1.)
23 npl o osln T

Ezért

1 1
logn<1+§+---—f-—1<1+10g(n—1)7 n > 2.
n_

Emiatt az E(7 | Xo = N) vérhaté érték nagy N-re megkozelitleg tényleg log N.

A szimplex algoritmus futdsi idejének aszimptotikus leirasdhoz érdemes bevezetni 7
kovetkezo reprezentacidjat. Mivel a szimplex algoritmus minden lehetséges extremalis pontot
maximum egyszer érint, érvényes a kovetkezo eléallitas
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ahol w € Q olyan, hogy Xy(w) =N és

1 ha a Markov-lanc belép j-be,
1;(w) =
0 egyébként.

Ha w € Q olyan, hogy Xo(w)# N, akkor 1;(w):= 0. Ezen reprezenticié jelentésége az
alabbi lemmaéban rejlik.

8.1. Lemma. Az el6bb definidlt 14, ..., 1x_1 valdsziniségi valtozok az {Xo = N} feltételre
nézve fuggetlenek és

1

-

S, 1<j<N -1
j

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy minden 1<j <N —1 és tetszbleges xj11,...,2n-1 €
{0,1} esetén

1
P(IL] =1 ’ I]-j-i-l = xj-l—l)"'aILN—l = mN—lyXO = N) = 3
Ha 7 =N — 1, akkor a fenti osszefiiggés arra redukélédik, hogy

1

P(ILN—lzllXO:N):m?

ami a feltételezések miatt nyilvan igaz. A tovdbbiakban legyen 1< j< N — 2 rogzitett.
Minden olyan w € Q esetén, melyre Xo(w) = N legyen

n(w) :=min{i:i > j, 1;(w) =1},

azaz n a legkisebb j-nél nagyobb olyan allapot, ahova belép a szimplex algoritmus. Igy
tudjuk, hogy a szimplex algoritmus belép az n allapotba és nem lép be a (j+1),...,(n —
1) allapotokba, ezért a kovetkezd 1épés az 1,2,...,j é&llapotok valamelyikébe torténik.
Megmutatjuk, hogy

1 .
(81) P(ILJ:HILJH::L’]H,,ﬂN,lsz,l,onN)ZE, 1<]<N—2
A Markov-tulajdonsag alapjan
P(1; =1|11 = 2j41,..., Inc1 = 2n-1, X0 = N)
=P(1;=1|1j41=0,...,1,.1=0,1, = 1,141 = Tpy1,..., In-1 = 2n_1,Xo = N)
P(ﬂj:1a1j+1207-'-71n—1:O|ﬂn:17]]-n+l:xn—i-l;---;]]-N—l:ajN—laXO:N)

P(1jz1=0,...,1,1 =01, =1,141 = Tpq1,..., Iy_1 = 2ny_1, Xog = N)
P(a Markov-lanc az n allapotbdl a j allapotba jut egy 1épéssel)

B P(a Markov-ldnc az n &llapotbdl az 1,2,...,;5 éllapotok valamelyikébe jut egy 1épéssel)
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Mivel
P(a Markov-ldnc az n allapotbdl a j &llapotba jut egy 1épéssel)
N N ]
= Z P(X,=j|Xo=k)P(Xo=k) = Z mP(X0 = k),
k=j+1 k=j+1
és

P(a Markov-lanc az n allapotbdél a 1,2,...,7 &allapotok valamelyikébe jut egy lépéssel)

N N

_ - _ AN J _

= Z PXie{l,....j} [ Xo=k)P(Xo=k) = Z ol Xo=k),
k=j+1 k=j+1

kapjuk, hogy
P(a Markov-ldnc az n allapotbdl a j &llapotba jut egy 1épéssel)

P(a Markov-ldnc az n allapotbdl az 1,2,...,j éllapotok valamelyikébe jut egy lépéssel)

Igy fennall (8.1).

Mivel az (8.1)-beli feltételes valszinliség nem fiigg 41, ..., zn_1-t6l, kapjuk, hogy 1;
és 1j41,..., 1y fiiggetlenck az {Xo = N} feltétel mellett minden 1< j< N —2 esetén.

A pontos indoklas a kovetkez6. Megmutatjuk, hogy
1
J

Felhasznélva (8.1)-t, kapjuk, hogy
P(I]_]:].|X0:N): Z P(]].j:1,]]_j+1:l’j+1,...,ﬂ_]\/_1:$N_1|X0:N)

Tjt1,e,2N—1€{0,1}

= Z P(ﬂj:1|]lj+1:l‘j+1,...,]lN_1:ZEN_l,XOZN)

Zjy1,-,2N-1€{0,1}

X P(1j1 = 2j41,...,Iyn1 =2n_1 | Xo = N)

1
=3 Z P(ljy =201, Ina=ay 1| Xo=N)=—.

Ljg1seees zn-1€{0,1} J
Ekkor (8.1) alapjan fenndll az is, hogy
P(]]_J :QJJ'|I]_J'+1 :IjJrl,...,]lN,l :foI;XO :N) :P<I]_] :.I’j‘XO IN),

ahol z; € {0,1}. [gy a lanc-szabdly felhasznaldsval,

Pl =214 =2j41,..., Iy =an-1 | Xo = N)

= P(]lj ijlﬂm =Zji1,.- -, It =2Nn-_1, X0 = N)

X P(]-j—l—l :$j+1 | 1j+2 :xj+2a~--7]-N—1 :ZL‘N_l,XO = N)P(ILN_l = ITN-1 |X0 = N)

:P(]l] :Ij|X0:N)"'P(1N_1 :.Z’N_1|X0:N).
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Ebbél mar az is kovetkezik, hogy 1i,...,1xy_; fliggetlenek az {Xo = N} feltétel mellett
és 1
J

8.2. Tétel. A koradbbi jelolésekkel
(i) E(n | Xo=N) =370,

(i) D(n | Xo=N) =23t (1 . ;) ,

(i)

. 71— log N B 1 T2
Nh_r)x;()P( Jog N <x‘X0—N)—\/_/ e 2 dy, x € R.

Azaz nagy N-re az Xo= N feltétel mellett T kozelitéleg normdlis eloszldsi log N
vdrhato értékkel és szordasnégyzettel. (Itt T s figg N-t6l.)

Bizonyitas. Ha w € ) olyan, hogy Xo(w) = N, ugy

és az 8.1. Lemma alapjan 1;,...,1y_; fiiggetlenek az {Xo = N} feltétel mellett, tovabba

1 1
P(l;=1|Xo=N)==, P(1;=0|Xo=N)=1--, 1<j<N-1L
J J
fgy
1 ) 1 1 .
E(1; | Xo=N)= -, D*(1;| Xo=N)=-1—-, 1<j<N -1,
J J J
amib6l (i) és (ii) kovetkezik.
Felhasznalva, hogy
N-1
logN<Z <1+log(N—1), N>2
7=1

mér belattuk, hogy nagy N esetén E(7 | Xo = N) megkozelitéleg log N. Most Végigondoljuk,
2

hogy nagy N esetén D?*(1i|Xo = N) is megkozelitSleg log N. Mivel Z] 1; =%,

kapjuk, hogy

r

2 Nl N-1
T (1__>< L Nso
6 J’

S =
S =

<.
I
—_

J=1 Jj=1
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és igy
logN——<Z (1——,) <1l+4log(N—-1), N>2

Ezért kapjuk, hogy nagy N-re D?*(1i| Xy = N) megkozelitéleg log N.

A Ljapunov-féle kézponti hatéreloszlas tétel szerint (iii)-hez elég azt leellenérizni, hogy

TR - 3P X = N)

8.2 =0

( ) NHOO \/]D)Q 7'1|X0 N)

Mivel

3 1 3
E(L, — 1/j]* | Xy = < ) P<1j=1|X0=N>+(3) P(1, = 0] X, = N)
3 3
:1(1—1) +(1.) (1—1), 1<j<N -1,
J J J J

kapjuk, hogy

]SE(mj —1/jP|Xo=N) = ]f_l G (1 a %)BJF (]})3 (1 - %)) '

j=1 j=1
gy
N-1 N-1
\/Z E(|1; ——|3\X0 N) 32;’:1 %(1_%>+2j:1 ]%
<
VD2%(r | Xo = N) log N — 72/6
o Y1+ log(N — 1) + 72/6
logN —72/6
Mivel
/1 +log(N —1 2/6 1+log(N —1 2/6)? log N)?
N—oo log N — 72/6 N—00 (log N — w2/6)3 N=oo || (log N)3
kapjuk, hogy fennall (8.2). O

Latjuk, hogy e tételbol is kovetkezik, hogy a szimplex algoritmus futési ideje megkozelito-
leg log N. E tétel alapjan példaul aszimptotikus konfidencia intervallumot lehet szerkeszteni
a szimplex algoritmus futasi idejére.

Az elkovetkezd szamolasokban fontos lesz

log N = log <n) -re
m
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kozelité formulat talalni, ha n,m és n —m elég nagyok. A Stirling-formula szerint

_(n\ n! N (%)n 2mn
M= ( ) -~ ml(n—m)! (2)" V2rm (=) /2 (n — m)

1 nn+1/2
/271' mm+1/2(n _ m)n7m+1/2 :

Bevezetve a ¢ :=mn/m jelolést kapjuk, hogy
1
log N ~ (mc+ 1/2)log(mec) — (m(c — 1) + 1/2) log(m(c — 1)) — (m + 1/2) logm — 5 log(27)
1 1
=3 log(27) + me(logm + log ¢) + §(logm +logc) — m(c — 1)(logm + log(c — 1))

1 1
- §(logm+ log(¢ — 1)) — mlogm — §logm

1 1 1 1
= —§log(27r) + mclog (c— 1) + §logc—|—mlog(c —-1) - §log(c —-1) - §logm.
Ty 1 1
c c
log N ~ m(clog <c — 1) + log(c — 1)) + §log (c— 1) — §logm.
Mivel
1 -1
lim xlog ‘ = lim og(/ (@ ) = lim =1,
Z—00 r—1 Z—00 1/;5' z—00 T —

1
lim log( ’ > = lim log (1—|— —) =0,
T—00 r—1 T—00 z—1
kapjuk, hogy ha ¢ elég nagy, akkor

log N ~ m(1+log(c—1)) — %logm =m(1+log (% - 1)) - %logm.

Ha példaul n = 8000, m = 1000, akkor a sziikséges iteraciék szama kozelitoleg normalis
eloszlasu, melynek varhaté értéke és szérasnégyzete

1
log (”) ~ 1000(1 + log(8 — 1)) — 5 log 1000 = 2045.9 — 3.4 = 2042.44
m

fgy, ha X jeloli a sziikséges iteraciok szamat, akkor

X —2942.44
V2942.44

kozelitleg N(0,1) eloszldsu.

Ezt felhasznélva védlaszolhatunk arra a kérdésre, hogy 95%-os biztonsaggal korulbeliil
milyen hatdrok kozott van a sziikséges iteracidk szama? Legyen wu olyan, hogy ®(u) —
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O(—u) = 095, igy u = 1.96. Ezért a sziikséges iterdciok szdma 95%-os biztonsaggal
koriilbelil a
2942.44 + 1.96v2942.44

hatdrok kozott van (2836, 3049).

A szimplex algoritmus ezen modell szerinti Markov-lancként valé modellezése csak annyit
hasznal ki a szimplex algoritmus miikodésébdl, hogy az egy adott extremalis pontbol mindig
csak jobb extremadlis pontba 1ép egyforma valdszinliséggel valasztva a lehetséges jobb ext-
remalis pontok koziil. Megjegyezziik azt is, hogy ez a modell figyelmen kiviil hagyja, hogy a
célfiiggvény értéke tobb extremdlis pontban is lehet ugyanaz az érték.

9. Egyéb példak

A kovetkez6 példa tanulsaga az lehet, hogy az életben nem csak Markov-lancok vannak.

9.1. Feladat. Statisztikai felmérések késziiltek a 26-os 1t forgalmarol. Minden gépjar-
miivet teherauténak (T) vagy személygépkocsinak (K) minésitiink. A felmérések szerint
atlagban 4 személygépkocsibél 3-at kovet teherautd, mig két teherautébol csak 1-et kovet
személygépkocsi. (Feltételezziik, hogy megfigyeléseink eredménye fiiggetlen attél, hogy me-
lyik napszakban torténnek ezek a megfigyelések és a megfigyelés idétartamatol is fliggetlenek.
Matematikailag ez az (erés) stacionaritas feltételezését jelenti.)

(i) Rogzitsiik a 26-o0s Ut egy pontjat és jeldlje X, egy elére megadott id6pont (a meg-
figyeléseink kezdete) utdn az ezen a ponton athaladé n-edik gépjarmi tipusét, legyen
X, =T, haeza gépjarmi teherkocsi és X,, = K, ha személygépkocsi. Csak a feladat
feltételeit figyelembe véve kovetkezik-e, hogy {X,, :n>1} Markov-lanc?

(i) Feltételezziik, hogy az (i) részben megkonstrudlt {X, :n >1} sztochasztikus folya-
mat Markov-lanc. Hatdarozzuk meg dtmenetvaldszintiségi matrixat!

(iii) Markov-lancsagot feltételezve mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
személygépkocsit legalabb 3 teherauté kovet?

(iv) Markov-lancsagot feltételezve, hosszi tdvon a gépjarmiivek hényad része teherauté a
26-o0s uton?

(v) Feltételezzilkk, hogy {X, : n>1} Markov-lanc és azonositsuk be a Markov-lanc
K &llapotat O-val, T Aallapotdt pedig l-el. (Azaz az {X, : n>1} Markov-ldnc
fazisterének nem {K,T}-t, hanem {0,1}-et tekintjik.) Igaz-e, hogy {X, :n>1}
martingal a hozza tartozo természetes filtraciéra nézve?

(vi) Csak a kezdeti feltételeket tekintve (tehat Markov-lancsédgot nem feltételezve) lehetséges-
e megmondani, hogy hosszu tavon a gépjarmiivek hanyad része lesz teherauté a 26-os
uton?
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Megoldas.

(i) Nem. Az, hogy az (n + 1)-edik gépjarmii micsoda nem csak attdl fliigghet, hogy az n-
edik gépjarmi micsoda. Gondoljunk példaul arra, hogy a kamionosok szeretnek konvojban
menni (és versenyezni is egymadssal, Gyula nagy éromére). Ha ez valaki szamara csak heurisz-
tikus bizonyitas tekintse a kovetkezo ellenpéldat. Tekintsiik személyautok és tehergépkocsik
kovetkezd 10-elemi sorozatdat KTKTKTTTTK. Tegyik ezt a 10-elem(i mintat egymas
utan végtelen sokszor. Mivel a 10-elemli mintdban 4 kocsi és 6 teherautd van, és 3
teherautét kovet kocsi, illetve ha ezen 10-elem@ mintakat egymas utan rakjuk tgy azt is
latjuk, hogy a 4 kocsibdl 3-at kovet teherautd, igy teljesiil az egyik kirétt feltétel. Az ercs
stacionaritassal még baj van. Ezt a determinisztikus ellenpéldat véletlenitve jutunk egy mar
ténylegesen j6 sztochasztikus ellenpélddhoz. Véletlenitjiik az el6bb felirt (10 elemii ciklusbol
épitkezd) végtelen lanc kezd6pontjat: legyen X; az i-edik gépjarmi a fenti 10-elemi
ciklusban 1/10 valdszintiséggel (i = 1,...,10), és innen indulunk a fent megkonstrualt
végtelen sorozatban. Az igy kapott {X, : n>1} sztochasztikus folyamat erésen sta-
ciondrius lesz, azaz {X, :n>1} és {X, 4 :n>1} véges dimenzids eloszlasai ugyanazok
minden k& > 1-re. (Megfelel§ mintaval sok hasonlé ellenpéldat konstrudlhatunk. Példaul
KTKTKTKTKTKTTTTTTTKK egy j6 20 elemi minta.)

(ii) Feltételezve, hogy {X,, : n > 1} Markov-lanc, allapottere {K, T} és dtmenetvaldsziniiségi

matrixa
K T
K (1/4 3/4
P = )
T \1/2 1/2

Ugyanis példaul Pk x = 1/4, mert minden 4 kocsibdl 3-at teherautd kovet, igy az esetek
1/4-ed részében jon kocsi.

(iii) A keresett val6sziniiség megegyezik a
PXy=T,X3=T,Xo=T|X; = K) valdszintiséggel,

ugyanis a véletlenszerien valasztott kocsirdl feltehetjiik, hogy az els6, a Markov-lancsag
feltételezése miatt. fgy a lanc-szabaly és a Markov-tulajdonsag miatt

PXs=T,Xs=T,Xo=T| X, = K)
PXy=T,Xs=T,Xo=T,X, = K)
P(X, = K)
—PXy=T|Xs=T,Xo =T, X1 = K)P(X5 =T | Xo =T, X, = K)P(Xo =T | X, = K)
=PX4=T|X;s=T)P(X5=T|Xo =T)P(X; =T| X1 = K)

1\*3 3
:PT,TPT,TPK,T: (—) -

2) 14~ 16

(iv) Mivel a Markov-lanc irreducibilis, aperiédikus, véges dllapotterii, kapjuk, hogy ergodi-
kus és egyértelmiien létezik stacionarius eloszlasa, és a 1" allapothoz tartozé stacionarius
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valdszintiséget kell meghatarozni. A stacionarius eloszlas a kovetkez6 egyenletrendszer meg-

oldéasa
1 1
TK — Z?TK + §7TT,
3 1
™ = é_lﬂ-K + §7TT,

T + 7 = 1.

Ennek megolddsa mx = 2/5 és mp = 3/5. Igy hosszti tavon a gépjarmiivek 3/5-6d része
teherauto.

(v) Legyen K = 0, T = 1. Tegyiik fel, hogy {X, : n>1} martingdl az F, :=
o(X;,1<i<n), n>1 filtraciéra nézve. Ekkor E(X,.;|F,) = X,, n>1. Mivel {X, :
n>1} Markov-lanc is, E(X,41|F,) = E(Xpp1 | Xn), gy E(Xnp1 | Xn) = X, kell legyen
minden n>1 esetén. Mivel E(X,,1]X,) = f(X,) egy alkalmas f fliggvénnyel, ahol

f(0) = E(Xna | Xy = 0),
f() = E(Xpi | Xn = 1),

és

E(Xpi1]| X, =0)=0-~+1-

_|_
—
DO o] W

DO — | =
DO — | W

E(Xp1| X, =1)=0-

kapjuk, hogy

3 1
E(Xpp1 | Xn) = ZIL{O}<XTL) + §ﬂ{1}(Xn)'

Ezért E(X,.1|X,) =X, nem igaz, igy {X, :n>1} nem martingdl.

Ha az {X, : n>1} Markov-lanc fazisterének {K,T}-t tekintjiik, akkor a fentiekhez
hasonléan megmutathatd, hogy nincs olyan ¢ : {K,T} — R fliggvény, melyre g(K) # g(7T)
és {g(X,):n>1} martingdl az F,, n>1, filtraciéra nézve.

(vi) Megmutatjuk, hogy ha nem feltételezziik, hogy {X, : n>1} Markov-lanc, akkor is
meg tudjuk mondani, hogy hosszi tavon a gépjarmiivek hanyad része kocsi és hanyad része
teherautd, és ugyanaz jon ki, mintha feltételezziik a Markov-lancsagot, azaz 0.4 és 0.6. (A
(iii) kérdésre mar nem ugyanaz a vélasz jonne ki, ha nem feltételezziik a Markov-ldncségot. )
Legyen n egy elég nagy szam. Tekintsiink n darab egymas utani gépjarmivet, legyen
ezek kozill pn kocsi és (1 —p)n teherautd. A feltételezések miatt azonban az is igaz, hogy
az n kocsibol

1 1
7o + 5(1 —p)n a kocsik szama megkozelitéleg,
és 3 1
2 + 5(1 —p)n a teherautok szdma megkozelitéleg.
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Ugy gondoljuk, hogy n — oo esetén mind a kocsik szamanak kozelitésénél, mind a teher-
autdk szamananak kozelitésénél az n-edik hibatag osztva n-el nullahoz tart, hiszen adataink
a megfigyelések atlagaira vonatkoznak. Igy n — oo esetén

1 1
np = cpn+ (1 —p)n+o(n),
4 2
ort
ezér B N ] 0
p= 417 9 p).
Ezt az egyenletet megoldva, p = 0.4, ahogy vartuk. U

9.2. Feladat. [Szevasztyanov—Csisztyakov—Zubkov [9], 5.1.28 Feladat] Anyé (egy
igazan j6 csocséjatékos) egy csocséverseny utdn az oromtol megrészegiilve véletlenszeriien bo-
lyong a sik egész koordinataju pontjain. Egységnyi ido alatt valamelyik koordinatatengellyel
parhuzamosan egységnyi tavolsagot tesz meg. Minden egyes szakasz megtétele utan Anyé
dont tovabbi utjarol: vagy ugyanabban az iranyban halad tovabb, vagy balra vagy jobbra tér
el (a lehetséges iranyok mindegyikét 1/3 valdsziniiséggel vélasztja, fliggetleniil a korabbi
mozgasatol). Jelolje Z, = (Z,gl), Z,(f)) Anyé tartézkoddsi helyét az n  idépillanatban.
Feltételezziik, hogy Zy = (0,0) és Z; = (1,0). Szdmitsuk ki az EZ, vérhaté értéket!

Megoldas. Jelolje e; és ey a koordindtatengelyek egységvektorait, és legyen &, :=
Zns1 — Zn, n=20. Ekkor & =21 —Zy=(1,0) =e1 és Z, =&+ &+ -+ &, 1oy
EZ, =E&+EE +- - -+ EE, 1. Vegylik észre, hogy &, bevezetésének az az értelme, hogy igy
egy olyan {&, :n >0} Markov-lancot kapunk, melynek fazistere a véges {ey, e, —eq, —e1}
halmaz és az e;-bél indul ki. (Valéban Markov-lancot kapunk, mert az, hogy egy adott
helyr6l hova 1épiink csak attdl fligg, hogy most hol vagyunk.) Vegyiik észre azt is, hogy
{Z, : n >0} nem Markov-lanc, hiszen az, hogy egy adott 1épés utdn hova léphetiink nem
csak attdl fligg, hogy hol vagyunk, hanem attdl is, hogy honnan érkeztiink oda, azaz az
eggyel korabbi multtdl is. A {&, : n >0} Markov-lanc dtmenetvaldsziniiségi méatrixa

el e —ey —e€y
er [(1/3 1/3 1/3 0
e | 1/3 1/3 0 1/3
—eo| 13 0 1/3 1/3
—e\ 0 1/3 1/3 1/3

Ugyanis példaul P(&,11 =e1|& =e1) = 1/3, mert &, = e; azt jelenti, hogy az (n + 1)-
edik 1épés soran az e; koordinatatengellyel parhuzamosan ment egy egységet Anyc’), igy a
kovetkez6 (azaz az (n+2)-edik) 1épés lehet e; irdanyu (elére), es irdnyu (balra) vagy —es
iranyu (jobbra), s mivel a lehetéségek koziil Anyo' egyenl6 valdszintiséggel valaszt, a kérdéses
valészintiség 1/3. Irjuk fel P-t P = (F — G)/3 alakban, ahol

1111 0001
1111 ) oo
E=111 11 G G=10100
111 1 1000
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Tetszoleges k>0 esetén meghatarozzuk az K, varhaté értéket! Mivel & = ey, a lanc
kezdeti eloszlasa (1,0,0,0), igy a k>0 idépontban az in. abszolut valésziniiségek

(P& =e1) P& =e) P& =—e) P& =—e))=(1 0 0 0)P"

fgy lathat6, hogy P*-ra explicit alakot kapva, explicit alakot kapunk a k& idépontbeli
abszolat valdszintiségekre is, és igy a varhato érték definicidjat felhasznélva felirhatjuk az
K&, varhato értéket. Megmutatjuk, hogy FG = GF = F. Valéban

FG =

—_ = = =

11
11
11
11

_ o O O

1
1
1
1

— = = =

1
1
1
1

— = s

O = O O

o O = O

O O O =
|

— = =

Ezért alkalmazhatjuk a binomialis tételt a kovetkezd szdmolas sordn

i( )F’“ -G = (—1)’“Gk+§(—1)m(Z)F’“me

j)ka + mzzo(—l)m (Z) Fk=m

ugyanis kame — kamleGGmfl — kamleGmfl — kamefl = ... = Fk-m
Megmutatjuk, hogy F" =4""1F r>1, és
G ha k=20+1,1=0,1,2,...,
Gt =
]4><4 ha k:2l,l:O,1,2,

Mivel F' = F = 4'71F | kapjuk, hogy r = l-reigaz az allitds. Tegyiik fel, hogy F" = 4""'F.
Ekkor

Fr+1 _ FrF :4r—1FF:4r—1F2 :4r_14F:4TF.

Az | =0 valasztassal k=2-0+1=1 ésekkor G* = G! = G igaz. Tegyiik fel, hogy
igaz a G*-ra vonatkozé képlet minden k-nél kisebb vagy egyenld paratlan szémra. Ekkor

Gk+2 G2l+3 GkG2 GG2 _ GS — @,

Az [ =0 valasztdssal k =2-0 =0 ésekkor G° = I,y igaz. Tegyiik fel, hogy igaz a
G*-ra vonatkozé képlet minden k-nal kisebb vagy egyenlé paros szamra. Ekkor

G2l+2 G2ZG2 _ I ><4G — G — I4><4
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Ezért
1 1 ! k
k _ _ k_ — _1\krk _1\ym k—m
p _3k(F G) o (( 1)"G +m§O( 1) (m)F )

Pl =) = (P = g1 = el + rl = 4 = 1 g
P(f’“:e?):(Pk)”:zlL _23_21 31k0:i_4.13k’
P& =—e) = (P )14_31_%%”3% _411_4-13k‘

Ezért, ha k=2, (1=1,2,...), ugy

1 1 1 1 1 1 1 1
st = (5 gen) o () 0 (1) 00 (G- )

B 1 1 1
e\ ) T e
Hasonl6an kijon, hogy ha k=2l+1, [ =0,1,..., akkoris E& = e;/3*. fgy
n—1 n— 1\
1 $)"-1 3 1
EZ, = E¢,, = Sl [ ¥: VA '
Speo(S) -5 505

Erdekes, hogy lim, o EZ, = (3e1)/2, 1igy ha végtelen sokdig folytatja a bolyongését
Anyé varhatéan nem jut tul messzire az elsé lépése utan, ami e;. Ez nem til meglepo,
mert a szamegyenesen adott szimmetrikus véletlen bolyongds esetén lim,, . ES, =0, igy
itt el sem mozdul varhatoan.

(A (0,0) pontot nyugodtan tekinthetjiik a Facédn nevii szérakozé helynek, mert Anyé
gyakran szokott onnan indulni hazafelé és csocsdversenyeket is gyakran rendeznek ott.) O
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9.3. Feladat. Péter a biintet6 dobast gyakorolja egy kosarlabda palyan, egymas utan 100-
szor dob. Az els6t bedobja, a méasodikat nem. Ezt kévetéen minden egyes dobasndl annak
a valészintisége, hogy az sikeres egyenld az azt megelozo sikeres dobdsok aranyaval. Mi
annak a valészintisége, hogy a 100 dobasb6l 50 lesz sikeres? (Ez a feladat a 2002. évi
Putnam-versenyen szerepelt.)

Megoldas.

1. megoldas. Tegyiik fel, hogy Péternek az 1. < i5. < 73. < --- < 4,,. dobéasa sikeres
és a 2. < ja. < j3. < -+ < Jp. dobdsa nem sikeres. (Néalunk n = m = 50.) Annak a
valészintisége, hogy ez torténik:
1 2 3 m—1 1 2 3 n—1
ig—lig—1lig—1  dp—1 jo—1js—1js—1 j,—1
o (m=Dln-1)!  (m-1)(n-1)!
S 2:3---(m+n—-1) (m+n-1)

)

hiszen a feladat szovege alapjan annak a valészintisége, hogy egy dobds nem sikeres egyenld
az azt megel6zo sikertelen dobasok aranyaval. Latjuk, hogy ez a valdsziniiség fiiggetlen

19,03, -+l €8 J2, 03, ..., Jn €rtékétol.
Mivel iy >3 és {ig,iz,...,im} C {3,4,...,m + n}, az Osszes lehetséges sz6bajové
19,13, ...,1, elrendezés szama

m-4+n—2
m—1 )
fgy a keresett valdszintliség

m+n—2\(m-1)(n-1) 1
( m—1 ) (m+n—-1)!"  m+n-1

Nélunk n =m =50, igy a keresett valdsziniiség 1/99.
(Ez a feladat példa nem klasszikus valészintiségi mezore.)

2. megoldas. Ebben a megoldasban egy olyan bolyongast konstrualunk meg, ami nem
homogén Markov-lénc (a pontos indokldst 1ldsd a megoldds végén). Ez a megoldas Igloi
Endrétol szarmazik.

Kiindulunk a (0,0) rdcspontb6l. ElGszor betaldl Péter, tehat (0,0)-bdl vezet egy
szakasz (1,1)-be, a masodikra mellé megy, tehat (1,1)-bdl (2,0)-ba rajzolunk egy szakaszt.
Ugy megytlink tovabb egy tetszdleges racspontbdl, ahova eljuthatunk, hogy ha betalal Péter,
akkor jobbra fel dtlésan, ha mellémegy, akkor jobbra le 4tlésan lépilink egyet. Ekkor az (i, j)
pontbdl (i+ 7)/(2i) valdszintiséggel 1épiink jobbra fel, (i —j)/(2i) valdsziniiséggel 1épiink
jobbra le. Ugyanis csak azt kell ellen6rizni, hogy az (i,j) pontba tugy juthatok el i 1épés
alatt, hogy (i + j)/2-t felfelé és (i — j)/2-t lefelé kell 1épnem. Ez azzal ekvivalens, hogy
ha a lépésekhez +1-et (felfelé) és —1-et (lefelé) rendeliink, és Gsszeadjuk Gket, akkor az
Osszegnek j-nek kell lennie (j € {—i,—i+1,...,i—1,i}). Ha x darab 4+1és i—x darab
-1 van, akkor x-14 (i—x)(—1) =j kell legyen, amibdl =z = (i+j)/2 és i—x = (i—7j)/2.
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Ezt felhasznalva i-szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy tetszéleges olyan (i, j)
pontba, ahova eljuthatunk, 1/(i — 1) valdszinliséggel juthatunk el. Tekintsiik el6szor az
1 =3 esetet. A feltételek alapjan
1
P((3,1)-be eljuthatunk) = P((3, —1)-be eljuthatunk) = 3=3_1
Tegyiik fel, hogy (i,7j)-re igaz az allitdas (ezt ugy értjiik, hogy j tetszéleges olyan érték
lehet, hogy az i-edik lépésben (i, 7)-be eljuthatunk). Mutassuk meg, hogy igaz az allitas
(i +1,1)-re is.
P((i+1,1)-be eljuthatunk) := P(A)
= P(A|(i,1 — 1)-be eljuthatunk) P((i,! — 1)-be eljuthatunk)
+ P(A| (i, + 1)-be eljuthatunk)P((4,! 4+ 1)-be eljuthatunk)
_ifl-1 1 iel-l 1 2i-2 ]
2 i—1 20 i—1 2i(i—1) i
Az, hogy 100 dobasbdlbdl 50 lesz sikeres azt jelenti, hogy a (100,0) pontba kell eljutnunk,
aminek valdszintisége 1/(100 — 1) =1/99.

Megmutatjuk most, hogy a hattérben egy nem homogén Markov-lancrol van szo. Legyen
Xo = (0,0), X3 =(1,1), X5 =(2,0) és minden n>3 esetén X, = (n,j), ha a meg-
olddsban definidlt bolyongas az n-edik 1épés utdn az (n,j) pontban van. Végiggondoljuk,
hogy {X, : n>0} nem homogén (azaz inhomogén) Markov-lanc. Minden n>3 és
je{-n,...,—1,0,1,...,n} esetén

P(Xp1=m+1,j+1)|X,=(n7j),Xn1,...,Xo0)

= Pt = (04 1,5+ 1) | Xa = (0,))
P(Xp1=(m+1,j-1)|X,=(n7j),Xn1,...,Xo0)
=) (X = (1, = )| X = (0,)
Latjuk, hogy a baloldalon szereplo feltételes valoszintiségek nem fiiggenek X,,_1,..., Xo-tol,

igy {X,:n >0} Markov-lanc. Azonban a Markov-lanc nem homogén, mert a széban forgé
feltételes valoszintiségek fiiggenek az n idéponttol. O

A kovetkezo egy nehezebb feladat.
9.4. Feladat. Legyen n € N egy természetes szam. Elkészitiink egy (3 x n)-es véletlen
matrixot az alabbi médon. Minden oszlopba az 1,2,3 szamokat {rjuk valamilyen sorrendben.
Feltételezziik, hogy minden sorrend egyforman valdszini és a kiilonb6z6 oszlopokhoz tartozd

sorrendek egymastdl fliiggetlenek. Jelolje a,,b, és ¢, a sordsszegeket igy rendezve, hogy
a, < b, <c,. Mutassuk meg, hogy létezik olyan n > 1995 természetes szam, hogy

P(by = an+1,¢, = an +2) > 4P(a, = b, = ¢,).

(Ez az 1995. évi Putnam verseny egyik feladata. Megoldasunk az ottani mintamegoldés
részletezése. )
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Megoldas. Legyen minden n >1 esetén X, = (in, jn, kn), ahol

1, ‘= az elso sorosszeg — a sorosszegek atlaga,
Jn = a masodik sor0sszeg — a sorosszegek atlaga,

k, := a harmadik sortsszeg — a sorosszegek atlaga.
Mivel a sordsszegek atlaga (6n)/3 = 2n, kapjuk, hogy
In+ Jn+kn=a, +b,+c, —6n=0.

Beldtjuk, hogy {X, : n>1} Markov-ldnc, melynek fazistere {(i,j,k) € Z3,i+j+k =
0}. Egy tjabb oszlop hozzdaddsa a métrixhoz az (1,0, —1)" vektor valamely (véletlen)
permutéciéjanak hozzaadasét jelenti az (i, jn, kn)' vektorhoz. Ugyanisa (3,2,1)T oszlop
hozzdaddsa esetén az (3 —6/3,2 —6/3,1 —6/3)T = (1,0,—1)" vektort kell hozzdadni
(in, jns kn) "-hoz és minden djabb hozzdadott oszlop (3,2,1)-nak valamely permutdciéja.
Latjuk azt is, hogy az X1 = (ins1, Jnit, knr1) (n+ 1)-edik idépillanatbeli allapot csak az
Xy = (in, jn, kn) n-edik id6pillanatbeli allapoton keresztiil fiigg a multtdl, igy {X, :n > 1}
Markov-lanc.

Legyen w := e?™/3 egy harmadik egységgyok. Azonositsuk be az el6bb definialt Markov-

lénc egy (i,7,k) € Z3, i+ j +k =0 4allapotat az R?* stk (i —j) + (j — k)w + (k — i)w?
pontjaval. Megmutatjuk, hogy ha (iy,j1, k1) € Z3, (i, jo, ko) € Z* olyanok, hogy
(ir = 1) + (1 = k)w + (ky — in)w? = (iz = j2) + (2 — ko)w + (ky — i2)w?,
akkor i1 — jy =19 — Jo, J1 — k1 = jo — ko ésigy ki — iy = ky —iy. Ekkor
(iv — iz — (1 — j2)) + (1 — Jo — (k1 — k2))w + (k1 — ko — (i1 — i2))w” = 0.
Latjuk tehat, hogy elég azt megmutatni, hogy ha (a1, as,a3) € Z3, a; +as+a3 =0 és
a1 + asw + asw® = 0,

akkor a; = ay = a3. Mivel

2 2 4 4
a1 + asw + a3w2 = ay + a9 (cos (%) + 4 sin <§)> + as (cos (%) + 4 sin <§)>

1 1 (x/ﬁ \/§>

:al——ag——ag—i—z — Qa9 — —das

2 2 2 2

kapjuk, hogy

1 1 0
a; — —ay — —ag =
1 22 23 )

V3 V3
— Qa9 — —Aaz = 0,

2 2
a1+a2+a3=O.
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Az els6t 2-vel szorozva, majd a 3.-hoz hozzaadva 3a; = 0, ezért a; =0 és az is addodik,
hogy as = az = 0. (Latjuk, hogy a fenti szdmoldsokban nem hasznéljuk, hogy i1+ j;+k; = 0
és iy + jo + ko = 0, azonban ezek is teljesiilnek, ha (i1, j1, k1), ill. (i2, 2, k2) a széban
forgé Markov-lanc egy-egy allapota.)

Az (1,0,—1) vektornak 6 darab permutécidja van és ezeknek kiilénboz6 pontok felelnek
meg az el6z6 reprezentacidoban

(1,0,-1) — 14w+ (=2)w?=—-3uw?
(1,-1,0) — 2+ (-Dw+ (1w =3,
0,1,-1) — —1+42w+ (—1)w* = 3w,
0,-1,1) — 14 (-2)w+w? = —3uw,
(-1,0,1) — =1+ (=1Dw + 2w* = 3w,
(-1,1,0) — —24w+w®=-3,

Y Y

ahol felhasznaltuk, hogy 1+ w + w? = 0. Ezért, ha az {X,, : n>1} Markov-lancot
a {(i—7)+ G —Kkw+ (k—1iw? i, j,k € Z} fazistérrel tekintjiik gy egy tjabb oszlop
hozzédadasa a matrixhoz annak felel meg, hogy jelenlegi helyiinkrol a fentebb leirt 6 darab
lehetséges irany valamelyikét valasztva mozdulunk el. Geometriailag egy 3 élhosszisagu
hatszogracson tekintett szimmetrikus véletlen bolyongasrél van szo:

v<d°>
>

3w

Az, hogy a, = b, = ¢, annak felel meg, hogy az n-edik lépésben a Markov-lanc az
(z,z,z) &llapotban van valamilyen z € N-re (amit beazonositottunk a 0+ 0-w+0-w? =0
ponttal). Az, hogy b, = a, +1, ¢, = a, +2 annak felel meg, hogy az n-edik 1épésben a
Markov-lanc az (z,z+1,z+2) allapotban vagy ennek valamilyen permutaciéjaban van va-
lamilyen x € N-re, amit pedig beazonosithatunk a (—1,0,1) &llapottal ill. permutécidival.

Jelolje C, annak a valésziniiségét, hogy az n-edik 1épésben az origéban (a 0 € R?
pontban) van a Markov-lanc, A, pedig annak a valdszinliségét, hogy az n-edik lépésben
az origd egy adott szomszédjdban van a Markov-lanc (a korabban bevezetett hatszogracsra
gondolva). Mivel az origénak 6 szomszédja van, meg kell mutatni, hogy A, jol definiélt,
azaz nem fiigg attél, hogy 0 mely szomszédjat valasztjuk a hatszogracsban. Ha n =1, ugy
igaz a dolog, ugyanis az, hogy az elso 1épésben az origd egy adott szomszédjaban vagyunk
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annak felel meg, hogy az els6 alkalommal a megadott szomszédnak megfelel6 1,2,3 sorrend
keriil a matrix elsé oszlopaba. Legyen most n > 1 és tekintsiik az origd egy tetszoélegesen
rogzitett szomszédjat. A hatszogracsban megadott hat lehetséges irany szerinti szimmetriat
hasznaljuk ki. Tekintve egy, az origobdl ennek a megadott szomszédjaba vezeto utat, ehhez
hozzarendelhetiink egy-egy, az origonak az 6t masik szomszédjaba vezeto utat, forgatést
hasznalva. Ez a hozzarendelés kolcsonosen egyértelmii. Ezért n > 1 esetén is igaz az
allitas.

A feladatban megfogalmazott allitds a fenti jelolésekkel: 1étezik olyan n > 1995, hogy
6A, >4C,,.

(A baloldalon azért szerepel 6A4,,, mert A, annak a valésziniisége, hogy az origd egy adott
szomszédjdban vagyunk és szdmunkra az Osszes szomszéd j6.) Azaz, 1étezik olyan n > 1995,
hogy
2
>z
C, 3
Megmutatjuk most, hogy C,,1 = A,. Valéban
6
Chi1 = Z P(az n + 1-edik 1épésben az origéban vagyunk
i=1

|az n-edik 1épésben az origénak az i-edik szomszédjaban vagyunk)

- P(az n-edik 1épésben az origénak az i-edik szomszédjaban vagyunk)

Mivel C, .1 = A,, azt kell megmutatni, hogy létezik olyan n > 1995, hogy

A, 2
>
A1 73

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ekkor minden n > 1995 esetén

A Ay Avggg 2\ 2"
An_An—1An—2.HA1995A1995< 3 Aqggs = ¢ 3]

ahol ¢ > (0 konstans.

Legyen n = 6m > 1995. Mivel minden egyes lépéskor a Markov-lanc a 6 lehetséges iranybdl
egyenl6 valdszinliséggel valaszt, annak a valészintisége, hogy a 6m 1épés sordn mind a 6
lehetséges irdnyt ugyanannyiszor valasztjuk (m-szer)

S5
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A Stirling-formula alapjan

o ()"

3

ahol C > 0 konstans. Mivel

kapjuk, hogy

Cm—5/2 — Cm™5% (6m)! (1 G6m C'm—5/2 9 bm
" T Er T e o) “Erams)

(mh6 \6 (mh%s \6

A Stirling-formula alapjan

Cm~>/? .
m ——— =
m—oo (6m)! (1\6m ’
- (m!)® (6)

igy minden elegendéen nagy m-re

9 6m 92 6m
m™? < K (§> — 1<K (5) m°/?,

valamilyen K > 0 konstanssal. Mivel

92\ 6™ 5/2 5,1,3/2
lim (—) m?? = lim —=— — lim 2 =...=0,

o \3 o (§)7 e (§) log(3/2)

kapjuk, hogy ha m elég nagy, 4gy nem igaz, hogy

2 6m
1<K (g) mb/2,

Ezért ellentmondasra jutottunk. Az is latszik a bizonyitasbdl, hogy minden & > 0
létezik olyan n(e) > 1995, hogy

P(bn(g) = ane) + 1, Cue) = ane) + 2) > (6 — 6)P(an(6) = bn(g) = Cn(g)).

9.5. Feladat. [Durrett [2], 121. old.] Legyen {X, :n >0} egy olyan {0,1,...

esetén

O

, N}

fazisterii Markov-lanc, mely egyben martingél is. Mutassuk meg, hogy a 0 ésaz N elnyeld

allapotok, azaz poo =1 és pyny = 1.
Megoldas. Legyen F, :=o(Xo, X1,...,X,), n>0. Ekkor a martingdlsdg miatt

(91) E(Xn+1 |FTL) = X’rzy n e Z+.
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Mivel {X, :n >0} Markov-lanc, ezért egy tanult tétel szerint minden ¢: I — R korlatos
figgvényre E(g(X,)|Fn-1) = E(9(X,) | Xn-1). Mivel jelen esetben I = {0,1,..., N},
ezért minden valds értéki fiiggvény korlatos I-n, specidlisan a ¢ : I — R, g(z) :=
identikus fliiggvény is. fgy

(9.2) E(Xpi1 | Fn) =E(Xpi1 | Xn), n€Zy.
Ezért (9.1) és (9.2) alapjén
E(Xpi1 | Xp) = Xn, 1€ 7y,
lgy
E(Xp1 | X, =i)=i, i=0,...,N, neZ,.

Ezt felhasznélva N

0=E(X;|Xo=0)=> iP(X;=i|X,=0),
=0
ezért minden ¢ =1,...,N-re P(X; =i|Xo=0) =0, éigy P(X,=0|Xy=0) =1,
azaz poo = 1. Mivel

N N
N=E(X;|Xo=N)=> iP(X;=i|Xo=N)<NY P(X;=i|Xo=N)=N,
1=0 i=0

és egyenléség az utolsé egyenlbtlenségben akkor és csak akkor all fenn, ha P(X; = N | X, =
N)=1¢é P(X1=1|Xo=N)=0,i=0,...,N —1, kapjuk, hogy pyny = 1. O

9.6. Feladat. Adjunk példat olyan {X, :n >0} sztochasztikus folyamatra, mely

(i) martingdl, de nem Markov-folyamat!
(ii) Markov-folyamat, de nem martingal!

(iii) martingdl és Markov-folyamat is!

Megoldas.

(i): Legyen ¢ :=0 és ¢,, n>1, fliggetlen, azonos eloszldst valdszintiségi valtozok, hogy
1

Legyen tovabb4,

n

Y, = Z ¢i1{¢i—1>1}7 nz=l,
F? .=

)

Y

=1
U(¢1,...,¢n), n ]_
n>1.

¢ >
.7:3; =o(Y1,..., ), >
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Ekkor {Y, :
FY C F¢ kapjuk, hogy
E(Yoi1| Fy) = E(Ya + énalig,oy | Fy)
=Y, + ]E<]E(¢n+1]l{¢n>1} | F2) | ]-"3:)
=Y, + ]E<]1{¢n>1}E D1 | F) | FY)
= Yo+ E((E(0n1) Lgon) | 7))
=Yy + E(¢ni1) E(Lg,>1y | Fy) = Ya,

hiszen E¢, 1 = 0.

Megmutatjuk, hogy {Y,, :
példaul, hogy

P(Yi=—2|Ys=-1Y,= 1) £ P(Y, = -2|Y; =
Ekkor
1 ha (1)1 = (I)g = 1,
1/2 = (I)Ql{cplzl} = —1 ha (I)l = 1, (I)Q = —
0 ha (1)1 = —1,
illetve
2 ha (I)lzq)gzq);g:l
ha (Pl:CDQ:]_,CI)g
Y3 = Pollyp,—13 + P31 i0,—1) =
—1 ha (I)l = 1, q)g = -1 vagy @1 =
1 ha @1:—1,CD2:(I)3:1.

Hasonlbéan, Y, = ®ole,—1} + P3liae,—1} + P4lfe,—1} alapjn

Y;l:3 ha q)l (I)Q @3:®4:1,
Y;L:]_ ha @1:(D2:<D3:1,(I)4:—1 vagy @1:(132:—1,@3
Y;LIO ha (I)lzq)zzl,q)g:—l vagy (I)lz(pgzq)g:—l

vagy (1)1:1, @2:—1, (1)3:<D4:1 vagy @1:—1, CI)Q
Y;L:—Q ha @1:1,¢2:—1,¢3:1,¢4:—1,
Y;L:—l ha (1)1:].(1)2:(1)3:—]. vagy @1:—1,@2:1,(1)3:

vagy @1 q)g —1 @3 = 1 @4 = —1,
Y;LZQ ha (I)l:—l,(Pg q)g @4—1
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n > 1} martingdl, ugyanis Y, F)-mérhets, E|Y,| < 400, n € N és mivel

=Y, + E(¢ni1lig,>11 | Fr)

n>1} nem Markov-folyamat. Ehhez elég azt leellenérizni

1),

—1 vagy ®; = ¢y = —1,

_17 (I)Q = 17 (b3 = _17

:@4:1’

:(1)3:15(1)4:_17

-1
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fgy

P(Yi = 2| Y3 = 1)

:P<<I>1 — LBy = 1, By =1, 8= 1| {d =1,0y= -1} U{d = 1,5y = 1,83 = —1}>
P@® =1,dy= 1,8, =1,0, = 1) /16 1

T P@ =1, = -1+ P@ = 1,0y =1,03=-1) 1/4+1/8 6

Hasonléan,

P(Yy=-2|Y3=~-1,Y, = —1)
N{d, =10y = _1}>

:P<(I)1:1,(132:—1,@3:1,(1)4:—1‘@1:1,(132:—1)
B P®,=1,0=—-1,03=1,9, = —1) _ 1/16 _
B P(®, =1,y = —1) 14 4

Ezért
P(Yy=—-2|Ys=—1,Yy = —1) # P(Y; = —2| Y3 = —1).

(ii): Mivel minden fiiggetlen névekményii folyamat Markov-folyamat, kapjuk, hogy egy
(m, 0%)-paraméterti standard Wiener-folyamat Markov-folyamat. Viszont nem lesz mart-
ingal, mert ha az lenne, akkor varhato érték fliggvénye konstans lenne, azonban EW, = m-t,
t >0, ami nem konstans. Ez egy folytonos ideji példa.

Az aldbbiakban tekintiink egy diszkrét ideji példat is. Legyen {X, :n >0} egy homogén
Markov-ldnc, melynek fézistere {0,1}, Atmenetval6sziniiségi matrixa

0 1

p_ 0/1/3 2/3
Co1\1/2 1/2)
és kezdeti eloszlasa P(Xo =0) = P(Xp = 1) = 1/2. Ha {X, : n >0} martingal lenne,
akkor EXy=EX; kell legyen. Ekkor EX, =1/2 és

PX;=0)=P(X;=0|Xo=0P(Xo=0)+P(X;=0|Xg=1)P(Xo=1)
11 11 1 1
237227671
PX;=1)=PX;=1|X0=0P(Xo=0)+P(X;1=1|Xo=1)P(Xo=1)
12 1111
237227 37w
Ezért EX; =1/34+1/4="7/12, ésigy EX, #EX;. Tehdt {X, :n >0} nem martingdl.
Az alabbiakban tekintiink egy tjabb diszkrét idejii példat is. Legyenek ¢&,, n>1, olyan
fiiggetlen azonos eloszlasu valészintiségi valtozok, hogy

Pl =1)=P6=0)=
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Legyen minden n>1 esetén S,:=> . & és FS:=0(&,&,...,&). Ekkor mivel {S, :
n > 1} fliggetlen novekmény folyamat, Markov-folyamat is, s mivel az ido diszkrét Markov-
lanc is. Azonban nem martingdl {S, :n >1}. Ugyanis, bevezetve az F? := (S, ..., S,),
n>1, jelolést kapjuk, hogy F2 C F¢ miatt
E(Sni1 | F) = E(E(Shi1 | F2) | F7) = E(E(Sn | Ff) + E(Gnst | F3) | )
1

gy nem teljesiil az E(S,i1 | F?) = S,, n € N, osszefiiggés, azaz {S, : n>1} nem
martingdl.

(iii): Egy standard Wiener-folyamat martingal és Markov-folyamat is. Ez folytonos ideji
példa. Diszkrét idejii példa: X, =0, n > 0. [l

9.7. Példa. (Hosszt memdrigja folyamat) Legyenek X, n>1, fiiggetlen p-paramé-
terti Bernoulli eloszlast valdszintiségi véltozok. Legyen R'; = R} :=0 és minden n > l-re

R =R, +R. ,+X,.
Lathaté, hogy
R, = fuXi+ farXo+ -+ oXo + iXe,  n>1
ahol f,, az mn-edik Fibonacci-szam (f; = fo = 1). Ekkor
E(R,, | Ry, Ry_s) = E(R,, |0(R,_1, Ry 5)) = R,y + R,y + E(X,, |0(R,_1, R, _»))
=R +R ,+EX,)=R. ,+R ,+p,

L, RL_,)-mérhetd és X, fiiggetlen o(RL_;, RL_,)-t6l (valéban,
Rl csak X1, Xo, ..., X,-t6l figg).

ugyanis R} | és R , o(R}

Megmutatjuk, hogy {R, : n>1} nem Markov-lanc, két kiilonb6zé médon is. Els6nek
leellendrizziik, hogy E(R}| R}, R3) # E(RL|R}), amibdl kovetkezik, hogy {R, : n>1}
nem Markov-lanc. Ekkor

E(R}| RY) = EQ2X; + Xo + X3 | X1 + X2) = X1 + Xo + p + E(X; | X; + Xo).
Mivel E(X, | X1+ Xo=k)=P(X; =1|X; + Xo=k), k=0,1,2, és
PX; =1, X, +X,=0)  P(X;=1,X;=0,X, =0)
P(X;+ X, =0) - P(X;=0,X,=0)
P(Xi=1,X1=1,X,=0)+P(X; = 1,X; =0, X, = 1)

P(Xi=1,X=0)+P(X; =0,X, = 1)
___pl-p+0 1
Cpl-p)+(A-pp 2
PX,=1,X,=1,X,=1)
P(X,=1,X,=1)

P(X1:1|X1—|—X2:O): =0,

PXi=1|X1+Xs=1) =

PXi=1|X1+X,=2)=

=1,
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kapjuk, hogy E(X;| X1+ Xo) = (X7 + X5)/2. Ezért

3
E(R} | R}) = §(X1 + X5) +p.

Mivel a korabbiak alapjan
E(R}| R, Ry) =R+ Ry+p=X1 + X1+ Xo+p=2X; + Xo +p,
kapjuk, hogy E(R3| Ry, Ry) # E(R3| Ry).
A kovetkezOkben azt ellenorizziik le, hogy
P(Ry=2|Ry=1,R =1)# P(R; =2| R, = 1),
amibdl szintén kovetkezik, hogy {R, :n >1} nem Markov-lanc. Ekkor

P(RL=2,R=1)
P(RI=1)

PRy =2|Ry=1) =

ahol felhaszndlva, hogy Rl = X| + X, és Rl =2X, + X, + X;,

PRE=2,R;=1)=P(Ri=2,R}=1,X, =0+ P(R:=2,R} =1,X, =1)
P(Xs5=1,Xo=1,X,=0)+P(X5=0,X,=0,X; =1)

p*’(1—p)+p(l —p)*=p(l—p),

és
PRy =1)=PRy;=1,X,=0)+ PR, =1,X, =1)
fgy new
P(RL=2|R! =1 :u:__
Hasonléan,

P(RL=2Ri=1R =1)
P(R,=1,Rl =1)
P(X;=1,X,=0,X5=0) p(1—p)?

P(X;=1,X,=0) p(1—p) P

P(Ry=2|Ry;=1,R; =1) =

Ha p+#1/2, ugy P(R}=2|R}=1,Ri =1)# P(R}=2|R}=1). Azaz p# 1/2 esetén
kapjuk, hogy {R, :n>1} nem Markov-lanc. (Az els6 indoklds a p = 1/2 esetben is adja,
hogy {R, :n>1} nem Markov-lanc.)

Az aldbbiakban a fazisteret megnagyobbitva eléallitunk egy olyan 2-dimenziés Markov-
ldncot, melynek egyik koordindta-folyamata {R, : n>1}. Legyen R, := (R. R! ,),
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n>1. Ekkor {ﬁn :n>1} egy olyan sztochasztikus folyamat, melynek fazistere Z x Z,
és az R, = (Rg), Rg)), n>1 jeloléssel élve,

RY =R, =R, + R, ,+X, =R + R + X,

Rg) = R717,—1 = R(l)

n—1-

Megmutatjuk most, hogy {}N%n : n>1} Markov-lanc. Végiggondoljuk, hogy Ryq-et
egyértelmiilen meghatarozza R, és X,y;. Valoban,

Rn+1 = (Riz—i-la erz) = (R}w + R’}L—l + Xn+1> Ri),

igy, ha R, = (RL,R. ) = (i,j), tgy Rus1 = (i+j+ Xpi1,i). Ezért {R, : n>1}
Markov-lanc és az egylépéses atmenetvaldszintiségek:
P(Ru1 = (i 4 5,i) | R = (1,§) = P(Xas1 = 0) =1 —p,

= . . . = . . nEN‘
P(Rn—H - (Z+j+1az)‘Rn = (Zaj)) :P(Xn+1 = 1) =D,

Ezen példa tanulsidga lehet az is, hogy egy tobbdimenzids fazisterit Markov-lancnak a
koordinata-folyamatai altalaban nem Markov-lancok. 0

9.8. Példa. Egy diszkrét idejii Markov-lanc definiciéja tgy is megfogalmazhato, hogy ,,a
mult és a jovd feltételesen fiiggetlen a jelenre nézve” (angolul ,.given the present, the future
is conditionally independent from the past”). Most ezt a dolgot jarjuk koril. Legyenek
Y1,Ys és Yz valdszintségi valtozok. Azt mondjuk, hogy Y; feltételesen fiiggetlen Ys-tél
az Yo feltételre nézve, ha tetszoleges a,b € R esetén

P(Y1<a,Ys5<b|Ys)=P(Y1 <al|Yy)P(Y5<b|Ys) P-mm.
Ez azzal ekvivalens, hogy tetszoleges f,g: R — R korlatos, mérheto fliggvényekre
E(f(Y1)g(Y3) | Y2) = E(f(Y1) | Y2)E(g(Y3) [ Y2) P-m.m.

Legyenek a tovabbiakban Xi, X,... valoszinliségi véaltozok, n, k € N rogzitettek és
f:R*! 5 R, g:R¥ - R korldtos, mérhets fiiggvények. Legyen

}/1 = f<X17X27"‘7Xn—1>a Y2 = Xn7 )/3:: g(XTH-la"an-i-k)'

Ekkor Y;,Y5 és Y3 interpretdlhaté mult, jelen és jovéként. Ha {X, : n >0} Markov-lanc,
akkor
E(VY3|Y3) = E(Vi | Y2)E(Y | Y3) Pomm,

és ez fejezi ki azt, hogy a milt és a jovo feltételesen fliggetlen a jelenre nézve. 0
9.9. Feladat. Legyenek &,,n>1 fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok, hogy
& nem elfajult (azaz nem létezik olyan ¢ € R, hogy P(&; =c¢) =1) és & karakterisztikus

fliggvénye seholsem 0. Legyen Sp:=0 és S, :=> &, n>1. Mutassuk meg, hogy S;
feltételesen fiiggetlen S;-t6l az Sy feltétel mellett, de S3 nem fliggetlen S;-t6l!

201



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Megoldas. A & -re vonatkozo nem-elfajultsagi feltétel sziikséges, hiszen, ha létezik olyan
c€R, hogy P(& =c¢)=P(&=c¢) =P =c) =1 tgy P(5 =c) = PS5 =2c) =
P(S3=3c)=1. Igy S; és S3 fiiggetlenek lennének.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy &; nem elfajult. El6szor megmutatjuk, hogy S3 és
S1 nem fliggetlenek. Mivel S} =&, S3 =& +& +& =51+ & + &3, kapjuk, hogy ha S
és S fiiggetlenek lennének, ugy

Eei(#1+v93) — FetuSifeivds u,v € R.

Azaz fennallna, hogy

Eei((u+v)€1+v(§2+£3)) _ EeiuglEeiv(ﬁl-f—fz—i‘fB)’ U,V € R.

Felhasznélva, hogy &;,& és &3 fiiggetlenek, kapjuk, hogy
Ee(" TS Ee e Re™ts = e Ee™ Ee™2Ee™®,  u,v € R.
Ha ¢ jeloli egy & valdszintiségi valtozo karakterisztikus fliggvényét, agy

Pe; (U + V) 0e, (V) e (V) = e, (1) pe, (V) e, (V) ey (V) w0 € R.

Mivel &;,& és &3 azonos eloszlasi és g, scholsem 0, kapjuk, hogy

0o (u+v) = @ (u)pe, (v), u,veER.

Igy | e, |-re teljesiil az exponencidlis Cauchy-egyenlet. Felhaszndlva, hogy |¢e,| folytonos és
loe,1(0) = 1, kapjuk, hogy létezik olyan a € R, hogy |¢g,|(t) = e™, t € R. Felhaszndlva,
hogy |pe (1) <1,t € R, kapjuk, hogy a =0, azaz |pg (t)] =1,t € R. Ismert, hogy ez
azt vonja maga utan, hogy &; elfajult, azaz ellentmondéasra jutottunk. Ezért S; és 5
nem fliggetlenek.

Ahhoz, hogy S3 feltételesen fliggetlen Si-t0l az S, feltétel mellett azt kell leellenorizni,
hogy tetszdleges a,b € R esetén

P(Sl < a, Sg <b ‘ SQ) = P(Sl <a | SQ)P(Sg < b‘ SQ) P-m.m.

Ekkor

P(S1 <alS) = P(Sy — & < alSy) = P(§y > 5 —alSy),

P(S3 <b[Sy) = P(S2+ & < b[S2) = P(§ <b— 52| 85),
illetve

P(S) <a,85 <b|Sy) =P(Sy—& <a,& <b—55]S5,).
Tovabba

P(S1 < a,83 <b|Ss) = E(l{s,<a,55<) | S2) = E(L{5,—er<a,e5<0—5,} | S2)

(1{52 £2<a}ﬂ{§3<b752} ‘ SQ)
E (1 (5, £ <a) I {es <t sg}IU(SQ,Sz))‘ )

(
(ﬂ{sg er<atE(Ligy<b-s,1 | 0(52,8))|S )

E
E
=K
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Felhasznélva azt, hogy ha & és n fliggetlenek és ¢g: R x R — R olyan mérheto fiiggvény,
melyre E|g(&,7n)| < +oo, akkor

E(g(&n)|n=y) =Eg(y) Prmm. yeR,

kapjuk, hogy Ps,-m.m. x € R és FPg,-mm. y € R esetén
E(1{§3<b—52} ‘ Sy = $7£2 = y) = P(fg <b-— x),

és igy
]E<]1{53<b—sg} | 0(52,52)) =P(&<b—25) Pmm
Ezért

P(Sl < a, 53 <b ‘ SQ) = P(&g <b-— SQ>E<IL{SQ—§2<(1} | SQ)
= P& <b—S3)P(S: — & < alSy) P-m.m.

Az el6z6 levezetéshdl az is latszik, hogy
P& <b—53) = E(Ligy<p-s,3 | S2) = P(&3 < b — 55 S2) P-m.m.
fgy kapjuk, hogy
P(S; < a,S35 <b|Sy) =P(& <b—55|S2)P(& > Sy —alSy) P-m.m.,
és pontosan ezt kellett beldtni. O

9.10. Feladat. Egy baktérium torzs minden tagja egy dra leteltével vagy elpusztul vagy
pedig kettéosztodik. Ha az osztédas valdsziniisége p € (0,1), akkor mennyi a valdszintisége
annak, hogy egy kiszemelt baktérium leszdrmazottai sohasem halnak ki? (Ez a KOMAL
B3521-es feladata volt.)

1. Megoldas. (A KOMAL mintamegoldasa). Jeloljon A egy kiszemelt baktériumot,
és feltéve, hogy kettéosztodik, a kozvetlen leszarmazottjait jelolje B és C. Legyen x annak
a valészintisége, hogy A leszarmazottai sohasem halnak ki. Feltéve, hogy B és C létrejott,
jelolje y annak a valdszinliségét, hogy vagy B, vagy C leszarmazottai nem halnak ki; ekkor
x = py. Ha mar B és C létrejott, akkor annak a valdszintisége, hogy B leszarmazottai nem
halnak ki, x-szel egyenlo, és ugyanennyi annak a valészintisége is, hogy C leszarmazottai
nem halnak ki. Annak a valdszintisége pedig, hogy sem B, sem C leszarmazottai nem halnak
ki, ezen események fiiggetlenségét feltételezve, x2-tel egyenld. Ezért y = x4+ x — 22, és igy
r = p(2x —x?). Ezért x értéke vagy 0, vagy 2—1/p. Ha 0<p<1/2, tgy 2—1/p<0.
Felhasznélva, hogy 0<x <1 kell legyen, kapjuk, hogy = =0. Ha 1/2 < p < 1, ugy
0<2—-1/p<1, igyekkoraz x =0 ill. z=2—1/p gydk is széba johet. Ismert viszont,
hogy a ,,tlélés” val6szintisége a széban forgd masodfoki egyenlet [0, 1]-be esé nagyobbik
gyoke (lasd, pl., Durrett [2], 78. old.), azaz 1/2 <p <1 esetén x=2—1/p.
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2. Megoldas. Jelolje p a kihalas valdszintiségét. Fogalmazhatunk ugy is, hogy egy
kiszemelt baktériumnak, A-nak, a leszarmazottai alkotjak az els6 generdaciét. fgy az elso
generaciéban p valdszinliséggel 2 egyed van, ill. 1 — p valdszintiséggel 0 egyed van.
Feltételezve, hogy az els6 generdcidéban 2 egyed van, A csaladfdja akkor hal ki, ha mindkét
leszarmazottjdnak kihal a csalddfdja. Ezen eset valészintisége p?. Abban az esetben, mikor
az elso generaciéban 0 egyed van, A csaladfdja mar kihalt. fgy p=pp*+(1—p). Ezt az
egyenletet megoldva
1+1—-4p(1—p) 1+(2p—1)

P12 = % = 2% .

lgy pr=1 és po= (1 —p)/p. Durrett [2], 78. oldala alapjan a p kihaldsi valdsziniiség a
p=pp*+ (1 —p) egyenlet [0,1]-be esd kisebbik gydke.

Ha 0<p<1/2, Ugy ps>1=p;, ésigy a kihalds valdszinlisége p = 1. Azaz a tulélés
valészintisége 0.

Ha 1/2 <p <1, gy p2 <1=py, ésigy a kihalds valészintisége p = —1+1/p. Azaz a
tulélés valosziniisége 2 — 1/p. O
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