Barczy Matyas és Pap Gyula

Sztochasztikus folyamatok
Példatar és elméleti kiegészitések
|. Rész

(Gauss-folyamatok, Poisson-folyamat)

mobiDIAK kényvtar



Barczy Matyas és Pap Gyula
Sztochasztikus folyamatok
Példatar és elméleti kiegészitések
|. Rész

(Gauss-folyamatok, Poisson-folyamat)



mobiDIAK kényvtar

SOROZATSZERKESZTO

Fazekas Istvan



Barczy Matyas és Pap Gyula
Debreceni Egyetem
Sztochasztikus folyamatok
Példatar és elméleti kiegészitések
l. Rész

(Gauss-folyamatok, Poisson-folyamat)

Egyetemi jegyzet

mobiDIAK konyvtar
Debreceni Egyetem



Szerzok

Barczy Matyas Pap Gyula

egyetemi tanarsegéd egyetemi tanar
Debreceni Egyetem Debreceni Egyetem
Informatikai Kar Informatikai Kar
4010 Debrecen, Pf. 12 4010 Debrecen, Pf. 12
barczy@inf.unideb.hu papgy@inf.unideb.hu
Lektor

Igloi Endre
szamitastechnikai munkatars
Debreceni Egyetem

Informatikai Kar
4010 Debrecen, Pf. 12

Copyright (©) Barczy Matyés és Pap Gyula, 2005
Copyright (©) elektronikus kozlés mobiDIAK konyvtdr, 2005

mobiDIAK kényvtar

Debreceni Egyetem
Informatikai Kar

4010 Debrecen, Pf. 12
http://mobidiak.inf.unideb.hu

A mi egyéni tanulmanyozés céljara szabadon letolthet6. Minden egyéb felhaszndalas csak
a szerzok elozetes irasbeli engedélyével torténhet.

A mii ,,A mobiDIAK 6nszervez$ mobil portal” (IKTA, OMFB-00373/2003)) projekt
keretében késziilt.



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Bevezetés

Jelen munka a Debreceni Egyetem alkalmazott matematikus és matematikus szakos hall-
gatdi részére tartott Sztochasztikus folyamatok Gyakorlat anyagat oleli fel. A gyakorlathoz
kapcsolddé el6adas anyaganak gerincét Dr. Pap Gyula: Sztochasztikus folyamatok cimii jegy-
zete [b] adta, igy féként az ott szerepld elméleti részekhez kapcsolédé feladatokat targyalunk.
A gyakorl6 feladatokon kiviil szerepelnek példatarunkban az el6adas anyagahoz kapcsolodd
elméleti részek, kiegészitések is. A Poisson-folyamat és a Nemstaciondrius Poisson-folyamat,
osszetett Poisson-folyamat cimi fejezetekben féként SHELDON M. RoOss: INTRODUCTION
TO PROBABILITY MODELS cimii konyvének [7] 6todik fejezetére tamaszkodunk, illetve az
ott kitiizott gyakorlé feladatokat oldjuk meg. A Kolmogorov alaptétel cimii fejezetben pedig
f6ként MEDVEGYEV PETER: VALOSZINUSEGSZAMITAS cimii konyvére [4] tdmaszkodunk.

Ezuton is szeretnénk koszonetet mondani Igléi Endrének figyelmes, lelkiismeretes lek-
tori munkéjaért. Eszrevételeit, kiegészitéseit figyelembe véve a jegyzetet sok helyen pon-
tositottuk.
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1. Elmélet

1.1. Alapfogalmak

1.1.1. Definicié. Legyen (2, A, P) wvaldsziniségi mezd, T tetszéleges halmaz, és minden
teT esetén & :Q — R waldszindségi vdaltozo. Ekkor ezek {& :t € T} seregét sztoc-
hasztikus folyamatnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy T a folyamat paramétertere, R
pedig a fdzistere (vagy dllapottere).

A folyamat értékének jelolésére hasznalni fogjuk a £(t), illetve &(t,w), t € T, w € Q
jeloléseket is (ugyanis a folyamatot lehet tekinteni természetes médon egyetlen £ : T'xQ) — R
leképezésnek is:  £(t,w) = &(w)). A rogzitett w € Q esetén adédé &(-,w) : T — R
fliggvényeket (azaz a t+— &(w) fliggvényeket) a folyamat trajektéridinak (realizécidinak,
mintafiiggvényeinek) nevezziik.

(Természetes médon lehet definidlni olyan folyamatokat, melyek fazistere egy (X, X)
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mérhetd tér.)

Csak olyan folyamatokrdél lesz sz6, amikor T' C R, azaz a paraméter ido jellegii, példaul
T=1[0,00), T=H{0,1,2,...}.

A {& :t € T} sztochasztikus folyamat viselkedésérdl nyilvan sok informéciét tartal-
maznak a folyamat véges dimenzids eloszlasai: a

{(5t1;~'-7€tk):k€N7t1;~'-7tk€T7tl<'--<tk}

valoszintiségi vektorvaltozdk eloszlasai. (A (&,,...,&,) valdszinliségi vektorvaltozé el-
oszldsa egy valésziniiségi mérték az (R* B(R*)) mérhetd téren.) Ezeket a véges dimenzids
eloszlasokat az

{F£t17“'75tk ke N, t,... e, t1 <... < tk}

eloszlasfliggvény-sereggel lehet megadni. A véges dimenzids eloszlassereg ismeretében még
nem lehet eldonteni milyen tulajdonsiagokkal birnak a folyamat trajektéridi. Az a kérdés,
hogy ha megadjuk eloszlasfiiggvényeknek egy

{Ftl,...,tk . kEN, tl,...,tk GT, tl < ... <tk}

seregét, akkor létezik-e (€2, A, P) valdszinliségi mezé és rajta {& : ¢t € T} sztochasztikus
folyamat, melynek véges dimenzids eloszlasai éppen az adott eloszlasok:

F&l,m’&k = El,~~~,tk7 ke N, ty,...tpeT, b1 <...<t.

Konnyen belathatd, hogy ehhez feltétleniil teljestilnie kell az igynevezett kompatibilitasi
feltételnek: ha ti,... .t €T, t1 < ... <t és 1< <19 <...<1p <k egészek, akkor

Ftil,...,tie (xilu o )xig) - Ftl,tz,...,tk (I17 Ty e ,l’k),

ahol z; = 400 ha j & {i1,...,%}, amit Ggy értiink, hogy az illet6 koordinatédban az
x; — +00 hatdrértéket vessziik. (Ugyanis, ha Fj, ¢, 4 valobanegy (&,,&,...,&,) vektor
eloszlasfiiggvénye, akkor a (ftwfth ...,&iz) ,,részvektor” eloszlasfiiggvénye éppen a fenti

egyenlet jobboldalan all6 fiiggvény, melynek meg kell egyeznie az F; fliggvénnyel.)

il’ti2""’ti£
1.1.2. Tétel. (Kolmogorov-alaptétele) Ha adott eloszlasfiggvényeknek egy
{Ftl,tg,...,tk . k € N, tl, . 7tk € T, tl < ... < tk}

kompatibilis serege, akkor létezik (2, A, P) waldsziniiségi mezd és rajta {& : t € T}
sztochasztikus folyamat, melynek véges dimenzios eloszldsai éppen az adott eloszldsok.

Kolmogorov-alaptétele érvényes abban az altalanosabb esetben is, amikor a folyamat
fazistere teljes, szeparabilis metrikus tér. A kovetkezd alfejezetben részletesen foglalkozunk
vele.

1.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& :t € T} és {m :t € T} sztochasztikus
folyamatok
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e tdagabb értelemben ekvivalensek, ha megegyeznek a véges dimenzios eloszlasaik;

e ckvivalensek, ha P(§ =mn) =1 teljesiil tetszdleges t € T esetén.

Az ekvivalens folyamatokat eqgymds modifikdcidinak nevezzik.

1.1.4. Megjegyzés. Ha a {& :t € T} és {n : t € T} sztochasztikus folyamatok
ekvivalensek, akkor tagabb értelemben is ekvivalensek. Ugyanis, Vn € N, ty,...,t, € T,
hh<ty<...<t, és x1,...,x, € R esetén

P(ftl < Il,...,é.tn < xn)
P(fh < xla"-agtn < mna&h :77t1>---aftn :ntn)
Py, <1y, <n) = Fy g (01,000, 20).

F§t1:~~~7§tn (xh s ;xn>

Itt felhasznaltuk azt, hogy P(A) = P(ANB), VA,B € A, P(B)=1 esetén. (Ugyanis,
P(A)=P(ANB)+P(ANB) é P(ANB)<P(B)=0) 0

Leellenorizhetd, hogy az 1.1.3. Definicioban megadott relaciék ekvivalencia-relaciék a
folyamatok kozott.

1.1.5. Definicié. Legyen {& :t € T} walds értékii sztochasztikus folyamat, gy, hogy
&-nek létezik a vdrhato értéke minden t € T esetén. FEkkor az

m:T — RU{—o0,0}, t— m(t) .= E&,

fiigguényt a folyamat vdrhaté érték figguényének hiviuk. Tovdbbd, ha EE? < oo, t € T
esetén, akkor a
K:TxT—R, (s,t) — K(s,t) :=cov(&s, &),

figgvényt a folyamat kovariancia figguényének hivjuk.

1.1.6. Megjegyzés. Ha {& :t € T} egy olyan valds értékii sztochasztikus folyamat, hogy
E&2 < oo, t € T, akkor a vdrhaté érték fiiggvénye valds értékii. Ugyanis a Cauchy-Schwartz-

egyenlStlenség alapjan |E&| < /EEHE1? < co. O

1.1.7. Allitas. Legyen {& :t € T} egy olyan valds értéki sztochasztikus folyamat, hogy
E&2 < oo, t € T. Ekkor kovariancia fiigguénye szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, azaz

(i) K(s,t) =K(t,s), s,teT,
i) VkeN, Vit,...,tp, €T esetén a (K(t;,t)))ji=1,.k mdtriz pozitiv szemidefinit,
azaz¥V k €N, Vity,....,tp, €T, VYV Ai,...,\r, € C esetén

k
> ANE(ti 1) > 0.

ij=1
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Bizonyitas. (i): K(s,t) = cov(&s, &) = cov(&, &) = K(t,s), s,t € T,
(ii):

k k k
D ONNK (i) = Y Aidjeov(&, &) = D ANE[(&, — B (&, — BE)]

ij=1 ij=1 =1
k
=K Z )\z)\_j(gtz - Egti)(gtj - ]Egt]))
z‘j—l
k
—E Z M€ —E&) D O N(&, — E&J)
7j=1
k
- Z NlE —BE)D A&, —EE,)
7=1

2
= 0.

k
E|Y " A& —E&,)
i=1

1.2. Kolmogorov-alaptétel

A Kolmogorov-alaptételrdl sz6l6 részek Medvegyev [4]-bél szarmaznak, részletesebben ki-
fejtve az ottani gondolatmeneteket.

Topologiai alapfogalmak, Baire-, Borel- és szorzatmérhetség
Az aldbbiakban egy-két fontos topoldgiai alapfogalmat elevenitiink fel.

1.2.1. Definicié. Egy topologikus tér teljesiti a 2. megszamldlhatosdgi axiomdt, ha van
megszdmlalhato bazisa.

1.2.2. Definicié. Az (E,O) topoldgikus tér O topoldgidjanak B C O nyilt halmazokbdl
dallo osztalya bdzisa, ha O tetszdleges eleme elddll B-beli elemek unidjaként.

1.2.3. Definicié. Legyen (E,d) egy metrikus tér. A d metrika dltal indukdlt topoldgia
az a topologia, melynek bazisa a kévetkezd halmazrendszer

{lye E:d(x,y)<r}, x€FE r>0.
Ezt a topologiat Oy mddon jelolyik.

1.2.4. Tétel. (Lindelof) Egy megszamldlhaté bazisi topologikus tér tetszdleges nyilt le-
fedésébil kivdlaszthato megszdmlalhato lefedés.

10
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1.2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (E,Q) topoldgikus tér szepardbilis, ha létezik
megszdmlalhato, mindeniitt stri részhalmaza.

1.2.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (E,O) topoldgikus tér Hausdorff, ha barmely két
pontjanak vannak diszjunkt kornyezetei.

1.2.7. Allitas. Egy megszamldlhato bdzisu topologikus tér mindig szepardbilis.
Az el6z6 allitas megforditasa dltalaban nem igaz. Igaz viszont a kovetkezd dolog.

1.2.8. Allitas. Legyen (E,d) egy metrikus tér, és jelolie Oq a d metrika dltal indukdlt
topolégiat E-n. Ekkor (E,Q4) akkor és csak akkor szeparabilis, ha E megszdmldlhato
bazisi.

1.2.9. Kovetkezmény. Ha az (E,O,) topoldgikus tér szepardbilis, akkor tetszéleges nyilt
lefedésébol kivdlaszthato megszamldlhato lefedés.

Topologikus terek szorzata
Legyen I # 0 és (F;,0;), i€ 1 topoldgikus terek. Legyen

FE = HEZ', = (2i)ier, v €E;, i€l

il

és p; : E — Ej, pi(v) == z;, v € E projekcié a j-edik komponensre, j € I. (A p;
projekciét szokds m; mddon is jelolni.) Az E szorzatteret ellatva a diszkrét topolégidval
topologikus teret kapunk, azonban igy til sok nyilt halmaz van; egy ennél durvabb topoldgiat
vesziink majd alapul a szorzattopologia definialasakor.

1.2.10. Allitas. Létezik olyan legdurvdbb topolégia FE-n, amire a p; : B — E;, 5 € 1
projekciok folytonosak. Ennek a topologidnak eqy bazisa a kévetkezé halmazrendszer

B:= { mp;l(Uj) U €05, J véges}.

jeJ
Ezt a topologidt nevezziik szorzattopolégianak, B elemeit pedig elemi nyiltaknak.

1.2.11. Allit4s. Eqgy szorzattér akkor és csak akkor Hausdorff szepardbilis, ha minden egyes
komponens tere Hausdorff szepardbilis.

1.2.12. Allitas. Metrizdlhatd terek szorzata nem feltétlentil metrizdlhaté. Példdul R® nem

metrizalhato.
1.2.13. Allit4s. Megszamldlhato sok metrizalhato tér szorzata is metrizalhato.
1.2.14. Definicié. Legyen (E, Q) egy topoldgikus tér.

11



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

(a) A 0(O) (azaz E nyilt halmazai dltal generdlt) o-algebrdt az E Borel o-algebrdjinak
nevezzuk.

(b) Az E-n értelmezett folytonos, valos értéki figgvények dltal generdlt o-algebrdt az E
Baire o-algebrajanak nevezzik.

Megjegyezzik, hogy a Baire-féle o-algebra mindig része a Borel-féle o-algebranak.

1.2.15. Definicié. Legyen X # 0 és (Ya,Ba)aca mérhetd terek dsszessége, ahol A # ()
tetszoleges indexhalmaz. Legyenek tovabba f, : X — Y, tetszbleges fuggvények, o € A. Azt
a legszikebb o-algebrdt X-en, amelyre nézve az osszes fo fligguény mérheté o(f, :a € A)
mddon jeloljik és az (fo)aca leképezések dltal generdlt o-algebrdnak mondjuk.

1.2.16. Megjegyzés. o(f,: a € A) mindig létezik és belathatd, hogy
o(fa:a€A)=0(G),
ahol G:={f,'(B),a€ A, B e B,}. O

1.2.17. Definicié. Egy (X, A) mérhetd térbdl eqy (Y, T) topologikus térbe képezé f
leképezést mérhetdnek mondunk, ha ((X,A), (Y,B(Y)))-mérhetd, mdsképpen mondva,
ha f értékkészlete eqy topologikus tér, akkor az értékkészletén a mérhetdségi struktirdt a
Borel-halmazokkal definidljuk.

1.2.18. Megjegyzés. A mérhetoség definicidja nem magatol értetddo, ugyanis az Y képté-
ren a Borel-halmazok mellett egyéb . topolégiailag relevans” strukturak is definialhatok.
Példaul a Baire-halmazok osszessége. Elofordulhat, hogy a Borel-halmazok ,,tidl sokan
vannak,” példaul ez a helyzet nem megszamlalhato szorzatsruktiurak esetében, és ilyenkor
sziikebb o-algebrat kell venni. Példaul a Kolmogorov-féle konzisztencia tétel is csak a Borel
o-algebranal sziikebb o¢-algebrara biztositja a szorzatmérték kiterjesztését. Lasd az 1.2.33.
Megjegyzést. U

1.2.19. Definicid. Legyenek (X1, A1) és (Xo, As) mérhetd terek. A
TZ: {A1 X Ag : Al € Al,Ag € .AQ}

halmaz elemeit mérhetd téglaknak hiviuk, az (X1xXs,o(T)) mérhetd teret pedig az (X1, Ay)
és (Xa, Az) mérhetd terek szorzatdnak nevezzik. A o(T) o-algebrit Ay x Ay (vagy
A1 ®As) médon szokds jeldlni. A definicid értelemszeriien kiterjeszthetd véges sok (X, A;),
t=1,...,n, mérhetd tér szorzatdra.

Ha (X, Ax)aca végtelen sok mérhetd tér, akkor szorzatukon azt az (X,C) mérhetd teret
értgik, melyre X := [[,caXa € C az tin. cilinderhalmazok (hengerhalmazok) dltal
generdlt o-algebra. A cilinderhalmazok olyan C C X halmazok, melyekhez léteznek olyan
ai,...,a, € A indexek (a; # oy, ha i#j)és B e [[i_; Aars hogy

C={reX:(xa,...,2a,) € B}.

12
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(Példdul {(z1,79,73) € R : 2% + 25 <r?} cilinderhalmaz.) Az «y indexeket a C
tartopontjainak (koordindtdinak), a B halmazt pedig a C'  tartéhalmazdnak (alapjinak)
mondjuk.

Amennyiben X, =Y, a € A, tgy az X szorzattér nem més, mint az A halmazon
értelmezett Y-beli értéki fliggvények halmaza.

1.2.20. Megjegyzés. A szorzatmérhetOségi struktira alternativ médon a 7,(x) = x4,
a € A koordindtaleképezések altal generalt o-algebraként is definidlhaté. Pontosabban,
belathato, hogy a cilinderhalmazok &ltal generalt o-algebra az a legszlikebb o-algebra,
melyre nézve az 0sszes projekcié mérheto. U

1.2.21. Allitas. (Medvegyev [4], 2.22 Allitas) Eqy B € X halmaz pontosan akkor
mérhetd a [[,ca(Xa, Aa) szorzattérben, ha van olyan (megszamldlhato) (ag)ie, indes-
sorozat, hogy B-nek az o # «p metszetei a teljes Xy terek, vagyis a B halmaz ,,csak
megszdmlalhato sok koordindtdtol fiigg.” Mdsképpen fogalmazva, eqy B € X halmaz pon-
tosan akkor mérhetd a [],.4(Xa, Aa) szorzattérben, ha létezik olyan (megszamlalhato)

()i, indexsorozat és B € [ (Xay, Aay), hogy B =¢Y(B), ahol ¢ a [Toca Xa
szorzatot a [l Xa, szorzatba képezd | koordindtaleképezés,” mely az x € [Toca Xa
(,.fligguény”)-hez az (x4,)52, ,,sorozatot” rendeli hozzd.

1.2.22. Definicid. Legyen (X, A) egy mérhetd tér. Egy f: X — R fliggvényt mérhetének,
pontosabban A-mérhetének mondunk, ha ((X,A), (R,B(R)))-mérheté. A mérheté valds
értéki figguényekrdl fel szokds tenni, hogy felvehetnek végtelen értéket is. Ilyenkor mérhetd
halmazoknak a kiterjesztett szamegyenes, mint topologikus tér Borel-halmazait tekintjuk.

1.2.23. Allitas. (Medvegyev [4], 2.24 Kovetkezmény) Az f: X — R walds (vagy
kiterjesztett valds) értéki fiigguény pontosan akkor mérhetd, ha az f  wvalamelyik tipusi
nivéhalmazai, azaz az {x € X : f(x)RA} alakid halmazok, ahol R jelolhetia <, >, <, >
reldciok akdrmelyikét, tetszoleges A € R esetén mérhetok.

1.2.24. Kovetkezmény. (Medvegyev [4], 2.26 Kovetkezmény) Ha Y szepardbilis
metrikus tér és f,: (X, A) = (Y,B(Y)), n € N mérhetd leképezések olyan sorozata, amely
minden x € X pontban konvergens, akkor az

f: X =Y, f(z):=lm f,(x), z€X
n—oo
leképezés is mérhetd. (Ide nagyon kell a szepardbilitds.)

1.2.25. Allit4s. (Medvegyev [4], 2.29 K6vetkezmény) Valds értékii mérhetd figguények
osszessége algebrailag zdart abban az értelemben, hogy mérhetd figguények osszege, szorzata,
hanyadosa szintén mérhetd (feltéve, ha a megadott miveletnek van értelme).

Szorzatmérték

13
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1.2.26. Definicié. Az (X, A,pn) és (Y,B,v) mértékterek (X x Y, Ax B,7) szorzatin
az A X B szorzatmérhetdségi struktirdn értelmezett olyan m mértéket értink, melyre

(A x B) = u(A)v(B), Ae A BeB,
vagyis amelyre a mérhetd téglak mértéke a tégldk ,,oldalainak” szorzata.

1.2.27. Allit4s. Ha (X, A, ) és (Y,B,v) tetszbleges mértékterek, akkor mindig létezik az
(X XY, Ax B, uxv) szorzatmértéktér. Ha p és v o-végesek, akkor a puxv szorzatmérték
egyértelmid. (A p mértéket akkor nevezzik o-végesnek, ha léteznek olyan X, € A, n € N
halmazok, melyekre p(X,) < +oo és X =J,; X,.)

Ertelmezhetd tetszoleges sok valészintiségi mezd szorzata is. Lasd Stromberg [8], 175.
oldal.

Baire-, Borel- és szorzatmérhetdség az R> := R téren

Eldszor a Baire o-algebra és a Borel o-algebra viszonyat vizsgdljuk. Tetszéleges (X, T)
topologikus tér esetén igaz az, hogy minden Baire-halmaz Borel-mérheté. Ugyanis, egy
f X — R folytonos fiiggvény Borel-mérheto. fgy a Baire o-algebra mindig része a
Borel o-algebranak.

1.2.28. Allit4s. (Medvegyev [4], 2.30 Példa) Legyen (X,d) egy metrikus tér. Ekkor
az (X,04) topoldgikus tér esetén a Baire o-algebra megegyezik a Borel o-algebrdval.

Bizonyitas. A fentiek miatt elég azt megmutatni, hogy ekkor a Borel o-algebra része a
Baire o-algebranak. Legyen F C X egy zart halmaz. Ismert, hogy

F={reX:daF)=0}

ésa g:z € X —d(x, F) leképzés folytonos. [gy F = g 1({0}) és g folytonos, valds érté-
ki, ezért F Baire-halmaz. Tehat minden zart halmaz Baire-halmaz. Legyen U C X egy
tetszéleges nyilt halmaz. Mivel U = X\ (X \U), X\U zart és a Baire-halmazok o-algebrét
alkotnak, kapjuk, hogy U is Baire-halmaz. Tehat minden nyilt halmaz Baire-halmaz, igy
a generalt o-algebra definicigja alapjan a Borel o-algebra része a Baire o-algebranak. [

A korabbiakbdl tudjuk, hogy R = RN metrizdlhatd, mert N megszdmldlhaté és R
metrizalhato. Megmutathatok az aldbbiak:

oo 1 o
d:R*xR* =R, (z,y)—d(z,y) ::Z—M

metrikat hataroz meg R>-en és a d metrika altal definidlt topologia éppen R*> szorzat-
topoldgidja, igy az elozo allitas alapjan R> esetén a Baire o-algebra megegyezik a Borel
o-algebraval.

Felhaszndalva, hogy a szorzattopolégia definicidja szerint minden 7,(x) = z,, € R,
n € N projekci6 folytonos (és valds értékii), valamint azt, hogy a szorzatmérhet$ halmazok
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o-algebrajat az olyan A C X halmazok generdljak, melyekhez léteznek olyan aq,...,a, € A
indexek és B € [[;_; Aa,, hogy

A= {x €X: (Tay,- 1 Ta,) € B} = (Wal,...,wan)_l(B),

kapjuk, hogy minden ilyen A halmaz Baire-mérheto, és ezért az ilyen A halmazok altal
generalt o-algebra része a Baire o-algebranak. Azaz a szorzatmérhet6 halmazok o-algebréja
része a Baire o-algebranak.

Megmutatjuk, hogy a forditott tartalmazas is igaz. Legyen x € R* rogzitett. Végiggondol-
juk, hogy az y € R® > d(z,y) € R leképezés szorzatmérhets. Az y € R*® — m,(y) =
yn € R, n € N projekciok szorzatmérhetSk, hiszen =, '(B), B € B(R) egy cilinder-
halmaz. Igy az vy — |z, — ye| fliggvény is szorzatmérhetd (mér ide is kell R sze-
parabilitdsa). Felhasznalva azt, hogy mérhetd valds értéki fiiggvények algebrai kifejezéset,
valamint hatérértéke is mérhetd, kapjuk, hogy vy +— d(z,y) szorzatmérheto (ide is kell R
szepardbilitdsa). Ezért a d, : R*® — R, d,(y) :=d(z,y), y € R® jelolést hasznalva kapjuk,
hogy a
d;'([0,7) = {y e R® : d(z,y) <}

gombok szorzatmérheték minden r > 0 esetén.

1.2.29. Lemma. Az R*> szepardbilis metrikus tér minden (a szorzattopoldgidban) nyilt
halmaza eldodll megszamldalhato sok nyilt gomb unidjaként.

Bizonyitas. Ha U C R* nyilt (a szorzattopoldogidban), akkor minden u € U esetén
létezik olyan 7, > 0, hogy K(u,r,) € U, igy U,ep K(u,r.)(= U) nyilt lefedése U-
nak. (Itt K(u,r,) az u kozéppontd, r, sugari gombkornyezetet jeloli R>°-ben.) Ezért
felhasznalva, hogy R szepardbilis metrikus tér, a Lindelof-tétel alapjan kapjuk, hogy ebbdl
a nyilt lefedésbdl kivalaszthatéo megszamlalhaté lefedés. 0

Az 1.2.29. Lemma alapjan, mivel a gombok szorzatmérhetek, és a szorzatmérhet6 hal-
mazok o-algebrat alkotnak, kapjuk, hogy R minden nyilt halmaza szorzatmérheto, ami
azt vonja maga utan, hogy R* esetén a Borel o-algebra része a szorzatmérheté halmazok
o-algebrajanak.

Kihasznalva, hogy R*° esetén a Borel-halmazok o-algebraja megegyezik a Baire-halmazok
o-algebrajaval, kapjuk, hogy R>* esetén a Borel-halmazok o¢-algebraja, a Baire-
halmazok o-algebraja és a szorzatmérhet6é halmazok oc-algebraja egybeesik.

Baire-, Borel- és szorzatmérhet6ség a [, téren (Medvegyev [4], 37-38. oldal)
Legyen

lp == {x ER™: ||z|| :=

Ezen a téren szdmos mérhetdségi struktira definidlhats. A ||| : R™ — [0, +o0], x € R*® —
|z|| figgvény az R>* téren értelmezett kiterjesztett valds értékil fiiggvény. Hasonléan
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a kordbbiakhoz indokolhaté, hogy a ||.|| fiiggvény szorzatmérhetd. Ezért, felhasznélva,
hogy Iy = ||| 7*([0, +00)), kapjuk, hogy I, egy szorzatmérhetd részhalmaza R*-nek (s
igy az is igaz, hogy [y egy Borel-mérhet6 és Baire-mérhet6 részhalmaza is R*>°-nek). S
igy definidlhaté Ilo-n a C Ny szorzatmérhetdségi struktira. Itt C R*™  szorzatmérhetd
halmazaibdl &ll6 o-algebrat jeloli. Mivel [y a ||.|| norméval normélt tér (Hilbert-tér is),
ezen norma indukal egy metrikat, ez pedig egy topoldgiat lo-n. Ezzel a topologiaval s egy
topologikus tér, igy definialhaté rajta a Baire- és a Borel-mérhetoség.

Megmutatjuk, hogy lo-n az 6sszes mérhet6ségi struktira egybeesik (akarcsak R> esetén).
Legyen tetsz6leges k € N, ny,...,npy €N, ny <ny < ---<ny é B € B(RF) esetén

A={z€ly: (zn,...,7n,) € B}.

Ekkor ezek az A halmazok megegyeznek az R* szorzatmérhetoségét definidléd cilin-
derhalmazok [ly-re vald leszilikitéseivel, azaz [y-szorzatmérheték (pontosabban (C N ls)-
mérhetéek). Ezért minden k € N esetén a my : ls — R, mp(x) = g, v € Iy projekcidk
lo-szorzatmérhetok. Tekintsiik tetszoleges r > 0 esetén az

S:={zecl:||v—ad| <r}, Spi={rely:|z—aly<r}

,gomboket”, ahol ||zx == /S5, 22 és a € l,. Mivel az

r€ly|lz—alx=

leképezés la-szorzatmérhetd, kapjuk, hogy Sy [-szorzatmérhetd halmaz (ugyanis [0,r)
inverzképe). Mivel S = (,—; Sk, adddik, hogy S is ly-szorzatmérhetd, azaz I minden
nyilt gobmbje [y-szorzatmérhetd. Mivel [y szepardbilis metrikus tér, minden nyilt halmaza
el6dll megszamlalhatd sok nyilt gomb unidjaként, és igy kapjuk, hogy [ minden nyilt
halmaza [y-szorzatmérhetd. Ezért [ Borel o-algebraja része [y szorzatmérhet6 halmazaibdl
allé o-algebrdjanak.

Megmutatjuk, hogy minden k € N esetén a 7y, : ls = R, m(z) = xp, € 3 projekcié lo-
folytonos. Legyen € > 0. Ekkor 0 := ¢ vélasztdssal, ha ||z|| < d =¢, azaz /> - a7 <e,
akkor |zj| <e, igy mp lo-folytonos. Ezért a korabban bevezetett A halmazok [o-Baire-
halmazok, és ezért a generalt o-algebra definicidja szerint az [s-szorzatmérheté halmazok
o-algebraja része [, Baire o-algebrajanak. Mivel [y metrikus tér, az 1.2.28. Allitas alapjan
lo Borel o-algebraja megegyezik [, Baire o-algebrédjaval. fgy belattuk, hogy mindharom
mérhetdségi struktira egybeesik [y esetén.

Kolmogorov-féle konzisztenciatétel

1.2.30. Definicié. Legyen T # 0 indezhalmaz. Legyenek (Xy, Ai)ier mérhetd terek és
T* = {(tl,...,tn) eT": t;#t;, ha i#j, neN},
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és minden (ty,...,t,) € T*-hoz legyen adott egy

( H Xti’ H Atm Ptl,...,tn)
i=1 i=1

valdszintiségi mezd. Ekkor a Py 4., (t1,...,t,) € T*, n € N, dsszességet véges dimenzids
eloszldscsalddnak nevezzik. Az eloszldscsalddot konzisztensnek hivjuk, ha kielégiti az alabbi
két feltételt

(a) ha m™ az (1,2,...,n) egy permutdcidja, akkor tetszdleges A; € Ay, i = 1,...,n
mérhetd halmazok esetén a P, = P, . ¢és Py = th(l),..-,tw(n) valosziniséqi

meértékekre fenndll, hogy

Pl(Al X Ag X X An) = PQ(Aﬂ-(l) X Aﬂ-(g) X X Aﬂ-(n)),

(b) minden (ty,...,tn, tys1) € T* esetén, tetszéleges A € [[r_, Ay -re
Ptl,m,tn(A) = Pf/17~--,tn7tn+1 (A X th+1)'

1.2.31. Megjegyzés. Az elso feltétel szemléletesen azt jelenti, hogy egy téglatest mértéke
nem fiigg a koordinatak sorrendjétdl, a masodik feltétel pedig a ,,hasabok térfogata egyenld
az alapteriilet szorozva a magassaggal” elv altaldanositasa. O

1.2.32. Tétel. (Kolmogorov-féle konzisztencia tétel) Legyen T # 0 egy indezhal-
maz, Xy, t € T teljes szepardbilis metrikus terek, B; a Borel-halmazok o-algebrdja.
Legyen tovabbd minden (ti,...,t,) € T, n € N esetén P, ., wvaldsziniségi mérték a
(IT=, X, 11, B,) mérhetd téren. Tegyiik fel, hogy Py, 4., (t1,...,t,) € T*,n €N, kon-
zisztens, véges dimenzios eloszlascsalad. Ekkor egyértelmien létezik olyan P wvalosziniségi
mérték az ([ Ler Xe [Ler Be) mérhetd téren, amelyre minden (t1,...,t,) € T*, n € N
esetén

Ptl,...,tn<A) = P <{l’ c HXt . (fL’t“. .. ,fL’tn) - A}) 3 V A - HBtz
i=1

teT

(Itt Tl,cr B: a kordbban bevezetett cilinderhalmazok dltal generdlt o-algebra.)

1.2.33. Megjegyzés. Az X; halmazokat topolégikus tereknek felfogva (a metrika altal
indukélt topolégiaval), [[,.p X; szorzattopolégikus tér, igy beszélhetiink a szorzattopoldgia
altal generdlt Borel-halmazokrél. Mivel tudjuk, hogy a [[,.,B; o-algebra megegyezik
a projekciok altal generalt o-algebraval, felhasznédlva, hogy minden projekcié folytonos a
szorzattopoldgiara nézve, kapjuk, hogy

H B; C Baire o-algebra C Borel o-algebra.

teT

Ha T nem megszamlalhaté indexhalmaz, igy a szorzattopolégia altal szarmaztatott Borel
o-algebra sokkal bévebb, mint [[,.,B; (amin a Kolmogorov-féle konzisztencia tételben
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szerepld P mérték létezik), vagyis a Kolmogorov-féle konzisztencia tétel altal garantalt
P mérték a (a szorzattopolégia altal szarmaztatott) Borel o-algebrandl csak sziikebb o-
algebran létezik. Példaul, R esetén

H B, = Baire o-algebra & Borel o-algebra.

teT

Ekkor a Baire o-algebra val6di része a Borel o-algebranak, ugyanis C([0, 1]) Borel-, de nem
Baire-mérhet6 részhalmaza R®U-nek. Az, hogy RIU esetén a Baire o-algebra megegyezik
a szorzatmérheté halmazok o-algebrajaval abbdl kévetkezik, hogy Medvegyev [4], 38. ol-
dala szerint kompakt topoldgikus terek (tetszoleges) szorzatén értelmezett Baire o-algebra
megegyezik a szorzatmérhetd halmazok o-algebrajaval. 0

1.2.34. Példa. A Kolmogorov-féle konzisztencia tételben legyen
T :=N, X; =R, B,=B(R), teT=N.

Minden (t1,...,t,) € T* esetén legyen P, ., —az n-dimenzids standard normalis el-
oszlas (R, B(R™))-en. Ekkor Py, 4., (t1,...,t,) € T* konzisztens véges dimenzids el-
oszlascsalad. Ezért a Kolmogorov-féle konzisztencia tétel szerint (R*, [ T,. Bi(R))-en 1étezik
olyan valészintiségi mérték Pj, hogy minden koordinataleképezés (projekcid) eloszlasa 1-
dimenzidés standard normalis eloszldas Pj-szerint. (A Kolmogorov-féle konzisztencia tétel
szerint persze ennél sokkal tobb is igaz.)

Tekintsiik az [l C R*> szepardbilis Hilbert-teret, és [ly-n az [y-Borel g-algebrat vegyiik
alapul. A kordbbiak alapjan

A =I5 szorzatmérhetd részhalmazainak o-algebrdja = [, Borel o-algebrédja.

1.2.35. Allitas. (Medvegyev [4], 7.40 Példa) Az (I, A) mérhetd téren nem definidlhatd
olyan P waldsziniiségi mérték, amely a (véges dimenzids) cilinderhalmazokon éppen a meg-
felelé dimenzids standard normadlis eloszlds. (Azaz l,-ben nem érvényes a Kolmogorov-
féle alaptétel.)

Bizonyitas. Tegylik fel indirekt, hogy létezik ilyen P valészintiségi mérték, és vezessiik be
ujra az

S(ry={zel:|z|| <r}, Sp(r)={z €ly:|z|, <r}, r>0, neN,
jeloléseket, ahol ||z||, := /Y ,_; 22, n € N. Ekkor S(r) C S,(r) és S(r), Su(r) € A, és

igy
P(S(r)) < P(S,(r)), n € N.

Megmutatjuk, hogy lim, .. P(S,(r)) = 0 minden r > 0 esetén. Legyenek ¢&,, n € N,
(I3, A, P)-n értelmezett fiiggetlen standard normaélis eloszlasu valdsziniiségi véaltozdk. Ekkor
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minden n € N, r > 0 esetén

= {xelg
r(Siaer) - (Ed )
k=1

Legyen ng € N olyan, hogy n >mngra r?/n < 1/2, azaz 2r* <n. Ekkor n >ng esetén

P(S,(r)) < P(%&i < %) _ P(ZZ: &4 _ _%)

n 2 n 2 n 2
ngZL£L4>l}ug;¢@_l<J})ZP(ZL£K,1>5.
n 2 n 2 n 2
Mivel E€2 =1, n € N, a Csebisev-egyenlétlenség alapjan kapjuk, hogy lim,, o, P(S,(r)) =

0 minden r > 0 esetén.

Mivel P(S(r)) < P(Sn(r)), n € N, kapjuk, hogy P(S(r)) = 0 minden r > 0 esetén.

Felhasznélva, hogy
L=Js0)=Jsm).
n=1

r>0
és azt, hogy S(n+1) C S(n), P(S(1)) <1< +oo, kapjuk, hogy
P(ly) = lim P(S(n)) = lim 0 =0,

n—o0 n—o0

ami ellentmondds, hiszen P valdszinliségi mérték lo-n, igy P(l3) = 1 kellene, hogy
fennalljon.

A fenti levezetés heurisztikusan azt is mutatja, hogy ha P az R*™ téren megszamlalhaté
sok fiiggetlen standard normaélis eloszlasi valdszintliségi valtozd egyiittes eloszlasa, akkor

P(l,) = 0. 0

1.3. Fiiggetlen novekményii folyamatok

1.3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& : t>0} sztochasztikus folyamat fiiggetlen
névekményd, ha P(§, =0) =1, és tetszdleges 0 <ty <ty < ... <ty idbpontok esetén a
s Eto — &y -y &y, — &y, moOvekmények (teljesen) fiiggetlenek.

Azt mondjuk, hogy a {& : t >0} sztochasztikus folyamat filiggetlen, staciondrius
novekményi, ha figgetlen novekményii, és a novekmények eloszldsa iddeltoldssal szemben
invarians, azaz tetszoleges 0 < s <t idopontok esetén a & — & novekmény eloszlasa csak
(t — s)-tdl figg (vagyis &on — & eloszlasa nem fiigg t—t6l).
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1.3.2. Megjegyzés. Legyenek X és Y fiiggetlen valészintiségi valtozék F és G el-
oszlasfiiggvényekkel. Ekkor X + Y eloszlasfliiggvényét H-val jelolve,

H(z) = /_00 F(z—y)dG(y), zeR.

oo

A H eloszlasfiiggvényt az F és a G eloszlasfiiggvények konvolicidjanak nevezziik. U

Az alabbiakban felidéziink egy konstrukciét megszamlalhatéan végteleniil sok, elOlre
adott eloszlasu, fliggetlen valdszintiségi valtozokbol &llé sztochasztikus folyamatra.

1.3.3. Megjegyzés. Legyen Q :=[0,1], A:=B(Q) é P := A4, ahol A a [0,1]-en
definidlt Lebesgue-mértéket jeloli. Legyen minden w € 2 esetén {d,(w),n € N} az
w € [0,1] valds szam diadikus tortbefejtése. Azaz w € [0,1] esetén a {d,(w), n € N}
sorozatot az aldbbi rekurziéval definidljuk: di(w) := [2w], dpi1(w) = [2"Mw — (dy(w)2" +
o+ dy(w)2)]. (Ttt [x] egy x valds szam egészrészét jeloli.) Analizisbdl tanultuk, hogy
erre a {d,(w), n € N} sorozatra igazak az alabbiak

(a) V n € Nre d,(w) € {0,1},
(b) nem létezik olyan no € N, melyre d,(w) =1 barmilyen n > ng esetén,

(c) a w szamot meghatdrozza a diadikus tortbefejtése az aldbbi értelemben

d d
wzsup{#%—-“—l—#,nel\l}.

gy minden n € N-re egyértelmiien definidltunk egy d, : Q — {0,1} fiiggvényt.

Megmutathatd, hogy {d,}>2, fliggetlen, azonos eloszldsi valdsziniiségi véltozdk és P(d, =
0) = P(d, =1) =5 minden n € N-re.

Legyenek {u;, j € N} val6szintiségi mértékek R-en. Ekkor megmutathat6, hogy léteznek
olyan {Xj, j € N} fiiggetlen valészintiségi valtozdk (2, A, P)-n, hogy X, eloszldsa puj;,
j €N, azaz P(X; € B) =p;(B), VB € B(R), j € N. (A fent definidlt d,, valészintiségi
valtozdk szerepelnek az X -k konstrukcidjdban.) Lasd Stromberg [8], Theorem 3.14. O

A {& :t>0} fiiggetlen novekményti sztochasztikus folyamat véges dimenziés eloszla-
sainak megadésdhoz nyilvan elegendé megadni a {& — & : 0 < s < t} noévekmények eloszla-
sat, hiszen ekkor tetszéleges 0 <ty <ty < ... <t esetén mar megvan (&, &, —E&n, -5 &, —
&,_,) eloszlasa is. Valoban, &, = &, — & is novekménynek tekinthetd, és a koordindtdk
fiiggetlenek, s igy barmilyen x,...,x € R esetén

P<£t1 < 'r17€t2 - gtl < Ta,... 7£tk - gtk,1 < xk)
= P(&, <x1)P(&, — &, <w2)--- P(ftk =&, < Tk).
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Ezért
&ty 1o -0 &ty
. 1

(1.3.1) gf = |-

£tk r1r -1 ftk - gtk—l

—_
=)}
Iy
ol
N}
-
L

alapjan adott (&,,&,,...,&,) ecloszldsa is. Ugyanis

§n 1 &y 10 0 1
p fzfg _ 3?'2 _p &t - &ty 11 0 35.2 7
ﬁék 33k i _‘ftk,l 11 1 Tk
ez utobbi valészinliség pedig mar meghatarozott, mert (&, &, —&y, .-, & —&,_,) eloszlasét

ismerjiik.

Az is vildgos, hogy a {& : t >0} fliggetlen, stacionarius névekményti sztochasztikus
folyamat véges dimenzids eloszldsainak megaddsahoz elegendé megadni a {& : ¢t >0} el-
oszlasokat (azaz az ,,egydimenzids” eloszlasokat), hiszen tetszéleges 0 < s <t esetén & —&;
eloszldsa megegyezik &5 — & = &5 eloszlasaval. Az is nyilvanvald, hogy az {Fg, :t >0}
eloszlasfiiggvényekre teljesiil Fe ,, = Fe * Fe, tetszOleges s,t >0 esetén (ahol G * H a
G és H eloszlasfiiggvények konvolucidjat jeloli), hiszen

£s+t = <€s+t - gt) + gta

ahol &,y — & és & =& — & fliggetlenek, és &,y — & eloszlasa megegyezik & — &y = &
eloszlasaval.

1.3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy eloszlasfigguényeknek eqy {F; : t >0} serege egy-
paraméteres konvolicids félcsoportot alkot, ha Fsi s = Fs* I, tetszbleges s,t >0
esetén, és Iy = 1(g0).

1.3.5. Megjegyzés. Az el6z6 definiciéban az Fy = 1g) megkotés mar kovetkezik az
Fooy = Fox Fy, s,t >0 feltételbol. Ugyanis az s = t = 0 valasztassal kapjuk, hogy
Fy = Fy x Fy. Felhasznéljuk azt, ha X egy teljes szepardbilis metrikus csoport és u egy
idempotens valdsziniiségi mérték X-en (azaz p* u = p), akkor létezik egy olyan S C X
kompakt részcsoport, hogy p a normalizalt Haar-mérték S-en (14sd Parthasarathy [6],
Theorem 3.1, Chapter III). Mivel R esetén az egyetlen kompakt részcsoport az dsszeadasra
nézve a nulldbol 4ll6 trividlis részesoport, kapjuk, hogy R esetén p (azaz Fp) a nulldba kon-
centralodd Dirac-mérték. Elemibb indoklas is adhaté. Jelolje g egy Fy eloszlasfiiggvényt
valészinfiségi véltozo karakterisztikus fiiggvényét. Ekkor Fy = Fy* Fy miatt pg(t) = @2(t),
t € R. Felhasznalva, hogy ¢o(0) =1 és ¢ folytonos, kapjuk, hogy ¢o(t) =1 béarmilyen
t € R esetén, azaz Fy a 0-ba koncentralédé Dirac-mértékhez tartozé eloszlasfiiggvény. [J
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1.3.6. Allitas. Legyen {F; :t >0} eloszldsfigguényeknek egyparaméteres konvolicids fél-
csoportja.  Ekkor létezik (), A, P) waldszindségi mezd és rajta {& : t >0} figgetlen,
staciondrius novekményi sztochasztikus folyamat gy, hogy Fe, = F, tetszbleges t=0
esetén. (Ekkor a kordbbiak miatt {& :t >0} wvéges dimenzids eloszldsai mdr egyértelmien
meghatdrozottak, és a bizonyitdsbol az is kijon, hogy Fe, ¢, = Fi,—q, minden 0<t <ty
esetén.)

Bizonyitas. Legyen k € N tetszolegesen rogzitett. Legyen 0<t; <ty < ... <t esetén
(m1,m2, ..., M) olyan valdsziniiségi vektorvaltozd, melynek koordinatai fiiggetlenek és rendre
F,Fyty,. .., Fi 4, eloszlasiak. Az 1.3.3. Megjegyzés szerint 1étezik olyan valdsziniiségi
mez0, melyen nq,...,7n; a feltételeknek megfelelden definidlhaté. Jelolje Fi 4, 4 az

(771u771+772,...,n1+n2+...+nk)

eloszlasfiiggvényét. Belatjuk, hogy teljestil a kompatibilitasi feltétel. Azt kell megmutatni,
hogy ha 1< < 9 < ... < 1y <k egészek, akkor a fenti vektor iy,is,...,%, sorszamu
koordinatainak egytittes eloszldsa megegyezik egy olyan

(772'17771'1 +ﬁi2>"'aﬁi1 +7722++7712)

vektor eloszlasaval, ahol (7, iy, - - ., 17;,) olyan vektor, melynek koordindtai fiiggetlenek és
rendre Fy, , Fy ..., Fy,—,,  eloszldstiak. (Hasonléan az el6z8khoz olyan valészintiségi
mez0 is 1étezik, amin az 7);-k definidlva vannak. Ez mds, mint az el6z6 valészintiségi mezo,
de ez nem baj, mert minket gy is csak az eloszldsuk érdekel a valdszintiségi valtozéknak.)
Ekkor a feltételek alapjan

Nij+1 + Mij42 + o+ Ny, J=0,...,01-1,
eloszlasfiiggvénye

Ftiﬁl_tij * Ftij“_tij“ ok Ftij+1_tij+rl -

ami éppen 7);,,, eloszlasfiiggvénye. (Itt az g := 0 és o := 0 jelolésekkel éliink.) Ezt
felhasznélva a kompatibilitds konnyen kovetkezik, ugyanis j = O-ra kapjuk, hogy 7;,+1+- -+
Moy = T+ +m;, eloszldsfiggvénye Fy, , ésigy az eloszldsa megegyezik 17);, eloszlasaval.
A j =1 vélasztassal kapjuk, hogy ;41 + -~ +m;, eloszlasfiiggvénye Fy, — Fi, , és gy

eloszlasa megegyezik 7);, eloszlasaval. Felhasznalva azt, hogy ny,...,n;, fiiggetlenek és
azt, hogy n;, és n;, is flggetlenek kapjuk, hogy ny + -+ +n;, +niy01 + -+ +n;, eloszlasa
megegyezik 1;, +1;, eloszlasdval. A j =2,--- [ —1 vélasztassal hasonlé gondolatmenetet

hasznalva addédik a kompatibilitési feltétel.

Tehét lehet alkalmazni Kolmogorov-alaptételét. A kapott {& : ¢ >0} folyamatra tel-
jesiil, hogy Fft1»-~-£tk =F, .4 minden ke N, t,..., 6, €T, 0<t; <--- <t esetén.
Specidlisan, F¢, = F;, t>0. Legyen k € N tetszOlegesen rogzitett, ekkor a konst-
rukci6 alapjan 0<t; < to < ... <ty esetén (&,,&,,..-.&,) eloszldsa megegyezik az
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(m,m +n2, ...y +m2+ -+ + ) vektor eloszlasaval, ezért (&, &, — &y & — &t y)
eloszlasa megegyezik (n1,72,...,m) eloszldsaval. Ugyanis (1.3.1) alapjan

-1 1 0 0 0
£, R A N F A WY
— 11 0
(1.3.2) S ' I 5%2 -0 -1 1 0 5,52
gtk - gtk,1 r1-- 1 gtk O O i : . _1 1 gtk

Mivel (&,,&,,...,&,) eloszlasa megegyezik az (ny,m + n2, ..., +n2 + -+ - + 1) vektor
eloszldsdval, (1.3.2) jobboldala eloszldsban megegyezik az alabbi valdsziniiségi vektor valtozo
eloszlasaval:

1 0 0 0
11 0 0 73: n
0 -1 1 0 e ™
6 0 _i 1 mtn+-+n Nk

Ezért a folyamat valéban fliggetlen, stacionarius novekményt, hiszen az n;-k fiiggetlenek és
n; eloszlasa Fy,_;, ,, ami a konstrukci6é miatt megegyezik &;,_;, , eloszldsaval, ill. a fentiek

miatt &, — &, , eloszlasaval is, és csak ¢; —¢;_1-tdl flgg. O

1.4. Wiener-folyamat és Gauss-folyamatok

1.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {W; : t >0} folyamat (m,o?)-paraméteri
Wiener-folyamat (Brown-mozgds), ahol m € R és o >0, ha

(i) fiiggetlen, staciondrius névekményi,
(ii) tetszbleges 0 < s <t idépontok esetén W, — Wy ~ N(m(t — s),02(t — s)),

(i) P-m.m. w € Q esetén a t € [0,+00) — Wi(w) trajektoria folytonos.
A (0,1)-paramétert; Wiener-folyamatot standard Wiener-folyamatnak nevezziik.

1.4.2. Megjegyzés. Mivel a fliggetlen novekménytiség definicidjaba beleértettiik, hogy az
illets folyamat a 0-bdl indul ki, ha {W; : t >0} egy (m,c?)-paraméterti Wiener-folyamat,
akkor Wy =10. A (ii) feltételb6l mar kovetkezik, hogy a folyamat stacionarius novekményti.
O

Az 1.3.6. Allités alapjan létezik olyan fiiggetlen, stacionarius névekménytd {W; :t >0}
folyamat, melynek novekményeire teljesiil, hogy W, — W, ~ N (m(t —s),0%(t —s)), ugyanis
csak azt kell ellendrizni, hogy az {N(mt,c%t) : t > 0} eloszldsok egyparaméteres konvolicids
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félesoportot alkotnak. (Itt N(0,0) alatt azt az eloszldst értjiik, mely a 0 pontra kon-
centrdlodik.) Ez pedig azért igaz, mert fliggetlen normalis eloszldst valészintiségi valtozok
osszege is normalis eloszlasu és a paraméterek is 0sszeadodnak.

Az, hogy a harmadik, folytonosségi feltétel is kielégitheté a Wiener-folyamat definicié-
jaban, a kovetkezo tétel alapjan bizonyithato.

1.4.3. Tétel. (Kolmogorov-kritérium) Ha {& :t € T} olyan valds fdzisterd sztoc-
hasztikus folyamat, ahol T C R wvéges vagy végtelen intervallum, és léteznek olyan o > 0,
B>0 és c¢c>0 szdamok, hogy

E|& — &) < cft — '

teljesiil tetszoleges s,t € T esetén, akkor a folyamatnak létezik olyan modifikacidja, melynek
manden trajektoridja folytonos.

A Kolmogorov-kritérium csak elégséges, de nem sziikséges feltétel a folytonos modifikacio
biztositasahoz.

1.4.4. Kovetkezmény. Ha {& :t € T}, T C R olyan valds fazisteri sztochasztikus
folyamat, mely teljesiti a Kolmogorov-kritérium feltételeit, akkor sztochasztikusan folytonos,
azaz ha t € T és (tp)nen olyan T-beli sorozat, hogy lim, ,.t, = t, akkor &, tart
sztochasztikusan &-hez, ha n — oo.

Bizonyitas. Legyen t € T és (t,)neny olyan t, € T-beli sorozat, hogy lim, o t, =
t. Ekkor a Markov-egyenl6tlenség alapjan, felhasznalva a Kolmogorov-kritériumot kapjuk,
hogy léteznek olyan a >0, >0 és ¢ >0 szdmok, hogy

P&, — &l =€) = P([&, —&l" > € )gg—aE’ftn—ﬁﬂ <6—a|tn—t|l+67
amibol adddik az allitas. O

1.4.5. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitasbdl latszik, hogy egy {& :t € T} valds fazisteri
sztochasztikus folyamat sztochasztikus folytonossaga a véges dimenzids eloszlassereg isme-
rete alapjan eldonthetd.

Az aldbbiakban megfogalmazunk egy allitdast, melybol kovetkezik, hogy elegendé a stan-
dard Wiener-folyamat 1étezését belatni.

1.4.6. Allitas. Ha {W, : t 20} standard Wiener-folyamat, akkor {Wt =mt+ oW, :
t >0} egy (m,o?)-paraméterid Wiener-folyamat, ahol m € R, o > 0.

Bizonyitas. Az 1.4.1. Definicié (i),(i) és (iii) feltételeit kell leellendrizni a {W, : t > 0}
folyamatra. A (iii) feltétel automatikusan teljesiil. Tetsz6leges 0 <t <ty esetén

W, — Wi, = (mty + oWy,) — (mty + oWy,) = m(ty — t1) + o(Wy, — W,,).
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Ennek eloszldsa N (m(ta—t1),0%(ta—t1)), ésigy (ii) is teljesiil. Mivel Wy = m0+oW, = 0,
ezért (i) belatdasdhoz csak azt kell megmutatni, hogy tetszéleges k € N, 0<t; < ty <
- <t esetén a

| N | N N

novekmények fiiggetlenek. Mivel {W, : ¢ > 0} standard Wiener-folyamat, ezért a W, , Wy, —
Wy,oo o, Wy, — Wy, novekmények fiiggetlenek. Felhasznalva azt, hogy Wt,- o /_thi =
m(tiyr — t;) + oWy, = We), @ = 1,...,k =1 és azt az &llitast, hogy ha &,...,&
fiiggetlen valoszintiségi valtozok és g¢i,...,g, : R — R Borel-mérheto fliggvények, akkor az
m = g1(&1), ..., nn = gn(&,) valdszintliségi valtozdk is fliggetlenek, kapjuk a {Wt :t >0}

folyamatra vonatkozé novekmények fliggetlenségét.

Megmutatjuk, hogy a Kolmogorov-kritérium feltételei teljesiilnek az 1.3.6. Allitas alapjan
létez6 fliggetlen, staciondrius névekményt {W; : t > 0} folyamatra, melynek névekményeire
fenndll, hogy W; — W, ~ N(m(t — s),0%(t — s)), ha 0<s < t. Felhaszndlva, hogy ha ¢
standard normélis eloszldst valdszintiségi valtozd, akkor EE?* = 1.3-5- - (2k—1) = (2k—1)!!,
k € N, kapjuk, hogy

E(W, — W,)' = E<\/|t S| V(O 1))4 = 3(t — )2,

ha s,t>0. fgy teljesiil a Kolmogorov-kritérium feltétele o = 4, f =1, ¢ = 3
vélasztasokkal. Ezért létezik olyan folytonos trajektoridju {Wt : t >0} folyamat, hogy
PW,=W,)=1, Vt>0. Igya {W,:t>0} folyamat kielégiti az 1.4.1. Definicié (i), (ii)
és (iil) feltételeit. Valoban, az (i) és (ii) tulajdonsdgok is érvényben maradnak. Példdul,
(ii) esetén, mivel ]P’(Wt =W,) =1 és ]P’(W W,) =1, kapjuk, hogy

F"’ ’Ws( ) :]P)(Wt —Ws < iU) :P(Wt —/WS < x,Wt = Wt,Ws = WS)
=PW, =W, <) = Fw,—w,(x) = Fyx.—s)(2), x eR.
Az (i) tulajdonség is érvényben marad, mert csak véges sok koordinatdl fiiggen a széban forgd

tulajdonsag, és véges sok 1 valészinliségli esemény metszete is 1 valészinliségli esemény.

Természetes médon felmeriil kérdésként, hogy lehetséges-e egy (m, o?)-paramétertt (W;);>o
Wiener-folyamat trajektoridinak folytonossagat biztositani a Kolmogorov-féle folytonossagi
kritériummal. Nem, ugyanis

E(W, — W)Y = E((m(t — 5) + vt — saW1)*) = (t — 5)’E((mvt — s + W), s,t >0,

és E((mvt — s+ oWy)4), s,t >0, nem korldtos. Ez azonban nem vezet ellentmonddshoz,
mert a Kolmogorov-féle folytonossagi kritérium csak egy elégséges feltétel és nem sziikséges.
Egy (m,o?)-paramétertt (W})iepo,1) Wiener-folyamat esetén viszont hasznalhaté a Kolmogorov-
féle folytonossagi kritérium, ugyanis ekkor

E((W, = Wo)') <4(m'(t — s)" + (t = 5)?0 " E(W)) = 4(t — 5)*(m*(t — 5)° + " E(WY))
<4(m* 4+ 30%)(t — 5)?, s,t €0,1].
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A kovetkezd allitas fliggetlen standard Wiener-folyamatok ,,0sszeragasztasaval” kapcso-
latos.

1.4.7. Allitas. Legyenek {VVt(l) :te€[0,1]} és {Wt(2) :t €10,1]} ugyanazon a valdszindségi
mezon értelmezett fliggetlen standard Wiener-folyamatok. Ekkor a

wl ha t € 0,1],
Wt =
w4+ w2 ha te(1,2),

mddon definidlt {Wt 1t €[0,2]} folyamat standard Wiener-folyamat.

Bizonyitas. Az1.4.1. Definicié (i),(ii) és (iii) feltételeit kell leellenériznia {W, : ¢ € [0,2]}
folyamatra. A (iii) feltétel automatikusan igaz W, definiciéja és a standard Wiener-
folyamat folytonossdga miatt. A fﬁggetlen novekménytiséghez azt kell leellenérizni, hogy
tetszoleges k€ N és 0<t; <ty <--- <t <2 esetén a

/—V[\?tp/—thQ - Wt17"'7vatk _Wtk_l

novekmények fiiggetlenek. Legyen i az az index (feltéve, ha létezik), melyre ¢, 1 <1 <t;
teljestil. Mivel egy standard Wiener-folyamat fiiggetlen novekményti, az alapul vett Wiener-
folyamatok fiiggetlenségébol kovetkezik, hogy a

(1.4.1) Wiy, Wiy = Wy oo, Wy = Wiy Wh, — Weyy oo, Wy — W,

novekmények fliggetlenek. Azt kell tehat csak ellendrizni, hogy a Wt Wt névekmény
figgetlen az (1.4. 1) ban szereplo novekmenyektol Mivel W, — Wtz L= VV1 Wt(i)l -
thi)l = wd - W )+W 7, és W 7,a Wt — W névekménynek tekinthetd egy,
az elébbihez hasonlo ervelessel kapjuk a dolgot. (Amlkor nem létezik a fenti tulajdonsaga i
index, akkor azonnal kapjuk a dolgot.)

Végezetiil azt kell még belatni, hogy tetszdleges 0<s <t <2 esetén Wt — W normadlis
eloszldsi 0 varhaté értékkel és ¢t — s szérasnégyzettel. Ha s,t € [0,1], akkor

Wy =W, =WV —w,
mely N(0,t —s) eloszldst.
Ha s,t € (1,2], akkor

Wy =W, =WV + W2 — W — w2 =W —w,
mely N(0,t—1—(s—1)) =N (0,t—s) eloszlasti.
Ha 0<s<1<t<2, akkor

W, =W, =W +w —wl,

s

Mivel WY — W eloszlasa N(0,1—s) és W2, eloszldsa N(0,¢ — 1), felhasznélva
fuggetlenségiiket kapjuk, hogy W, — W eloszldsa N(0,1—s)* N (0,t—1) = N(0,t—s). O

A {W;:te]0,1]} standard Wiener-folyamatot kozelithetjitk a kovetkezé médon.
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1.4.8. Allitas. Legyenek {n, : n € N} figgetlen, azonos eloszldasi valdsziniségi vdltozdk,
En =0, D%y =1. Definidljuk minden n € N esetén a {€™ 1t € [0,1]} sztochasztikus
folyamatot a kovetkezéd modon:

[nt]

tn) . \/—Z’rha O 1]

Ekkor a {&Fn) ct € [0,1]}, n=1,2,... folyamatok véges dimenzids eloszldsai gyengén
konvergdlnak a {W; :t € [0,1]} standard Wiener-folyamat véges dimenzios eloszldsaihoz.

Bizonyitas. A véges dimenzids eloszlasok gyenge konvergenciéjéhoz azt kell belatni, hogy
tetszolegesen rogzitett k€ N és 0<ty <ty <--- <t <1 esetén fenndll, hogy

nh_{IOlOP(gt(ln) <x17"'7£t(:) <'Tk) :P(th <x17"'7Wtk <$k),

minden xq,...,z; € R esetén. (Itt felhasznaltuk azt is, hogy a késObb szerepl6 1.4.14.
Allitas alapjan (Wi, ..., W) k-dimenziés normalis eloszldst, és igy eloszlasfiiggvényének
minden (x1,...,7;) € R* folytonossagi pontja.) Megmutatjuk, hogy elegendd azt beldtni,
hogy tetszbleges 0 < s <t esetén

(1.4.2) €M — ¢ 2w, — W, ~ N(0,t — 5).

A {g,f”) :t€]0,1]}, n=1,2,... folyamatok fiiggetlen novekménytiek, hiszen 0<s <t

esetén
[nt]

€ 5“—} S

i=[ns]+1

Tovébba, felhasznalva az (1.3.1) Gsszefiiggést kapjuk, hogy

PE < a1, 60 < )

1 0 0 (n)
& 7 1 0 0 £ N 7
- P . < = P 1 1 O t2 ' t <
(n) o S :
11 1 1 tk te—1
(n) 0 0\
) o) 0 0 Iy
gtg - é-tl
=P < 1 0 7
gt §tk 1 11 --- 1 1
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és igy (1.3.2) alapjan

(n) T
t1
5(”) _ g(”) T2 — I
P( (")<x1,...,§t(:)<a:k):P & < | ws -
(n)
gt gtk 1 Tk — Th_1

Felhasznalva azt, hogy a {515") :t €[0,1]} folyamat fiiggetlen névekményti kapjuk, hogy
P& <oy, &) <o) = PEY <a)PE - &7 <we— @) P& — &), <o —aim).
Hasonl6é szamolas adja, hogy
PWy, <zy,...,Wy, <) =PWy, <x)PWy,—Wy, <xo—mq)--- PWy, =Wy, | < mp—p—1).
fgy kapjuk, hogy elegend6 beldtnunk, hogy tetszdleges 0 <s <t <1 esetén

lim P(EM™ — €™ < 2) = P(W, — W, < 2),

n—oo

minden z € R esetén. Ez pedig definici6 szerint azt jelenti, hogy &™ —¢l™ tart eloszldsban
(W; — Ws)-hez, ha n — co.

Rétériink most (1.4.2) bizonyitdsara. A folytonosséagi tétel alapjan ehhez elég azt belatni,
hogy

_ (tfs)w2
@ggn)_fg") (w) — PW—W, (w) = (70./\/'(0,1‘,73)<w) =e 2, we R.

(Itt @ a & valdszinlségi valtozé karakterisztikus fliggvényét jeloli.) Felhaszndlva, hogy
N, N € N, fliggetlen, azonos eloszlastak, barmilyen w € R esetén

[nt] [nt] — [ns]
wd= st H w
Dp(n) (n)(UJ) =K (6 Vn —~j=[ns]+1 J> — %) ; ( > = ((,0 (_)> .
£t s j= [ns]+1 " \/_ " \/ﬁ

[smert, hogy a centralis hatareloszlas tétel szerint

1 — "o =R,
N Z n; = 2221 Ui (Zz:l Ui ) i> N(O, 1)
Cr VD2

Ezért a folytonossagi tétel alapjan

((pm (%)) —e 7, weR
n

Igy
n [nt]—[ns] )
w n _(t=s)w
Pelm ¢ (w) = KS% (ﬁ)) } —e T, weR,
hiszen .
g = sl
n—00 n
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1.4.9. Megjegyzés. Az 1.4.8. Allitasban definidlt {¢™ : ¢ € [0,1]} folyamatot a kivetkezé
modon konstrudlhatjuk meg. Tekintsiik a szdmegyenes egész koordinatdju pontjain a 0-bdl
kiindul6 szimmetrikus véletlen bolyongast, azaz az 1.4.8. Allitasbeli Nn, 1 € N valoszintiségi
valtozok legyenek szimmetrikus Bernoulli eloszlasiak. Figyeljiik a bolyongo részecske mozga-
sat az n idopontig és készitsiik el a részecske mozgasat leir6 ido—it grafikont. Az idotengelyen
1/n—szeres, az uttengelyen 1//n—szeres zsugoritast végrehajtva kaphatjuk az 1.4.8. Allit4s-
ban definialt & valészintiségi valtozét. Az eredeti idé—t grafikon esetében egységnyi id6
alatt +1-et léplink elblre, az dttranszformalt id6—it grafikon esetében 1/n idd alatt +1/4/n-
et 1épiink eldlre, gy a két meredekség =+1, illetve ++/n. Az utébbi n — oo esetén +oo-
hez tart, ami el6lre vetiti, hogy a Wiener-folyamat trajektoridi egy valdszintiséggel seholsem
differencialhatok. O

Az alabbiakban megadjuk a Gauss-folyamatok fogalmét, utana pedig a Gauss-folyamatok
és a Wiener-folyamat kapcsolatat vizsgaljuk.

1.4.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& :t € T} folyamat Gauss-folyamat, ha a
véges dimenzios eloszldsai normdlisak.

Egy {& :te€ T} Gauss-folyamat varhaté érték fiiggvénye az m : T — R, m(t) = E
figgvény, kovariancia-fiiggvénye pedig K : T x T — R, K(s,t) = cov(&,&).  Egy
Gauss-folyamat varhato érték fiiggvényének és kovariancia-fiiggvényének értékkészlete azért
részhalmaza R-nek, mert egy normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozo elsd, masodik (és az
Osszes tObbi) momentuma véges. Nyilvan egy {&, :t € T} Gauss-folyamat véges dimenziés
eloszlasait meghatarozza a varhaté érték fliggvénye és a kovariancia-fiiggvénye. Ugyanis egy
tobbdimenzids normélis eloszldst egyértelmiilen meghatarozza a karakterisztikus fliggvénye,
ezt pedig a szébanforgd normalis eloszlas varhato érték vektora és a szorasmatrixa.

Az aldbbiakban felidéziink egy, a tobbdimenzids normalis eloszlas ekvivalens definicijara
lehetoséget ado allitast.

1.4.11. Allit4s. Egy € : Q — RF waldszintségi vektorvdltozé k-dimenziés normdlis el-
oszlasu akkor és csak akkor, ha tetszdleges aq,...,ar € R esetén Zle & = R
1-dimenzios normalis eloszldstu valosziniséqgi valtozo.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy £ k-dimenziés normalis eloszlasi valészintiségi vektorvaltozo.
Ekkor 1étezik olyan A (k x k)-s valés matrix és m € R¥ valés vektor, hogy ¢ eloszldsa
megegyezik An + m eloszlasaval, ahol n k-dimenzids standard normalis eloszlasu.

Legyen ¢ € R*, ekkor azt kell bizonyitani, hogy Zle ¢:i& = (¢, &) mnormélis eloszlasu.
Felhasznalva, hogy ¢ karakterisztikus fliggvénye

1
pe(t) = exp {z’(m,t) - §<AAH,t>}, t e R,
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kapjuk, hogy (c,&) karakterisztikus fiiggvénye az u € R helyen
u{c,&) . 1 T
eey(u) = Ee™ > = pe(uc) = exp {z(m, ucy — §(AA uc, uc)}
1
= exp {z’(m, chu — §<AATC, c)uQ}.

Felhasznélva a karakterisztikus fliggvények és az eloszlasok kozotti kolesonosen egyértelmii
kapcsolatot kapjuk, hogy (c,&) 1-dimenziés normadlis eloszldsi (m,c) varhat6 értékkel és
(AATc, c) szérasnégyzettel.

Megforditva tegyiik fel, hogy ¢ : Q — RF k-dimenziés valészintiségi vektorvaltozd és
tetszOleges ¢ € RF esetén (c, &) normélis eloszldsi. Ekkor (c, &) karakterisztikus fiiggvénye
az u € R helyen

Pleg) (1) = Ee™ = exp {@'<c, E¢)u — %<cov(5, &)e, c>u2},

hiszen E{c, &) = (¢, E) és

D*((e,€)) = E((e,€) — (¢, EE)? = E(cT (€ — BE))> = E(cT (€ ~ E)(¢ — E&) )
— ¢TE(¢ — E€)(§ ~ BE) e = ¢ cov(§, €)e = (cov(€, e, ).

fgy
i(c . 1
@(c,@(l) = Ee ed) = 905(C> = exp {Z<Cu E£> - §<COV(§7 é-)c, C>}7
ami adja, hogy ¢ k-dimenziés normalis eloszlasu. U

1.4.12. Kovetkezmény. Ha &i,...,& figgetlen normdlis eloszldsiak, akkor (&1, ..., &)
k-dimenzios normdlis eloszldsi.

1.4.13. Allitas. Legyen m : T — R tetszbleges figguény, és legyen K : T x T — R
szimmetrikus és pozitiv szemidefinit fiigguény. FEkkor létezik (Q, A, P) wvaldszindségi mezd
és rajta {& : t € T} Gauss-folyamat, melynek vdrhats érték figguvénye és kovariancia-
fugguénye az adott m, illetve K fugguény.

Bizonyitas. Legyen k € N rogzitett. Legyen ti,to,...,t € T, t1 < 1ty < ... < t;

esetén Fy 4, 4 egy olyan k-dimenziés normélis eloszlasi valdszinliségi valtozénak az el-

k
oszlasfiiggvénye, melynek varhaté érték vektora (m(ty),...,m(tx)), kovariancia-matrixa pe-
dig (K(t;, tn))j _1 - Beldtjuk, hogy teljesiil a Kolmogorov-féle kompatibilitdsi feltétel el-

oszlasfiiggvényeknek ezen seregére. Azt kell megmutatni, hogy ha 1< <is <--- <4 <k

egészek, akkor egy, a fenti tobbdimenziés normaélis eloszlasi vektor 4q,1s,...,7, sorszamu
koordinatdinak egytittes eloszldsa megegyezik egy (m(t;,),...,m(t;,)) varhaté érték vektoru
és (K(ty,, lfl-n))jn:1 _, kovariancia-matrixti normélis eloszldssal.

Ha (&,,...,&,) k-dimenziés normalis eloszlasu, akkor az 1.4.11. Allitas kapjuk, hogy tetszo-
leges 1<y <ip <...<1ip<k egészek esetén (é}il, . ,ftie) (-dimenzi6s normalis eloszldst
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lesz. Ekkor (&, ,...,&,,) vérhato érték vektorat ugy kaphatjuk meg, hogy (&, ... &)
varhato érték vektorabdl a t;,,t;,, . .., t;,-t6l eltérd indexli koordinatakat toroljik. Hasonldan
(&tips- - - ,5%) kovariancia-matrixat igy kapjuk, hogy (&;,...,&,) kovariancia-métrixabdl

a ti,tiy,...,t;, indextiektdl eltéré sorokat és oszlopokat toroljiik. fgy a kompatibilitasi

119

kritérium teljestl, ezért alkalmazhaté Kolmogorov-alaptétele. O

1.4.14. Allitas. Egy {& :t >0} folyamat akkor és csak akkor standard Wiener-folyamat,
ha

(i) Gauss-folyamat,
(ii) tetszdleges s,t >0 idbpontok esetén E& =0, cov(s, &) = min{s, t},
(iii) P-m.m. we Q esetén a t € [0,+00) — &(w) trajektoria folytonos.

1.4.15. Megjegyzés. A (ii) feltételben az s =t = 0 valasztassal élve kapjuk, hogy
E¢y =0 és D%, =0, fgy EE =0, amibsl P(& = 0) = 1. 0

Bizonyitas. Ha {& :t>0} standard Wiener-folyamat, akkor tetszéleges 0 <t; < ty <

< tp esetén a &, &, — &y o5&, — &, noOvekmények fliggetlenek és normalis el-
oszlastiak. Igy az 1.4.12. Kovetkezmény miatt a (&3 &y — &by ooy &y — &) vektor
normalis eloszlasu. Felhasznalva az (1.3.1) el6allitast és azt az allitast, hogy ha 7 egy
k-dimenzids normalis eloszlast valészintiségi vektorvaltozé és B egy (¢ x k)-s valds matrix,
akkor Bn egy {(-dimenziés normalis eloszlasu valdszintiségi vektorvaltozd, kapjuk, hogy a
(&1 &ty -+, &, ) vektor is normélis eloszlasu. Ezért a {& : ¢ >0} folyamat Gauss-folyamat.
Mivel & ~ N(0,t), fgy E&, =0. Ha 0<s <t, akkor &—¢&, és &—& =&, fliggetlensége
alapjan

cov(&s, &) = cov(&s, (& — &s) +&s) = cov(&s, & — &) + cov(&s, &) = D2§s = S.

A (iii) feltétel automatikusan teljesiil.

Megforditva, tegytik fel, hogy a {& : t > 0} folyamatra teljesiilnek az éllitasbeli feltételek.
Ekkor tetszéleges 0 <ty <ty < ... <t esetén (1.3.2) alapjdn

&y 1 0 --- 0 O &
&, — & -1 .- 00 €ty
gtk& - gtk72 0 0 - 10 gtk—l
& — &ty o 0 --- =11 &,
Hasonléan az elézéekhez kapjuk, hogy a (&,,&, — &y -y &, — &,_,) vektor normalis

eloszlasu. Megmutatjuk, hogy ezen vektor koordindtai korreldlatlanok. Ha 2 <17 < j <k,
akkor ¢, <t;<tj_; <t; alapjan, felhasznalva a (ii) feltételt kapjuk, hogy

COV(&Z. - Sti—l7€tj - gtj—l) = COV(Stia Stj) - COV(&“ gtj—l) - Cov(fti717€tj) + COV(StFu&ij
= tz - tz - ti—l ‘|—ti_1 — 0
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Ha i=1 é 2<j<k, akkor ¢ <t;_1 <t; ésigy cov(&,, &, — &, ,) = cov(&y, &) —
cov(&,, &) = t1 —t1 = 0 (ha bevezetjilk a ty := 0 jelolést, akkor nincs sziikség erre
az esetszétvéalasztasra). Felhaszndlva azt, hogy egy tobbdimenzids normélis eloszlds koor-
dinatainak korreldlatlansagabdl kovetkezik azok fiiggetlensége kapjuk, hogy a (&,,&, —
&y oon &y — &, ) vektor koordinatai fiiggetlenek, ezért a folyamat fliggetlen novekményt.

Mivel 0<s <t esetén a (&,& — &) vektor normalis eloszlasu, az 1.4.11. Allités alapjan
& — & normalis eloszlasu. A (ii) feltétel alapjan E(& — &) = E& — E& = 0, tovabba

D?(& — &) =cov(§ — €,& — &) =t —s5—s5+s=t—s,
tehdt & — & ~ N(0,t — s). Az 1.4.15. Megjegyzés miatt P({, = 0) = 1, ezért a folyamat
fiiggetlen, stacionarius novekményti. O
Az, hogy a K : [0,00) x [0,00) — R, K(s,t) := min{s,t} fiiggvény szimmetrikus

és pozitiv szemidefinit, kozvetleniil is belathatd, de kovetkezik a bizonyitas els6 részébdl is,
hiszen belattuk azt, hogy létezik olyan Gauss-folyamat, melynek ez a kovariancia-fliggvénye.

Az aldbbiakban a Wiener-folyamatra vonatkozé tovabbi eredményeket targyalunk.

1.4.16. Allitas. (Wiener-folyamatra vonatkozé nagy szamok erds torvénye) Legyen
{W;:t>0} standard Wiener-folyamat. Ekkor

P({wemg@omzo})zL

(Megjegyezziik, hogy a limy o Wi(w)/t hatarérték 1 wvaldszintiséggel nem létezik, ldsd az
1.4.51. Allitdst.)

Bizonyitas. Felhaszndlva a (kés6bb térgyalandd) 1.6.8. Allitast kapjuk, hogy {{Ws| : t >0}
szubmartingdl az F}V := o(W,,s<t), t >0, un. standard (természetes) filtraciéra nézve.
Legyenek o és 1 olyan valés szamok, hogy 0 < o < 7. A Doob-féle maximal egyenlétlenség
szerint (1.6.10. Tétel (iii)) alapjan ( p = 2-vel) kapjuk, hogy

2 2
1 1
E | sup (%> ] < SE { sup Wf} = SE { sup |Wt|}
o

o<t T g o<t<T o<t<T

4T
o2

1 2 \? 4
<5 (0= ) B2 = SEW? =
o? (2—1) W o? W

Legyen o := 2", 7:=20 = 2" n €N, igy a Markov-egyenlStlenség alapjan minden
e >0 és n € N-re addédik, hogy
%% 42+t 8
P( sup | t|>5>< =

BN I ——
2n<t<2n+1 22n82 822n

Mivel $°°° L < oo, a Borel-Cantelli-lemma alapjan létezik olyan A € A esemény, hogy

n=1 2n
P(A) =1 és minden w € A esetén létezik olyan N(w) € N, hogy ha n> N(w), akkor
W,
Sup M < e
2n<t<2n+l t
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Igy minden w € A esetén |[Wi(w)|/t<e, ha t>2V®  azaz W,/t tart a 0-hoz
1-valészintiséggel, amint t — oo. U

1.4.17. Megjegyzés. Az a gyengébb allitds, hogy W;/t tart a 0-hoz sztochasztikusan,
amint t — oo pusztan ,.elemi” eszkozokkel is bizonyithato.

1. Indoklas. Legyen ¢ > 0. Ekkor

EWg ¢

Wi
'— W—@%O, ha ¢t — oo.

> ) = P(IWil > ltle) = P(W} > %) <

fgy a sztochasztikus konvergencia definicidja alapjan készen vagyunk.
2. Indoklas. A nagy szamok erds torvénye alapjan
W,
P(hm —”:0> —1,
n—oo 1M
ugyanis

W Wit (Wa = Wh) + -+ (W = W)

Y

n n
és Wy, Wy — Wy, ..., W, — W, fliggetlen, azonos eloszlastak és E(W; — W;_;) = 0,
t=1,...,n. Ebbdl az is kovetkezik, hogy

W,
(1.4.3) P(lm Maat 0) ~ 1.

t—00 []

Megmutatjuk, hogy W/t —Wyy/[t] tart 0-hoz sztochasztikusan, ha t — co. Legyen & >0
tetszoleges. A Csebisev-egyenlotlenség felhasznaldsaval kapjuk, hogy

s ) < DO Wy 1)

e2

t Wt
-t

o (E3) - ()0 () (2

Itt

=t ol 2] =
e [t ¢[t] tt]
igy minden ¢ > O-ra
W,
1imP(‘% du} 25)20,
t—00 t []

azaz W/t — Wy/[t] tart 0-hoz sztochasztikusan, ha ¢ — oco. A Szluckij-tétel (miszerint,
ha X, tart X-hez eloszlasban, illetve Y, tart c € R-hez eloszlasban, akkor X, +Y, tart
(X + ¢)-hez eloszlasban) és (1.4.3) alapjan kapjuk, hogy W;/t tart 0-hoz eloszldsban, ha
t — oo. Mivel a hatdr valészintiségi véaltozé kontans 0, igy W;/t tart 0-hoz sztochasztikusan
is, ha t — oco. Pusztén az eddigiekb6l még nem kovetkezik, hogy W, /t 1-valészintiséggel is
tart 0-hoz. Ugyanis az nem igaz, hogy ha &, — £ P-m.m. és 7, tart 0-hoz sztochasztikusan,

33



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

akkor &, +1m, — & P-m.m. Ellenpéldaként legyen &, = 0, n € N, & =0 és n,,
n € N olyan sorozat, hogy tart sztochasztikusan 0-hoz. Ekkor altalaban nem teljesiil,
hogy 7, =041, - 0=0+4+0 P-m.m. Ugyanis ez azt jelentené, hogy a sztochasztikus
konvergenciabdl kovetkezne a P-m.m.-i konvergencia, ami nem igaz. U

1.4.18. Allitas. Ha {Wy : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor tetszéleges A > 0
esetén a -
{—)‘t Tt > 0}
VA

(Ezért azt mondjak, hogy a standard Wiener-folyamat 2 exponensii erésen énhasonld
folyamat. Azért 2 exponensii, mert a A skédlaparaméter 1/2-edik hatvanyédval kell
normélni. Az 6nhasonlésig kapcsolatban van azzal, hogy egy standard Wiener-folyamat
trajektoriai 1-valészintiséggel nem differencidlhatéak a 0-ban.)

folyamat is standard Wiener-folyamat.

1.4.19. Allitds. Ha {W, : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor a {=W, : t >0}
folyamat is standard Wiener-folyamat.

1.4.20. Allitas. Ha {W; : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor tetszéleges T > 0
esetén a

(W(T —t) =~ W(T): t € [0,T]}

folyamat is standard Wiener-folyamat.

1.4.21. Allitads. Ha {W,:t >0} standard Wiener-folyamat, akkor a

— tW() ha t>0,
Wt =
0 ha t=0.

folyamat is standard Wiener-folyamat.

Bizonyitas. Azt mutatjuk meg, hogy az 1.4.14. Allitas (i),(ii) és (iii) feltételei teljesiilnek
a {Wt :t >0} folyamatra. Legyen k € N és 0<t; <ty < -+ <t} tetszOlegesek. Az
(i) feltétel teljesiiléséhez azt kell megmutatni, hogy (th, Wm, . ,Wtk) normadlis eloszlasu.
Elegend6 azt az esetet targyalni, amikor 0 < t; < to < --+ < tg, mert ha (&,...,&)
tébbdimenzids normalis eloszlast, akkor (0,&,...,&) is tobbdimenzids normalis eloszldsi
(csak elfajuld). Mivel {W, :t>0} standard Wiener-folyamat, ezért (Wi,,...,Wip,)
tobbdimenziés normalis eloszlésd az 1.4.14. Allitds alapjan. Legyen

ty 0 -+ 0
0 ty - 0
0 0 ---
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igy
Wi, Wi,
. — B .

tkwl/tk Wl/tk;

)

ami adja, hogy (t1Wije,,taWijty, ..., tsWiy,) is k-dimenziés normalis eloszlasi. (Ez utébbi
dolog az 1.4.11. Allités alapjan azonnal kovetkezik, igy elkeriilhet6 a B matrix felirdsa.)
Tetsz6leges t > 0O-ra EW, = 0, ugyanis ha t > 0, akkor EW, = E(tWi,) = 0; ha pedig
t =0, akkor EW, = E0 = 0.

Tovabba tetszbleges 0 < s <t esetén
— . 11
cov(Ws, W) = cov(sWys, tWy ) = tsmin Il s=SsANt,

és tetszoleges t > O-ra
COV(WO, Wt) = cov(0,tWyy) =0 =0AL.

A (iii) feltétel a standard Wiener-folyamat trajektéridinak folytonossaga és az 1.4.16. Allitas
alapjan kovetkezik. O

1.4.22. Allitas. Ha {Wy : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor tetszéleges T =0
esetén a

{W (T +1t)—W(T):t>0}
folyamat is standard Wiener-folyamat.
Bizonyitas. Legyen W, := W(T +t)— W(T) minden t > 0-ra. Azt mutatjuk meg, hogy
az 1.4.1. Definicié (i),(ii) és (iii) feltételei teljesiilnek a {W; : ¢ >0} folyamatra. Mivel

Wy = W(T 4+ 0) — W(T) = 0, a fliggetlen névekménytiiséghez azt kell leellenérizni, hogy
tetszOleges n €N és 0<t) <ty <---<t, <400 esetén a

(1.4.4) Wy Wey =Wy, W — W,

novekmények fliggetlenek. A ¢, := 0 jeloléssel kapjuk, hogy

Wi, = Wi, = W(T+1t;) = W(T) = W(T +tiy) + W(T)

Mivel {W,:t >0} standard Wiener-folyamat, ezért a
Wrie, =W, Wi, = Wrgys oo Wrgy, = W,
novekmények fiiggetlenek. fgy kapjuk, hogy az (1.4.4)-beli névekmények fiiggetlenek.

Mivel tetszéleges 0< s <t esetén W(T +1t)— W(T +s) eloszlasa W (T +t) — W(T + s)

eloszldsdval egyezik meg, ami csak T+t —T —s = t — s-tél fiigg, kapjuk, hogy a {W; : ¢t >0}
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folyamat fliggetlen, staciondrius névekményt. A (iii) feltétel a standard Wiener-folyamat
trajektoridinak folytonossaga miatt automatikusan teljesiil. O

Legyen a tovdbbiakban {W; :t >0} egy standard Wiener-folyamat az (2, A, P) teljes
valészinliségi mezén. A késébbiekben (lasd példdul az 1.4.23. Megjegyzést) fontos lesz a
kovetkezd konstrukeid. Jelolje N az un. nullhalmazok halmazdt

N::{Ngma GeFV.NCQG, P(G):o},

ahol
FYV =o(W,:0< s < 00).

Képezziik a kovetkez6 filtraciét (augmented filtration)

Fi=c(FVUN), t=0, Foo :za(U]:t>,

ahol
FV=o(W,:0<s<t), t=>0.

Az {FV,t>0} filtrdciot a {W; : t > 0}-hoz tartoz6 standard filtraciénak neveziink.
Mivel (€Q,A, P) teljes valoszinliségi mezs, N C A és igy minden ¢>0 esetén F; C A.
Tehat (F)i>o tényleg filtracié (2, A)-n (a filtrécié definiciéjaban benne van, hogy F; rész-
o-algebraja A-nak minden ¢ > 0-ra). Tovabba, {W;:t >0} standard Wiener-folyamat az
(Ft)i=o filtraciéra nézve is, mely filtracié jobbrél folytonos, azaz Fy = (..o Fi4e, t = 0, lasd
Karatzas és Shreve [3, 285. oldal]. A {W, :t>0} standard Wiener-folyamatot (gyakran)
az (Q, A, (Fi)i>o, P) filtrdlt valdsziniiségi mezon tekintjiik.

Vezessik be az

folyamatokat. Ezek 1-valoszintiséggel jol definidltak, mert a standard Wiener-folyamat tra-
jektériai 1-valészintiséggel folytonosak és egy folytonos fiiggvény kompakt halmazon felveszi
maximumat és minimumat.

1.4.23. Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy minden ¢ > 0-ra M; JF;-mérhet6 valoszintiségi
véltozé. Ehhez elég azt belatni, hogy {M, > a} € F; minden a € R esetén. Ugyanis
definicié szerint azt kell megmutatni, hogy R Borel-halmazainak M, altali inverzképei
benne vannak az F; o-algebraban. Azt tudjuk, hogy a {(—o00,a) : @ € R} halmazrendszer
altal generalt o-algebra egybeesik R Borel-halmazainak o-algebrajaval. Végiggondoljuk,
hogy az {(a,+o00) : a € R} halmazrendszer altal generalt o-algebra is egybeesik R
Borel-halmazainak o-algebrajaval. Mivel minden a,b € R esetén

(b, +00) = U[b+%,+oo): U (R\(—oo,b—k%))

neN neN
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és

(=0.0) = J(=owa= 11 = U (R\ (0= 1 +0).

neN neN

kapjuk, hogy a {(—occ,a) : a € R} és {(b,+00) : b € R} halmazrendszerek altal
generalt o-algebrak egybeesnek, igy mindketté megegyezik R Borel-halmazainak o-
algebrajaval, B(R)-rel. Tovabba mértékelméletbél tudjuk, hogy ha B(R) = o(#), ahol
H R részhalmazaibdl all6 halmazrendszer, akkor az M; valdszinliségi valtozo akkor és
csak akkor F-mérhets, ha M;'(H) € F, minden H € H esetén. Ezért elegendd az
{(a,40) : a € R} halmazrendszer M, altali inverzképét vizsgalni. Mivel egy standard
Wiener-folyamat trajektoriai 1-valdszintiséggel folytonosak kapjuk, hogy

(1.4.5) An{M,>a}=An | {W.>a},

{s€Q,0<s<t}

ahol A azon w € -k halmaza, melyekre a t € [0, +00) — Wi(w) trajektéria folytonos,
és Q a racionalis szamok halmazat jeloli. Ekkor P(A) = 1. Mivel Q megszamlalhato, az
(1.4.5)-beli uni6 megszamlalhato. Felhasznélva, hogy minden 0 < s <t-reaz AN{W, > a}
események benne vannak az F; o-algebrdban kapjuk, hogy AN{M; > a} € F;, hiszen egy
o-algebra zért a megszamlalhaté uni6képzésre. (Az, hogy AN{W, > a}, 0 < s<t benne
van az J; o-algebrdban abbdl kovetkezik, hogy P(Q\ A) =0 miatt Q\ A € N, és {gy
A€ F;, valamint {W,>a} € F}Y, ha 0<s<t.) fgy

{M; >a} = (AN{M; > a}) U ((Q\ A)N{M, > a}),

és mivel (Q\ A)N{M; >a} CQ\ A, P(Q\A) =0, felhaszndlva F; konstrukcidjat

kapjuk, hogy (Q\ A)N{M,; > a} € F;. Ezért {M; > a} € F;, minden a € R esetén.
Lathaté az is, hogy ha a fentiekben A =  is teljesiil (azaz a "rossz” w-kat eltavolitjuk

a valészintiségi mez&bdl, akkor az jon ki, hogy M; F}Y-mérhet6 minden >0 esetén). [J

Az 1.4.19. Allitas alapjan {—W, : t >0} is standard Wiener-folyamat, igy M, és —M,
eloszldsa ugyanaz minden ¢ > 0-ra. Ugyanis a Wy(w), s € [0,¢] trajektoriat kicserélve a

tikrozottjére, —Ws(w), s € [0,t]-re a max-bél (—1)min, a min-bdl pedig (—1)max lesz.

Az 1.4.18. Allités maga utdn von egy, az {M, : t >0} tGn. maximum folyamatra
vonatkozé onhasonlésagi tulajdonsagot. Legyen a > 0 rogzitett és legyen W := aW(a%),
t > 0. Ekkor

t
M} := max W] = max aW (i) =alM (—) .

0<s<t 0<s<t a? a?

Az 1.4.18. Allitds alapjan {W; :t >0} standard Wiener-folyamat, igy M/ -nak megegyezik
az eloszldsa M; eloszldsdval. Ezért M;-nek és aM;/,2-nek ugyanaz az eloszldsa.

Az 1.4.22. Allitds szerint tetszéleges T > O-ra a Wy = W(T +t) — W(T), t>0
folyamat standard Wiener-folyamat. Azonban ennél tobb is igaz.
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1.4.24. Allitas. (Markov-tulajdonsig) Legyen {W, :t >0} egy standard Wiener-folya-
mat, (FV)iso a hozzdtartozé standard filtracié. Tetszéleges T > 0 esetén vezessiik be a
{Wyr =W (T+t)—W(T),t >0} folyamatot (ez az 1.4.22. Allitds alapjin standard Wiener-
folyamat), jeldlje tovdabbd (F}¥" )i>o a hozzdtartozd standard filtraciét. Ekkor minden t > 0-
ra az FY és FV o-algebrdk figgetlenek. (Az is igaz, hogy FY¥ és FV figgetienek
tetszdleges t € [0,T] esetén.)

Bizonyitas. A t = 0-ra vonatkozoé allitas trivialis. Legyenek T' > 0 és t > 0 tetszolegesek.
Legyenek tovabba n,m € N, 0<s; < s9 < -+ <5, <T és 0<ty <tyg < -+ <t, <t
tetszoOlegesek. Vezessiik be tetszoleges x1,...,Tn,Y1,...,Ym € R esetén az

A= ﬂ{W(s]) — W(sj_1) <z},

B .= ﬁ{W(tj +T)=W(t; 1 +T) <y}

J=1

eseményeket (sy = to := 0). Ekkor A € F)¥ é B e FY'. Mivel a {W, : t>0}
standard Wiener-folyamat fiiggetlen novekményti, A és B fliggetlen események. Az A-
tipusi események az Fy, a B-tipusi események az F)V  o-algebrat generéljik. Ugyanis
megmutatjuk, hogy éltaldban igaz az, hogy ha {& : ¢ >0} egy sztochasztikus folyamat,
akkor minden s > (O-ra

(1.4.6) A:=0(,0<u<s)=0 U o(&y-5&) | =K,
0t <<t < 8,kEN

és

(147) IC =0 U a(£t17§t2 - £t17 s >€tk - gtkfl)

0t <<t < 8,kEN

Mivel minden s > O-ra

(€, 0<u<s)=0(6Y(B): BeBR),0<u<s),

u

0(€) ={&,'(B) : B € B(R)}

és minden 0 <u<sre (k=1 és t; =u valasztassal)

o) C U (-1 6) CK,

0t <<t < s,kEN

kapjuk, hogy
U {&'B):BeB®)} CK

0<uss
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A generédlt o-algebra definicigja alapjan kapjuk, hogy A C K. Mivel minden k € N,
0<ty <+ <t <s esetén

O-(Stn ce 7§tk) g U(SIMO < Uu g 3)7

kapjuk, hogy
U U(Etm"'?&%) QA

0t <<t < s,kEN
A generdlt o-algebra definiciéja alapjan kapjuk, hogy K C A. Igy adédik (1.4.6).

Az (1.4.7) egyenlGség bizonyitasahoz vezessiik be tetszéleges k € N esetén a ( :=
(Eyy &) ésaz o= (€6, — &y e ei &y — &) jeldléseket. Ekkor léteznek olyan
g:RF - RF h:RF - RF Borel-mérhetd fiiggvények, hogy n = g(¢) és ¢ =h(n). (A g
és h fiiggvények valaszthatok linedris transzformacioknak, s mivel a linearis transzformacidk
folytonosak, igy Borel-mérhetéek is.) Ezért

o(Q) = {7 (B), B € BRY)} = {{w € Q: ((w) € B}, B € BR")}
— {{w €Q: hinw)) € B}, B e B(Rk)} - {{w cQ:nw) eh Y(B),Be B(Rk)}
—{weq:wen (7 (B}, BeBRY} = {7 (h7\(B)), B € BRY)} C o),

hiszen h Borel-mérhetésége miatt h='(B) € B(R*) és mivel n valdszinfiségi vektorvéltozo,
igy 7 (h"Y(B)) benne van az 7 altal generélt o-algebréaban. Igy o(¢) C o(n) és hasonléan
lathaté be, hogy o(n) C o((). Igy kapjuk (1.4.7)-et.

Osszefoglalva, az  A-tipusu események Osszessége az

U o(We ,We, =Wy, ... ,Wy — W, ) halmazalgebra,

0<s1<<sp LT, neEN
mely az Fj' o-algebrat generalja, illetve a B-tipusi események Osszessége az

U (Wi Wi =W, Wy —

*
W ) halmazalgebra,
0Kty <ot <8, mEN

mely az F}V" o-algebrat generdlja. (Az, hogy tényleg halmazalgebrakat kapunk konnyen
ellendrizheto, az pedig, hogy a szébanforgd halmazalgebrak a fenti alakiiak annak a kovet-
kezménye, hogy tetszbleges € : Q — R* valdszinfiségi valtozd esetén o(€) = {f‘l(B) : B €
B(R*)}.) Felhasznélva, hogy a szébanforgd halmazalgebrak fiiggetlenek, a Carathéodory-
tételt haszndlva belathatd, hogy az altaluk generalt o-algebrak F¥ és FYV" is fiiggetlenek.

Megjegyezziik, abbdl, hogy G; és G, fiiggetlen eseményrendszerek dltaldban még nem
kovetkezik, hogy az altaluk generalt o-algebrdk o(G;) és o(Go) is fliggetlenek. Tekintsiik
ugyanis a kovetkezd példat. Legyen € := {1,2,3,4}, A:=2% P({i}):= }1, 1=1,2,3,4.

Legyen tovabbd Gy := {{1,2}} és G, := {{2,3},{2,4}}. Ekkor G, és G, fiiggetlenck,
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ugyanis

L 22 1

1= P{2h) = P({1,2}n{2,3}) = P({1,.2HP({2.3}) = 3 = .

L p(h = PUL2Y N {2.4)) = PL2DP(2.A) = 22 = L
Azonban {2,3} N{2,4} = {2} € 0(G2) nem fiiggetlen {1,2} € o(G;)-t6l. m
1.4.25. Kovetkezmény. Minden T > 0,t>0-ra az My és M} = maxocs<t W

valosziniségi vdltozok filiggetlenek.
Bizonyitas. Legyen
A ={weQ|se0,T] = Wy(w) folytonos},

Ay :i={weQ|se0,T] - W}(w) folytonos}.

Mivel (Wy)es0, (Wi )iso standard Wiener-folyamatok, P(A;) = P(A;) = 1. Igy kapjuk,
hogy tetszdleges = >0, y >0 esetén

AiN{Mr<z}=AN{sup Wy<z}= ﬂ Ay n{W, < x}

s€[0,T] s€[0,7T]

= () An{Ww.<z}c [ {W<apery,

s€[0,T],5€Q s€(0,T],5€Q
és

Ay {M; <y} =AyN{sup W < y}—ﬂAgﬂ{W* y}

s€[0,t] s€[0,1]

= (] An{Ww<ytc [\ {(W<yter".

s€[0,t],s€Q s€[0,t],s€Q

Az 1.4.24. Allités alapjén kapjuk, hogy Ay N{My <z} és AyN{M; <y} fiiggetlenck, igy
{Mr <z} é {M; <y} is fiiggetlenek. Ugyanis P(A; N Ay) =1 miatt

= P(A1 a {MT v}) P (A2 N{M; < y}) ({MT <z PM; <y}).

O

1.4.26. Definicié. Azt mondjuk, hogy a T : Q — [0,400] (kiterjesztett valds értéki)
valdszintségi vdltozé megdllitdsi idbépillanat a {& :t >0} folyamatra nézve, ha

{we:7(w) <ty eo(&, 0<Su<)

teljestil tetszoleges t >0 esetén.
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A kovetkez6kben a {W;:¢t >0} standard Wiener-folyamatot olyan (2, A, P)
valésziniiségi mezén értelmezziik, hogy minden w € Q-ra a ¢ € [0,400) —
Wi(w) trajektodria folytonos. Azaz az alapul vett valdsziniiségi mezéb6l a ,rossz”  w-kat
eltavolitjuk. Ekkor az 1.4.23. Megjegyzésben azt lehet bizonyitani, hogy minden ¢ > 0-ra
M, F}-mérhetd valoszintiségi valtozo.

1.4.27. Definicié. Legyen {W; : t >0} egy standard Wiener-folyamat. Legyen a > 0
rogzitett. Ekkor a T, : Q — [0, +00],

inf{t>0: Wy =a} ha It=0: W, =aq,
+00 eqyébként,
valosziniséqi valtozot az a-szint elsd elérési idejének hivjuk.

1.4.28. Megjegyzés. A 7, megéllitasi idopillanat lesz {W; : t > 0}-ra nézve. Ugyanis, a
standard Wiener-folyamat trajektéridinak folytonossaga miatt {7, <t} = {M; > a} tetsz6-
leges t >0 és a>0 esetén. Az 1.4.23. Megjegyzés szerint {M; > a} € F}V, igy rendben
vagyunk. Felhivjuk a figyelmet, hogy 7, nyilvan fiigg az alapul vett (W;);>o standard
Wiener-folyamattol, de ezt a fliggést nem jeloljik 7,-ban. O

1.4.29. Definicié. Legyen {W,:t>0} egy standard Wiener-folyamat és jelolie (F¥)i>o
a hozzdtartozd standard filtraciot. Legyen tovdbbd T : Q — [0, +o0] megdllitdsi iddpillanat
{W; 1t = 0}-ra nézve. Ekkor a T megdllitdsi idépillanathoz tartozd o-algebra alatt azt az
Fr o-algebrdt értjik, mely azon A események Osszessége, melyekre

An{r<tleF", Yt=0 esetén.

Azaz

Fr = {AEA:Aﬂ{wGQ:T(w)St}EU(Wu,Oéugt), Vt}O}.

Leellenorizhet6, hogy F, tényleg o-algebra.

A Wiener-folyamatokkal kapcsolatos vizsgdlatokban fontos szerepet jatszik a Markov-
tulajdonsag altalanositasa, az in. er6s Markov-tulajdonsag. Miszerint a Markov-tulaj-
donség érvényes akkor is, ha a T idopontot kicseréljiik bizonyos véletlen idépontra, mely
nem fiigg a folyamat jovéjétol.

1.4.30. Allitas. (Erdés Markov-tulajdonsag) Legyen {W,:t>0} egy standard Wiener-
folyamat, jelolje (F¥)i=o a hozzditartozé standard filtrdciét. Legyen tovdbbd T : € —
[0, +00] megdllitdsi idépillanat {W; : t > 0}-ra nézve. Vezessiik be a

Wi (w) = Wryn(w) = Wewy(w), 20

folyamatot és jelolie (F}¥ )i=o a hozzdtartozé standard filtrdcidt.

Ekkor
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(i) {W; :t >0} standard Wiener-folyamat,
(ii) minden t>0-ra az FV" o-algebra figgetlen az F, o-algebrdtdl.

1.4.31. Megjegyzés. Az 1.4.30. Allftasban fontos kitétel, hogy 7 megéllitasi idopillanat
legyen {W, :t > 0}-ra nézve. Tekintsiik ugyanis a kovetkezd példat. Legyen

T:=inf{t >0: W, = M},

azaz T az els elérési ideje egy standard Wiener-folyamat [0, 1]-en vett maximumdanak. A
standard Wiener-folyamat trajektéridinak folytonossdga miatt 7' j6l definidlt és {t <1 :
Wy = M} egy nemiires, zart halmaz, tovabbd P(T < 1) = 1. Vezessiik be a W} :=
Wryy — Wy, >0 folyamatot. Mivel Wrp = My, M; értelmezése alapjan kapjuk, hogy
ha 0<t<1—1T, akkor Wpy, < M;, tehat W7 <0, ha 0<t<1—T. Mésszoval a
{Wj :t>0} folyamat a [0,1 —T] id6intervallumban nem tud pozitiv értéket felvenni.

Megmutatjuk, hogy P(T < 1) = 1. Mivel P(T'<1) =1, elég azt beldtnunk, hogy
P(T =1) =0. Ekkor

P(T:1)2P<WS<W1,VSG[O,l)):P(Wlft—W1<O,vt€<0,1]).

Felhaszndlva, hogy az 1.4.20. Allitas alapjan ﬁ/; = Wy, — Wy, t € [0,1], standard
Wiener-folyamat, kapjuk, hogy

P(T=1)=PW,<0,Vte(0,1)=PW, <0, Vte (0,1]).
Tovabbé az 1.4.21. Allités alapjan fennall, hogy

P(W, <0, Vte(0,1]) = P(tWy,; <0, Vit e (0,1]) = P(Wy), <0, Vit e (0,1])
=P(W; <0, Vte[l,+00)) < P(limsup W, <0).

n—o0

Ekkor a {limsup,_,. W, <0} esemény benne van a o(W,, — W,,_1), n € N, fiiggetlen
o-algebrakhoz tartozo farok o-algebraban. Igy a Kolmogorov 0-1 térvény alapjan

(1.4.8) P(limsup W, <0) € {0,1}.

n—o0

Az iterélt-logaritmus tétel felhasznalasaval megmutatjuk, hogy P(limsup,,_, . W, = +00) =
1. Mivel W, elééllithaté W, = > _ (W), —Wj_1) alakban, azaz n darab fiiggetlen stan-
dard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo osszegeként, az iterdlt-logaritmus tétel alapjan

P(limsu L = 1) =1
el V2nloglogn /7

Mivel lim,, o v/2nloglogn = +o0o, kapjuk, hogy P(limsup, ,, W, = +o0) = 1. Ezért
P(limsup,,_,., W,, <0) nem lehet 1-el egyenlé. Ebb6l (1.4.8) felhasznalasaval adédik, hogy
P(limsup,, ,., W, <0) = 0. Igy korabbi becsléseink alapjan P(T =1) = 0.
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Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy T megéllitasi idépillanat {W; : t > 0}-ra nézve. Ekkor
az er6s Markov-tulajdonsag alapjan {W; : ¢ > 0} standard Wiener-folyamat. fgy az elozoek
alapjan azt kapjuk, hogy a {W; :t >0} standard Wiener-folyamat 1-valésziniiséggel nem
vesz fel ,azonnal” pozitiv értéket. Az 1.4.19. Allités alapjan {—W; : t >0} is standard
Wiener-folyamat, igy a {W; :t >0} standard Wiener-folyamat 1-val6sziniiséggel nem vesz
fel ,,azonnal” negativ értéket sem. Ezért

PW; =0, Ytel0,1-T]) =1,
ahol P(T < 1)=1. Ez azonban lehetetlen, mert
P(W:+#£0, VseQf) =1,

ahol Qt := {s € Q : s>0}. Ugyanis minden « >0, u € R esetén W} ~ N(0,u),
ezért Vo € Rre P(W) =uz) =0, igy P(W} # x) = 1. Felhaszndlva azt, hogy QT
megszamlalhato és megszamlalhatd sok 1-valdsziniiségii esemény metszete is 1-valdszintiségii
esemény kapjuk a dolgot. fgy ellentmondésra jutottunk, azaz T nem megallitasi idépont,
ezért nem alkalmazhato ra az erés Markov-tulajdonsag. 0

1.4.32. Allitas. Legyen {W, : t >0} egy standard Wiener-folyamat. FEkkor a kordbban
bevezetett jelolésekkel minden t > 0-ra

(1.4.9) P(M;>a) = P(1,<t) =2P(W, > a) = 2 — 2®(a/V1).

Megjegyezziik, hogy mivel (1.4.9) jobboldala folytonos (0, 00)-en, kapjuk, hogy P(7, <
t) =2—2®(a/\/t),t > 0. Tovabb, mivel P(7, <0) =P(0) =0 és lim; (2 —2P(a/Vt)) =
2 —2 =0, kapjuk, hogy (1.4.9) formélisan ¢ =0 esetén is igaz.

Bizonyitas. A bizonyitas kulcsa D. André francia matematikus tiikrozési elvként is-
mertté valt észrevétele, melyet szavakban ugy fogalmazhatunk meg, hogy ha ¢ > 7,, akkor
W, ugyanolyan valészintiséggel van az a szint felett, mint az @ szint alatt. A pontos
matematikai indoklds a kovetkezd. Legyenek 0<s <t tetszolegesen rogzitettek. Ekkor
7, megallitasi id6pont lesz {W; : t > 0}-ra nézve az 1.4.28. Megjegyzés szerint. Az erds
Markov-tulajdonsag alapjan kapjuk, hogy {W} := W, ., — W, :u >0} standard Wiener-
folyamat és tetszéleges u >0 esetén az F)V  és F,, o-algebrak fiiggetlenek. (Specidlisan
FWV" és 1, is fiiggetlenek lesznek, gondoljunk JF, —definiciéjara.) Megmutatjuk, hogy
minden y € R esetén

1= [ el g

feltételes eloszlasa a 7, = s feltételre nézve 0 varhato
értékii és t — s szorasnégyzetlt normalis eloszlas.

PW, =W, <y|7a=

azaz ha 0<s <t, akkor W;,—W.,

a

43



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Mivel W,—W..

a

=W i az 1.5.10. Allités bizonyitésaban alkalmazott gondolatmenethez,
hasonléan kapjuk, hogy

PW, =W, <ylma=5)=PW/ .\ <ylma=35)=Lng(s)PW" ., <y|Ts=5)
= E<H{S} (Ta)ﬂ(*oo»y)(wttm/\t) |70 = 5) = P(7, = s, W:—Ta/\t <Y|Te = 5)
=PW; , <y, ma=s|1a=5)=PW,<y|1s=25).

Mivel W . és 7, fiiggetlenek, kapjuk, hogy

P(Wt*—s <y|7—a:5) :P(Wt*—s <y)7

és igy
PW, =W, <y|tma=5)=PW;,<y)=PWN(O,t—s) <vy).
gy
1
(1.4.10) P(W,— Wy, >0|7a=5) = P(W; —W,, <0|ra=35)=~.

2
Integrélva 0-t6l t-ig Fy, (s) szerint (1.4.10) bal- és jobboldalat kapjuk, hogy

t t
1
(1.4.11) / P(W, =W, > 0|, = s)dF.,(s) :/ 5 4P (5)
0 0
A teljes varhaté érték tétele segitségével megmutatjuk, hogy (1.4.11) baloldala
t
/ PW, =W, >0|1,=s)dF, (s) = P(W, — W, >0,7, <t).
0

Ugyanis,

+oo
PW,—W. >0,1,<t)= / PWy =W, >0,7, <t|1,=s)dF,(s)

—00

¢
—/ PWy =W, >0|1, = s)dF,(s).
0

Mivel (1.4.11) jobboldala
‘1 1
~dF, (s) = =P(r, < 1),
| 5P = 5P <
igy
P(r, <t)=2PW; —W,, > 0,7, <t1).

Megmutatjuk, hogy a {W; — W, > 0} N {7, < t} esemény egybeesik a {W; > a}
eseménnyel. Ugyanis, ha valamilyen w € Q-ra 7,(w) <t é Wyw) — W, (w)(w) > 0,
akkor mivel W ()(w) = a kévetkezik, hogy Wi(w) > a. Megforditva, ha w € Q olyan,
hogy Wi(w) > a, akkor az s Ws(w) trajektéria folytonossiga és a Bolzano-tétel miatt
To(w) < t. Ezért

P(r, <t)=2P(W, > a) = 2(1 — P(N(0,t) < a)) = 2(1 — ®(a/V1)).
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Mivel ezen egyenlet jobboldala t-nek folytonos fiiggvénye (0,400)-en, ezért a baloldal is
folytonos fliggvénye t-nek, igy

P(r, <t)=P(1, < 1).
Mivel {7, <t} ={M;>a} kapjuk, hogy
P(1, <t) = P(M; > a).
U

1.4.33. Kovetkezmény. Legyen {W,:t >0} standard Wiener-folyamat. Jeldlje 1, az a
szint elsd elérési idejét. Ekkor 1, abszolut folytonos valdsziniségi vdltozo, striségfiggvénye
0 ha =<0,
fTa (:C) = ae_a2/(2$)

V2ma3/?

tovabbd P(1, < o0) =1 és Er, = +o0.

ha x>0,

Bizonyitas. Az 1.4.32. Allités alapjén minden z > O-ra P(7, < z) = 2(1—®(a/ /7)), |

P(r, < x) —2—/
V2 Jups

Végrehajtva az u = a/\/z helyettesitést kapjuk, hogy
P(7, < x)

fgy adodik, hogy 7, abszolut folytonos és strtiségfiiggvénye az allitdsban megadott alaku.
Mivel
lim P(r, <z)= lim 2(1—®(a/vz))=2(1-1/2) =1,

T—+00 T—+00

és {1, < +oo} =~ {7. <n}, avaldsziniiség folytonossdga miatt kapjuk, hogy

P(1, < 400) = lim P(r, <n)=1.

n—-+00

(Az, hogy P(1, < +00) = 1 nem 6nmagétdl értetdds, ugyanis 7,-t nemnegativ, bévitett
valés értéki valdsziniiségi valtozdként definidltuk.) Felhasznalva az f, -ra vonatkozé képletet

& a 2
Er, = / e/ 27) dp.
o V2mx

kapjuk, hogy

Nyilvan

Er > O /+0<> ., a ( >, a2/(21)> /+oo 1 d
Ty = —e T = inf e —dz.
Ver i Ve V2 \aell o) 1 VT
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Mivel inf, e 4o0) ea%/(22) — g=a®/2 & 0, és

T—+00

+o0 1
—dz = lim 2y7z —2 =400,
|
adodik, hogy Er, = 400. O

1.4.34. Megjegyzés. Az eloz6 kovetkezménybeli allitas szemléletesen azt jelenti, hogy tetszoleges
a szintet 1-valdszinliséggel elér egy standard Wiener-folyamat, de az a szint elsé elérési
idejének varhaté értéke +oo tetszolegesen kicsi a-ra is. 0

Az 1.4.32. Allités bizonyitasaban szereplo tiikkrozési elvnek van egy kifinomultabb formaja
is, ami igen hasznos a Wiener-folyamatokkal kapcsolatos szamolasok soran. Tekintsiink egy
{W; : t >0} standard Wiener-folyamatot, legyen a > 0 rogzitett, és jeldlje 7, az a
szint elsé elérési idejét. Ekkor 7, megdllitdsi idépont {W; : ¢t > 0}-ra vonatkozdan és az
1.4.33. Kovetkezmény alapjan P(7, < +00) = 1. Az er6s Markov-tulajdonsig alapjan azt
is tudjuk, hogy a {W; =W, — W, :t>0} folyamat is standard Wiener-folyamat és
ugymond fliggetlen az F,, o-algebratél. Ekkor a {—W; : t>0} folyamat is standard
Wiener-folyamat, s 6 is fiiggetlen az F,, o-algebratol. A tiikrozési elv kifinomultabb forméja
a kovetkezot jelenti heurisztikusan. Futassuk az eredeti standard Wiener-folyamatot (W-t)
az a szint els6 eléréséig, s ehhez ne W*-t, hanem —W™-t ragasszuk hozza, igy is standard
Wiener-folyamatot fogunk kapni. Formaélisan, vezessiik be a

_ Wi(w) ha t<7(w),
Wt(CL)) =
2a — Wy(w) ha t>7,(w)

médon definialt {Wt :t >0} folyamatot. (Ekkor fenndll, hogy W, = Wene — (W —We ne),
t>0.)

1.4.35. Allitas. (Tiikrdzési elv) Ha {W, : t >0} standard Wiener-folyamat, akkor
{W, 1t >0} is standard Wiener-folyamat.

Bizonyitas. (Vazlat, Kallenberg [2], 206. old. alapjan) Vezessik be a W/* :=
W(ra At), t20 ésa W/ :=W(r,+1t)—W(r), t=0 jeloléseket. Az erés Markov-
tulajdonsdg alapjan {W; : t >0} standard Wiener-folyamat és flggetlen az F, o-
algebratdl, igy specidlisan fliggetlen 7,-t6l és a {W/* : ¢t >0} folyamattol. Mivel {—W; :
t >0} is standard Wiener-folyamat, kapjuk, hogy a (74, (W;)i>0, (W )i>0) hérmas és a
(Tay Wi*)i=0, (=W )i>0) hdrmas ugyanazon fiiggvényeinek ugyanaz az eloszlasa.

Vegyiik észre, hogy minden ¢ > 0-ra

Wy = W + W*((t — 74) V 0),
W, = W/ — W*((t — 74) V 0).
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Ugyanis, ha 0<t < 1,, akkor
WtTa + W*((t — Ta) V 0) = Wt + Wg = Wt,
Wie — W*((t—7,)VO0) =W, — W =W, = W,.
Ha t>r1,, akkor
Wi+ W ((t—=71,)VO) =W, + W =W, +W, =W, =W,
Wi =W ((t—=T1)VO0) =W, —Wr _ =W, =W, + W, =2W, - W, = Wt.

Legyen
¢ : [0,400) x C([0,40)) x C([0,400)) = C([0, +0)),

melyre tetszoleges s € [0,4+00), z,y € C([0,4+00)) esetén ¢(s,z,y) definicid szerint az a
z € C([0,+00)) fiiggvény, melyre

2(t) == z(t) +y((t —s) v 0), te0,+00).
Az el6bbiek alapjan

(]5(7'@, (Wt ) (W* t>0 Wt)t>0>
O (Tas W) iz0, (=W )iz0) = (Wt)t>0

Ebbél mér kévetkezik, hogy (W,);>o is standard Wiener-folyamat. Ennek pontos indokldsa
meghaladja a jegyzet kereteit. U

A tiikrozési elv segitségével meghatarozhatjuk M, és W, egyiittes eloszldsat is.

1.4.36. Kovetkezmény. Legyen {W; :t >0} standard Wiener-folyamat és M, := maxo<s<t W,
t>0. Ekkor minden a,b> 0 esetén

P(MtZa,Wtéa—b):P(WtZa—{—b)

Bizonyitas. Mivel W (w) = /I/Ivfs(w), ha 0<s<7,(w), ezért {M; >a} = {]\//v[t > a}, ahol
M; := maxocs<t Ws. Felhaszndlva, hogy ha M;(w) > a, akkor ¢>7,(w), ésigy

{Mt>a,Wt<a—b}:{Mt>a,2a—Wt<a—b}
= {M,>a,W,>a+b} ={W,>a+b}.

Az 1.4.35. Allités alapjén P(W, > a + b) = P(W, > a + b), igy adédik a dolog. O

1.4.37. Kovetkezmény. Tetszdleges t >0 esetén (W, M) egyiittes siriiségfigguénye

V2rt3 2t
0 eqyébként.

2Ay—z )exp{—M} ha <y és y>0,
v (T, y) =

47



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Bizonyitas. Legyen az 1.4.36. Kovetkezményben a =y és a—b = x. Ekkor a =y,
b=y—x; és a>0, b>0 miatt y >0 és y > x, valamint

P(M; 2y, Wi <a)=P(W, 22y — )
minden y >0 és y > x esetén. fgy tetszoleges y > 0 és y > x esetén
P(M; <y, W, <x)=PM; <y, W;<z)=PW; <) - P(M; >y, W, <)
=PWy<z)—PW, 22y —a)=PW,<z)+ PW; <2y —z)—1.

Ezért tetszileges y >0 és y > x esetén

2

0

0 <2fwt(2y - x))

oz
6( 1 _(2y—w)2> 1 2y—x _eua?
=2— | —e 2 ) J— e~
Ox V27t \ 27t t
2(2y — ) { (2y—w)2}
= ———~exp ————— /.
\ 2mt3 2t

Ha x>y, akkor P(M, <y, W, <z) = P(M, <vy), igy fow,my(z,y) =0, ha z>y.
Ha y<0, akkor M, definicidja alapjan P(M, < y,W; < x) < P(M; < y) = 0, igy
f(Wt,Mt)(xu y) = 07 ha Yy <0. ]

1.4.38. Kovetkezmény. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor a t —
Wi(w) (folytonos) trajektorianak 1 valdsziniséggel van zérushelye a (0,x] intervallumban
tetszéleges x >0 esetén. Tovdabbd, P(M, > 0,Vz >0)=1.

Bizonyitas. Ugyanis tetszOleges a > 0 esetén, az 1.4.32. Allitds alapjan
P(M, >0) :P( sup W >O> >P( sup Wt>a) = P(M, >a) =2P(W, > a),
0<t<e 0<t<e
amibdl a | 0 esetén azt kapjuk, hogy
1
P(sup Wt>0> =2PW,>0)=2--=1,
0<t<a 2
ugyanis W, ~ N(0,z), x > 0. Mivel {—W,:¢t>0} is standard Wiener-folyamat
P< inf Wt<0):1.
o<tz

Ezért
PW,>0,Vte (0,z]) =PW,<0,Vte(0,z]) =0,

ugyanis

{Wt < O,Vt € (0,$]} - { sup Wt<0},

o<tz

o<tz
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és

P(sup Wt<0):1—P(sup Wt>0>:0,

o<t<z o<t<z

P( inf Wt>0):1—P( inf Wt<0>:0.

o<tLz o<tLz
fgy a standard Wiener-folyamat trajektoridinak folytonossaga alapjan kapjuk, hogy

PAte (0,2]: W, =0)=1— P(W, #0,Yt € (0,z])
=1—-P(W,>0,vte (0,z])— P(W,<0,Vte(0,z]) =1

Tovabba, mivel

{Mx>0,Vx>0}:{sup Wt>O,Vx>O}:ﬂ{ sup Wt>0},
=1

0<t<a 0sts1/n

és megszamlalhato sok 1 valésziniiségli esemény metszete is 1 valosziniiségii esemény, kapjuk,
hogy

o<tz n—=1 0<t<1l/n

P(Mx>0,‘v’a:>0):P(sup Wy >0, ‘v’x>0>:P<ﬂ{ sup Wt>0}>:1.

O

1.4.39. Kovetkezmény. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor a t —
Wi(w) trajektorianak 1 valdszindiséggel végtelen sok zérushelye van a (0, x| intervallumban
tetszoleges x > 0 esetén.

Bizonyitas. Legyen x > 0 tetszolegesen rogzitett. Legyen
N := {w €Q:ate (0,z] » Wiw) trajektoridnak csak véges sok zérushelye Van}.
Ekkor minden w € N esetén létezik olyan n(w) € N, hogy a
t €(0,1/n(w)] — Wi(w)

trajektorianak nincs zérushelye. Az el6z6 kdvetkezmény miatt azonban ez w € 2-knak csak
egy nullmértékii halmazdn teljesiilhet, ezért P(N) = 0. O
Vezessiik be a
Z(w) == {t}O]Wt(w) - 0}, wen
jelolést. (Ekkor Z(w) nem més, mint a t € [0,4+00) — Wi(w) trajektéria zérushelyeinek
a halmaza.)

Felidézziik a perfekt halmaz fogalmat.
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1.4.40. Definicié. Legyen (X,d) egy metrikus tér. Egy H C X halmaz torldddsi pont-
jainak halmazdt H derivdlt halmazanak nevezziik és H'-vel jelélyik. A H U H' halmazt
pedig H burkolé halmazdnak nevezzik. Ha H' C H, akkor a H halmazt zdrtnak; ha
H C H', akkor a H halmazt énmagdban strinek; ha H = H', akkor a H halmazt
perfektnek mondjuk. A H halmaz eqy x pontjat izoldlt pontnak nevezzik, ha x mnem
torloddsi pontja H-nak. A H halmazt seholsem sirinek hivjuk X-ben, ha lezdrtjanak
nincs belsé pontja. A H halmazt strinek nevezzik, ha lezdrtja az egész tér.

1.4.41. Megjegyzés. Ha H perfekt halmaz, akkor zart.

1.4.42. Allitas. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor Z(w) perfekt hal-
maz P-m.m. w € Q esetén. (Azaz eqy standard Wiener-folyamat trajektoriai zérushelyeinek
halmaza 1-valésziniséggel perfekt halmaz.) (Ezen dllitds sordn megint a standard Wiener-
folyamat trajektoridit 1-valdsziniiséggel tekintjik folytonosaknak.)

Bizonyitas. Elég azt megmutatni, hogy P-m.m. w €  esetén Z(w) zart halmaz
és azt, hogy minden ¢ € Z(w) esetén létezik olyan paronként kiilonbozé elemekbél &ll6
(tn)nen, tn € Z(w), n € N, sorozat, hogy lim, ,.t, = t. Mivel egy standard Wiener-
folyamat trajektoridi 1-valészintiséggel folytonosak, Z(w) zart halmaz P-mm. w €
esetén. Rogzitsiink egy ¢ > 0 racionalis szdmot. Tekintsitk a v, : Q@ — [0, 400,

_inf{t>¢q|W; =0} ha 3t>q:W;=0,

T e egyébként
elérési idét. A standard Wiener-folyamat trajektéridinak P-m.m.-i folytonossaga miatt v,
jol definidlt és mivel P(W, =0) =0, kapjuk, hogy P(v, >¢q) =1. Ekkor v, megallitasi
pillanat {W; : ¢ > 0}-ra, igy az 1.4.30. Allitas (ers Markov-tulajdonsag) alapjan a {W; :=
Wyyrt—W,, : t >0} folyamat is standard Wiener-folyamat, és ezért az 1.4.39. Kévetkezmény

miatt minden € > 0-ra 1-valdszintiséggel végtelen sok zérushelye van a (0, ¢) intervallumban.
Mivel P(W,, =0) =1, az eléz6ekbdl kapjuk, hogy minden € >0 és ¢ > 0,q € Q esetén

P({w €Qt e (0,e) » W, ((w) trajektéridinak végtelen sok zérushelye Van}> = 1.

Mivel @Q megszamlalhaté és megszamlalhatd sok 1-valdszinliségii esemény metszete is 1-
valosziniiségli esemény, adodik, hogy minden ¢ > 0 esetén

P( ﬂ { (0,¢) = W, 4+ trajektéridinak végtelen sok zérushelye V&ﬂ}) =1.
q>0,q€Q

Ezt az Osszefliggést gy is irhatjuk, hogy minden ¢ > 0 esetén

P< ﬂ {t € (v vy +¢) — W, trajektoridinak végtelen sok zérushelye Van}) =1
¢>0,q€Q
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Mivel

ﬂ ﬂ {t € (vg, vy +¢) — W, trajektoériainak végtelen sok zérushelye Van}
0<e<1¢>0,0eQ
= ﬂ ﬂ {t € (vg, vy +1/n) — W, trajektéridinak végtelen sok zérushelye van}
neN ¢>0,qeQ

kapjuk, hogy

(1.4.12)

P ﬂ ﬂ {t € (v, vy +¢) — W, trajektoriainak végtelen sok zérushelye van} =1
0<e<1¢>0,g€Q

Legyen w € Q az (1.4.12)-beli 1-val6sziniiségii halmazbdl valé és legyen t € Z(w)
tetszéleges. Ekkor két eset lehetséges, vagy létezik olyan (t,)nen, tn € Z(w) sorozat,
hogy t, szigorian monoton novekvéen tart t-hez (ekkor készen vagyunk), vagy létezik
olyan 0 <e <t szam, hogy a (t —¢,t) intervallumban nincs Z(w)-nak eleme. Az utébbi
esetben létezik olyan ¢ € (t —e,t) raciondlis szam, hogy ¢ = v,. Ekkor (1.4.12) alapjan
létezik olyan (e,)nen sorozat, hogy e, szigortian monoton csokkenden tart 0-hoz és min-
den n € Nre az s € (y,(w), v,(w) +e,) = (t, t +&,) — Wi(w) trajektéridnak végtelen sok
zérushelye van. Igy 1étezik olyan (£, )nen, tn € Z(w) sorozat, hogy t, szigortian monoton
csokkenden tart v, (w) = t-hez. O

1.4.43. Megjegyzés. Legyen {W,:t>0} standard Wiener-folyamat. Ekkor
P ({w € Q| Z(w) Lebesgue-mértéke 0}) = 1.

(Az 1.4.42. Allités alapjan P-mm. w € Q esetén Z(w) Lebesgue-mérhetd, mert P-m.m.
w € Qra Z(w) zart halmaz, igy P-m.m. w € Q-ra beszélhetiink a Lebesgue-mértékérol.)
Ugyanis, A(Z(w))-val jelolve Z(w) Lebesgue-mértékét, a Fubini-tétel felhasznaldsaval kap-

// ]I{o} (W(w)) dt dP(w / /H{O} (Wi(w)) dP(w)dt

_/O P(W, = 0)dt = 0.

juk, hogy

Felhasznélva azt, hogy ha £ >0 valészintiségi valtozé és EE = 0, akkor P(¢ = 0) = 1,
kapjuk a dolgot.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy P-m.m. w € Q esetén Z(w)N[0,1] homeomorf a
(triadikus) Cantor-halmazzal. (Mint majd latjuk a Cantor-halmaz egy kompakt, Lebesgue-
szerint nullmértékii perfekt halmaz.)

El6szor felidézziik a mértékelméletbél (nem)tanult Cantor-halmaz fogalmét (Székefalvi-
Nagy Béla [9], 45-46. old.).
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Osszuk fel a [0,1] zéart intervallumot az 1/3 és 2/3 pontokkal hdrom részre, és
hagyjuk el beldle az (1/3,2/3) nyilt intervallumot. A megmaradt [0,1/3] és [2/3,1] zart
intervallumok mindegyikébdl hagyjuk el kézéps6 nyitott harmadrésziiket, azaz az (1/9,2/9)
és (7/9,8/9) intervallumokat. Ezutdn a megmaradt négy zart intervallumbdl hagyjuk el a
kozépso nyitott harmadrésziiket, s folytassuk ezt az eljarast minden hataron tul.

A [0,1] intervallumbdl az eljaras folyamén mindig nyilt intervallumokat hagytunk el, a
megmaradt pontok C' halmaza, az in. Cantor-halmaz tehat zart halmaz. S mivel kompakt
halmaz zart részhalmaza kompakt, kapjuk, hogy C kompakt is. Megmutatjuk, hogy C
perfekt halmaz.

Evéghél jellemezziik elébb a €' halmaz pontjait aritmetikailag. Irjuk fel a [0,1] inter-
vallum szdmait a 3-as (triadikus) szamrendszerben:

x =[0,ara0a3...]3, ar=0,1,2, keN.

Ez az el6allitds az 1-re is lehetséges: 1 = [0,222...]5. Bizonyos szdmokra (az in. triadikusan
raciondlis szamokra) kétféle kifejezés is lehetséges, pl. [0,100...]3 =[0,022...]5. Azok az x-
ek, amelyek kifejezésében a; = 1, nyilvan az [1/3,2/3] zart intervallumba esnek. Azonban
mig ennek az intervallumnak a belsejébe es6 x-re sziikségképpen a; = 1, addig a végpontok
elééllithatok olyan alakban is, amelyben a; # 1, ugyanis

1
5 = 10,100, ]5=1(0,022... ]s,
2

5 =[0.122..J;=[0,200. Js.

Igy tehat a [0,1]-bdl az (1/3,2/3) elhagydsa utan pontosan azok az z pontok maradnak
meg, amelyeket lehet tgy triadikus tortbefejteni, hogy a; # 1. Folytatva ezt a meggon-
dolast, arra az eredményre jutunk, hogy a C halmaz pontosan azokbdl a pontokbdl all,
amelyek triadikusan el6allithaték az 1 szamjegy felhasznédlasa nélkiil, tehat csupan a 0 és
a 2 szamjegyek felhasznalasaval.

A C halmaz perfektsége most mar konnyen belathaté. Legyen
x=0,a1a0a3...]3, (axg =0 vagy ap=2)

a C' halmaz egy tetszoleges pontja. Legyen x,, az a pont, amelynek a triadikus kifejtése az
x-ét6l csak az n-edik jegyben kiilonbozik: ha ez az x-nél 0 volt, itt legyen 2, és forditva.
Az igy kapott xq1,x9,...,x,,... pontsorozat nyilvan C' csupa kiilonb6z6 pontjaibdl all és
x-hez tart, ha n — oo. Tehat x C-nek torlédasi pontja. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a C
halmaz, az in. Cantor-féle triadikus halmaz, perfekt.

Az konnyen adédik, hogy €' Lebesgue-szerint nullmértéki halmaz. Ugyanis, C' kons-
trukci6ja soran a [0, 1] intervallumbdl elhagyott (nyilt) intervallumok hosszainak Osszege

o0

n=t 1/3 .
3 1-2/3

n=1

Megmutathaté az is, hogy C' szamossaga kontinuum.
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1.4.44. Definicio. Legyen X egqy topologikus tér. Ekkor X eqy maximadlis 0sszefiggd
alterét (vagyis olyan dsszefiiggd alteret, mely nem wvalddi része egyetlen bévebb dsszefiiggd
altérnek sem) a tér komponensének nevezink. Ismert, hogy tetszéleges X topoldgikus tér
esetén minden pont X-nek pontosan egy komponensében van benne. Amennyiben minden
pont esetén ez a (pontot tartalmazd) komponens csak magabdl a pontbdl dllé 1-elemid halmaz,
igy a teret teljesen szétesének nevezzik (angolul: totally disconnected).

1.4.45. Allitas. Legyen {W, : t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor P-m.m. w €
esetén Z(w)N[0,1] = {t € [0,1] : Wi(w) = 0} teljesen szétesd (mint topoldgikus altér) és
seholsem stri R-ben.

Bizonyitas. Mindkét dolog arra vezethetd vissza, hogy P-mm. w € Q esetén Z(w)
Lebesgue-szerint nullmértékii halmaz (14sd az 1.4.43. Megjegyzést).

A teljesen szétesOség bizonyitasahoz tekintsiikk az aldbbiakat. Tegytlik fel, hogy egy
pont esetén az Ot tartalmazé (egyértelmiien létezd) komponens tartalmaz egy mésik, téle
kiilonboz6 pontot is. Ekkor a komponensnek tartalmaznia kell az Oket 6sszeko6té interval-
lumot is, ugyanis R-ben az 6sszefliggé halmazok éppen az intervallumok. FEz azonban a
Lebesgue-szerint nullmértékiiség miatt nem lehetséges.

A seholsem siirliséghez, mivel Z(w) 1-valdsziniiséggel zart, elég azt bizonyitani, hogy
Z(w)-nak nincs belsé pontja. Ha lenne, akkor Z(w)-ban lenne valédi, nyilt intervallum, ami
a Lebesgue-szerint nullmértékiiség miatt ellentmondas. 0

Ismertek az aldbbi eredmények topoldgiabdl.

1.4.46. Allitas. Legyen (X,d) egy teljesen szétesd, perfekt és kompakt metrikus tér. Ekkor
X homeomorf a (triadikus) Cantor-halmazzal.

Bizonyitas. Lasd, Corollary 2-98, Hocking, Young: Topology. U

1.4.47. Allit4s. Egy teljes metrikus tér barmely nemiires, perfekt részhalmaza tartalmaz a
Cantor-halmazzal homeomorf részhalmazt. (Ldsd, Jarai Antal: Mértékelmélet, 161. old.)

(Az el6z6 két allitds az in. Cantor-Bendixson tétel felhasznaldsaval bizonyithatd, mi-
szerint minden teljes szepardbilis metrikus tér egy perfekt halmaz és egy megszamlalhatd
halmaz unidja.)

1.4.48. Kovetkezmény. Legyen {W; :t >0} standard Wiener-folyamat. Ekkor P-m.m.
we Q esetén Z(w)N[0,1] homeomorf a Cantor-halmazzal.

Bizonyitas. Az 1.4.42. Allitds és az 1.4.45. Megjegyzés miatt P-m.m. w € ) esetén
Z(w)N[0,1] teljesen szétesd, perfekt és kompakt metrikus tér az R-t6l 6rokolt metrikéval.
Igy az 1.4.46. Allitas szerint homeomorf a Cantor-halmazzal. U
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1.4.49. Megjegyzés. Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy R minden kompakt,
Lebesgue-szerint nullmértékii perfekt részhalmaza homeomorf a Cantor-halmazzal. Ez azon-
ban két (és tobb) dimenziéban nem igaz. Hiszen vegyiink a sikban egy zart szakaszt. Ez
kompakt, perfekt és 2-dimenziés Lebesgue-mértéke 0. Azonban nem lehet homeomorf a
Cantor-halmazzal, mert az nem osszefiiggd, zart szakaszunk azonban osszefiiggd. 0

A kovetkez6 allitas kedvéért felidézziik a korlatos valtozas definicidjat. Legyenek —oo <
a < b < oo adott valés szamok. Azt mondjuk, hogy f:[a,b] = R korldtos viltozdsi, ha

np—1

sup Z |f(zit1) — f(z:)] < o0,

PeP =
ahol
P:={P={xo,...,xnp}:a=00 <11 < <Tp, =b, np € N}.

1.4.50. Allitas. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat és T > 0 tetszdlegesen
rogzitett. Ekkor a t € [0, T — Wi(w) trajektoria 1 valosziniséggel nem korldtos vdltozdsi.
(Az is adddik, hogy a trajektoridk 1 wvaldsziniiséggel nem korldtos vdltozdsiak semmilyen
intervallumon sem.)

Bizonyitas. Elegendéa T =1 esetet targyalni, azaz azt beldtni, hogy a ¢ € [0, 1] — W;(w)
trajektéria 1 valdszintiséggel nem korlatos valtozasu. Ugyanis, ha T > 0 tetszoleges, akkor
az 1.4.18. Allitds alapjdn az {\/LTWTt :t >0} folyamat is standard Wiener-folyamat. Igy
ha belatjuk, hogy egy standard Wiener-folyamat trajektériai 1-valészintiséggel nem korlatos
véltozastak a [0,1] intervallumon, akkor kapjuk, hogy a ¢ € [0,1] — \/LTWTt(w) tra-
jektoriak 1-valdszintiséggel nem korlatos valtozasuak. Ez pedig mar maga utan vonja, hogy
a t€[0,T] — Wi(w) trajektéridk is 1-valdsziniiséggel nem korldtos valtozasuak.

Ahhoz, hogy a t € [0,1] — Wi (w) trajektéridk 1 valdsziniiséggel nem korlatos valtozasiak
azt kell megmutatni, hogy

P(sup{Z]ka—kal]:O—xo<x1<---<xn1<xn—1,nEN}—+oo)—1.

=1
Legyen
2”
M = Z |Wk/2n — W(k,l)/2n|.
k=1
Nyilvan n; <7 < .... Valéban,
AL 2m
N = Z |Wijan — Wig—1y2n| = Z |Wogjont1 — Wag—1)jan+1]
k=1 k=1
on on
< Z |Wagjant1 — Wigg—1yan+1| + Z [Wiak—1)/2n+1 — Wiag_2)jan+1|
k=1 h—1

2n+1

= Z [Wijan+t — W1y jan+1| = N1, ne N
k=1
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Legyen n := lim, ,on,. Ekkor n :Q — [0,400] valésziniliségi valtozd. Elegendd azt
megmutatni, hogy P(n = +oo) = 1. (Gondoljunk az =z, = k/2", k = 0,1,...,2"
vélasztdsra.) Mivel Wy jon — Wig_1y/2n ~ N (0,1/2"), igy

C = 2n/2(Wk/2n — W(k—l)/Q") ~ N(O, 1)

2 2
CEVERTR. NS
™ ™

E(| = /+OO |£17’—1 e 2dy =2 o 33—1 e ™2 dy = \/2[_ €_$2/2}oo = 2
—o0 2 0 V2T ™ 0 T

Ezért

Ekkor

ugyanis

b c
E[Wyan — Wig—1)/2n| = ST D2 Wy 90 — Wik—1)/2n| = o

amibol
En, = 2"/%b, D%*n, = c.

A Csebisev-egyenlotlenség szerint

D?n, 4c

1
(|77 n | 5 Ui > (Enn)2/4 onp2

Mivel lim, ., En, = oo, tetszoleges K > 0 esetén elegendéen nagy n € N-re %Enn > K.
Ezért

1
P(n>K)>P(n, > K) > P(n, > §Enn)

1 1
=P (‘nn - ]Ennl < §E77n) =1-P (’nn - Enn’ > §Enn> )

hiszen

1 1 1 1 3
M — Eny| < 5B == =3B <o = Enp < SEn, = 5B <o < 5B

gy
c
Pn>K)>1- oo
amib6l n — oo esetén kapjuk, hogy P(n> K)=1. Mivel

[e.e]

{n=+o0c} = ({n>n},

n=1

és megszamlalhato sok 1-valdszinliségli esemény metszete is 1-valészinliségli esemény, kapjuk,
hogy P(n=+4o0) = 1. O
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1.4.51. Allitas. Legyen {W, : t >0} standard Wiener-folyamat és T >0 tetszdlegesen
rogzitett. Ekkor

P({w €N:tel0,+00) = Wi(w) trajektoria nem differencidlhato T—ben}) =1

Bizonyitas. Az 1.4.22. Allités alapjdn elegendé a T = 0 esetet targyalni, hiszen tetszoleges
T >0 esetén {W; :=Wrpy —Wr:t >0} is standard Wiener-folyamat és minden ¢ > 0-ra
Wy — Wy _ Wrew —Wrp

t T+t-T"

igy a jobboldal hatarértéke t | 0 esetén pontosan akkor létezik, amikor a baloldalé ¢ | 0
esetén. Tegyiik fel, hogy létezik a lim, o Wi(w)/t hatérérték, ekkor 1étezik olyan e(w) > 0
és A(w) € R, hogy Wi(w) < A(w)t, ha 0<t < g(w). Ekkor minden 0<t < e(w)-ra
My(w) < A(w)t. Legyen K € N tetszéleges természetes szdam. Ekkor az 1.4.32. Allitds
alapjan minden t > 0O-ra

P(M, > Kt) = 2P(W, > Kt) = 2 — 20(K V1),
igy limyo P(M; > Kt) =1 minden K € N-re. Mivel
[e.e] o0 1
{wE QI e(w) >0: Wi(w) < Kt,VOgtgg(w)} - U ﬂ {w EQ|M1/k(w)<KE},
n=1k=n
és mivel

P<G ﬁ {w € 2 M) <K%}> = Jim P (ﬁ {W € Q[ My (w) <K%}>

n=1k=n k=n

PlweQ|Fe(w) >0: Wi(w) < Kt,V0<t<e(w)}) < limsup P ({w € Q| Myn(w) gKl}) :

Nn—00 n

SEES

< limsup P ({w €Q|M(w) <K

n—o0

kapjuk, hogy

Mivel lim; o P(M; > Kt) = 1, kapjuk, hogy a fenti egyenl6tlenség jobboldalan szerepld
limsup nulla, és igy

PlweQ|Fe(w)>0:Wi(w) < Kt,V0<t<e(w)}) =0

minden K € N esetén. Mivel
Wi(w)

{weQHhm

in } - {w €Q]Je(w)>0,3 Aw) € R: Wi(w) < A(w)t, V()étée(w)}

C (J{we QT ew)>0: Wy(w) < Kt,V0<t<e(w)},
K=1
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felhasznalva azt is, hogy megszamlalhaté sok nullmértéki halmaz unidja is nullmértéki

adodik, hogy
P({ueﬁ|3g%ymf”}>:o.

O

Az 1.4.51. Allitdsban foglaltaknal sokkal tobb is igaz. Vezessiik be az tgynevezett Dini-
derivaltakat.

1.4.52. Definicié. Legyen f:[0,+00) — R egy folytonos figgvény. Ekkor a

Dif(t) := lim sup ft+h) — f(1)
h—s0+ h

mennyiségeket az f  fligguény t-beli felsé (jobb- ill. baloldali) Dini-derivdltjdinak hivjuk.

flt+h) = f()
h

Hasonloan a

Dif(t) = lihrg(i)if

mennyiségeket az f  fligguény t-beli alsé (jobb- ill. baloldali) Dini-derivdltjdinak hivjuk.
Azt mondjuk, hogy az [ fiigguény jobbrdl (ill. balrdl) (Dini-)differencidlhaté t-ben, ha
DT f(t) és Dyf(t) (ill. D f(t) és D_f(t)) végesek és eqyenlbek. Azt mondjuk, hogy az
f figgvény (Dini-)differencidlhaté t > 0-ban, ha jobbrdl és balrdl is (Dini-)differencidlhatd
t > 0-ban és a négy Dini-derivdlt egyenld. A t = 0-ban valé (Dini-)differencidlhatésagon
t = 0-beli jobboldali (Dini-)differencidlhatdsdgot értink.

1.4.53. Tétel. (Paley—Wiener—Zygmund, 1933) Legyen {W, :t >0} standard Wiener-
folyamat. Ekkor P-m.m. w € Q-ra a t € [0,+00) — Wi(w) trajektoria seholsem (Dini-
)differencidlhaté. Pontosabban, a

{weQ|Vte(0,+00) esetén vagy DTWi(w) =+oo wvagy DyWy(w)= —o0}
halmaz tartalmaz eqy 1-valosziniiséqi eseményt.

1.4.54. Allitas. (Wiener-folyamatra vonatkozé Wald-azonossagok) Legyen {W, :
t >0} standard Wiener-folyamat és T korlatos megallitdsi idépont {W; :t > 0}-ra nézve.
Ekkor

(i) EW, =0,
(i) EW2 = Er,
(iii) Eexp{0W, —6?7/2} =1 minden 0 € R esetén,

(iv) Eexp{i0W, + 0*t/2} =1 minden 6 € R esetén.

(Mivel T korldtos, ezért Er [étezik és véges.)
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Bizonyitdas. Ha 7 = t, ahol ¢t € R elére adott (azaz 7 nem véletlen megéllitasi

idépont), akkor (i) és (ii) kozvetleniil adédik a standard Wiener-folyamat definici6jabol.

—0%t/2

Felhaszndlva, hogy N(0,¢) karakterisztikus fliggvénye a 6 € R helyen e kapjuk

(iv)-et is. A (iii) rész annak a kovetkezménye, hogy N(0,t) momentumgenersls fliggvénye
a 0cR helyen et/2,

Legyen most 7 tetsz6leges korldtos megallitdsi idépont {W; : t > 0}-ra nézve. Ekkor
létezik olyan N valés szdm, hogy P(r < N) = 1. Az 1.4.30. Allitds (er6s Markov-
tulajdonség) alapjan a {W; := W, — W, :t >0} folyamat is standard Wiener-folyamat
és minden t > O-ra az F}V = o(W? 0<s<t) o-algebra fiiggetlen az F, o-algebratdl.
Felhasznalva F, definicijat, specidlisan az is igaz, hogy minden t > 0-ra F}V" fiiggetlen
a (7,W,) valészintiségi vektorvaltozotsl. Igy az 1.4.32. Allitds bizonyitdsaban latottak
alapjan, Wy — W, feltételes eloszlasa a 7 = s feltételre nézve normalis eloszlasi 0
varhaté értékkel és N — s szérasnégyzettel minden 0<s < N esetén. Ezért

EWx —-W,|7)=0 P-mm.,

E(Wy —W,)?*|7) =N -7 P-m.m.
gy

0=E[EWy—W,|7)] =E(Wyx —W,) =EWy —EW, =0—EW,,
tehat EW,. = 0. Illetve
N —Er =E(N — 1) =E[E(Wyx — W,)*|7)] = EWx — W,)? = EW3 + EW? — 2E(WxW,),
amibol kovetkezik, hogy
EW? = 2E(WyW,) — Er = 2E((Wy — W,)W,) + 2EW? — Er
= 2E(Wx — W) EW, 4+ 2EW? — Er = 2EW? — Er,
ahol az utolsé lépésben felhasznéltuk, hogy Wy —W, és W, fiiggetlenek. fgy EW? =Er.
A korabbiak alapjan fennall az is, hogy
E (exp{0(Wy — W,) —0*(N —7)/2}|7) =1, P-m.m,
és végiggondolhat6 az is, hogy W, és FV" (t > 0) fiiggetlensége miatt teljesiil az is, hogy
E (exp{0(Wy — W,) — *(N —7)/2} |W,,7) =1, P-m.m.

Ezért
ReOWr—027/2 _ E<€9WT—92T/2 ‘ 1)
_ IE;(GGWT%/2 “E (exp{0(Wy — W,) — 62(N — 7)/2} | W, 7) )
—E (E (e"WT—f’QTﬂ exp{0(Wy — W) — 02(N — 7)/2} | W, 7))
—E (E (™2 W, 7))
_ EeewN—92N/2 — 1
Ezzel (iii)-t bebizonyitottuk, (iv) bizonyitdsa hasonlé. O
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1.4.55. Allit4s. Legyen {W, :t >0} standard Wiener-folyamat és legyenek a > 0,b > 0
adott valds szamok. Vezessik be a T_,p 1 Q@ — [0, 4+00]

oo inf{t >0|W,=—-a wagy Wy=0} ha Ft=>0:W,=—a vagy W, =0,
- ~+00 eqyébként,

kiterjesztett valos értékid valosziniiségi valtozot. Ekkor T_,;, 1-valdsziniséggel véges, de nem
korlatos megdllitasi idépillanat {Wy : t > 0}-ra nézve és
b a

P(WT—a,b = —a) = s P(WT—a,b = b) == a——|—b’ ET—a,b = ab.

Bizonyitas. Legyen T = T_,;,. Megmutatjuk, hogy T 1-valészinliséggel véges, nem
korlatos megallitasi idépillanat {W; : ¢t > 0}-ra nézve. Az, hogy T megallitdsi pilla-
nat, T definicigjabdl trividlis médon kovetkezik. Az, hogy T 1-valdszintiséggel véges az
iterdlt-logaritmus tétel felhasznalasaval egyszeriien adédik. Valoban, mivel W, el6allithaté
W, =Y (W, — Wy_;) alakban, azaz n darab fiiggetlen, standard normalis eloszldst
valoszintiségi valtozd Osszegeként, az iteralt-logaritmus tétel alapjan

P(limsu S — 1) - P(liminfL - —1) ~1
ool o loglogn / nsoo /2nloglogn -

Mivel lim,_.o v/2nloglogn = +o0,

(1.4.13) P(limsup W, = +o0) = P(liminf W,, = —o0) = 1.

n—00 n—oo

Tovabba a standard Wiener-folyamat trajektoridinak folytonossdga miatt
P(T = +o00) = P(W; € (—a,b), Yt >0).

Ezért (1.4.13) alapjan P(W; € (—a,b), Vt>0) =0, ésigy P(T =+o0) = 1.

A kovetkez6kben annak bizonyitdsaval foglalkozunk, hogy T 1-valdszintiséggel nem
korlatos megallitasi pillanat. Ha T korlatos lenne, akkor létezne olyan 0 < N € R, hogy
W, N-ig 1-valészintiséggel kilépne a (—a,b) sdvbdl. Tegyiik fel, hogy a = min(a,b). (Ha
b =min(a,b) teljesiilne, ugyanigy kéne folytatni.) Ekkor

P s W3 ) 1,

te[0,N]
és igy
(1.4.14) P(TagN vagy T,agN) =1,

ahol 7_,, a —a szint elsd elérési ideje, hasonléan definialhaté 7,-hoz. A tiikrozési elv
segitségével belathato, hogy

P(Ta <N, 7, <N) = P(Tga <N vagy 7.3, < N).
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lgy (1.4.14) alapjén
P(Ta/?) <N77-fa/3 <N) =1

Ezért 1< P(r,3 < N), azaz P(7,3 <N)=1. Ez azt jelenti, hogy 7,3 eloszldsa a [0, N]
intervallumra koncentralodik, ami az 1.4.33. Kovetkezmény alapjan elletmondas.

Mivel T nem korlatos megéllitasi idopillanat, ezért a Wald-azonossagokat nem alkal-
mazhatjuk ra. Azonban minden n>1, n € N esetén T An korlatos megallitasi idopillanat
{W; : t > 0}-ra nézve, igy az 1.4.54. Allitds (i) és (ii) része alapjan

EWrpn, =0,  EWZ,, =E(T An).

Megmutatjuk, hogy minden n € N-re és P-m.m. w € Q esetén |Wpan(w)| < max(a,b) < a+
b. Mivel

Wrinan(w) =
() Wo(w) ha T(w)>n,

és P(T < 4o00) = 1, tovdbbd a T (véletlen) idépontig a standard Wiener-folyamat
trajektoriai 1-valdszintiséggel —a és +b kozott vannak (felhaszndlva a standard Wiener-

{WT(W)(w) ha T(w)<n,

folyamat trajektéridinak folytonossdgat is), kapjuk a dolgot. Szintén a standard Wiener-
folyamat trajektoridinak folytonossdga miatt (felhaszndlva azt is, hogy P(T < +o0) = 1)
P-mm. w e Q esetén lim, oo Wran(w) = Wr)(w). fgy a dominalt konvergencia tétel
szerint
EWy = E( lim Wi, ) = lim EWry, =0,
n—o0 n—o0
Azonban T =1T_,; értelmezése miatt
EWT = —CLP(WT = —a) + bP(WT = b)
gy
0=—aP(Wr = —a)+bP(Wr =b).
Mivel P(Wr = —a)+ P(Wr =b) =1, kapjuk, hogy

PWr=1b)=“P(Wr = —a) = %(1 — P(Wy = b)),
amibdl .
P(Wy=0b) =~ P(Wr = —a) =

a+b’ a+b
Hasonl6an, a domindlt konvergencia tétel alapjan lim,, ., EW2, = EWZ illetve a monoton

konvergencia tételt hasznélva lim, ., E(T" A n) = ET. fgy

EW; = lim EWZ,, = lim E(T An) = ET.
n—o0 n—oo

Mivel
EWZ = (—a)*P(Wyp = —a) + b*P(Wr = b) = a? b R = ab (a+0b) = ab,
a+b a+b a+b
kapjuk, hogy ET = ab. u
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1.4.56. Megjegyzés. Legyen {W, : t>0} standard Wiener-folyamat és legyenek a >
0,b > 0 adott szamok. Az el6z¢ allitas alapjan konnyen kiszamithatjuk annak a valdszint-
ségét, hogy egy {W, :t >0} standard Wiener-folyamat hamarabb éri el a b > 0 szintet,
mint a —a < 0 szintet. Az el6z6 allitas jeloléseivel élve arra keressiik a védlaszt, hogy mennyi
P(Wp =), ami pedig a/(a+ ). O

1.4.57. Allitas. (Arkuszkoszinusz térvény) Legyen {W, : t >0} standard Wiener-
folyamat és 0 < a <b. FEkkor

P ({w € ’ It € [a,b] : W(w) = 0}> = zarccos\/%,

70
ahol arccos jeldli a cos fiigguény |0, 7]-re valo lesziikitésének inverzét. (Jelen esetben
megint ugy tekintjik, hogy a standard Wiener-folyamat trajektoridai 1-valdsziniséggel folyto-
nosak és a korabban bevezetett filtrdlt valdsziniiségi mezdt vesszik alapul.)

Bizonyitas. (Stromberg [8], Theorem 8.23 bizonyitdsa alapjan) Ha a = 0, akkor
P(3te|0,b]: Wy =0)=P(Q) =1, hiszen Wy(w) =0, w e Q. Mésrészt arccos0 = /2,
igy az a = 0 esetben trividlis az allitas. Tegyiik fel a tovdbbiakban, hogy 0 < a < b.
El6szor megmutatjuk, hogy

A= {weQ|Itelat]: Wiw) =0}

esemény. Kiemeljiik, hogy mivel a Wiener-folyamat trajektoriéi (csak) 1-valészintiséggel foly-
tonosak, ezt csak azon feltételezés mellett tudjuk megmutatni, hogy az alapul vett (92,4, P)
valészintiségi mezo teljes, azaz ha C € A, P(C)=0 é D CC, akkor D e A (és ekkor
persze P(D) =0). Az dltalunk tekintett filtralt valdszintiségi mez6 teljes. Legyen

F:={we|tel0,+00)— Wi w) folytonos}.

Tudjuk, a standard Wiener-folyamat definicidja alapjan, hogy F esemény és P(F) = 1.
Elég azt megmutatni, hogy A := Q\ A esemény. Mivel A = (ANF)U(ANF) és
ANFCF, P(F)=0, F € A miatt (felhasznélva a teljességet) ANF € A, kapjuk, hogy
elég azt megmutatni, hogy AN F € A. Felhasznélva, hogy kompakt halmazon folytonos
fiiggvény felveszi az infimumat és a szuprémumat adodik, hogy

_ 1
= : : = — )
ANF {wEQ‘EIn(w) eN:VEe[a,b]: [Ww) = n(w)}”F
Szintén a standard Wiener-folyamat folytonossaga miatt
1
: : > —
{wEQ’EIn( eN:Vteab: |Ww) n(w)}ﬂF
1
:{ EQ‘Hn YEN:VEeE [a,bNQ: [Wiw)|> ﬁ}mF

= U{wGQ)VtE[a,b]ﬂ@:|Wt(w)|>%}mF

neN

—U ﬂ {wEQMWt } NF.

neN te€la,b)NQ
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Mivel [a,b]NQ megszamldlhaté és minden ¢ >0, n € N-re {w €Q ’ |[Wi(w)| = %} esemény
kapjuk, hogy
1
U N {weQ)|Wt(w>|> }mFeA.

n
neN ¢t€[a,b]NQ

Ezzel megmutattuk, hogy A esemény. Legyen U : [0,4+00) x Q@ — R,
(t,w) = U(t,w) := Up(w) := Wy(w) — Wap(w).

Legyen I :=[0,b—a] é X :Q — R, w— X(w) := sup,e; Us(w). Annak indoklésa,
hogy X wvalészintiségi valtozd az 1.4.23. Megjegyzésben latottakhoz hasonléan torténhet.
Most egy mésik, mértékelméleti ismeretekre tdmaszkodd indoklést kozliink. Felhaszndlva a
standard Wiener-folyamat trajektoriainak P-m.m.-i folytonossagat, kapjuk, hogy

X(w) = sup Us(w), P-mm. weQ.
seINQ
Mivel minden ¢ > 0-ra U; valdszinliségi valtozo, felhaszndlva azt, hogy megszamlalhato
sok valoszintiségi véaltozo szuprémuma ujra valoszinliségi valtozo, kapjuk, hogy sup,e;ng Us
valészintiségi valtozo. Felidézziik az alabbi mértékelméleti tételt.

Tétel: Ha (X, A, u) egy teljes mértéktér, f,g: X — R flggvények, hogy [ (A, B(R))-
mérhet és f(x) = g(x) p-mm. z € X, akkor ¢ is (A, B(R))-mérhetd.

Mivel az alapul vett (£, A, P) valészintiségi mezd teljes, f = sup,;rqUs és g = X
valasztassal kapjuk, hogy X valdszintiségi valtozo.

Felhasznédlva, hogy egy standard Wiener-folyamat (—1)-szerese is standard Wiener-
folyamat, az 1.4.24. Allités (Markov-tulajdonség) alapjan kapjuk, hogy {U, : t >0} stan-
dard Wiener-folyamat, mely fiiggetlen az F)V = o(W, : 0 <u < a) o-algebratdl, specilisan
W,-t6l is. Megmutatjuk X is fliggetlen W,-tél. Valéban, mivel o(U;,t>0) fiigget-
len o(W,)-t6l, {U; : t>0} béarmilyen mérhetd fiiggvénye is fiiggetlen lesz W,-t6l. Igy
Sup,esng Us  fiiggetlen  W,-tél.  (Azt direktben nem tudjuk kévetkeztetni, hogy X =
sup,e; Us flggetlen W,-t6l, mert még az sem biztos, hogy a w € Q — sup,.; Us(w)

leképezés mérhetd.) Bevezetve az

A={weQ: X(w)= sup Uy(w)}
seINQ
jelolést, A€ A és P(A) =1. Legyenek B € o(X) és C € a(W,) tetszilegesek. Ekkor
létezik olyan B* € B(R), hogy B = X }(B*). Igy
P(BNC)=PBNCNA) =P{XeB}nNANC)=P({sup U, € B }NANC)
seINQ

=P({sup U, € B} nC) =P( sup U, € B*)P(C)
€InQ

seINQ s

= P({ sup U, € B'}n A)P(C) = P({X € B} N A)P(C) = P(B)P(C),

seINQ

ahol felhasznaltuk, hogy P(A) =1, és sup,c;oUs fliggetlen W, -tol.
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Az 1.4.32. Allitas miatt minden o > 0 esetén

(1.4.15)
P(X>a)=P( max Us=2a)=P(My_,>a) =2P(Uy_, > a) =2P(N(0,b—a) > a).

s€[0,b—al

Legyen Y (w) :=sup,c;(—Us(w)), w € Q. Mivel {—U, :t >0} is standard Wiener-folyamat
kapjuk, hogy Y-nak és X-nek az eloszldsa megegyezik.

Megmutatjuk, hogy
{we|Itea,b: Wiw) =0} ={weQ|Ise[0,b—a]:Usw)=W,(w)}

Ugyanis, ha w € Q olyan, hogy 3t € [a,b], melyre W;(w) =0, akkor s:=t—a € [0,b—a]
és

Us(w) = Wo(w) — Weus(w) = We(w) — Wi(w) = W, (w).

Ha pedig w € Q olyan, hogy Js € [0,b—al, melyre Us(w) = W,(w), akkor t :=a+s € [a, b]
és Wy(w) — Wyis(w) = Wy(w) miatt Wi(w) = Wyis(w) =0. Ezért

P<3t € [a,b] : W, :o) — P(Els €l0,b—a]: U, = Wa>.
Mivel P(W, =0) =0 minden a € R esetén
P(Els €l0,b—a]: U, = Wa) - P(Hs €(0,b—a]: U, = W,, W, > o)
+P<35 €10,b—a]: U, =W, W, < o).
A standard Wiener-folyamat trajektoéridinak P-m.m.-i folytonossdga miatt
{3se€[0,b—a]:Us=W,,W,>0}NF = {IE?IXUSZWQ,WG >0} NF,
{Is€[0,b—a]:Us=W,, W, <0}NF = {Iglei}lUs<Wa,Wa <0}NF.

Ugyanis, ha w € F-re ds € [0,b —a] : Us(w) = Wy(w) és Wy(w) > 0, akkor
maxges Us(w) = W, (w). Forditva, ha W,(w) > 0 és maxses Us(w) = W, (w), akkor abban
az esetben, ha maxge; Us(w) > W, (w) kapjuk, hogy Is € [0,0—a] : Us(w) > W,(w) >0 és
mivel Up(w) =0, a Bolzano-tétel miatt Jsy € [0,s] C I : Uy, (w) = Wy(w). Abban az eset-
ben, ha max,e; Us(w) = W,(w) kihasznalva, hogy kompakt halmazon folytonos fiiggvény
felveszi maximumat adédik, hogy Fsg € I : Uy, (w) = Wy (w).

A
{EISE[O,b—a}:US:Wa,Wa<0}ﬂF:{m€i}1Us<Wa,Wa<0}ﬂF

egyenldség hasonléan igazolhat6. Mivel P(F) =1,
P(as €[0,b—a]: U, = Wa> = P(Wa > 0,max U, > Wo) + P(W, < 0,min Uy < W)
= P(0 < W, < X) + P(W, < 0,—minU, > = ,)
= P(0<W,<X)+P0<-W,<Y).
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Mivel (W,, X) és (—=W,,Y) egyiittes eloszldsa megegyezik, valamint W, és X, ill. —W,
és Y fiiggetlenek, kapjuk, hogy

P(ate la,b] : Wt:0> —2P(0 < W, < X)

= 2/_+°° /+°° ]I{0<a<x}fwa(a)fx(x) dadz
/+0<> ( +OO fx(z) dm) fw, (o) dav.
0 a

I
N

Felhaszndlva (1.4.15)-t kapjuk, hogy

2
o
e 2 da

P(Elte [a,b]3Wt:O> :2/+°°2P(J\/(O,b—a) >oz)\/217r—a

1 1 +oo +oo g2 o2
= (b—a) " 2a
4\/27m \/27r(b—a)/o (/a e ? dx)e 2¢ dav.

Bevezetve az 12/(b—a) = y?, majd az o?/a =t* helyettesitést adédik, hogy

“+oo

2 /+oo </ 2 a2

= e 2\/b—ady>e 2a dov

T/ a(b — a) 0 a/vVb—a
2 Foo oo u2 o2

e 7 dy)e‘ﬁ da

71'\/5/0' </a/\/ba
2 +o0 o0 2 .2
= —/ (/ e~ dy)e’7 dt

T Jo Vat/v/b—a

+oo +oo
- / </ e )
T Jo Vat/v/b—a

Attérve polarkoordinata-rendszerre (y = rcosf, t =rsinf)

2 —+o0 7|'/2 )2
P(Hte[a,b]:Wtzo) :—/ (/ 1d9>re‘7dr
T Jo arc cos(v/b—a/V/b)

= %/+00 (g — arccos(T))rer dr
0
= (%arccos(T) - 1) /;OO —Te_é dr

= (%arccos(T) — 1) [e‘rj]:}o =1- %arccos( 1- %)

Azt kell mar csak megmutatni, hogy minden 0 < a < b esetén

1—%arccos< b;a):%arccos< %),

P(Hte[a,b]:Wt:O)
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g = arccos(,/l — %) +arccos<\/%>.

Mindkét oldal koszinuszat véve

0= o i (arecon (1~ £) ) s (snccon(y[2)).

OZM_\/l_b—a L

b b b’
ami pedig a 0 =0 igaz egyenlGségre vezet. A 0 =0 igaz Osszefiiggésbdl, a fenti ekvivalens

azaz

azaz

atalakitasokat végezve a

cos (5) = con (arccos((y/ 1 ) +arccos( 1))

osszefliggéshez jutunk. Mivel arc cos(,/ — %) + arc cos(ﬁ) € [0,7), kapjuk, hogy

g = arccos(,/l — %) +arccos<\/%).

1.5. Markov-folyamatok

1.5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& : t>=0} folyamat Markov-folyamat, ha
tetszoleges 0 <ty <to < ... <t <t idopontok és tetszoleges y € R esetén

P& <yl& =x1,... &, =x1) = P(& <yl& = 7k),  Peygy,-mem. (1,...,23) € R*.
(Itt Pe e, @ (&r--, &) valdszintiségi vektorvdltozd eloszldsdt jeloli az (R*, B(R¥))

77777

mérhetd téren.)

1.5.2. Megjegyzés. Tobb konyv, és a fogalmazas egyszerlisitése véget sok esetben mi is
eltekintiink a Markov-folyamat 1.5.1. Definfciéjdban a Py, ¢, -m.m. (z1,...,7%) € R* (ill.

.....

més esetekben a feltételben szerepld eloszlds szerinti m.m.) kifrdsatol. U

1.5.3. Megjegyzés. Az 1.5.1. Definici6 heurisztikusan azt mondja, hogy egy sztochasztikus
folyamat akkor Markov-folyamat, ha elfelejti a multjat. Az 1.5.1. Definiciéban o-algebrara
vonatkozo feltételes valdszintiségek szerepelnek, azaz

P(ft < y|€t17 s 75%) = E(H{£t<y} | 0_(57517 s 75%)) = h’(Stp s >€tk)>

ahol h : R*¥ — R megfelel$ tulajdonsdgokkal biré Borel-mérheté fiiggvény. Ezzel a h
fiiggvénnyel

P& <yl& =21, &, =x) = h(ay, .. an), P £, ~TILTIL. (z1,...,1;) € R".

Ha a &-k diszkrétek, akkor a feltételes valdszintiség definicidja szerint is szamolhatok a fenti
feltételes valoszintiségek. O
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1.5.4. Megjegyzés. Legyen {& :t >0} Markov-folyamat. Vezessiik be tetszéleges 0 < s <
t ész,y € R esetén az
F(s,z,t,y) = P(§& <yl|& =x)

fiiggvényt. (Megjegyezziik, hogy adott 0<s <t és y € R esetén F(s,x,t,y) csak
Pe-mm. z € R esetén jol definidlt.) Ekkor F-et a {& : t>0} Markov-folyamat
atmenetvaldszintiiségi eloszlasfiiggvényének hivjuk. Be lehet latni, hogy &, eloszlasa
(azaz a kezdeti eloszlds) és F egyértelmilen meghatdrozza a {& : t >0} Markov-
folyamat végesdimenzios eloszlasait. (FEz annak az analégja, hogy egy diszkrét idejii Markov-
lancnal a végesdimenzids eloszlasokat egyértelmiien meghatarozza a kezdeti eloszlas és az
atmenetval6szintiségek.) Egy (részben) heurisztikus gondolatmenet a kovetkezd. Azt kell
megmutatni, hogy tetszoleges k € N és 0t <ty <--- <1y esetén &, eloszlasa és F
egyértelmiien meghatérozza a (&,,...,&,) vektor eloszlasat. Felhasznélva, hogy minden
EeN, 0<t <ty <---<t, esetén tetszéleges ¢ : R¥ — R Borel-mérhetd fiiggvényre
fennall, hogy

Eg(&,,...,&,) = /k g(x, . xp) F(te—1, Tp—1, tg, day) ... F(0, 2o, t1, dxq ) Fe, (dg),
RA-+1

a g(x) = Lizictr,ap<ts), T E RF vélasztéssal kapjuk a dolgot. O

1.5.5. Allitas. A {& : t >0} sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor Markov—folya-
mat, ha tetszdleges 0 < s <t idopontok és tetszoleges y € R esetén

P(€t<y|£ua0<U<S>ZP(6t<y‘€s)a P’m'm~

A bizonyitashoz sziikség van a monoton osztély tételre.

Legyen () egy tetszOleges halmaz és tetszoleges A, A, C Q, n € N, részhalmazok
esetén vezessiik be az

A, 1T A — AjcAc, (JA=4
n=1

A LA &= ADAD-, (A=A,
n=1

jeloléseket.

1.5.6. Definicié. Legyen €2 egy nemdires halmaz. FEkkor Q részhalmazainak eqy C
rendszerét monoton osztdalynak nevezzik, ha zdrt a monoton hatdrértékképzésre, azaz ha

A, Ay, ... €C, és AT A wvagy A, A, akkor A €C.
1.5.7. Megjegyzés. Minden o-algebra monoton osztély, megforditva azonban nem igaz.

1.5.8. Tétel. (Monoton osztdly tétel) Legyen ) egy nemiires halmaz. Legyen H az
Q  részhalmazainak eqy halmazalgebrdja. Legyen C az €2 részhalmazainak egy monoton
osztalya, melyre H C C. Ekkor o(H) C C. (Azis igaz, hogy o(H) megegyezik a H
halmazalgebrat tartalmazé monoton osztalyok metszetével.)
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Bizonyitas. Eloszor beldtjuk, hogy monoton osztalyok tetszéleges szamossagi metszete is
monoton osztaly. Legyen [ egy tetszoleges index halmaz és minden ¢ € I esetén C; _egy,
az ) részhalmazaibdl all6 monoton osztaly. Legyen C = Nic;Ci- Ha A, Ay, ... € C és
A, T A vagy A, | A, akkor minden n € N és ¢ € [ esetén A, € C;. Mivel C; monoton
osztdly A € C; minden ¢ € I esetén, igy A € C. Ezért C monoton osztaly. Tekintsiik a
H halmazalgebrat tartalmazé monoton osztalyok M metszetét. (Ez a legszitkebb monoton
osztély, mely tartalmazza a #H halmazalgebrat.) Mivel H C C és C monoton osztaly, igy
M létezik. Be fogjuk latni, hogy M = o(H). Ez elegendd, hiszen H CC és C monoton
osztaly, igy M C C és ezért o(H) C C.

Rogzitett A € M esetén legyen
My = {B eM:ANB, AmE,ZnBeM}.
Felhasznélva, hogy a H halmazalgebra része M-nek és 0 € H, kapjuk, hogy 0 € M és

igy A€ Myu. Kovetkezésképpen, {0, A} C Ma.
Megmutatjuk, hogy minden A € M esetén M, monoton osztily. Legyen B, € My,
n € N, olyan, hogy B, 1 B vagy B, | B. Ekkor M, definiciéja miatt B,, AN B,,
ANB,, ANB, € M,n&N. Mivel M monoton osztaly, kapjuk, hogy B € M,
ANU, B,=U-,ANnB, e M ha B,?1B,
AN B,=N-iANB, e M ha B,] B,

ANB=

Aﬂ? Amﬂzole_n:nZO:lAmB_neM ha _Bn/]\_B7
ANUS, B, =UZ,ANB, €M ha B, | B,

és hasonléan ANB e M. Igy B € My, amibdl kovetkezik, hogy M, monoton osztély.

Megmutatjuk, hogy My = M. Az My C M tartalmazds M, definicidja miatt
azonnal addédik. A masik iranyu tartalmazast elészor A € H esetén latjuk be. Belatjuk
el6szor, hogy H C My, Ehhez azt kell belatni, hogy ha B € H, akkor B € M és
ANBeEM, ANB & M valamint AN B € M is fennall. Mivel M definiciéja folytén
H C M, igy Be M teljesiil. Mivel H halmazalgebra és A, B € H ezért ANB, ANB
és AN B is benne van H-ban és H C M miatt kapjuk, hogy H C M. Mivel My
monoton osztaly és tartalmazza H-t, M definiciéja alapjan kapjuk, hogy M C My, igy
My=M, ha AecH.

Tetszoleges B € M esetén a kovetkezoképpen jarunk el. Megmutatjuk, hogy ekkor is
fennall, hogy H C Mp. Legyen A € H tetszOleges. Ekkor egyrészt H C M miatt
A e M, mésrészt az

MBZ{CGM:BmC,BmU,FmCeM}

definicié alapjan azt kell még beldtni, hogy BNA BNA é BNA benne vannak M-ben.
Mivel A € H, az el6z6ek miatt M = My, igy mivel B € M kapjuk, hogy B € M.
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Ezért M, definiciéja alapjan ANB e M, ANBe M é ANB € M. Ezért H C Mp.
Mivel Mp monoton osztaly és tartalmazza H-t, M definicidja alapjan M C Mp.
Belattuk tehat, hogy minden A € M esetén M, = M.

Ebbo6l mar kovetkezik, hogy M halmazalgebra, hiszen ha A, B € M, gy M = My,
és BEM =M, miatt ANB, ANB, ANB € M ésnyilvan Q € M hiszen H C M
és H halmazalgebra. (AN B € M-b8l B = Q valasztéssal kovetkezik, hogy M tényleg
zart a komplementer képzésre.) Mivel M monoton osztaly és a most bizonyitottak alapjén
halmazalgebra is, kapjuk, hogy M o-algebra is, hiszen egy megszamlalhaté uniot fel lehet
frni megszamlalhatd, névekvé unidként. Mivel H C M, igy o(H) C M. Mivel a o(H)
o-algebra is monoton osztédly, melyre H C o(H), kapjuk, hogy M C o(H), tehat valéban
teljestil, hogy M = o(H). O
Az 1.5.5. Allitds bizonyitasa. Ha {& : t>0} Markov-folyamat, akkor tetszéleges
0<t  <ta<...<tp, <s<t és yeR esetén

P& <yl&,,. ... &,.,&) = P& <yl&), P-mm.

Ezért tetszoleges A € o (&, ..., &, , &) esetén (a feltételes varhaté érték definicidja alapjan)
(1.5.1) E (Lig,<ppla) =E [E(Lie,cpn | &ro - -, &0 €)1 = E [E(Tygyy | €)1a] -

Ez az Osszefliggés nyilvan fennadll az

(152) U O(ftm" '75%758)

0Kt <to< <t <s,keN

halmazalgebrara is. Az, hogy a fenti unié halmazalgebrat alkot a kovetkezOképpen lathatd
be. Az () benne van a fenti uniéban, mert minden o-algebrdban benne van. Ha A eleme a
fenti uniénak, akkor 3k €N és 3 0<t; <ta <--- <tp<s, hogy A€ o(&y,....&,,E),
és mivel egy o-algebra zart a komplementerképzésre, Q\ A € o(&,,...,&,,&), s ezért
Q\ A is eleme a fenti uniénak. Azt kell még leellenérizni, hogy a fenti unié zart a
véges unidképzésre (elég csak azt megmutatni, hogy ha két halmaz benne van, akkor a
két halmaz uniéjat is tartalmazza). Ha A; és Ay eleme a fenti uniénak, akkor 3
ki,ko € N és J 0<t) <ty < -+ < 1, <5, 0<pp < p2 < -++ < pg, <5, hogy
A € (8,58 &) 68 Ax € (Epyy- &y, Es). A generdlt  o-algebra definiciGja
alapjdn Ay U Ay € 0(&yy-- & &y &piyr §s)s €8 gy Ap U A is benne van a fenti
unioban.

A monoton konvergencia tétel felhasznalasaval megmutatjuk, hogy azok az A események,
melyekre (1.5.1) teljesiil monoton osztélyt alkotnak. Tegyiik fel, hogy A;, As,... olyan
események, melyekre

(1.5.3) E(Lie,<yla,) = E[E(H{&@} |55)]1An}, n=1,2...,

és A, T A vagy A, A. Azt kell megmutatni, hogy
E(lig<yyla) = E [E(H{&<y} | 55)]1,4} :
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Tekintsiik az A, T A esetet. Ekkor minden w € ) esetén

T—o0) (&(W))La, (@) T T—oo,y) (&(w))La(w),
B, <yy [ €)(w)La, (W) T E(lge, <yy | €) (w)a(w).

Mivel T(_ooy)(&(w))la, (w) <1 minden w € Q esetén, kapjuk, hogy E(Ijg<pla,) <1
és E(E(]I{&@} |§8)]IAH> < 1. Felhasznalva azt is, hogy a kérdéses valdszintiségi valtozok
nemnegativak a monoton konvergencia tétel segitségével kapjuk, hogy n — 400 esetén

E(Tie,<iyla,) T E(lg,<yyla),
E<E(H{ft<y} lﬁs)ﬂAn) 1 E(E(H{ft<y} |£s)]IA)-

Igy (1.5.3) alapjén
E(lgg,<yyla) = E(E(H{stq} | fs)ﬂA)-

Az A, | A eset hasonldan kezelhetd. Ezért a monoton osztily tétel szerint az (1.5.1)
Osszefiiggés fenndll az (1.5.2) halmazalgebra altal generdlt o-algebrara is. Megmutatjuk,
hogy ez a o-algebra éppen (&, : 0 <u < s).

Ugyanis megmutatjuk, hogy éltalaban igaz az, ha {& :t >0} egy sztochasztikus folya-
mat, akkor minden s > 0O-ra

(1.5.4) A:=0(,0<u<s)=0 U o(&yy-0&) | =K.

0t <<t <s,keEN
Mivel minden s > 0O-ra

(€, 0<u<s)=0(6(B): BeBR),0<
o(éu) ={&'(B): BEBR)}, 0

és minden 0 <u<sre (k=1 és t; =u valasztédssal)

0—(511,) g U U(£t17"'a§tk) g IC?
o<t <<t < s,keN
kapjuk, hogy

U {&'®:BeBm)}cK

o<u<ss
A generdlt o-algebra definiciéja alapjan kapjuk, hogy A C K. Mivel minden £ € N,
0Kty < - <t <s esetén

U(§t17 s 75%) - U(&MO SUS S),

kapjuk, hogy
U a(gtm"'agtk) QA

0<t1 <<t <5,kEN
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A generalt o-algebra definiciéja alapjan kapjuk, hogy K C A. fgy adédik (1.5.4). Ezért a
feltételes varhato érték definiciéja alapjan valoban teljesiil, hogy

E(Tie,<yy | §us 0 < u<s) = E(Ie, <y | &)

Megforditva, ha {& :t >0} olyan folyamat, melyre teljesiil az allitasbeli feltétel, akkor
tetszoleges 0<t) <ty <... <t <t és y € R esetén

U(gtk) g g(gtlaftw s 7§tk) g U(guv 0 < (4 < tk)

és
(1.5.5) P& <yl 0<u<ty) =P <ylé&,), P-mm.
Ez utébbi egyenléség két oldalan allo valoszintiségi valtozéknak vegyilkk a o(&,,...,&,) o-

algebrara vonatkozo feltételes varhaté értékét. Emlékeztetiink itt egy valdszintiségszamitas
2.-b6l tanult allitdsra miszerint, ha 7 olyan valdsziniiségi valtozé, hogy E|n| < +oo, akkor
minden F; C Fy C A rész-o-algebrék esetén

E(E(n|F2) | F1) =E(EMm|F1) | F) = E(n|F).

Felhasznélva, hogy (1.5.5) alapjan

E<E(H{§t<y} |§u7 O0<u< tk) ‘ Stn s 75%) = ]E<]E(H{£t<y} ‘ &k) |5t1a s >€tk>7

kapjuk az elébb idézett valség 2-es allitast haszndalva, hogy

E<H{§t<y} | Sty - - - 7€tk) = E(]I{EK?J} ’ gtk)

Ebbdl kovetkezik, hogy

P& <yl =x1,.. &, =21) = P(& <yl|&, = 71), Pe, . g, -mm. (z1,...,7) € R".
O

1.5.9. Allitas. A {& : t >0} sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor Markov-folya-
mat, ha tetszéleges 0 < s <t iddpontok és tetszdleges g : R — R korldtos, Borel-mérhetd
fligguény esetén

E(Q(&t) |£u7 0<u<5> :E(g(£t> |§s)7 P-m.m.

Bizonyitas. Ha {& :t >0} olyan sztochasztikus folyamat, mely rendelkezik az &llitasban
megfogalmazott tulajdonsaggal, akkor tetszoleges y € R esetén tekintsiik a ¢ : R — R,
9(z) ==L ooy (z), € R fliggvényt. Erre alkalmazva a feltételt

P& <yl&w 0<u<s) =E(g(&) [ &, 0Su<s) =E(g(&) | &) = P(& <yl&s), P-mm,

ami az 1.5.5. Allitds szerint azzal ckvivalens, hogy {& : ¢ >0} Markov-folyamat.
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Forditva, legyen {& :t >0} Markov-folyamat. Az tn. j6 halmazok médszerét hasznélva,
a Markov-tulajdonsag miatt az allitasbeli Osszefiiggés teljesiil az Osszes g = Ig, B € B(R)
indikatorra. A feltételes varhato érték linearitdsa miatt kapjuk, hogy az allitasbeli Gssze-
fliggés teljestil minden Borel-mérhetd egyszerti (véges szamossagu értékkészletil) fliggvényre.
(Ugyanis, ha g : R — R Borel-mérhet6 egyszerti fiiggvény, akkor 3n e N, Ay,... A, €
B(R) diszjunkt felbontdsa R-nek és yi,...,y, € R 1gy, hogy g = > ula.) A
monoton konvergencia tétel felhasznalasaval megmutatjuk, hogy az allitasbeli Osszefliggés
teljesiil minden nemnegativ, korldtos Borel-mérhet6 fliggvényre. Fel kell haszndlnunk az
aldbbi mértékelméletbdl tanult eredményt, miszerint, ha (X, A) egy mérhets tér és g :
X — R korlatos, Borel-mérheté fiiggvény, hogy g¢(x) >0,z € X, akkor léteznek olyan
on: X - R, neN egyszerli, Borel-mérheto fiiggvények, hogy

(i) g(z) =limpoe on(z), 2 € X,
(i) [en(z) <g(z), z€ X, neN,
(iil) 0 < p(z) <ppti(x), € X, neN,
(iv) Timy, 00 sUp,ex{ln () — g(#)[} = 0.

Legyen tehat g : R — R korldtos, nemnegativ Borel-mérheté fiiggvény, ekkor léteznek
vn : R = R, n €N egyszerli, Borel-mérheto fiiggvények az el6z6 tulajdonsdgokkal. fgy
minden w € Q esetén ¢, (&(w)) T 9(&(w)) és 0< p,(&(w)) < g(&(w)). Mivel g korlétos,
igy E|en(&)] < 400, n € N és E|g(&)| < +oo. Mindezek alapjan a feltételes varhaté
értékre vonatkozo monoton konvergencia tétel alkalmazhaté és kapjuk, hogy

E(on(&) 60,0 <u<s) TE(g(&) €0, 0<u<s)  P-mm,
E(pn(&) 1&) TE(9(&) | &) P-m.m.

Mivel minden n € N-re E(¢, (&) |&u, 0 <u < s) = E(pn(&)|€s) P-m.m., és megszamlalhaté
sok 1-valdszintiségii esemény metszete is 1-valdszintiségi esemény kapjuk, hogy

E(g(&) | £,0 <u<s)=E(g(&)|&) P-m.m.

Ha g tetszdleges korlatos, Borel-mérhetd fiiggvény, akkor a g = g™ — ¢~ felbontdst tekintve
(ahol ¢t ill. g~ a g figgvény pozitiv ill. negativ része) kapjuk a dolgot, hiszen ¢t és
g~ mar korlatos, nemnegativ Borel-mérhet6 fiiggvények. 0

1.5.10. Allit4s. Legyen {& : t >0} egy figgetlen novekményt sztochasztikus folyamat.
Ekkor {& :t>0} Markov-folyamat és az dtmenetvalésziniségek a kovetkezé mddon szd-
molhatok, barmilyen 0 <s <t és y € R esetén

P& <ylés=a)=P&G—&<y—x), Po-mm xeR

(Azaz a fiiggetlen novekményd sztochasztikus folyamatok Markov-folyamatok.)
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Bizonyitas. Eloszor belatjuk, hogy tetszoleges 0 <t <ty < ... <t <t esetén

(156) 0(&1’ gtza e 7§tk) = U(gtngtz - €t17 s 7£tk - gtk_l)'

Vezessiik be tetszlleges k € N esetén a ¢ := (&,,-..,&,) €saz = (&, & —&ny -5 & —
&, ,) jeloléseket. Ekkor léteznek olyan g : R¥ — RF h : R* — R* Borel-mérhetd
figgvények, hogy n=g¢g(() és ¢ =h(n). (A g és h figgvények valaszthatdk linedris
transzformécidknak, s mivel a linedris transzforméaciok folytonosak, igy Borel-mérhetéek is.)
Ezért

o(¢) = {¢7'(B), B € BR")} = {{w € Q: ((w) € B}, B € BR")}
- {{w €Q: hinw)) € B}, B e B(R’“)} - {{w €Q:nw) e Y(B),Be B(Rk)}
—{{wewen 0 (B)}L B e BRY} = {n7 (n7\(B)), B € BR)} C o),

hiszen h Borel-mérhetésége miatt h=1(B) € B(R*) és mivel 7 valésziniiségi vektorvaltozo,
igy 7 1(h~Y(B)) benne van az 7 altal generélt o-algebréaban. Igy o(¢) C o(n) és hasonléan
lathat6 be, hogy o(n) C o(().

Most megmutatjuk, hogy tetszoleges 0<s <t és y € R esetén
P& <ylés=a2)=P&G—&<y—x), P,-mm xelR

Mivel {& :t>0} fiiggetlen névekményti folyamat, & — & és & — & = & fiiggetle-
nek. Felhasznaljuk azt a valészinliségszamitas 2-bdl tanult allitast, hogy ha &,n:Q — R
valdszintiségi valtozok és g : R — R olyan Borel-mérhet6 fliggvény, hogy E|{g(n)| < +oo,
akkor

E(€g(n)|n=12)=g(@)E(|n==2), Prmm. zeR.

Tovabbd, ha £ ¢és n flggetlenek és f: R X R — R olyan Borel-mérhet6 figgvény, hogy
E|f(&,m)| < 400, akkor

E(f(&n)In=x)=Ef(&2), Prmm zeR.

Ez alapjan a g : R = R, g(z) = I{;)(2) vélasztéassal kapjuk, hogy P -m.m. x € R esetén
fennall, hogy

P& <ylé&=1) :H{x}(I)P(& <yl& =)
=Ty (2)E(Tig, <y | € = ) = E(Tay (§) (o0 (1) | £ = ).
Mivel minden w € € esetén

Loy (64(0)) oo (E0(w)) = {1 ha &(w) =z 6 &(w) <y,

0 egyébként,
kapjuk, hogy P:-m.m. z € R esetén fennall, hogy

P(ft<y|55:x):P(ft<y,§S=x|£8:$):P(§t—§s<y—x,§s:x|§5=x)
= E(l{2} (&) (—ooy—2) (& — &) | & = ).
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Mivel & —¢&, figgetlen &-tdl, az elébb idézett allitas alapjan kapjuk, hogy P -m.m. z € R
esetén fennall, hogy

E(H{m} (gs)]l(foqyfm) (& —&) & =2)= E(H{x}(x)ﬂ(foqyf:r) (& — &)
- E(H(—oo,y—x)(é't - 58)) = P(ft - fs <y - J])

Tekintsiink tetszoleges 0<t; < o < ... < tp < t idopontokat és y,xy,...,xrx € R
szamokat. Mivel {& : ¢t >0} fuggetlen névekményt folyamat, (1.5.6) alapjan & — &,
és o0&y, &y, &,) fliggetlenek. Az el6z6hoz hasonld gondolatmenettel kapjuk, hogy

P, g -mam. (z1,...,7;) € R* esetén fenndll, hogy

P(§t<y‘§t1:xh”'aftk:xk):P(&_&k<y—xk7§tk:xk|§t1:x1""7£tk:xk>
:P(é-t_é-tk<y_xk):P<€t<y|£tk:xk')7

ahol az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy P(& < y|& =) = P(§ — & < y — x)-et mar
belattuk. Igy kapjuk, hogy {& :¢ >0} Markov-folyamat. O

1.5.11. Allitas. 4 fuggetlen, staciondrius novekményi sztochasztikus folyamatok Markov-
folyamatok és az dtmenetvalosziniségek a kovetkezd modon szamolhatok: barmilyen 0<s <
t és yeR esetén

P& <ylé=2)=P&s<y—=z), P,-mm. zeR.
(Ilyenkor azt is mondjdk, hogy az dtmenetvaldsziniiségek idéhomogének, staciondriusak.)

Bizonyitas. Az 1.5.10. Allités és a staciondrius novekménytliség alapjan P -m.m. z € R
esetén fennall, hogy

PG <yl&=z2)=PE - <y—2)=Ps—S<y—z)=P-s<y—2).

O

Tehdt példaul egy {W; : t >0} standard Wiener-folyamat Markov-folyamat, hiszen
fiiggetlen, stacionarius novekményli. Es igy az atmenetvaldszintiségi fliggvénye tetszoleges
0<s<t, yeR ésa Lebesgue-mérték szerint m.m. x € R esetén

P(Wt<y|Ws:x):P(Wt—s<y_$):P<x+Wt—s<y)

= PN (z,t—5) < y) = M} du.

ﬁ/;“p{‘w—s)

Ezért minden 0<s <t,y € R és a Lebesgue-mérték szerint m.m. x € R esetén fennall,
hogy

1 (y — )
fwow.(y|x) = mexp{—m},
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hiszen fw, w, egy olyan fiiggvény, amire barmilyen y € R és a Lebesgue-mérték szerint
m.m. x € R esetén fennall, hogy

Yy
mm<mm:m:/fmmwmw.

Azaz W (t) feltételes eloszldsa a W (s) = x feltételre nézve N (x,t—s). (Ez dsszhangban
van azzal, hogy a W (t) — W (s) névekmény feltételes eloszldsa a W(s) = = feltételre nézve
N(0,t — s), amely nem fligg 2-t6l.)

1.6. Martingalok

1.6.1. Definicié. Legyen (2, F) eqy mérhetd tér. Azt mondjuk, hogy F rész-o-algebrdinak
eqy {Fi,t >0} serege filtracioc (Q, F)-en, ha Fs C F; minden 0<s <t < +oo esetén
(monotonitds). Vezessik be az Fos := 0 (Uyzo Ft) Jelolést.

1.6.2. Definici6. Legyen {& :t >0} egy sztochasztikus folyamat (2, F)-en, legyen tovdbbd
tetszoleges t >0 esetén

Ff=0(&,0< s <1).
Megmutathatd, hogy {]—"f,t >0} filtracio (2, F)-en (ldsd a kévetkezd megjegyzés (i) részét).
Ezt a filtrdciot a {& :t >0} folyamat dltal generdlt filtrdcionak nevezziik.

1.6.3. Megjegyzés. (i): Végiggondoljuk, hogy {}"f,t >0} valdban filtracié. Tetszoleges
0<s <t esetén, (1.5.4) alapjén,

Fi=o(&0<u<t) =0 U o8],

0t <<t <t,kEN

‘Fs&:a(glw()g?’Lgs):U U U(fvu"'agw)

0 < <vp<s,LEN

Mivel
U U(fvw”"fvz) C U 0-(§t17"-7ftk)a

0<v < <vp < s,LEN 0t <<t <t,keN
kapjuk, hogy F&C Ff, ha 0<s<t.
(ii): Konnyen lathato, hogy F& az a legsziikebb o-algebra, melyre nézve ¢, mérhetd

minden 0<s<t esetén. O

1.6.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a {& : t >0} sztochasztikus folyamat adaptdlt az
{Fi,t =0} filtraciora nézve, ha & JFy;-mérhetd valdszindiségi vdltozé minden t >0 esetén.

A kovetkezékben legyen {& : ¢t >0} egy valds értékil, az {F;,t >0} filtraciéra nézve
adaptalt sztochasztikus folyamat egy (€2, F, P) valdsziniiségi mez6n, melyre E|¢| < +oo
minden ¢ > 0-ra. Ezt a tovdbbiakban {&,F; : ¢ >0} mddon fogjuk jellni.
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1.6.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a {&,F; : t =0} sztochasztikus folyamat szubmar-
tingdl (szupermartingdl), ha minden 0<s <t < 400 esetén

E(|F) =& Pmm. (E&|F) <& P-man).

Azt mondjuk, hogy a {&,F: : t >0} sztochasztikus folyamat martingdl, ha szubmartingdl
és szupermartingdl is, azaz minden 0<s <t < +oo esetén

(1.6.1) E(& | Fs) =&  P-m.m.

1.6.6. Megjegyzés. (i): A martingél az ,,igazsdgos jaték” egy modellje.

(ii): A martingal eredetileg a l6nak az a szija, ami a szdja és a hasa kozott van, és meg-
akaddlyozza, hogy til magasra tudja emelni a fejét (feldgaskodjon). (Ezenkiviil éllitélag,
ha lentebb tartja a fejét a 16, akkor gyorsabban tud menni.) Az 1.6.10. Tétel (iii) &llitasa

heurisztikusan a fent mondottakat szimbolizélja, innen ered allitélag a martingél elnevezés.
O

Ha {&,F; : t>0} martingdl, akkor az (1.6.1) egyenlet mindkét oldaldnak vérhatd
értékét véve kapjuk, hogy tetszoleges 0 < s <t esetén E& = EE,, gy E& =EE, ¢ > 0.

1.6.7. Megjegyzés. Tekintsiink egy {&,F; : t >0} szubmartingdlt és legyen &, egy
Foo-mérhetd valdszintiségi valtozo, melyre E|{.| < +oo. Ha tetszéleges 0<t < 400
esetén

E(goo ‘ JT';S) > ft P—m.m.,

akkor heurisztikusan mondhatjuk azt, hogy {&,F: : 0<t< oo} is egy szubmartingal
€oo Un. végso elemmel. Hasonld konvencidval élhetiink szupermartingalok, ill. martingalok
esetén is. U

1.6.8. Allitas. Legyen {& = (5,51), o ,ft(d)), Fi ot =0} martingdlok d-dimenzids vektora és
0 R = R konvex fiigguény, melyre E|p(&)| < oo minden t > 0-ra. Ekkor {¢(&),F; :
t >0} szubmartingdl, specidlisan {||&]||, F: : t =0} szubmartingdl.

A 2.3.1. Feladatban d =1 esetben igazoljuk az 1.6.8. Allit4st.

1.6.9. Allitas. Haa {& :t >0} folyamat figgetlen névekményi és E|&| < +oo tetszdleges
t>0 esetén, akkor {& — K&, FF:t>0} martingdl.

Bizonyitas. Nyilvan {& — E&,: t >0} is fliggetlen novekményti, ezért elegendé azt az
esetet vizsgalni, amikor E& =0 tetszoleges ¢ >0 esetén.

Az 1.5.10. Allités bizonyitasaban belattuk, hogy tetszoleges 0 <t <t < ... <t <5<
t esetén & — & és 0(&y, &, ... &) fluggetlenek, ezért (1.5.4) alapjan & — & és
(&, 0 <u<s) is fliggetlenek (a 2.3.2. Feladat (i) részének megolddsaban ezt részletesebben
is kifejtjiik standard Wiener-folyamat esetén). [gy P-mm. w € Q esetén

E(gtlguaogugs):E(gt_§s|£u70<u<5)+E(£S‘£uuogugs):E<§t_§8>+§s:§s‘
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Fontosak a szubmartingalokra vonatkozé uin. alap-egyenlotlenségek.

1.6.10. Tétel. Legyen {&,F; : t=0} egy szubmartingdl, melynek minden trajektoridja
jobbrdl folytonos. Legyen tovabbd |o,T| részintervalluma [0, 400)-nek és A > 0 walos
szam. Ekkor igazak a kévetkezok:

(i) Els6 szubmartingil egyenlGtlenség:

AP( sup &> A) <EE,

o<t<T
ahol &F :=max{{,;,0} & pozitiv részét jelili,
(i) Méasodik szubmartingdl egyenl6tlenség:

AP( inf &< — ) <EE - E&,,

o<t<T

(iii) Doob-féle maximal-egyenlStlenség: Ha még az is igaz, hogy minden t >0 esetén
& >0 P-m.m., akkor minden olyan p > 1l-re, melyre EEP < +oo teljesil, kapjuk,

hogy ) )
E( sup @) < (L) Ee.
o<t<T P — 1

(iv) A trajektoridk regularitdsa: P-m.m. w € Q-ra a {&(w),t >0} trajektoridk kom-
pakt intervallumokon korldtosak és (0,00)-en léteznek a baloldali hatdrértékek (a jobb-
oldali hatarértékek nyilvan léteznek, hiszen feltételink alapjan a trajektoriak jobbrol
folytonosak).

1.7. Poisson-folyamat

1.7.1. Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy a {& :t >0} sztochasztikus folyamat szamlalé
folyamat, ha & interpretalhaté igy, mint a ¢t idépontig bekovetkezo bizonyos ,,események”
szama valamilyen kisérletben.

1.7.2. Példa. Az aldbbiakban példakat mutatunk szamlalo folyamatra.

(i) Jelolje & a t idOpontig egy adott druhdzba betérd emberek széamat. Ekkor {&, : ¢ > 0}
szamlalo folyamat, ahol egy vasarlonak az aruhazba torténd belépése felel meg egy
eseménynek. Ha & a t idopontban az aruhdzban levé emberek szamét jelolné, akkor
{& :t >0} nem lenne szdmlal6 folyamat.

(i) Jelolje & a t id6pontig egy adott meccsen a taldlatok szamat. Ekkor {& :t >0}
szamlalo folyamat, ahol az felel meg egy eseménynek, mikor gl sziiletik.
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Az egyik legfontosabb szamlalé folyamat az in. Poisson-folyamat.

1.7.3. Definicié. Legyen A > 0 és legyenek mn1,m2,... figgetlen, X\ paraméteri expo-
nencialis eloszlasu valosziniséqgi valtozok. Legyen Ty :=n1 + -+ m, k € N, és Ty := 0.
Legyen

& =max{k € Z, : Tj, < t}, t>0.

Ekkor azt mondjuk, hogy {& :t>0} A paraméterid Poisson-folyamat. (Itt 7, =

0,1,2,...}.)

1.7.4. Megjegyzés. Nyilvan, P({ = 0) =1, hiszen To =0 és k>1 esetén P(T} =
0) =0, ugyanis k>1 esetén T, abszolit folytonos eloszlasu. U

1.7.5. Allitas. A {& : t>=0} folyamat akkor és csak akkor X\ paraméterd Poisson-
folyamat, ha

(i) fiiggetlen, staciondrius névekményt,
(ii) tetszdleges 0< s <t iddpontok esetén & — & ~ Poiss(A(t — s)),
(iii) a [0,00) 2t & trajektoridk jobbrol folytonosak.

Bizonyitas. Ha {{ : t>0} A paraméterii Poisson-folyamat, akkor ny,79,..., 051
fiiggetlensége miatt

P& =k)=Pm+-+m<t<m—+- 40+ 1)
= / / Nt A@itdantern) go  day drpiq.

1+ Fxp <t<ei+ T+ TR
21,00 Thg1 20

Kiintegralva az xp1 valtozo6 szerint (az integréaldsi tartomanyon ¢ —xp — -+ — xy = 0):
o0
/ /\e—Ark+1 dxk+1 — e—A(t—ml—...—zk)’
t—x1——Tk
igy
P& =Fk) = /~«~/)\ke” dry . .. dxy,.
w1y <t
T,y T 20
Ha bevezetjik az y; ;= a1+ ---+x;, j=1,...,k 1j valtozokat, akkor a transzformdcié
Jacobi-determinansa 1. Ugyanis,
U1 10 -+ 0 1
Y2 11 0 To
. = . )
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és igy
N 1 0 --- 0
! 11 0 - ol ("
x
2l=]o -1 1 ol [*
o 0 0 1 1) W
Ezért a transzformacié Jacobi-determinansa
1 0 0 0
-1 1 0 0
det|] 0 -1 1 0l =1
0 O -1 1
Igy
/--/d:z:l...d:vk: // dyy ... dyg
1+t St 0SSy Sy2 < Syp Kt
T1,..,xk =0
Nyilvan az 1,2,...,k szamok tetszoleges 11,1s,...,1; permutacidja esetén
// dyy ...dy, = // dyy . .. dy.
0<Yiy S¥ip S S¥iy, S 0<y1 Sy2 < Sy St
Ugyanis, vezessiik be az
Uy W
u
2 _ 4 y.2
Uk Yk

helyettesitést, ahol A olyan matrix, melynek /¢-edik soraban az is,-edik elem 1, a tébbi
pedig 0 (¢ =1,...,k). Mivel iy,...,i; egy permuticidja az 1,...,k szdmoknak, kapjuk,
hogy A determindnsa (—1)/Gv-)  ahol [I(iy,...,ix) az 4y,...,i; permutécié osszes
inverziéinak a szamat jeloli. fgy a transzformacio Jacobi-determindnsanak abszolutértéke
1 és az integrédlasi tartoméany is megfeleléen alakul. Tekintve az 1,...,k szamok Osszes
i1,...,1x permutaciéjat, az ezekre vonatkozod, fenti tipusu integraloknak az Osszege éppen
a t élhosszisdgi k-dimenzids kocka térfogata, s mivel minden ilyen integral egymassal

tk
// dyl...dyk:E.

0<y1 <y < Sy <t

egyenl6 addédik, hogy

Tehat végiilis
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azaz & ~ Poiss(At).
Tetszoleges 0 <t <ty <...<t, és 0<k; <hko< ... <k, esetén, n,n,... fligget-
lensége alapjan
P(&, =k, &y = ko, &, = kn) = P(Ty,, <t; <Tp,11,i=1,...,n)
=P+ 4 <t;<m+- -+ i=1,...,n)

1t ag, St <zi+ 2 41, 9=10n
T1yeesThoy 4120

Kiintegralva az wxy, 1 véltozd szerint (az integréldsi tartoményon ¢, —xy — -+ —xp, = 0):
“+00
tn—x1——Tg,
és igy
En _—\t
P(§t1:k17§t2:k27'”7§tn:kn): // ANne "dl’l...dxkn.

1+t og, SE<T14 T, 41, 1=1,,n—1
14+ FTp, Stn, 1,0y Thyy 20
(Ha k,_1 =k,, akkor i =n—1-re t, 1 < x1+---+xp,+1 nem feltétel az el6z6 integraldsi
tartomédnyban, mert nincs integralds zy, 1 szerint.)

Az el6z6ho6z hasonlé gondolatmenettel megmutatjuk, hogy

P(gtl :k17 £t2 :k27"'7§tn :kn>
B ) R R L
N kl(ky — k) (kn — Ep_y)!

)\kn e—)\tn

(1.7.1)

Tekintsiik csak az n = 2 esetet. Vezessiik be ekkor az y; = a1+ ---+x;, 1 =1,..., ko
helyettesitést. Hasonléan az el6zdekhez a transzforméacié Jacobi-determinansa 1, igy

// dzy...dzry, = // dyy .. .dy,

1t Th SEL<TI+ Ty 41 0 Yy St1<Yky+1
1t +Tpy K2, T1 5, Thog 20 Yko St2, 0K Y1 SY2 <o kg

- // dyr ... dysy.
0<y1 Sy2 < Sypy St
01 <Yk +1SYky +2 < SYky St2
Kiilon csindlva permutaciot az els6 k; darab valtozéra, majd a maradék ko — k; darab
valtozora kijon, hogy

k1 ko—k
/ dys .. dyy, — 12—
s 1o QUYpy = 75— -
kil (ko — k)|
0Sy1Sy2 S Sy St
11 <Uky+1 S Yk +2 S SYky St2
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Ezért tetszoleges 0 <ty <ty <...<t, és l1,0s, ..., ¢, nemnegativ egészek esetén
P<§t1 = glv gtz - &1 = 627 s 7€tn - gtnfl = fn)
:P(€t1 :eb 5t2 :gl +£2a"'7€tn :€1+€2++£n)

l
_ tll (t2 - tl)zz e (tn - tnfl)en )\€1+62+“‘+€ne—/\tn
B 0110) - 0, '

Specialisan tetszoleges 0<s <t esetén & — & ~ Poiss(A(t —s)), hiszen a

t1(ts — 1)
P(gtl = 617 £t2 — £t1 = 62) — %)\&Jﬂze}\m

egyenloség mindkét oldalat szummazva ¢ szerint 1-t6l +oo-ig kapjuk, hogy

l2 +oo A 0
Pe — 6 = 1) = L2710 s ain 35 O = 0))"

| P |
£s! = 4! ls!

Ezért

P(gtl = 617 étz - 5151 = ‘627 s 7€tn - gtn,1 = gn)
= P(gtl = el)P<5tz - Stl = €2> te P(Stn - gtn_l = En)

Ebbdl kovetkezik, hogy a folyamat valéban fiiggetlen, stacionarius novekményti.
A trajektoriak jobbrdl folytonossaga rajz alapjan konnyen lathato.

Forditva, ha {& : t >0} olyan folyamat, mely rendelkezik az &llitdsban leirt tulaj-
donsagokkal, akkor a trajektériai nemnegativ egész értéki fiiggvények, hiszen s = 0-val
(ii)-bél 1atjuk, hogy & ~ Poiss(At). Mésrészt a trajektoridk monoton névekvo fiiggvények,
mert (ii) alapjan a novekmények is Poisson eloszldsiak. Legyen

Ty :=inf{t >0:¢& >k}, k=0,1,...,

és my =T, — T, k=1,2,.... Ekkor (i) alapjan T, = 0 és a trajektéridk monoton
novekvosége miatt n, >0, k= 1,2,.... Megmutatjuk, hogy tetszéleges t >0 és k€N
esetén

(1.7.2) {weQ: Ti(w) <t} ={w e Q: &w) =k}

Egyrészt, T} definiciéja alapjan adodik, hogy
{weQ: Tih(w) <t} D {weQ:&(w) >k}

Masrészt, ha w €  olyan, hogy Tj(w) < t, akkor mivel Tj(w) = inf{s>0: &(w) >k}
adodik, hogy létezik olyan t; >0, hogy Ti(w) <t; <t és &, (w) > k. Mivel a trajektoridk
monoton névekvd fliggvények & (w) > &, (w), gy &(w)>k. Ha w € Q olyan, hogy
Ti(w) =t, akkor létezik olyan (t,),en sorozat, hogy t, | t, ugy, hogy &, (w) >k, n € N.
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Mivel a trajektéridk jobbrdl folytonosak lim,, o &, (w) = &(w). lgy &(w) = k. Mivel &
egész értéki, igy az is teljestl, hogy

&(w) = max{k € Z, : Ti(w) < t},

ugyanis

max{k € Zy : Ty(w) <t} =max{k € Z; : &(w) 2 k} = &(w).
Azt kell még belatni, hogy ny,1m0,... fiiggetlen M\ paraméteri exponencidlis eloszlasi
valészintiségi véltozdk. Elbszor megmutatjuk, hogy (74, Ts,...,Ty) stiriiségfiiggvénye

MNeem Mk ha 0 <uyp <ug < ...< ug,

Ir T ,...,T>(U1,U2, cee ,Uk) =
B 0 egyébként.

Tetszoleges 0 =ty <t) <ty <...<ty esetén, (1.7.2) alapjin

P(Tlgtl,ngtg,...,Tkgtk):P(&gl217 £t2>27---7§tk>k)

(173) = Z P(Stl :ila gtz :i27"'a€tk :Zk)a
0<i1 <2 <. iy
iyl A=,k

és az (i),(ii) tulajdonsdgok alapjan

P&, = i1, &, = d2,. .., &, = k)
=P&, =1, &, — &y =G0 — 01, .., &y — &ty = Uk — Tg—1)

= P(&, = i) P&, — & =d2 —11) - P(§, — Sy = i — Tk—1)
_ E(ty — 1) 27 (b — g )

1.7.4 — - Nik AL,
( ) inl(ig — 1)+ (g — dg—1)!
Leellenérizziik, hogy
(1.7.5)
Z t7il (t2 — tl)lzf’n . (tk — tk_l)lkflkfl /\ike*)‘tk _ / . / )\kef)\uk du1 . dUk
i1l — 1)+ - (g — tg—q)!

0<in S < iy

N O<ul <ug<-<
i0 >, b=1,..k w2 e

u1 Kt,.5up Sty

Ha k=1, ugy (1.7.5) baloldala:

+00 2
11

—~

i1=1

illetve (1.7.5) jobboldala:

t1
. Caunt -
/ e M duy = [—e ’\"1}01 =1—e M,
0
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Ha k=2, ugy (1.7.5) baloldala:

Z tg.l (t2 B tl)i2_i1 )\ize—)\tQ

11! (19 — 17)!
0<ir<iz (i2 =)
112214922
+oo +o0o “ i1
_ § tl )\’LQ — Ao + E E t 2 _tl )\ige—)\tz
(i —1 (19 — 1
19=2 2 11=212=11 2 1
t +o00 +o00 t“
— E 1 )\12+1 —Ata + E E )\ZQ+Z1 —Ato
i ‘z
i9=1 11=212=0 12
400 ;
_ _ Z LA _
:t1A6 )\tg(e)\(tg tl) o 1) + ( . ) e )\tge)\(tg tl)
4 11!
i1=2
_ _ Z t1 _
— t1A<€ Aty )\tQ _|_ At

i1=2
= tlx\(e_’\tl - e_MQ) + e M (eM1 -1- )\tl) =1—e M — \ye M2,

lletve k=2 esetén (1.7.5) jobboldala:

t1 to t1 —
Jf e = [ ot = [ [ 2
0 u1l 0

O0<ui<ug
u1 Kt1,ue <t

t1
_ —Auir _ —Ato [ _ ,=Aur —Atg u1=t1
_/0 Ale e M) duy=[—e e LLFO
=1—e M — \ye M2,

A k>3 esetben az aldbbi médon ellendrizheté le (1.7.5). A kévetkez6 gondolatmenet Igloi
Endrétol szarmazik. Jeloljik az (1.7.5)-beli baloldali 6sszeget Si-val, a jobboldali integralt
pedig [p-val. Ekkor Sy és I is tq,...,t,-tdl fiigg. Tovabba

I, =\ / / / / Mk dupdug_y . . . dugduy
U —2
te—1
:A‘/ / / e =1 dyy_y ... dugduy
0 ul Uk _2
t1 to te—1
— e Mk \RL / / . / 1 dug_q...dusdu;.
0 51 Uk —2

t1 to tp_1
Jk—l I:/ / / lduk_l...dUQdul, k:2,3,...,
0 u1 Ug—2

jelolést kapjuk, hogy

Bevezetve a

(176) Iy =11 — G_Atk)\k_ljk_l, k e N.
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frjuk fel Si-t is olyan alakban, mint az Ix-t, azaz gy, hogy az i (azaz a t;-t tartalmazé
tényez0) szerinti Osszegzés legyen a legbelsé. Bevezetve a max(a,b) := m(a,b) jeldlést,

R D ST DI Sl (Gl bt By S
70 — 7)) ... (7 —q |
741 17,2 mz1,2) Zk 1:m(ik,2,k—1) ikzm(ik,l,k) Zl(l2 Zl) (Zk_l Zk_Q)
(tg — tg—q)* 1 ik oM
(1) — ig—1)!
= i i i 1 (tg — 1) - (g — o)1 T2
- Wi — iV e (it — 41 o)
i1=1io=m(i1,2)  ip_1=m(ip_2,k—1) Zl'(ZQ Zl)‘ (Zk_l Zk_Q)'
i (t, — tp_p)* -t I
. o . ‘ .
ir=m(ig_1,k) (i — i-1)!
Bevezetve az
e tr — to_q )R-
A= > (t -k ?) Nk eldlést,
.= (Zk - lk—1)!
ig=m(ig—1,k)
kapjuk, hogy
A — i (A(tg — tq))* %1 A1 — i Atk — ti-1)) \ik-1
o ' (i — p—1)! - A 4!
ip—ig—1=m(0,k—ix_1) j=m(0,k—ix_1)
e, Gl PN ey =k —
Z;io e ]tvk D Nie-1 ha ih—1 2k,
(eAbe=te—1) — DA% ha iy =k —1,
| et i ha iy > k.
Tgy
00 0o 00 til (tQ _ tl)ig—il L. (tk—l _ tk_g)ikflfikfg
Se=> D> X e
| — l... —_ |
i1=1io=m(i1,2) ir_1=m(ip_2,k—1) 11-(22 Zl)' (%-1 lk_Q)'

% (e_ktkfl)\ikfl :[l{zk_1>k;} + (G_Atk71 o e_Atk))\ikfl :[l{lk_lzk_l}) .
Felhasznélva, hogy

A1 \lk— — At —)\t T
e RN s>k + ( P — k))‘k Pl =k-1)
— At IBUSSE | —e /\tkAZk 1]
=e€ {’Lk 1>k 1} {’Lk; 1_k2 1}7

kapjuk, hogy

k—1 k—1 k—1 i . . .
t“(t —t )12*11 e (t =t )%—1*%—2
_ Y’ k—lz Z 12— k-1 — lp—2
Sk =Sk-1 — €A i (ig — i) (1 — d2)!
1=Llig=m(i1,2) ix_o=m(ix_3,k—2) ’ ' B h
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Bevezetve minden k£ =2,3,..., esetén a

k-1 k—1 k-1

Thq = Z Z . Z £ty — )20 (b — tk_Q)z‘k,l—ik,Q’

1119 — 1)+ (Tpq — To_9)!
in=1is=m(i1,2) ix_o=mlis_3,k—2) 11ty — 1) (1 = ih—2)

jelolést, kapjuk, hogy

(1.7.7) Sp = Sp_1 —e ML keN

Ha megmutatjuk, hogy J, = Ty, k € N, tgy (1.7.6) és (1.7.7) alapjan teljes indukci6val
befejezheto a bizonyitas. Az alabbiakban J, = Ty, k € N, igazolasaval foglalkozunk. Is-

mert, hogy ha Xj,..., X, fliggetlen, a [0,¢] intervallumon egyenletes eloszlasu val6sziniiségi
valtozok, ugy az X7, ..., X rendezett mintara vonatkozoéan, tetszoleges 0 <t; <to < -+ <, <t
esetén

n' t1 to tn
P(Xf<t1,X§<t2,...,X;§<tn>:t—n/ / / 1dz, ... dz,.
0 T Tn—1

(Ez utébbi tényt az 1.7.15. Tétel bizonyitasdban mi is megmutatjuk.) fgy, ha 0<t; <ty <

<, gy 0SB <Rl 6

k—T 1<t1,...,Xk<tk,
ahol  Xi,..., X} flggetlen, a [0,%;] intervallumon egyenletes eloszldsi valészintiségi
valtozok. Mivel )t(—kl, ceey f—: fliggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu val6szinti-

ségi valtozok,

()"

Je =

t th_ i)k t th
P(Uf<—1,...,U,:,1<ﬁ,U;<1> _ () P(Uf<—1,...,U;,1<£),
tk: tk kf' tk tk;

ahol Uy,...,Ux_1,U; fliggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast valészintiségi
valtozdk. Tovabba megmutatjuk, hogy az Uy, ..., U, mintat alapul véve

(t)* ('~ [ t o .
T, = P ﬂ 0, — ])-ba legalabb ¢ mintaelem esik » | .
k! ! t

1=

Felhasznalva, hogy
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kapjuk, hogy (gondoljunk a polinomidalis eloszldsra)

k—1
P (ﬂ { [0, 2)—ba legalabb ¢ mintaelem esik})
178

i=1
k k k

!
=2 X X i (is — 1)~ (ip1 — tp2)!(k — 1p_1)!

=lizg=m(i1,2) ix_1=m(ix_2,k—1)

o B\ [ty P by tpog \ T 1 thoy )T
tk tk tk tk tk tk

k

1 (b = 11)™27 - (g — bpg) ™ T2 (g — fy)M
tkkz Z Z ilg(@2_i1)!... ] ]

_ |
i1=1ia=m(i1,2) ix_1=m(ix_2,k—1) (Zk_l Zk_Q)'
k!
= —T.
(te)F "

Felhasznalva, hogy az
t t St
P(Uf <2 Uk, < E) =P (N { {o, i)-ba legalabb i mintaelem esik}
te 12 i tk

egyenldség trivialis médon igaz, kapjuk, hogy Jy, = Ty, k € N. Tehat (T1,Ts,...,Ty)
strtiségfiiggvénye valéban a megadott alaki.

Megjegyezziik (bar nem fogjuk felhasznalni), fennall az is, hogy

P(€t1 - ila gtz 5751 - 22 1y--- 75tk gtk,l = Zk - ik—l)
= P(T}, <t <ﬂ+1,3_1 k).

Ugyanis, példaul k = 2-re, (1.7.2) alapjan és felhasznalva azt, hogy & egész értéki
P(ﬂl < tl < El-‘rl)ﬂg < t2 < 712'2—&-1) - P(§t1 > /L.laftl < il + 17§t2 > 7:2;5152 < 7:2 + 1)
- P(étl = ilvé‘tz = 22) = P(é-tl = ilaftz - ftl =1y — Zl)
Ezért tetszoleges x1,...,x, >0 esetén

Pl <wi,me<mg,...,mp <ap) =Py <y, Ty =Ty <mp,...,Tj — Thmy < )

= / e / Nee™ e dyydys . . . dyg.

0<y1 <y2<...<yg
Y1<x1, Y2 =Y1<x2,-., Yk —Yk—1<Tk

Végrehajtva az y; =u; +---4+w;, ¢ =1,...,k helyettesitést kapjuk, hogy

Plm < x1, M0 < Toy...,mp < T / / NeemAuatuzttun) qo duy . . . duy,

0<uj<zj,j=1,...k

_H/ Ae ™ du; _H(1 e M),

7=1
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amibol kovetkezik, hogy n1,1s,... valoban fliggetlen, A\ paraméterii exponencidlis eloszlasu
valoszintiségi valtozok. O

Az aldbbiakban az 1.7.5. Allitds egy részére teljesen fiiggetlen bizonyitast adunk.

1.7.6. Allitis. (Karatzas—Shreve [3], Problem 1.3.2) Az 1.7.3. Definicid jelléseivel
élve,

(i) ha 0< s <t, akkor
P(Te, i1 > t| FS) =e 29 Ponum.

(ii)) ha 0<s < t, akkor & — & Poisson eloszlasi At — s) paraméterrel és fiiggetlen
FE-tdl. (Ttt Ff—a(és, <s<t), t=0.)

Bizonyitds. (i) Legyen s>0 és n € N tetsz6legesen rogzitett. Tekintsiik az F¢ o-
algebra nyomat a {& = n} halmazon, ezen azt a G o-algebrat értjik, mely az Osszes
ANn{&, = n}, A e FSoalaki eseménybdl dll. Hasonléan tekintsik a  o(ny,...,n,)
o-algebra nyomat a {& = n} halmazon, ezt H-val fogjuk jelolni. A G o-algebra
szaméra generatorrendszert alkotnak a {&, <ny,...,&, <ng, & = n} alakd események,
ahol 0<t) <ty < ... <tg<s ésny,...,np € Zy,ny < -+ <ng < n. Felhaszndlva (1.7.2)-
t és T;-k definicigjat, kapjuk, hogy minden ilyen halmaz benne van H-ban. A H o-algebra
szédmara generatorrendszert alkotnak a {77 <ty,...,T,_1 <t,_1,& = n} alakd események,
ahol 0<#; <ty < ... <t,_1 <s. Felhasznélva (1.7.2)-t kapjuk, hogy minden ilyen halmaz

benne van §G-ben. fgy Gg="mH.
Ezért minden A € F& esetén létezik olyan A € o(ny,...,n,) esemény, hogy

An{& =nt=An{s =n}.
A feltételes varhaté érték definicidja, & értelmezése és s <t miatt kapjuk, hogy
| P>t 74P = PTin > 0 AN (g = n))
Am{gs_n}
=P{T,1>t}nAn{&=n}) = PH{Th >t}NAN{T, <s<Thu1})

= P({T, + 1 >t} NAN{T, < s}).

Mivel 7,4, fliggetlen T,-t0l és [ 4-tdl is, a teljes valoszintliség tétele alapjan kapjuk, hogy

P{Tn + 11 > 1} N AN{T, < s})

:/_oo P{T, >t —u} MAN{T, < s} |1 = u) f,. () du

oo

= /oo PHT,>t—u}NAN{T, < S})fﬁnﬂ(u)du

oo

- / PUT, >t —u} N AN {T, < s})Ae ™ du
t

—S

A=) / PUTy +u> s} A AN{T) < sHhre N du,
0
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és igy
P({T, + npy1 > t} NAN {T s})
— et S)P({T + g1 > s} NAN{T, < s})
= P(A N{T, <s<Tp1})
— A= S)P(Aﬂ{fs =n}) = e *IPAN{E =n}).
fgy

/~ P(Tyor > t| FE)dP = e M= p(A N {&, = n}),
Am{gs ”}

minden 0<s<t, neN é Ae FE esetén. Mivel Yoo P(AN{& =n}) = P(A) és

> /ﬁm{g ) }P(Tn+1 > t| F5)dP = iP({TM1 >t NAN{E =n))
— Z P{Te,41 >t} 0 An{& =n)) = P({Tes1 >t} N A)

- [Pt > 0 7 ar

igy adodik, hogy
/ P(Te iy > t| FE AP = e X9 P(A),
A
minden A € F& esetén. Ebbdl pedig a feltételes varhaté érték definicidja alapjdn mar
kovetkezik (i).

(ii) Legyen minden k> 1 esetén

n+k+1
Vi =Tk — T = Z nj-
j=n+2
Ekkor Y, fiiggetlen a o(ny,...,mu41) o-algebrétdl és gamma-eloszldsi k és A\ pa-

raméterekkel minden k > 1-re, azaz Y} strlségfliggvénye

)\kukflefku
fY (u) _ W ha u > 07
’ 0 ha u <0.

Megmutatjuk, hogy minden 6 >0 és k>1 esetén

k-1 ,
(1.7.8) P(Y;, > 0) ( S )
=

Ugyanis k = 1-re,

P(Y1>0) = P(uy2 > 0) =1 - F

Nn+-2

0)=1—(1—e)=e?.
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Tegyiik fel, hogy (1.7.8) igaz 1,2,..., k-ra, és mutassuk meg, hogy fennéll k- 1-re is. Mivel
Yi és nuipio fiiggetlenek, a teljes varhato érték tétele alapjan kapjuk, hogy

o0

P(Yir1 > 0) = P(Yi + iz > 0) = / Py +u>0[npipr2 = u)fy, . (w) du

0 00
P(Ye>0—u)fy .\..(u)du= / P(Yy > 0 — u)de ™ du + / e du
0 9

k=1l oyl 0 '
(AP S e [0 e
J: =0 J: 0

Legyen Ac F¢, ekkor létezik olyan A € o(ny,...,n,) esemény, hogy
An{g =n}=An{& =n}.

Hasonldéan az (i) rész megoldasaban latottakhoz kapjuk, hogy

/g{g_ }P(ﬁt—55<k|f§)dP:P({gt—gsgk}mAﬂ{gs:n})

=P({&<n+ktnAN{ =n})
= P({Thir+1 >t} NAN{E =n}).

Felhasznalva Y definicidjat és azt, hogy Y figgetlen T,,1-t6l és [4-t6l is, kapjuk, hogy
P{Thipr >t)NAN{ =n}) = P{Ths1 + Y >t} NAN{ =nt)
= /000 P{{T1+u>t}nAN{E = n}) fy, (u) du.
Ha u>t—s, akkor

{Thir+u>t}nAn{&=nt={Thu>t—utNAN{T, <s < T}
= AN{T,<s< Ty =An{&=n} = An{¢ =n},

ezért (1.7.8) alapjan

| PUBau> 0 A0 (6 = nh i (wdu = PAN (& = nhP(Y > 19

—S

N

-1

— P(An{& =n)) eMW(A(tT_!S))j.

J

I
o

Mivel AN {&,=n} € F&, (i) alapjan kapjuk, hogy
P({Te1 >y} N AN{E =n}) =e?IP(AN{E =n}), 0<s<y.
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Ezért

/OH P{Tp1 +u>t}NAN{E =n})fy, (u)du
= [P > a0 Age = nh
PR =nh [N @

Ezért

/OOO PH{Tp1+u>t}NAN{E =nt) fy, (u) du

k—1 . _

~ At — 5))! t=s
= P(ANn{& =n}) (Z e A=) At =s)) i s)) + / e A=W £ () du) .

j= ' 0
Mivel
t—s t—s )\kukflefku )\k t—s
—A(t—s—u) du = —A(t—s—u) du = —A(t—s) k—1 d
/0 e fv,, (w) du /0 e = U (k_1>!e /0 U U
k
_ (At —5)) e~ At=s)

k!
kapjuk, hogy

/~ P& — & <k|FdP = P(AN{& =nl) Z 6—A(t—s)<)‘(t——5))j
An{&s=n} ‘

k
1l
j=0 7

minden 0<s <t, ne€ Z, é A e F& esetén. Hasonléan az (i) rész megoldésaban
latottakhoz, 0sszegezve ezen egyenlet mindkét oldalat n-re adédik, hogy

b J
/~P(5t ~ & <k|FHdP = P(A)) :e—Mt—s)M
A

]
=0 I

minden A € F& és k € N esetén. Ebbdl pedig a feltételes varhaté érték definicidja alapjén
méar kovetkezik (ii). O
Az aldbbiakban a Poisson-folyamat egy djabb (sorrendben a harmadik) definidlasara le-

hetéséget add allitast targyalunk. Sziikségilink lesz arra a fogalomra, hogy egy f(z) figgvény
o(z) tulajdonsdgd, amint = — 0.

1.7.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy f:R — R fligguény o(x) tulajdonsdgu, amint
xr— 0, ha
e

lim ——= = 0.
x—0 2

1.7.8. Megjegyzés. Tekintsiink egy-két példat.
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(i) Az f(z) =2* figgvény o(z) tulajdonsigi, amint = — 0, mert

lim @ =limz = 0.
z—0 2 z—0

(i) Az f(z) =a fiiggvény nem o(z) tulajdonsdgi, amint = — 0, mert

limM:hmlzl#O.
x—0 x—0
(iii) Ha fés g o(z) tulajdonsdgiak, amint = — 0, akkor f+g és c¢f (c€R) is o(x)
tulajdonsagi, amint x — 0.

(Az a tény, hogy az f fliggvény o(z) tulajdonsigi, amint = — 0 heurisztikusan azt
jelenti, hogy f(x) gyorsabban tart a 0-hoz, mint az = fiiggvény, ha x — 0.)

1.7.9. Tétel. Legyen {& :t >0} egy valds értéki sztochasztikus folyamat. Ekkor a kével-
kezo allitdsok ekvivalensek:

(i) {&:t>=0} X paraméterd Poisson-folyamat,

(ii) (a) fiiggetlen, staciondrius névekményd,

s

(b) nemnegativ egész értéki, valamint tetszdleges t >0 esetén P(& >2) =o(t) és
P& =1)=X+o(t) amint t]0,

(¢) a [0,00) Dt & trajektoridk jobbrol folytonosak:.

1.7.10. Megjegyzés. Az el6z6 tétel (ii)/(b) részében a P(§ >2) = o(t) és P& =1) =
At +o(t) amint ¢ ] 0 feltételek részletesebben kiirva azt jelentik, hogy
P& >2)

P& =1
T i el |
10 t 10 t

O

1.7.11. Allitas. Legyen {& : t =0} X paraméterd Poisson-folyamat. FEkkor az 1.7.3.
Definicioban bevezetett T,, n € N waloszintiségi vdltozok n-edrendi, A paraméterd gamma
eloszldasuak. A T, walosziniségi vdaltozot az n-edik esemény varakozasi idejének szokds

nevezni.

Bizonyitias. (Ross [7], 216. old. alapjan) Az éllitds rogton kovetkezik abbdl, hogy
T,=m+ +4+n,n €N, ahol n,...,n, figgetlen, X paraméterii exponencidlis eloszlasi
valészintiségi valtozdk; tudva azt, hogy n darab fiiggetlen, A paraméteri exponencialis
eloszlasu valdszintiségi valtozd osszegének eloszlasa n-edrendii, A\ paraméterti gamma el-
oszlas.
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Az érdekesség kedvéért adunk egy ,,elemibb” bizonyitast is. Felhasznalva &; definicidjat,
kapjuk, hogy minden n € N esetén

{gt = n} = {Tn < t}'

Tudva azt, hogy T,,, n € N, eloszlasa abszolit folytonos, hiszen abszolut folytonos eloszlasok
konvolicidja, kapjuk, hogy T, -eloszlasfiiggvénye a t > 0 helyen

Fr,(t) = P(T, < t) = P(T, <t) = P(& >n).

(Ha t<0, akkor Fr, (t) =0, hiszen 7T, nemnegativ.) Mivel ¢ Poisson eloszlasi At
paraméterrel

(At
FT,L (t) _ Z ( ') 6_>\t.
Jj=n )

J
Felhasznélva, hogy egy hatvanysor a konvergencia tartoméanyan beliil ”"tagonként” differen-
cidlhaté, a t valtozo szerint differencidlva kapjuk, hogy ha t > 0, akkor

+0c0 i +0c0 i —_
_ At)i—t _ (At)7—1 _y (M)
= \e At § ( — e At 2 = \e At
) — | ) — | — |
)\ntnflef)\t
 (n—=1)

ami pontosan egy mn-edrenddi, A\ paraméterti gamma eloszlasi valdszintiségi valtozé stiri-
ségfiiggvénye a t > 0 helyen. O

Legyen {& :t>0} X paraméterii Poisson-folyamat és legyen 0 < p < 1 rogzitett. Gon-
doljunk a Poisson-folyamat szamlalo-folyamatos megkozelitésére. Tegytik fel, hogy minden
alkalommal, mikor egy ,,esemény” bekovetkezik azt vagy I-es tipusinak vagy Il-es tipustnak
minositjiikk. Feltételezziik, hogy egy eseményt I-es tipusinak p, Il-es tipusinak 1 —p
valoszintiséggel mindsitiink és ezek a mindsitések egymastol teljesen fiiggetleniil torténnek.
Tekintsiik példdul az 1.7.2. Példa (i) részét. Tegyiik fel, hogy egy eseményt, azaz egy vasarlé
érkezését aszerint mindsitjik, osztalyozzuk, hogy 6 férfi vagy né. Jelen esetben p = 1/2
természetes vélasztds. (A p # 1/2 eset annak felelhetne meg, hogy az aruhézat kicseréljiik
példdul egy (n6i) fodrasz szalonra.) A tovabbiakban ijra az dltaldnos konstrukeiét tekintjiik.
Tetszoleges t > 0 esetén jelolje 5§1) a t idopontig I-tipusinak mindsitett események, ft(Q)
pedig a Il-tipustnak mindsitett események szamét. Nyilvan & = t(l) + 5}(2) minden ¢t >0
esetén.

1.7.12. Allités. (Poisson-folyamat ritkitasa, Ross [7], Chapter 5, Proposition 3.2)
FEkkor {ft(l) 1t >0} A\p paraméterd, {5,5(2) 1t >0} M1—p) paramétert, eqymdstdl figgetlen
Poisson-folyamatok.
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Bizonyitas. Felhasznslva £ és £ konstrukci6jat az kénnyen adédik, hogy {£ : ¢ >0}
és {gt@) 11 >0} fiiggetlen névekményti folyamatok, és a trajektéridk jobbrdl folytonossiga
is nyilvanvalé. A kovetkezokben meghatarozzuk ft(l) és ft(g) egyiittes eloszlasat, azaz a

P =ng =m), nmez,

valészintiségeket. A teljes valoszintiség tétele alapjan kapjuk, hogy
PEM =ne? =m) =3 P = n, 62 =m|& = k)P(& = k).
k=0

Ahhoz, hogy a t idépontig n darab I-tipust és m darab II-tipusu esemény kovetkezzen
be sziikséges, hogy Osszesen n 4+ m esemény kovetkezzen be a ¢t idépontig, igy

PEY =n,e® =m|&=k) =0, ha k#n+m.

Ezért, felhasznalva, hogy &, Poisson eloszlasi At paraméterrel, kapjuk, hogy minden
n,m € Z, esetén

PEM =n, e =m) = P&V =n, &) =m|& =n+m)P(& = n+m)
(),

:P(g§1) :n,ft@) :mlﬁt:n+m)(n+m)!

Mivel minden eseményt p valdszintiséggel I-tipustnak, (1—p) valdsziniiséggel II-tipustinak
osztalyozunk, feltételezve, hogy Osszesen n + m esemény kovetkezett be, az I-tipusu
események szama (n+m)-edrendii és p-paraméterii binomidlis eloszlast kovet. Ezért annak
a valészintisége, hogy n+m eseménybol n-et I-tipusinak, m-et Il-tipusinak osztalyozunk

(n Zm)pn(l —p)™

fgy
W _ @ (ntm o, (AT
P =g —m) = (") B
(1 7 9) _ ()\tp)ne—)\tp ()\t(]' — p))me—)\t(l—p)
o n! m! )

Osszegezve ezen egyenlet két oldaldt m  szerint

P =n) =" P =n,&? =m)
0

o0

_ ( tp)ne—ktp Z ()‘t(l - p))me—kt(l—p) — Me—/\tp7 n e Z+_
n! — m! n!

Hasonldéan
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Ezért (1.7.9) alapjan
(1.7.10) PEY =n, P =m) = PEY =n)PE® =m),  t>0, n,meZ,.

Hasonléan belathatjuk, hogy 0<s <t, n, m € Z,, esetén

) = (At — S>p)n€7/\(tfs)p<)\(t —s)(1— p))mef)\(tfs)(lfp)
n! m! '

P& =€ =n. g — & =m

(Az s id6pont utéan a ¢ idépontig bekovetkezé I-tipusi, illetve II-tipust eseményeket kell
figyelni.) Ebbél az is kovetkezik, hogy tetszoleges 0 < s <t esetén

£(1) PO 5@ ~ Poiss(A(t — s)p),
5 5(2 5 Y~ Pmss()\(t —5)(1— p))

Azaz {ft(l) (1 >0} és {§t(2) :t >0} stacionarius névekményii folyamatok is és a névekmények
eloszlésa a 1.7.5. Allitas (i) részében megkivant. A 1.7.5. Allités alapjan {€”) : ¢t >0} Ap
paraméterii Poisson-folyamat, {ft(2) :t >0} pedig A(1—p) paraméterii Poisson-folyamat.
A kovetkezékben, felhasznalva (1.7.9)-t, megmutatjuk, hogy a {ﬁt(l) :t>0} és {ft(g) ;
>0} Poisson-folyamatok fiiggetlenek. Azt kell megmutatnunk, hogy a a(ft(l), t>0) ésa
a(ﬁt(z), t > 0) o-algebrak fiiggetlenek. Elészor megmutatjuk, hogy tetszéleges s,t > 0 esetén
551) és §t(2) fiiggetlenek. Felteheto, hogy 0<s < t. Ekkor tetszoleges n,m € Z, esetén

P(EW =n,e? = k&2 = m)

NE

PEW =n, ¢ =m) =

b
Il
o

PN =n, &2 =k, &7 — ¢ =m— k).

[
NE

e
I
o

Felhaszndlva (1.7.10)-t, azt, hogy az s id&pontig bekovetkezd I-es, illetve Il-es tipust
események szama fliggetlen az s id6pont utan a t idopontig bekovetkezd I-es, illetve
II-es tipust események szamatol, és azt is, hogy {ft(l) :t >0} és {5,5(2) 1t >0} fiiggetlen
novekményt folyamatok, kapjuk, hogy

P@an@@zwﬁszmé”zm&”=MP@”—é”=m—@
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Tehat &fl) és £§2) fiiggetlenek tetszoleges s,t >0 esetén. Ebbdl mar kovetkezik, hogy
a szébanforgé o-algebrak is fiiggetlenek (a pontos bizonyitds a Kolmogorov 0-1 torvény
bizonyitasanal latottaknak megfeleléen torténhet).

Megjegyezziik, hogy Daley—Vere-Jones [1], Exercise 2.3.2 (b) alapjén, ha £ eléallithatd
E=¢ 4+ ¢ alakban, ahol ¢ és £’ nemtrivialis, fliggetlen pont folyamatok, akkor &' és
&" is Poisson-folyamat. O

1.7.13. Megjegyzés. Nem az a meglepd, hogy {ft(l) : >0} és {SLSQ) : t >0} Poisson-
folyamatok, hanem az, hogy fliggetlenek. Jelolje példaul & a t idépontig egy bankba
érkez6 tigyfelek szamat (az id6t mérjiikk 6rdban). Tegyiik fel, hogy {& : t>0} 1 pa-
raméteri Poisson-folyamat. Tételezziik fel tovabba azt is, hogy minden egyes tigyfél 1/2
valoszintiséggel férfi, ill. n6. Tudjuk, hogy a bank nyitasa utani 10 6raban 100 férfi érkezett.
Véarhatéan mennyi né érkezett ez ido6 alatt a bankba? Egy téves érvelés a kovetkezd, mivel
100 férfi érkezett és minden érkezé 1/2 valdsziniiséggel férfi, varhatéan osszesen 200-an
érkeztek, ezért varhatéan 100 no érkezett ez id6 alatt. Azonban ez hibés érvelés. A helyes
gondolatmenet a kovetkezo. Az 1.7.12. Allités alapjan, ha ft(z) jeloli a ¢t id6pontig a bankba
érkezo6 néi tigyfelek szamét, akkor {§§2) :t>0} 1/2 paraméterii Poisson-folyamat. Igy az
els6 10 ordban érkezé néi iigyfelek szdma Poisson eloszlasi 10-1/2 =5 paraméterrel. S
mivel a Poisson eloszlas varhato értéke megegyezik a paraméterével kapjuk, hogy varhatéan
5 no érkezik a bankba az els6 10 ordban (s ez fiiggetlen az ez id6 alatt a bankba érkezd
férfi igyfelek szaméatol). O

1.7.14. Megjegyzés. (Fuggetlen Poisson-folyamatokra vonatkozé varakozasi idék)
Legyenek {ft(l) :t >0} és {ﬁt(z) :t>0} fiiggetlen A, ill. Ay paraméteri Poisson-
folyamatok. Jelolje T, ,51), ill. T,Sz), n € N az elso, ill. masodik folyamatra vonatkozo
varakozési idéket. A P(T\" < T'2), n,m € N valészinfiség kiszdmitaséval foglalkozunk.
(Azaz arra keressiik a valaszt, mi annak a valdszintisége, hogy egy Poisson-folyamatban ha-
marabb kovetkezik be n darab esemény, mint egy masik, téle fiiggetlen Poisson-folyamatban
m darab esemény.) Tekintsiik el6szor az n = m = 1 esetet. Ekkor T} 1(1) A1 paraméteri
exponencialis eloszlasu valészinliségi valtozo, T1(2) pedig tole fiiggetlen Ay paraméterii ex-

ponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozo. fgy a teljes varhato érték tétele alapjan kapjuk,
hogy
+oo
P < 1) = / PV < T2 | T = @) fyo (x) da
0

Felhaszndalva azt, ha & és n fiiggetlen valészintiségi valtozok és g : R x R — R olyan
mérhet6 fiiggvény, hogy E|g(&,n)| < +oo, akkor E(g(&,n)|n =y) =E(9(&, y)), Pm.m.
y € R, kapjuk, hogy

(1.7.11) P <11 =2) = P(IY <2), Poop-mm. zeR.

Felhasznélva, hogy P, abszolit folytonos az R-en értelmezett Lebesgue-mértékre nézve,
1
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kapjuk, hogy

“+o0 —+o0
P(r” < 1Y) = / P(T{Y < 2)dpe " do = / (1—e™M7)Ae " da
0 0
+°° oo 1 A
_ —A2x —()\1+/\2)x _ _ 1
_ d A dr=1- )\ = .
/0 v /0 2¢ o SO VD VS VNI W
fgy
(1.7.12) PV < T?) = A
AL+ Ao

Hatarozzuk meg most annak a valdszintiségét, hogy a {ft(l) :t >0} Poisson-folyamatban
2 esemény is bekovetkezik, miel6tt a {5,52) : t>0} Poisson-folyamatban egy esemény
is bekévetkezne, azaz a P(TQ(I) < T1(2)) valészintiségre vagyunk kivancsiak. Tekintsiik
az aldbbi (kicsit heurisztikus) gondolatmenetet. Ahhoz, hogy a {§§1) : t >0} Poisson-
folyamatban 2 esemény is azel6tt kovetkezzen be, hogy a {5(2) :t > 0} Poisson-folyamatban
egy esemény is bekovetkezne sziikséges, hogy az elsé esemény a {5(1) t >0} Poisson-
folyamatbdl kovetkezzen be, ennek valészintisége (1.7.12) alapjan A1 /(A1 +A2). Feltételezve,
hogy az elsd esemény a {ft(l) : t >0} Poisson-folyamatbdl kovetkezik be, ahhoz, hogy
Tz(l) < T 1(2) legyen sziikséges és elégséges, hogy a maésodik esemény is a {gﬁ” >0}
folyamatbol kovetkezzen be. Azonban az elsé esemény bekovetkezésekor mindkét folyamat
Ujjasziletik (memoryless property), igy ez a feltételes valdszintiség is A;/(A1 + Ag). Igy a

2
P < 1) = ( al )
AL+ A2

A pontos indoklas a kovetkezd. A teljes varhato érték tétele alapjan

keresett valoszintliség

+o0
P(TyY) < Ty = / P(Ty) < T | TP = 2)hge 2% dar
0
+oo +oo
:/ / P(TQ(D < T1(2) |T1( =z, T( = y) A\ e MYe 2 dr dy
0 0

400 T
0

0

hiszen, ha x <y, akkor P(Tg(l) < T1(2) |T1(2) = a:,Tl(l) =y) =0, mert Tl(l) < T2(1).
Ha x>y >0, akkor

P < T | TP = 2,7 =) = P T < T —y | T = 2,70 =
P(TY —T® <T@ —y| T = )
= P(TQ(I) - Tl( )<z — y) =1—e M@y,

ahol felhasznaltuk, hogy T1(2) fliggetlen Tl(l)—t(')'l (az alapul vett Poisson-folyamatok fligget-
lensége miatt), azt, hogy TQ(I) —Tl(l) fiiggetlen Tl(l)—t('ﬁl, ill. T1(2)—t61 (hiszen az 1.7.3. Definicié
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alapjan T fiiggetlen névekményti folyamat, ill. az alapul vett Poisson-folyamatok fiigget-

)—Tl(l) exponencidlis eloszlasi A; paraméterrel.

—+o0 x
P(T(l) < T )_ )\1)\2/ </ (1 B —A1(r—y))e—)\1y dy) e~ (o

—/\1y z
= / ( — e’\”“"/ 1 dy) e " dy
0 0
+00
)\1)\2/ ( e M 1) — 6_’\1”%) e 2% dg.
0

Innen egyszerli szamolds mutatja, hogy

lenek), valamint a legvégén azt, hogy TQ(1
fgy

Altalaban megmutathatd, hogy tetszoéleges n,m € Z, esetén

n+m—1 k n+m—1—k
n+m-—1 A A
PTY < T = Z ( k ) <>\1+1)\2> ()\1—1-2)\2) .

k=n

m

A Poisson-folyamattal nemcsak a Poisson eloszlas és az exponencialis eloszlas all kapcso-
latban. Megmutatjuk, hogyan jon itt el6 az egyenletes és a binomidlis eloszlas.

1.7.15. Tétel. Legyen {& :t >0} X paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor minden n € N

és t >0 esetén (11,Th,...,T,) feltételes eloszlasa a {& = n} feltételre vonatkozoan
megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszldsi valdsziniiségi vdltozok n  elemd
rendezett mintdjanak eloszldsdval. Azaz minden n € N, t >0 és 0<t; <to < --- <t, <t
esetén

|
P(Ty <t1, Ty < tz,...,Tngtnmt:n):%/---/1dx1...dx

1+ K
z; 20,i=1,....,n

Bizonyitas. A feltételes varhaté érték definicidja alapjan és felhasznélva, hogy &; Poisson
eloszlasi At paraméterrel kapjuk, hogy

P(Ty < tT\t,...Tn tn, & =
P(T, <t Ty <to,.... Ty <to|& =n) = (T <t, Ty <ty & =n)

P& =n)
. P(T tl,TQ tQ,.. Tn tn,ft:n)
o QA" Lt '

n!

Felhasznalva a {& : t >0} Poisson-folyamat definici6jét és azt, hogy a definidlasaban
szerepld np, 19, ... valdszinliségi valtozdk fiiggetlen, \ paraméterii exponencialis eloszlasiak
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kapjuk, hogy

P(Ty <t1, Ty <ty,.... T, <tp, & =)
Pim<tiym+m<ty,...;m+ -+, <tp,m+ - + g1 > 1)

:/ ]I{xl<t1,1’1+962<t2,~--,w1+~~+xn<tn,$1+~~'+xn+1>t}f(n17~-~777n+1)(xla v 7xn+1) dxl e dxn-‘rl
(0,400)n+1

t1 to—x1 tp—T1——Tn—1 +o00
= / e / / A lemA@LI ) g L d,
0 0 0 t—x1——2xn
t1 ta—x1 tn—T1— " —Tp—1 =AU y=
_ € u=+00
0 0 0 _)\ u=t—x1——Tn
t1 to—w1 tn—T1——Tp—1
:)\”e_)‘t/ / / 1dzy---dxz,.
0 0 0
Igy

n! [ [t2—o by —@1——Tp_1
P(Tl<t1,TQ<t2,...,Tn<tn|gt:n):_/ / / Ldz, - -de,

" Jo Jo 0

nl

= — ---/1dx1...dxn.
tn

1+ +T <ty

z; 20,i=1,....,n
Végrehajtva az x1+---+x; = y;, 1 = 1,...,n helyettesitést, a helyettesités Jacobi-matrixa
determinansanak abszolut értéke 1, ésaz x1+---+x; <t;, x; >0, i =1,...,n integraldsi
tartoméany az y; <t;, 1 =1,...,n, 0<y; <y < --- <y, integrdlasi tartomanyba megy

at. fgy

n' t1 to tn
(1.7.13) P(T1<t1,T2<t27--~;Tn<tn|§t:n):—/ / Ldy; - - - dyn.
0

Y1 Yn—1

Azt kell még megmutatni, hogy a (1.7.13) formula jobb oldala megegyezik a (0,¢) in-
tervallumon egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozék n elemi rendezett mintajanak el-
oszlasfiiggvényének a (ty,...,t,) helyen felvett értékével. Legyenek Xi,..., X, fiigget-
len, a (0,t) intervallumon egyenletes eloszlasi valdszinliségi valtozok. Meghatédrozzuk
az X 1("), XQ(n), ., X" rendezett minta elemeinek egyiittes stirtiségfiiggvényét. Elszor az
egylittes eloszlasfliggvényiiket hatarozzuk meg:

Fyw o xm(@ .o, m) = POXY <2y, X5V <, X < ).

Csak olyan xq,...,x,-ekre vizsgalodunk, melyekre 0<xy <o < -+ <z, <t. Az, hogy

z; € (0,t) azért van, mert a mintank (0,¢)-n egyenletes eloszlasra van. A névekvé sorrend

pedig azért, mert ha példaul z; > 2o, akkor X\ < X\ < 25 < 21 miatt X™ < 2y, fgy

PXM™ <o, XS < mgy 0, X <) = P(XY < ag, 0 X0 < ).
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Ezért amikor az egyiittes strliségfiiggvényt hatarozzuk meg derivéalassal, az x; valtozd
szerint konstans fliggvényt kell derivalni, igy az ilyen helyeken a stirtiségfiiggvény nulla.

Tehat

P(Xl(")<x1,X§n)<x2,...,X < ) / / —dy, ..

(y17 7y7L
yl( )<x1,z 17 Ln
1

Y1 < <yn7yz<$zv7/ 1,.

(n)

ugyanis P(X; (m)

< 1, X2
varhato értékeként irhaté fel, és az Xi,..., X, minta egylittes stirtiségfiiggvénye:

< Tog,... ,X(n) < x,) az Xi,...,X, minta egy fliggvényének

L ha 5 €(0,t), i=1,...,n,

tTL
le,...7Xn (yla s 7yn) =
0 egyébként,

az utolso 1épésben pedig az integrandus 1y, ..., y,-ben val6 szimmetridjat, illetve azt hasz-
naltuk fel, hogy egy permutacié matrix determinansdnak abszoltutértéke 1-el egyenlo.

Ezért
2 oha 0<z <2< - <, <UL,
fX(n) X(n) (a’;l, e 7'1'?7’1/) —
1 rotn 7 ,
0 egyébként.

Valéban, minden n € N és 0<t; <to < --- <1, <t esetén

" n n!
POV <, X5 <ty XY < ty) = // ldz; ...dz,
z;<tiyi=1,...n
0Lz <L <t

n' t1 to tn
t 0 r1 Tn—1

Ez utébbi pedig megegyezik (1.7.13) jobboldalaval. O

1.7.16. Kovetkezmény. Legyen {& : t>=0} X paraméterii Poisson-folyamat. FEkkor
minden n € N és t >0 esetén Ty,...,T,—1 egyittes eloszlisa a {T, =t} feltételre
vonatkozéan megegyezik a (0,t) intervallumon egyenletes eloszlasbdl vett n — 1 elemd
rendezett minta eqyuttes eloszlasaval.

Bizonyitas. Hasonl6an bizonyithat6, mint az 1.7.15. Tétel. Ross [7], 230. oldalan taldlunk
egy heurisztikus gondolatmenetet arra vonatkozdan, hogyan vezetheto vissza ez az éllitas az
1.7.15. Tételre. U

1.7.17. Megjegyzés. Ha példdul & = 3, és arra vagyunk kivéncsiak, hogy a (0,1)
id6intervallumban varhatéan milyen idopontokban kovetkezett be a & = 3 A4ltal jelzett 3
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darab esemény, akkor azt mondhatjuk, hogy a bekdévetkezési idopontok egyiittes eloszlasa a
(0,1) intervallumon egyenletes eloszlasra vett 3 elemi rendezett minta eloszlasaval egyezik

meg. Jelolje X7, X5, X3 aszobanforgé rendezett mintat. Ismert, hogy EX; = ﬁ, 1=1,2,3.
Igy a szobanforgd 3 darab esemény varhatéan az 1/4, 2/4 és 3/4 idépontokban kévetkezett
be. U

Az alabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogyan jon be a Poisson-folyamatnal a binomidlis
eloszlas.

1.7.18. Allitas. Legyen {& :t >0} X paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor minden 0 <
u<t és neN esetén &, feltételes eloszldsa a & = n  feltételre vonatkozéan n-edrendii,
u/t paramétert binomidlis eloszlds. Azaz minden 0 <u <t és k<n, k,n €N esetén

e bian = (3) () (-7 - ()25

Bizonyitas. Ugyanis a Poisson-folyamat tulajdonsigai alapjan

P(fu:k,ft:n) _P(fu:kagt_gu:n_k>

Pl =BPE & =n— k)
P(§ =n)

B ()‘;:') e~ (A(’é;ﬁ;ﬁ)):H e—)x(t—u) _[n Uk(t i u)n_k
[EOpY “\k)

n!

Poisson-folyamat ritkitasa

Az 1.7.12. Allités szerint, ha egy A paraméterli Poisson-folyamat minden egyes ,,esemé-
nyét” egymastol fiiggetleniil 1. vagy II. tipusunak osztdlyozzuk p, ill. 1—p valdszintiséggel,
akkor az I-tipusu, ill. II-tipust események szamlalé-folyamatai egyméstol fliggetlen Ap,
ill. A(1 —p) paraméterii Poisson-folyamatok.

Vizsgaljunk most egy kicsit osszetettebb helyzetet. Tegyiik fel, hogy a bekdvetkezd esemé-
nyeket k darab, egymastél kiilonbozo tipusinak osztalyozhatjuk és az, hogy egy eseményt
milyen tipustinak mindsitiink fligg attél is, hogy mikor kovetkezik be. Tegyiik fel, hogy ha egy
esemény az y iddpontban kovetkezik be, akkor 6t p;(y) valdszintliséggel minésitjik i-edik
tipusinak (i = 1,...,k), minden olyan eseménytél (és annak mindsitésétol) fiiggetleniil,
ami elOtte kévetkezett be. (Nyilvan Zle pi(y) =1 minden y >0 esetén.) Az 1.7.12.
Allitas alapjan bizonyithaté a kovetkezd allités.

1.7.19. Allités. (Ross [7], Chapter 5, Proposition 3.3) Legyen {& :t>0} A\ pa-
ramétert; Poisson-folyamat és tekintsik az elézd konstrukcidt. Jelolje &(t), i =1,...,k a
t >0 idopontig bekovetkezo i-edik tipusi események szamat. Ekkor minden t >0 esetén
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&(t), i=1,...,k figgetlen Poisson eloszlasi valdsziniségi valtozok E(&(t)) = A fot pi(s)ds
paraméterekkel.

Az alabbiakban megfogalmazunk még két érdekes allitést.

1.7.20. Allitas. (Poisson-folyamatra vonatkoz6 nagy szamok erds torvénye) Le-
gyen {& :t >0} XN>0 paraméteri Poisson-folyamat. Ekkor

P<{w€Q:tli>n;@:)\}):1.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszilegesen rogzitett. Ekkor & definicidja miatt T, <t <
Tev1. Ha w e Q olyan, hogy &(w) >0, ugy

TawW) ot TawnW) _ Town@)&(w) +1
&w) &) §i(w) §lw)+1 &lw)

Megmutatjuk, hogy P(lim; s & = +00) = 1. Tudjuk, hogy P-mm. w € Q esetén a
t € [0,400) = &(w) trajektéria monoton névekvs. Tegytik fel, hogy valamely w €
esetén a t € [0,400) — &(w) trajektoria korldtos. Ekkor létezik olyan ny € N és
to € [0,400), hogy &, (w) =mng és &(w)<ng barmilyen ¢ € [0,+00) esetén. Igy &
definicidja alapjan T,,41(w) >t, ha t € [0,+00). Felhaszndlva, hogy

(1.7.14)

P(Thy41 > 1,V t €[0,+00)) < P(Tpos1 > 1), t € [0,+00),

és limy oo P(Thy+1 > t) = 0, kapjuk, hogy P(T,,41 > t,V t € [0,+00)) = 0. Ezért
P-mm. w € Q esetén a t € [0,+00) — &(w) trajektéria nem korldtos. Felhasznalva,
hogy egy monoton névekvé, nem korldtos (valés) sorozat -+oo-hez konvergdl, kapjuk, hogy
P(limy o & = +00) = 1. A nagy szamok erds torvénye alapjan tudjuk, hogy

ﬂ _ 2221 Nk
n n

1
— Emn = % P-m.m.

Mivel P(limy o & = +00) =1 és & nemnegativ értékii, kapjuk, hogy
T 1
(1.7.15) ﬁ =T P-m.m.

Mivel P(limy o & = +00) = 1, az is kovetkezik, hogy
P({we Q)30 &(w) >o,Vt>to}) — 1.

Igy (1.7.14) és (1.7.15) alapjan P-m.m. w € Q esetén
t 1

< limsup

1 t <
A t=oo §i(w) oo Er(w) A

Ezért P-mm. w €  esetén létezik a limtﬁw% hatarérték és %—Val egyenlo. Ebbol
mar kovetkezik a bizonyitandé allitas. U
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1.7.21. Allitas. Legyen A >0 és (X,)n>1 nemnegativ egész értéki valdsziniségi vdltozok
sorozata. Ekkor X, akkor és csak akkor konvergdl eloszldsban a X paraméterii Poisson
eloszldashoz, amint n — +oo, ha minden ¢ : Z, — R korldtos fiigguényre

lim |E(X,0(X,)) — AEp(X, +1)| = 0.

Bizonyitas. Lasd, L. H. Y. Chen: Poisson approximation for dependent trials, Ann. Pro-
bab. 3 (1975), 534-545, illetve Barbour, Holst, Janson: Poisson approximation, Oxford
Studies in Probability, vol. 2, 1992. O

1.8. Nemstacionarius Poisson-folyamat, 6sszetett Poisson-folyamat

1.8.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy {& :t>0} nemstacionarius (mas néven inho-
mogén) Poisson-folyamat A(¢), ¢ >0 intenzitasfiiggvénnyel (ahol A(t), t >0, egy
nemnegativ, lokdlisan integrdlhato fiiggvény), ha

(i) & =0 és nemnegativ egész értéki,

(iii) tetszdleges t >0 esetén P(&on—&=2) =o0(h) és P(&on—& =1) = At)h+o(h),

)
(i) fiiggetlen novekményi,
)
(iv) a tw & trajektoridk jobbrdl folytonosak.

(Azon, hogy A(t), t >0, lokdlisan integrdlhaté azt értjik, hogy [0,+00) minden véges
részintervallumdn integrdlhatd fiigguény.)

Vezessitk be az m(t) = fot A(s)ds, t>0 jelolést. Mivel A(¢), t >0, lokdlisan in-
tegralhatd, m(t) € [0,4+00), t > 0. Megmutathatd, hogy minden n € N és s,£>0 esetén

(1.8.1) Plerye— & =n) = ULE 531" m)" —((e+s)-m(e)

Tehdt &5 — & Poisson eloszlasu m(t + s) — m(t) paraméterrel. Specidlisan & Poisson
eloszldsi m(t) vérhaté értékkel, ezért az m(t) fiiggvényt a folyamat varhaté érték
fliggvényének is szokds hivni. Abban a specidlis esetben mikor A(t) = A (azaz {& :
t >0} A paramétert Poisson-folyamat), m(t) = At. A nemstaciondrius Poisson-folyamat
jelentéségére az aldbbi példa mutat ra.

1.8.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {X; : t >0} sztochasztikus folyamat \  pa-
raméterii 6sszetett Poisson-folyamat, ha eldallithato

&t
(1.8.2) X, =) Y, t>0

i=1
alakban, ahol {& :t >0} X paraméterd Poisson-folyamat, Yi,Ya,...,Y,,... figgetlen,
azonos eloszldsi valdszintiségi vdltozok, melyek figgetlenek a {& :t >0} Poisson-folyamat-
tol 1s.
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1.8.3. Megjegyzés. (i) Az Y, =1, n € N viélasztassal X; =&, t >0, igy visszakapjuk
a szokasos Poisson-folyamatot.

(ii) Tegyiik fel, hogy egy sporteseményre buszok szallitjak a nézoket. Jeldlje & a ¢
id6pontig indulé buszok szdmat és tegyiik fel, hogy {& : t >0} Poisson-folyamat.
Tegyiik fel tovabba, hogy az egyes buszok altal szallitott utasok szamat leiré valoszini-
ségi valtozdk egymastol fliggetlenek és azonos eloszlasuak. Jelolje X; a t idopontig
a rendezvényre megérkezett nézok szaméak. Ekkor {X,; :¢>0} 0Isszetett Poisson-
folyamat, az (1.8.2) reprezentaciéban Y, jelenti az n-edik busszal érkezd utasok
szamat.

1.8.4. Definicié. Legyenek X és Y waldszintségi vdltozdk, hogy EX? < +o0o. Ekkor
X-nek Y-ra vonatkozé feltételes varianciajan a

Var(X |Y) = E((X CE(X|Y))? Y)
valosziniségi valtozot értyiik.

1.8.5. Lemma. (Teljes szérasnégyzet tétele) Legyenek X és Y waldszinidségi vdltozdk,
hogy EX? < +o0c. Ekkor

Var(X) = E(Var(X | Y)) + Var(E(X | Y)).

Bizonyitas. Felhaszndlva Var(X |Y) definiciéjat és azt, hogy E¢ =E(E(£|n)), (E¢| <
+00) kapjuk, hogy

E(Var(X |Y)) =E(X —E(X |Y))? =EX? —2E(XE(X |Y)) + E(E(X |Y)?).
Mivel D2¢ = E€? — (E€)?, adédik, hogy
Var(E(X | V) = E(E(X | Y)?) — (E(E(X|Y))) = E(E(X|Y)?) — (EX)?.
fey
E(Var(X |Y)) + Var(E(X |V)) = EX? — (EX)? + 2E(E(X | Y)?) — 2E(XE(X |Y))
— D2X + QE(E(X YV)(E(X|Y) - X)).
Azt kell csak megmutatnunk, hogy
E(E(X V) EX|Y) - X)> ~0.

Felhaszndalva jra, hogy E¢ = E(E(£|n)), (E|{| < 400) és, hogy E(f(n)&|n) = f(ME(E|n)
kapjuk, hogy

E(E(X|Y)( (X|Y) X)) [( X|Y)(E(X|Y)—X)(Y)}
[ X|YE(EX|Y X‘ )} [E(X|Y)(E(E(X|Y)|Y)—]E(X|Y)>}

[ X]Y(]EX|Y X|Y))] E(E(X|Y)-0) = 0.
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Megjegyezziik, hogy masként is bizonyithattunk volna. Tekintsiik az X = (X—E(X |Y))+
E(X |Y) felbontast. Az eléz6ekben megmutattuk, hogy

E(E(X 1Y) <E(X 1Y) - X>> —0,

igy

VarX = Var(X —E(X |Y)) 4+ Var(E(X | Y)).
Mivel Var(X —E(X|Y)) = E(X —E(X|Y))? é E(Var(X|Y)) = E(X — E(X|Y))?
kapjuk a bizonyitando allitast. U
1.8.6. Allit4s. Legyen {Xi:t>=0} X paraméteri dsszetett Poisson-folyamat. Ekkor
(1.8.3) E(X) = E(E(X; [&)) = E&EY) = MEY,
(1.8.4) VarX; = E(&VarY;) + Var(§EY;) = MEY.

Bizonyitas. Hatdrozzuk meg el6szor az E(X;|&) feltételes varhato értéket. TetszOleges
n € N esetén, mivel & és Y7,Y,,....Y,,... figgetlenek, kapjuk, hogy

E(X;|& =n) =E(im@ —n) =E(Y_Vil&=n) =E( Y i) = nEY;.
i=1 i=1 i=1
fgy
(1.8.5) E(X¢|&) = &E(Y1),
amib6l E(X;) = E(E(X,|&)) = ESGEY) = MEY].
Alkalmazva az 1.8.5. Lemmat Y = &;-vel kapjuk, hogy
VarX; = E(Var(X;|&)) + Var(E(X; |&)).

Tetszoleges n € N esetén, felhasznélva, hogy & és Yi,Ys,...,Y,, ... fiiggetlenek és azt,
hogy E(X;|&) = &EY7, adddik, hogy

Var(X; | & = n) = E((Xt —E(Xt|§t)>2|§t - n> - E((Xt —&EY)’ & = n>

= Var(ZYQ) = nVarY],
i=1
igy
(1.8.6) Var(X; | &) = &VarY).
Ezért (1.8.5) és (1.8.6) alapjan

VarX, = E(&VarY;) + Var(§EY)) = MVarY; + (EY;)?\t
= Mt (VarY; + (EY;)?) = MEY?,

ahol felhasznaltuk, hogy Var&, = At, mivel & Poisson eloszlasi At paraméterrel. U
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1.9. Ornstein—Uhlenbeck-folyamat

Az aldbbiakban felidézziik a karakterisztikus fiiggvényekre vonatkozé Hincsin—Bochner-tételt,
és a Cauchy-eloszlassal kapcsolatos szamunkra lényeges tudnivalokat.

1.9.1. Tétel. (Hincsin—Bochner-tétel) Egy ¢ : R — C fiigguény akkor és csak akkor ka-
rakterisztikus fligguénye valamely valosziniségi valtozonak, ha folytonos, pozitiv szemidefinit
és p(0) = 1.

Megjegyezziik, hogy ¢ pozitiv szemidefinitsége azt jelenti, hogy minden n € N,

t1,...,t, € R esetén a (¢(t; — t;))ji=1,.., matrix pozitiv szemidefinit, azaz minden
Z1,...,2n € C esetén
n n
Z Z gO(tj — tl)ZjZ 2 0.
j=1 1=1

1.9.2. Definicié. Az X waldsziniiségi valtozot (5, ) paraméteri Cauchy-eloszldsinak
nevezzik, ahol o >0, B € R tetszoleges valds szamok, ha eloszlasfigguénye

1 — 1
FX(ac):—arctan <I B) +§, x eR.

™ «

fgy X striségfigguénye

1 «

- c R.
Ta?+ (z— )% v

fx(z) =

Megmutathaté, hogy ha Y (0, 1) paraméterii Cauchy-eloszlasi, akkor X := aY +f, ahol
a>0,0€R, (§,«a) paraméterii Cauchy-eloszlasi. Ismert az is, hogy Y karakterisztikus
fiiggvénye oy (t) =e 1 t € R. Igy

ox(t) = E<eit(aY+ﬁ)> = ¢Bealtl 4 R

A tovébbiakban legyen ¢ (0, ) paraméterti Cauchy-eloszlasti. Ekkor ¢¢(t) = e~ t € R.
Igy a Hincsin-Bochner-tétel szerint minden ¢ > 0O-ra a

K :[0,+00) x [0, +00) = R, K (s,t) := cpe(t — 5) = ce I~

fiiggvény szimmetrikus és pozitiv szemidefinit. fgy az 1.4.13. Allitds szerint létezik olyan
{& : t >0} Gauss-folyamat (valamilyen (2,4, P) valdsziniiségi mez6n), melynek 0 a
varhato érték fiiggvénye és K a kovariancia-fiiggvénye.

Megmutatjuk, hogy ennek a Gauss-folyamatnak van folytonos modifikaciéja. Az igy de-
finialt sztochasztikus folyamatot ¢ és o paraméterii Ornstein—Uhlenbeck-folyamatnak
hivjuk (OU-process). A Kolmogorov-kritérium alapjan elég azt beldtni, hogy léteznek olyan
v, d, € > 0 szédmok, hogy

El& — &7 <d|t — 8]t ¥ s,t>0.
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(A modifikacié definiciéja miatt a modifikdcié is ugyanazon a valdszintiségi mezén lesz
értelmezve, mint az alapul vett Gauss-folyamat.)

Az alabbiakban {& :t >0} véges dimenzids eloszldsait vizsgaljuk. Az nem igaz, hogy
{& :t >0} flggetlen novekményii lenne, ugyanis tetszéleges 0 <t <ty < t3 <ty esetén

E [(&52 - €t1 ) (£t3 - €t2>} = COV(£t27 €t3) - COV(&W gtz) - COV(ftu §t3) + COV(£t1 ) €t2>

— c[e_a(t3—t2) _ 1 _ e_Oé(tS_tl) + e—Oé(tQ—tl):| .
Aty =1/, ty:=2/a, t3:=3/a vélasztassal kapjuk, hogy

E[(£t2 = &) (& — Etg)} = c[e*1 —l—e?+ e*l} ~ —c- 0,399 # 0.

Fennall azonban, hogy tetszdleges 0<t; < o < t3 < ¢y esetén az aldbbi, mdédositott
novekmények fiiggetlenek

§ty — €_a(t2_t1)§t17 iy — e_a(t4_t3)§t3-

Valéban, mivel E& =0,¢ >0 kapjuk, hogy

E |:<§t2 — e me (&, — e g, )

= Cov(ftza 5154) - e_a(t4_t3)cov(£t2 ) 6?53) - e_a(b_tl)cov(ftla 5154) + e_a(tQ_tl)e_a(t4_t3)cov(€t1 ) gtg)

_ C[e—a(t4—t2) — e_a(t4—t3)e—oz(t3—t2) _ e_a(tQ—tl)e_a(t4_t1) + e—f’é(t2—t1)e—a(t4_t3)e_a(t3_t1)] = 0.

Igy a megfelelden médositott novekmények mar korreldlatlanok. Ekkor a

(191) <§t2 - e_a(tg_tl)gtn £t4 - e_a(t4_t3)£t3)

vektor normalis eloszlasd, ugyanis (&, &, &y, &) normaélis eloszlasd, mivel {& : ¢t >0}
Gauss-folyamat, és ezen vektor egy specidlis linearis kombinaci6éjaként megkaphat6 (1.9.1)
tetszOleges linedris kombinécidja (1asd az 1.4.11. Allitast). Igy adédik, hogy a szébanforgé
moédositott novekmények fliggetlenek.

TetszOleges 0<s <t esetén meghatdrozzuk az fe ¢ strtségfiiggvényt. Mivel {¢ :
t >0} Gauss-folyamat, kapjuk, hogy (&,&) 2-dimenzids normalis eloszldsi, varhaté érték
vektora (0,0), kovariancia-matrixa

— COV(§S7£S) COV(ﬁs,ft) i C ce_a(t_s)
‘<cov<5t,5s> cov<§t,§t>>‘(cea<ts> c )
fgy

_ 1 L
fﬁs,ft(z) - f537§t(x17x2) - 27‘(’\/@ eXp{ 2<D <, §>}
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Itt det D = ¢® — c2e7205) = 2(1 — e720(79)) ¢

D1l— 1 c —ce~(t=s) B 1 1 _ep—alt—s)
= C2(1 _ 672a(t78)) _Cefoz(t—s) c o C(]_ _ 672a(t75)) _efa(tfs) 1 )

valamint

1
(D™'z,z)=2'D 'z = (1 = 209 <xf — 21 m9e Y ¢ x%)

[gy minden 21,7, € R esetén

feoe (@1, 22) = *1 { - :
xr1,T ex
Es,§e\ 1y L2 2re/1 6—2a(t—s) p 20(1 e—2a(t—s))

1.9.3. Megjegyzés. Az E|¢ — &|7 varhato értéket szamolhatnénk az

(:c% — 2mymee ) 4 l’%) }

El¢, — &, = / 1 — 4" fer e, y) dady
RQ

képlettel, azonban az integralas nem koénnyen végezheto el. fgy mas modszert keresiink a
meghatarozasara. O

1.9.4. Megjegyzés. (OU-folyamat el6allitasa Wiener-folyamat segitségével) Az aldbbiakban
az Ornstein-Uhlenbeck-folyamathoz kiindulasul szolgdlé {& : t >0} Gauss-folyamatot
satirjuk egy kicsit mas alakban.” Legyen

n = /ce " Weaar, >0,

ahol {W;:t>0} egy standard Wiener-folyamat. Ezt hivjdk Lamperti-transzformécionak
(az n és W kozotti kapcsolatot). Megmutatjuk, hogy {n; : t >0} is Gauss-folyamat és
ugyanolyan véges dimenziés eloszldsokkal rendelkezik, mint a {& : ¢ >0} Gauss-folyamat.
Ekkor tetszoleges n € N, 0<t; <ty <---<t, esetén

<77t1 = \/Ee_atl We%ctl, oy My, = \/Ee_atnwemtn)
Jeeeh 0 ... 0 W.zat,
O \/Ee_atQ “ e 0 WEQatQ
0 0 o yeeotn ) \ Wiz

Mivel {W; :t >0} Gauss-folyamat és €2t < ... < ¢2¥n kapjuk, hogy (Woats, ..., Weats)
n-dimenziés normélis eloszlasd, és igy (my,...,7m,) 1is n-dimenzids normalis eloszlasu.
Tudva azt, hogy Gauss-folyamatokkal allunk szemben, ahhoz, hogy a véges dimenzios el-
oszlasok megegyezzenek elegendé azt ellenorizni, hogy a két folyamat varhato érték fiiggvénye
és kovariancia-fiiggvénye megegyezik. (Gondoljunk arra, hogy egy tobbdimenzids normaélis
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eloszlas karakterisztikus fliggvényét varhato érték vektora és kovariancia-matrixa egyértelmi-
en meghatarozza.) Ekkor

En, = ee  E(Waat) = 0,
és

—a(s—t) >
COV(nsant) _ C€7a(t+s)COV(W62as, W€2at) — ce—tts) 2a(ths) _ ce ha s>t

ce =) ha s<t,
= ce” =5l = cov(g,, &).

O

[gy kapjuk, hogy E|&—&|7 = Elni—ns|?. Megmutatjuk, hogy a Kolmogorov-kritériumban
v = 2 valasztds még nem elég, ugyanis csak azt tudjuk igazolni, hogy
(1.9.2) E(& — &) = 2¢(1 — e~ 1) < 2calt — 5.
(Az lenne a jé, ha |t —s| 1-nél nagyobb kitevén szerepelne.) Valéban, mivel E¢, = E¢, = 0,
kapjuk, hogy
E(& — &)? = D*(& — &) = cov(&, &) — 2cov(&, &) + cov(&s, &)
= ce™0 — 2ce™sl e = 9¢(1 — el < 2calt — s,

xT

ugyanis 1 —e* <z minden x € R esetén. Az r = 3 valasztas azért nem tilinik jonak,

mert megmarad az abszolit érték. Legyen most v =4 és 0<s <t. Ekkor
4
E(gt - 65)4 = E(nt - 778>4 == E(\/EeiatWeQQt - \/Eeias e2as>
— 026_4aSE <€_a(t_S)W62at - W62a5>4.

Ezen varhato érték egyszeriien kiszamolhatd, de az aldbbi modszerrel még egyszertibben
kiszdmolhaté (& — &)

Felhaszndlva, hogy (&,&) 2-dimenziés normaélis eloszldsd, kapjuk, hogy & — & 1-
dimenzids normalis eloszlasu (linedris kombindciéra gondolva). A korabbiak alapjan & — &
varhato értéke 0, szérasnégyzete pedig 2c(1 — e @l és igy

& — &~ /\/(0, 2¢(1 — e_a“_s‘)),

azaz

& — & ~ (/261 — el (0,1).
Ezért

2
E(&t _ §5)4 _ <20(1 _ e—@lt—sl)) ]EN(O, 1)4 — 402(1 _ e—a|t—s|)2 .3,
és felhaszndalva (1.9.2)-at kapjuk, hogy
E(& — &) <3(2calt — s])* = 12c%a%(t — s)2.

Azaz a Kolmogorov-kritérium teljesiil v =4, e =1 és d = 12c?a® vélasztésokkal.
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2. Feladatok

2.1. Alapfogalmak, figgetlen novekményi folyamatok

2.1.1. Feladat. Igaz-e, hogy az Osszes valds értékii sztochasztikus folyamat halmazan nem
vezetheto be olyan miivelet, amelyre nézve az csoport?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklds: + legyen a miivelet. O

2.1.2. Feladat. Létezik-e olyan {X; : t >0} sztochasztikus folyamat, hogy tetszéleges
t,s 20 esetén X, X, értelmezheto és 1éteznek olyan tq,t9,t3 >0 szamok, hogy

(Xt1Xt2)Xt3 7é Xt1 (thXt3)?

Megoldas. A viélasz: Igen. Indoklds: Legyen {X;:t>0} egy olyan sztochasztikus folya-
mat, melynek fazistere a Cayley-gytiri. A Cayley-gytri definiciéja a kévetkezd. Tekintsiik
a kovetkezo 8 dimenzids, R feletti vektorteret

{al+a2i+a3j+a4kz+a5l+a6ie+a7jl+a8k:l a; ER, i = 1,...,8},

ahol a bazis elemek szorzasa a kovetkezéképpen van megadva:

i j k e ie je ke
1 1 i j k e ie je ke
i i -1 k -] ie -e -ke je
j j -k -1 i je ke -e -ie
k k ] -1 -1 ke -je ie -e
e e -le -je -ke -1 i j k
ie ie e -ke je -i -1 -k j
je je ke e -ie -j k -1 -i
ke ke -je ie e -k -] i -1
A Cayley-gytirii egy nem asszociativ gytrd, mivel (ij)e = ke és i(je) = —ke. O

2.1.3. Feladat. Igaz-e, hogy ckvivalens folyamatok modifikacidi is ekvivalensek?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklas: Egy folyamat ekvivalens a modifikacidival, és folya-
matok ekvivalencidja ekvivalencia-relacio. O

2.1.4. Feladat. Legyenek {X,;:t>0} és {Y;:t>0} stacionérius, fiiggetlen névekményii
sztochasztikus folyamatok. Igaz-e, hogy ekkor véges dimenzids eloszlasaik megegyeznek?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklds: Legyen {W; :t >0} egy standard Wiener-folyamat.
Ekkor a {2W; :t > 0} folyamat is staciondrius, fiiggetlen névekményti. De a véges dimenziés
eloszlasaik nem egyeznek meg. U
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2.1.5. Feladat. Legyen {X;:t¢>0} egy olyan sztochasztikus folyamat, melyre
E(|Xe4n — Xel) <h, t20, h>0.
Igaz-e, hogy ekkor 1étezik folytonos modifikacidja a folyamatnak?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklds: Ellenpélddt adunk. Legyen {X; : t>0} 1-
paraméterii Poisson-folyamat. Ekkor X;,, — X; eloszldsa megegyezik X, eloszlasaval,
tehat h-paraméterti Poisson eloszlds. gy E|Xin — X¢| = h, t=0, h > 0. Viszont a
folyamatnak nem létezik folytonos modifikaci6ja, mert ha {Y; : ¢t > 0} folytonos modifikacié
volna, akkor P(X; € Z,)=1,t>0, miatt P(Y; €Z,)=1,t >0, volna. Ezért

(2.1.1) P(Y,€Zy:Vte R, NQ) =1 teljesiilne.
Nyilvan
{YteZ+ :Vte]RgﬂQ}ﬂ{Y:RﬂWQ%R folytonos} c {Yt:YO:WeR+m@}.
Felhasznélva, hogy P(Y; =Y, :Vt € R, NQ) =0, (2.1.1) alapjan kapjuk, hogy
P(Y RyNQ—-R folytonos) =0,

és igy P(Y Ry =R folytonos) = 0. Azaz ellentmondasra jutottunk. Felhivjuk a figyel-
met, hogy a feladatbeli feltétel nem a Kolmogorov-kritériumban szereplo feltétel, ugyanis a
jobboldalon h'*# (valamilyen 3 > 0-val) helyett h all O

2.1.6. Feladat. Igaz-e, hogy ha {X; : t >0} és {Y; : t >0} olyan fiiggetlen, sta-
ciondrius novekményi sztochasztikus folyamatok, hogy véges dimenzids eloszlasaik meg-
egyeznek, akkor P(X; =Y;) =1 minden t>0-ra? (A feladat megoldésa soran a fiiggetlen
novekménytiség 1.3.1. Definiciéjdban tekintsiink el attél, hogy a folyamat 0-bdl indul.)

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklas: Legyenek X és Y olyan valdszintiségi valtozok,
hogy Fx(z) = Fy(z), x € R, azaz ugyanolyan eloszlasuak, de P(X =Y) < 1. (Erre
példa: X ~N(0,1), YV :=—-X.) Legyen X;:=X,t>0 és YV, =Y, t>0.

Megadunk egy mésik ellenpéldat is. Legyen {W;:t >0} egy standard Wiener-folyamat és

¢ egy olyan standard normélis eloszlasu valdszintiségi véltozd, mely fliggetlen a o(W, : t > 0)
o-algebratél. Legyen X; =&+ Wy, t>0, és Y, : = -6+ Wy, t > 0. Ekkor nyilvan

P(X,=Y,)=PWN(0,1)=0)=0, t>0.

Tovabbd, minden ¢ >0 esetén X; és Y; eloszlasa megegyezik, hiszen karakterisztikus
fiiggvényeik megegyeznek:

2 2,

; ; _u _ue
EeXt = Ee'™t = e 2¢ 7, u € R.

Mivel az trividlisan adédik, hogy {X; : ¢ >0} és {Y; : t >0} fiiggetlen, staciondrius
novekményl folyamatok, az egydimenzids eloszlasaik egyezésébdl kovetkezik a véges di-
menzios eloszlasaik azonossaga is. 0
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2.1.7. Feladat. Legyen {X;:t € [0,1]} egy sztochasztikus folyamat. Igaz-e, hogy {X; :
t €[0,1]} véges dimenzids eloszldsai egyértelmiien meghatdrozzak sup;eq X; eloszldsdt?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklds: Legyen € :=[0,1], A := B([0,1]), P a [0,1]-en
definidlt Lebesgue-mérték. Legyen minden ¢ € [0,1] esetén

Xt(w) = Il{t}(w), w € €.

Ekkor {X;:t € [0,1]} sztochasztikus folyamat. Valéban, tetszéleges t € [0,1] és B € B(R)
esetén

[0, 1] ha 0,1 € B,

X YB) = [0,1]\{t} ha 0€ B és 1¢ B,
{t} ha 1€ B é 0¢ B,
0 ha 0,1¢ B,

és igy X, '(B) € A. Legyen tovabba minden t € [0,1] esetén Y; =0, és tekintsiik az
{Yi:t €[0,1]} sztochasztikus folyamatot. Ekkor supegqY: =0 és sup,gq Xi = 1. Azt
kell még belatni, hogy a két sztochasztikus folyamat véges dimenziés eloszlasai megegyeznek.
Legyenek 0<t; < to < -+ < t, <1 és iy,...,1, € {0,1} tetszOlegesek. Azt kell
belatni, hogy X, X,,...,X;, egyiittes eloszldsa megegyezik (V;,,...,Y; ) = (0,...,0)
eloszlasaval. Mivel minden X,;, a 0 vagy az 1 értéket veheti fel, ez azzal ekvivalens,
hogy ha létezik olyan j € {1,...,n}, hogy i; =1, akkor P(X; =1i,...,Xs, =i,) =0,
egyébként pedig P(X;, =0,...,X;, =0) =1. Ekkor
P(X, =0,....X, =0)=P([0,1]\ {ts,...,tn}) =1-0=1,

n

mert véges halmaz Lebesgue-mértéke 0. A maésik esetben pedig
P(Xy =iy,.... Xy, =in) SP{oeQ:w=1t}) =0,
és igy P(Xy, =i1,..., Xy, =1,) = 0. O

n

2.1.8. Feladat. Legyen {X, :n >1} egy olyan sztochasztikus folyamat, melynek fazistere
Z. lgaz-e, hogy ekkor

sup{n >0: X,(w)>1} ha In>0:X,(w)>1,
T(w) :=
+00 egyébként

megallitasi idépont az F,, := o(Xy, 1 <k<n), n €N filtrdciéra nézve?

Megoldas. A vélasz: Nem. Indoklas: A {7 =n} esemény nem csak az X, Xo,..., X,
valészintiségi valtozoktol fligg, hanem az 6sszes tobbitol is. U
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2.2. Wiener-folyamat és Gauss-folyamatok

2.2.1. Feladat. Igaz-e, hogy egy standard Wiener-folyamat trajektéridinak egy valdszinii-
séggel megszamlalhatoan végtelen sok szakaddasi pontja van?

Megoldas. A valasz: Igen. O

2.2.2. Feladat. Legyen (W;);>o egy standard Wiener-folyamat. Igaz-e, hogy a {W; :
t >0} rendszer egyenletesen integralhatd?

Megoldas. A valasz: Nem.
1. Indoklds (Definicié alapjan): Azt kell ellenérizni, hogy

lim sup E[|W1gw,>r] = 0.

R—o0 tE[O +OO)

Ekkor

E[Wil Lgwuzry] 2 BE[Lgw,>m] = RP(Wi| 2 R) = R[1 — P(=R < W, < R)]
e e B al- () ()

- ()] -an(-o ()

R
sup E[|[Wi|1qw,>r}] = 2R sup (1— (—)>
t€[0,+00) t€[0,+00) \/_

Rl

\/_

(g o (8))-on(r-2) -

hiszen ®(+o00) =1 és ®(0) = 1/2. Ezért

Ezért

lim sup E[|Wi| 1gw,>ry] = liminf R = 400 # 0.
R—oo t€]0,400) R—o0

2. Indoklas: Tegyiik fel, hogy igaz az allitds. Mivel egy standard Wiener-folyamat
folytonos martingal is, a Doob-tétel miatt létezne olyan W, valdszintiségi valtozo, hogy
W, — Wy L'-ben, ha t — oo. Igy specidlisan E|[W;| — E|[W.|, ha ¢ — co és
E|W.| < +00. Azonban E|W;| = EVtN(0,1)] — oo, ha t — oo, igy ellentmondésra
jutunk. ]

2.2.3. Feladat. Legyen {W, :t>0} egy standard Wiener-folyamat. Igaz-e, hogy ekkor
létezik olyan A valdszinfiségi valtozo, hogy E|A| < +oo és Wy — A L'-ben, ha t — 0o?

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: az el6z6 feladat 2. Indoklasanal mar szerepelt. [
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2.2.4. Feladat. (Ross [7], Example 2a, page 457 alapjan) Jézsi kapott az apukdjatol
karacsonyra 1 darab MOL-részvényt (legyen ez a ¢ = 0 id6pont). Jeldlje Jozsi részvényének
értékét a t >0 id6pontban az X, valdsziniiségi véaltozo. Tegytik fel, hogy Jézsi makacsul
abban hisz, hogy {logX; : t >0} standard Wiener-folyamat (igy specidlisan X, = 1).
Elmilvan az iinnepek mar szilveszter van (legyen ez a to > 0 idépont) és tudjuk, hogy
Jozsi részvénye ekkor éri el eldszor az xp > 1 forintot. Mi a valdszintisége, hogy Jozsi
részvénye hamarabb éri el szilveszter utdn az awxy értéket, mint az xy/8 értéket, ahol
a>1,8>1 elore adott valos szamok?

Megoldas. Legyen W, :=log X;, t >0. Ekkor {W,:t¢>0} standard Wiener-folyamat.
Jelolje 7T := Tiogs, a logxy szint elsé elérési idejét a {W, : t >0} standard Wiener-
folyamatra vonatkozéan. Ekkor {W} = W,,, — W, : t >0} is standard Wiener-folyamat
és minden t > O-ra az F}' = o(W;,0<s<t) o-algebra fiiggetlen az F, o-algebratdl
(specidlisan 7-tdl is).

Legyen tetszdleges a > 0,b >0 esetén T, ,: Q — [0, 0],

—a,b T

T inf{t >0|W;=—-a vagy W =0} ha FIt>0: W =—-a vagy W/ =0,
~+00 egyébként.
Legyen tovabba b = loga > 0 és a = logf > 0. Ezen jeloléseket haszndlva azt kell

kiszamolni, hogy mennyi

P(Wi.  =b|r=ty).

Ugyanis,

{W;’ia,b =0} = {Wrir- , —Wr =loga}t = {Wrir- , =loga+logzot = {Xrip- = azo},

b
és
{(Wr- | =—a} ={Wrig- , = Wr = —log f} = {Wryr- | = —logf +log o}

Lo
= {Xq—JrTja’b = E}u

ahol az utolsé egyenléségek {W; :t >0} definiciéja miatt kovetkeznek. Mivel T~ . csak
Wr-tol figg, ami fuggetlen 7 = Tiogs-tol, kapjuk, hogy 7 figgetlen T ,-tdl is, igy
figgetlen Wr. b—to’l is. Ezért

P(W;ia,b :b|7_:t0) :P(Wf;* :b)

—a,b

Az 1.4.55. Allftas alapjan kapjuk, hogy

a log
a+b loga+logh’

P(Wi.  =b|T=t) =
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2.2.5. Feladat. (Stromberg [8], Exercise 11, page 263) Legyen {W;:¢ >0} standard
Wiener-folyamat. Rogzitsiink egy ¢ > 0 szamot. Legyen « : Q — [0,400), £ :Q —
[0, +o0],

a(w) :=sup{s € [0,c] : Ws(w) =0}, weQ,

inf{s € [¢,+00) : Wy(w) =0} ha Ts € [e,+00): Wy(w) =0,
flw) = o
400 egyébként.

Mutassuk meg, hogy
(i) a és [ valdszintiségi valtozok.
(ii) 8 megallitasi idépillanat {W; : t > 0}-ra nézve, « viszont nem.

(ili) ha t € [0,c|, akkor

Pla < 1) = Zarcs \/? 1/t—1 d
= Zarcsiny /- = — .
a —aresing/ - = — S T u

(Itt arcsin jeloli a sin figgvény [—7/2,m/2]-re valé lesziikitésének inverzét.)

(iv) ha t € [¢,4+00), akkor

2 t—
P(B<t) = - arctan ‘.

Cc

(Itt arctan jeloli a tan flggvény (—m/2,7/2)-re val6 lesziikitésének inverzét.)
(v) Ea =c¢/2, Ef = +oc.

(vi) tetszbleges 0 < t; <c és ty >c esetén

2 t
Pla<ty,f>t) = %arcsinw / t—l
2

(vii) «aés [ nem fiiggetlenek.

Megoldas.

(i) Elég azt megmutatni, hogy minden ¢ € R esetén {a <t} € A é {5 >t} € A
Az {a <t} eseményt vizsgdlva elég csak a 0 < t <c esetet tekinteni. Felhasznalva «
definiciéjat kapjuk, hogy

{a<ty={fsct,c] - W, =0} =Q\{3s €[t d: W, =0}

Azt pedig, hogy Q\ {3s € [t,d : W, = 0} esemény mar beldttuk az 1.4.57. Allitds
bizonyitasaban.
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A {B > t} eseményt vizsgilva elég csak a t>c esetet tekinteni. Felhasznédlva [
definicidjat kapjuk, hogy

B>ty ={Psclc,t]: W, =0} =Q\ {Is € [c,t]: W, =0}.
(ii) Ahhoz, hogy [ megallitasi idopillanat {W; : ¢ > 0}-ra nézve azt kell beldtni, hogy
minden ¢ € R esetén {f<t} e FV =o(W,:0<s<t). Ha t <c, tgy {8<t} =0, ha
pedig t>c, gy
{B<t}=Q\{B >t} ={3Fs € ¢ t]: W, =0},

ezért kapjuk a dolgot. Ahhoz, hogy a nem megéllitasi idépillanat {W; : ¢ > 0}-ra nézve,
elég azt megmutatni, hogy létezik olyan ¢t € R, hogy {a <t} ¢ FV. Ha t € (0,c), akkor

{a<t} =Q\{Is e (t,c]: W, =0}.

Azonban {3s € (t,c| : W, = 0} nincs benne az F}V o-algebrédban.
(iii) Legyen ¢ € [0,¢]. Ekkor az 1.4.57. Allités alapjan

2 t
Pla<t)=1—P(3s€[t,c] : W, =0) = 1——arCCOS\/;.

T
2 \/? 2 . \/?

1 — —arccos4/— = —arcsiny/ —.
T c c

Ez pedig azért igaz, mert minden = € [—1,1] esetén

Azt kell még belatni, hogy

(2.2.1) arccos T + arcsinx = g

Ennek rovid indokldsa a kovetkezd. Mivel a —sin és a cos figgvény egymasnak Z-vel

valé x tengely irdnyu eltoltja, az inverzeik, azaz az y = = egyenesre valo tiikorképeik

egymasnak F-vel val6 y tengely irdnyt eltoltjai, azaz a —arcsin és az arccos fliggvény

T_

2
(iv) Legyen t € [¢,+00). Ekkor az 1.4.57. Allités alapjan

egymasnak Z-vel valo y tengely irdanyu eltoltjai.

PB<t)y=1-P(B>t)=1—-(1—-P(3s€[ct]: W, =0)) = —arccos\/:

Azt kell még belatni, hogy ha ¢ > ¢, akkor

t—
(2.2.2) arc cos\/g = arctan 4/ ‘.
c

Mivel t>c¢ > 0, igy arc cos\/g € [0,7/2) és arctan,/=¢ € [0,7/2), és felhasznélva,
hogy a tan figgvény a [0,7/2) intervallumon szigortian monoton névekvé kapjuk, hogy
(2.2.2) akkor és csak akkor all fenn, ha

c t—c
tan (arc cos\/;> = tan (arctan ),
c
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azaz
: C
sin (arc cos\/;> t—c
_ - .
Vi ¢

kapjuk, hogy (2.2.2) akkor és csak akkor igaz, ha

Mivel sin(z) >0, ha z € [0,7/2),

ez pedig igaz egyenloség.
(v) Felhasznélva (iii)-t kapjuk, hogy minden t € (0,¢) esetén
1

2d .t 1 11 1
fa(t) = —— [ arcsiny/ - | = S -
mwdt c ™ 1_12 tC T t(C—t)

1 ha te (0,¢),

| Do

7

<

fgy

Jfa (t> =
0 egyébként.

Tehdt « (folytonos) arkusz-szinusz eloszlasu. Ezért

23: dx

Ea‘/ wm /\/:dt‘ / N
RN

2 ™21 + cos(2u )du_g[u

2 0
= —/ —CCOS u2 (—vc)sinudu = — —du=
=2 Ve —ccos?u T Jo T

ot

T

<

=3
Felhasznélva (iv)-t, kapjuk, hogy minden t € (¢, +00) esetén
2d c 2 -1 —c ¢ 1
t (arccos\/7> = =
To(t) = Tdt t %2\/_ ©? Tt/ c(t — c)
gy
/7= ha te(c,+x),

fa(t) =
0 egyébként.

Ezért

™ ™

EB:/+Ool E dt:£/+m(t_c)l/2 dtzﬁ [2(75—0)1/2}:'00

2
:—\/_Clim\/t—c:—l—oo.

m  t—o0
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(vi) Legyen tehdt 0 <t; <c és ty >c. Ekkor
{a<t,f>t)t={fsclti,d : Wy=0yN{PBsclety : Wy=0}={Ps€[t,ts] : Wy =0}.

gy az 1.4.57. Allitds és (2.2.1) alapjén

2 t 2 t
Pla<ty,p>t) = P(ﬂ s € [ty to] : Wy = 0) =1- —arccos,/—1 = —arcsin,/—l.
T to T ta

(vii) Megmutatjuk elészor, hogy « és [ egylittes eloszlasa abszolut folytonos és meg is
hatarozzuk az egyiittes strtiségfiiggvénytiket. Jelolje a tovabbiakban o és [ egyiittes
stirtiségfiiggvényét f, 3. A kordbbiak alapjan, ha 0 < #; <c<ty, akkor

2 t 2 t
Pla<t,B <ty) = Pla <t)) — Pla <t, > 1ly) = —arcsiny/ - —arcsinwlt—l.
C ™ 2

™

fgy, ha 0 < t; <c<ty, akkor

Fos(tt) 0 2 1 1 1 0 (_ 1;))

il () — = — | = =2 il
Oty falh) T 1 _tig [tily Oty T\ t1(ta — t

to to

1
B 2 tl Qﬁ(tg—tl)\/tl(tg—tl).

Ha 0 <t <c<ty nem all fenn, gy fa5(t1,t2) = 0.

Tegyiik fel a tovabbiakban indirekt médon, hogy o és [ fiiggetlenek. Ekkor felhasznélva,
hogy egyiittes eloszlasuk abszolut folytonos, fennall, hogy

faﬂ(tlvt?) = foz(tl)fﬂ(t2)7 t1,t € R.

Ha 0 <t <c <ty, tgy annak kell fenndllnia, hogy

1 1 1 /| ¢
27T(t2—t1>\/t1(t2—t1) B W\/tl(C—t1> 7Tt2 t2_c'

Legyen példaul t; :=c¢/2, ty := 2c. [gy fenn kell 4llnia annak, hogy

1 1 1 c

271'370\/362/4 /24 2me c’

2 2 1
== — 21 =3V3,
3vV3c2  ¢2me
ez pedig nyilvan nem teljesiil. fgy ellentmondésra jutottunk, tehat o és [ nem fliggetlenek.

O

azaz annak, hogy
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2.2.6. Feladat. Jozsi és Misi irtak egy szamitégépes programot, mely egy standard Wiener-
folyamat trajektoridit tudja abrazolni. Rogzitenek egy ¢ > 0 szamot. Azt jatsszak, hogy
lefutattjak a programot, mely kirajzol egy trajektériat a [0,2¢| intervallumon, és megmérik,
hogy a trajektérianak balrél vagy jobbrdl van c-hez kozelebb zérushelye. Ha balrél, akkor
Jozsi ad Misinek 1 forintot, ha jobbrdél, akkor forditva. Abban az esetben, ha a legkozelebbi
zérushelyek egyenld tavolsagra vannak c-t6l vagy c-t6l se balra (a 0-t leszamitva), se jobbra
nincs zérushely senki nem ad senkinek semmit. (A trajektéridnak 0-ban biztosan zérushelye
van, mert standard Wiener-folyamatrél van szé.) Kinek elényosebb a jaték?

Megoldas. Heurisztikusan Misinek lesz elényGsebb a jéaték (ami, mint kiderill igaz is),
ugyanis az 1.4.39. Kovetkezmény alapjan barmilyen ¢ > 0 esetén a [0,¢e) intervallumban
1-valdszintiséggel végtelen sok zérushelye van egy standard Wiener-folyamatnak. A pontos
indoklés a kovetkezo. Az el6zo feladat jeloléseivel élve Misi nyerési valdszintlisége

Plc—a<e¢,f>2c)+Plc—a<f—ec p<2).

Az el6z6 Osszeg els6 tagja annak felel meg, hogy [c,2¢|-n nincs zérushely, de (0, ¢]-n van.
A maésodik tag pedig annak, hogy [c,2¢]-n és (0, c|-n is van, de baloldalrél kézelebb van
zérushely c-hez, mint jobboldalrél. Ha ez a kifejezés nagyobb, mint 1/2, akkor Misinek
elénydsebb a jaték. Vilagos, hogy

Plc—a<c¢,fB>2c)=P(p > 2c),
és

Plc—a<p—¢08<2)=P2c<pf+a,B<2)= // fap(z,y)dzdy,

2e<y+z,cLy<L2e
0<z<Le

ahol f,p az a és [ egyiittes stirliségfiiggvényét jeloli. Felhaszndlva f, 3 alakjat (lasd
az 2.2.5. Feladat (vii) részének bizonyitasat), kapjuk, hogy

C—CY<B 75 )

1 1
-1/ 90 = g5 (/ dy)
—at2e 27(y — x)/2(y — ) o vV +2c

1
— [y — )2y =
7r/0 \/E[ (y—2) ]y*_”% 2 0 x \/2c—x \/20—295

c 1 1_ T— c/2 2
1 T —c x—c/2
= —— | |arcsin — — |arc sm
T c =0 \/_ c/2 x:O
1 1 V2-1
:_;((0+7r/2)—ﬁ(7r/2+7r/2)) = ~ 0.2071.
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Igy Misi nyerési valészintisége

2 2—-1
P(B>2c)+ Plc—a<f—c [<2c)=—arcsin < —1—\/_
s 2c 2
2 2—1 2 2—-1 2
= —arcsin £ + V2 :—z—i— V2 :\/—_%0.7071,
s 2 2 w4 2 2

tehdt Misi v/2/2-valészintiséggel megnyeri a jatékot. fgy Misinek elonyosebb a jaték.

Ha azt a feladatot tekintenénk, hogy nincs a [0, 2¢] korldtozds, azaz a trajektéridkat a
nemnegativ félegyenesen rajzoljuk ki, akkor Misi nyerési valésziniisége P(c —a < 8 — ¢)
lenne. Hasonléan eljarva, mint az el6zéekben kaphatjuk, hogy

V2

Plc—a<pf—c) = / Jop(z,y)dady = 5

2c<y+z,cLy
0<z<c

tehat Misi nyerési valészintisége ez esetben is v/2/2. fgy ez esetben is Misinek eldnyosebb
a jaték. O

2.2.7. Feladat. (Ross [7], Exercise 7, page 470) Legyen {IV; : ¢t >0} standard Wiener-
folyamat. Jelolje 7, az a € R szint els6 elérési idejét (az 1.4.27. Definicié nyilvan értelmes
tetszoleges a € R esetén). Hatdrozzuk meg a P(m < 7_1 < 7o) valdszintiséget!

Megoldas. Mivel P(7, < 7,) =1 minden a < b esetén, kapjuk, hogy

P(T1<T,1<7'2):1—p<7',1<7'1<7'2)—P(7'1<T2<T,1)
:1—P(7'_1<7'1)—P(7'2<7'_1).

Az 1.4.55. Allitds alapjén (a=1,b=1, ill. a=1,b =2 vélasztéssal)

1
(71 71) ( 1,1 ) 1+1
1
Plro<t 1) =P(T_19=2) = ——
(7'2 7'1) ( 1,2 ) 1+2
igy

P(m < <T) =1 L1
T T_ H)=1—=—==-.

1 1 2 5 3 6

O

2.2.8. Feladat. Legyen {W; : ¢t >0} egy standard Wiener-folyamat és 0 < t; < ¢y <
... <t,,n €N adott valés szamok. Hatdrozzuk meg (W; ,..., W, ) strlségfiiggvényét!

1. Megoldas. Mivel egy standard Wiener-folyamat Gauss-folyamat, a véges dimenziés
eloszlasai tobbdimenziés normalisak. FEzért (W,,,..., W, ) n-dimenziés normaélis eloszldst,
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és akkor és csak akkor van siirtiségfiiggvénye, ha kovariancia-matrixa invertalhato.

(Wi, ..., W, ) véarhato érték vektora m := 0 € R", és kovariancia-méatrixa
th ti 31
t1 to o to
D:= |t t2 3 t3
toty t3 t,

Vegyiik észre, hogy

1 00
110
1 11
1 11

o O

1

Wy,
Wi, — W,
Wi, — W,
Wi, —Ws, |

Wy,
Wi,
th ~ N(O, D)
Wi

n

Ekkor

A tovabbiakban B-vel jeloljiik az eléz6 egyenléség baloldaldn szerepld (n x n)-es métrixot.

Felhasznalva, hogy W, ,W,, — W, .

Wi,
Wi, — W,
Wi, — Wa,
Wi, = W,

lgy D =BD'BT és ezért

~N(0,D" := diag(ti, to — t1,... , ty

Wy, — W, fiiggetlenek, kapjuk, hogy

— tn1)).

det D = (det B)(det D')(det BT) = det D' = ty(ty —t1) - (tn — tn_1)

=1

Ezért det D > 0, ésigy tényleg létezik (Wi, ..

alaku

f(xl,---,$n> = f(g):

Ekkor

(DY z—m),z—m)=((B") ' (D)'Bz,z) = (D')"'B 'z, B~'z) = (D)

1

(2n)7/2y/det D

ahol y := B7'z. Mivel z = By, kapjuk, hogy

€
T2
€3

T

1

—_ =

— = O

0
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0
0
0

Y2
Ys

etDeXp{ —%(Dl(g—m),g—m> }

n
Y1+ Y2
Y1 +Yy2+ys |,

ot

., Wi, )-nek sirtiségfiiggvénye, s a kovetkezo

Y)s
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és igy
Y1 =21, Y2=2T2—T1, Ys3=T3— T2, - Ynp=2=Tp — Tp-1-

Felhaszndlva, hogy (D')~' = diag(1/t1,1/(ta —t1),...,1/(t, — ta_1)), kapjuk, hogy

1 1 (wi—xz‘q)
/e wwn?lm“p{ 32 j

1 { 1 (33'1 — $i1)2}
expy — —————
27 (t; — ti 1) 2 ti—ti

I
=

1

()

I
=

fN(O,ti—tifl) (xl - Ii—l)a
1

ahol z(:=0.

2. Megoldas. (Vazlat) Megmutathat6, hogy

,,,,,

ahol

T
th‘WS(x‘y):'fVVtL(’y)7 x’yER’ 0<8<t’

Jw.(y)
és belathato az is, hogy

1 { (x—yz}
w. (T = —————expy———¢, T,YyeR, 0<s<t.
fwow. (@ |y) T G Y

Ezeket felhasznélva kijon a dolog. O

2.2.9. Feladat. Legyen {W;:t>0} egy standard Wiener-folyamat és 0 < t; < s < to.
Tetszoleges a,b, x € R esetén fejezziik ki & segitségével a

P(Ws<ﬂf|Wt1 = a, Wt2:b>
feltételes valosziniiséget! (Itt & a standard normalis eloszléds eloszlasfiiggvényét jeldli.)

Megoldas. Mivel

P(W, <z |W,, =a, Wy, =b) = / fwoiwi, wi, (v a,b) dy,
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elészor az fw, \w,, w, feltételes siirliségfiggvényt hatdrozzuk meg. Az el6z6 feladat nyoman

st,Wt17Wt2 <y7 a, b) _ th17Ws,Wt2 <a7 Y, b)
thl Wiy (a b) th1 Wiy (a b)
a b—y)2
\/H exp{= 2t1}\/ﬁ exp{— 355 o - exp{—. 45}
27rt1 p{ 2t1}\/T p{ 2(t2 tl)}
_ Vie — 1 exp{—l ((y—a)2+(b—y)2_(b—a)2)}
V2m(s —t1)(t2 — s) 2\ s—t ty — s to — 11
1 A
€ .

(s—t1)(t2—s)
Vo —t;_tf

fwowe, wi, (Y] a,b) =

Elvégezve a megfelel6 atalakitasokat kapjuk, hogy

1 1 (s —t1)(ta — 9) 1 1 a b
A=-Z [ 29
2 (s=t1)(ta=s) ty — 11 S—t1+t2—8 4 S—t1+t2—8 Y

to—1t1
a? b? (b— a)2]

S—tl tQ_S tg—tl

11 < _a(t2—3)+b(s—t1))2.

T (s—t1)(ta—s) _
2 =t
Legyen
CL(tQ — S) + b(S - tl) S — tl

= — h—qg)—"

t2_t1 a_'_( a)t2_t1>

o = (s Dtz — ) > 0.
to — 11

Ezekkel a jelolésekkel

st | Wiy , W, (y | a, b) = fN(m,Ug)(y)a Yy e Rv

azaz Wenek (W, W,,)-re vonatkozé feltételes eloszlasa (0 < t; < s < tp) normadlis
closzlas. Ekkor

PW, <z |Wy, =a, Wy, =b) = P(N(m,c?) < )
= P(eN(0,1) +m < 2) = P(N(0,1) < =) = o(“=7).

2.2.10. Feladat. (Ross [7], Exercise 5, page 470) Legyen {W; : t>0} standard
Wiener-folyamat és 0 < t; < t9 < t3 tetszOlegesen rogzitettek. Hatarozzuk meg az
E(W,, W,W,,) vérhaté értéket.
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Megoldas. Eloszor megmutatjuk, hogy E(|W;, Wi, Wi,|) < 0o, melynek kovetkezményeként
E(W;, W,Wi,) létezik. A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség alapjan

E(IW, Wi, W) < \/E(Wi)E(WéWé) = VEEWRWE) < VEEW,)E(W;))!
= /1, (3t23t2)V/* = /3t tats < 0.
Mivel (Wi, Wy,, W, ) héromdimenziés normalis eloszldsi valdszintiségi valtozé 0 varhaté
értekkel stiriiségfiiggvényére fenndll, hogy (szérdasmatrixat D-vel jelolve)

1 1,
f(Wt17Wt27Wt3)(w1’ x27$3) = (27()3/2\/@ eXp{ — §<D 1$, ZL‘>} = f(th,WtQ,th)(_xla —To, —J,‘g).

fgy az y = —x helyettesitésel kapjuk, hogy

—+00 —+00 “+o00
E(W,,W,W,,) = / / / 12973 f(wi, Wi, Wiy) (T1, T2, ¥3) dzy dg dg

= _E(Wt1Wt2Wt3)7
ezért E(W,Wi,Wy,) = 0. A helyettesités soran a transzformacié Jacobi-matrixa deter-
mindnsanak abszolit értéke 1 lesz, ugyanis y(x) = —x Jacobi-métrixa
-1 0 0
o -1 0|,
0o 0 -1
és ennek determinansa —1. O

2.2.11. Feladat. Legyen {W; :t>0} egy standard Wiener-folyamat és a, := d(n)/n,
n € N, ahol d(n) jeloli az n € N természetes szam pozitiv osztéinak szamat. Mutassuk

P <{w € Q| Jim W, (w) = o}) =1

Megoldas. Mivel egy standard Wiener-folyamat trajektéridi 1-valoszintiséggel folytonosak
és P(Wy=0) =1, kapjuk, hogy

meg, hogy

P <{w € Q[ lim Wi(w) = 0}) ~1.

[gy elég azt megmutatni, hogy lim, .o a, = 0. Végiggondoljuk, hogy d(n) <2y/n,n € N.
Ha ny|n, Ugy n = niny valamilyen ny € N-re és ny </n vagy no </n teljesiil
(ellenkezd esetben a szorzatuk nagyobb lenne, mint n). Ezért azon (ni,ny) parok szama,
melyekre nins =n teljestil legfeljebb 24/n. fgy a rendoér-szabaly és

din) _2yn 2

0<a,=—*<—=

alapjan kapjuk, hogy lim,,_,. a, = 0. U
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2.2.12. Feladat. Legyenek XY, 7 wvalés értékli valdsziniiségi valtozdk ugyanazon a va-
16szintiségi mezén. Hatdrozzuk meg a kovetkezd esetekben az E(X |Y) feltételes varhaté
értéket:

(i) X = f(Y)+Z, ahol f:R — R L;-integralhaté fliggvény és Z 1 paraméterti Poisson
eloszlasu valoszinliségi valtozo, mely fiiggetlen Y-tdl,

(ii) X =W, Y =I0400)(Ws), ahol £ > s> 0 és {W; :t >0} standard Wiener-folyamat,

(ili) EX? < 400, EZ? < 400 és 1étezik olyan h: R — R Borel-mérhetd fiiggvény, melyre
Z = hY) é E[Xg(Y)] = E[Zg(Y)] minden olyan ¢ : R — R Borel-mérhetd
fiiggvényre, melyre E(g(Y))? < +oo.

Megoldas.
(i) Ekkor

EX|Y)=E(f(Y)+ 2|Y)=E(f(WM)[Y)+EZ|Y)=fYV)+EZ = f(Y) +1,

mivel f(Y) o(Y)-mérhet6 és Z fiiggetlen Y-tdl.
(ii) 1. Megoldas. Ekkor

E(X ’ Y) - E(Wt | H(0,+OO)(W8)) = E<Wt — W+ Wi | ]I(O,+OO)(WS))
- E(Wt - Wi | ]I(O7+OO)(WS>) + E(Ws | H(O,-I-OO)(WS))'

Mivel a (g 400)(W;) val6szinliségi valtozo altal generdlt o-algebra benne van az F)V =

o(W,,0<u<s) o-algebraban és W, — W, fiiggetlen az FYV c-algebratdl kapjuk, hogy

S

E(Wt - Wy | H(O,JrOO)(WS)) =K (E(Wt — Wy | ]I(O,+OO)(W8)) |]:sW)
=K (E(Vvt - Wy | ‘FSW) | ]I(O,-l—oo)(Ws)) = E(O | I[(0,-1—00)(VVS>> = 0.

fgy
E(X|Y) = E(W, | L,1o0) (Ws)).
Itt
E(W; [ L0,400)(Ws)) = E(Ws | 0(T(0,400) (W) = E(W, | F),
ahol

F 1= 0(lp.4m0(W3)) = {0,2,{W, > 0}, {W, <0} }.

Ekkor E(W | F) aza &r:Q — R (P-m.m. egyértelmilen meghatdrozott) valészintiségi
valtozo, melyre

(i) & F-mérhets, Eléx| < 400,

(ii) minden A € F esetén E(Exl4) = E(W,l4).
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Felhaszndalva, hogy &r JF-mérhetd, megmutatjuk, hogy léteznek olyan c¢i,co € R valds
szamok, hogy

5]—‘ = Cl]I(foo,O}(Ws) + CQI[(O,+00) (Ws)
Tegyiik fel, hogy wi,ws € Q olyanok, hogy W(wy) <0, Wi(wsy) <0 és
a1 = {r(wr) # Er(w2) =: as.

Az F o-algebra elGallitdsa alapjan, felhasznalva, hogy a; # as, kapjuk, hogy

&7 ({an}) = {W, <0} = &' ({a2})-

Ekkor azonban a; = as, ami ellentmondds. gy &7 a {W, <0} halmazon konstans.
Hasonléan belathato, hogy &7 a {W, > 0} halmazon is konstans.

Az E(&xly) = E(Wly), A € F feltétel részletesen kiirva azt jelenti, hogy
(1) E¢r = EW,
(2) E(€rLo,400)(Ws)) = E(Wilo,100) (W5)),
(3) E(€FL—o00(W5)) = E(Wil(—oo,0(W5)).

Felhasznédlva &r eldéllitasat, (1) alapjan kapjuk, hogy

C1 +CQ

0=EW, =, P(W, <0) + e,P(W, > 0) = =,

igy ¢o = —cq. Hasonléan, (2) alapjan,
coP(Wy > 0) = E(W Lo 100 (W5s)),

igy
Co = QE(WSH(Q.’_m) (WS))

Valamint (3) alapjén,
aP(W, <0) = E(W,I[(_,0(W5)),
és igy
Ccl = 2E(WSH(_OO’0}(WS)).

Mivel W, normalis eloszldasi 0 varhato értékkel és s szorasnégyzettel, kapjuk, hogy

2/00 1 _%zd 2 [ _32}“” 28(0 1) 2s
Cy = T e = dr = —se” 2 =—4/—(0—1)=1/—.
? 0 V2ms \V27S =0 T T
Ezért

2s 2s _ 2s
7 =EW: L0100 (W) = 4/ ?]I(O,-FOO)(WS) — ?H(_m,o](Ws) = (-1} H”’*""’(WS)\/ —
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2. Megoldas. Ekkor

E(X ’ Y) - E(Wt | H(O,-H><>)(VVS)) = E<Wt — W+ Wi | ]I(07+OO)(WS>)
=EW: = Wi | Lig,+00) (W5)) + E(Ws [ L0, 100) (W5))-

Mivel a I o0) (W) valdszintiségi valtozé dltal generdlt o-algebra benne van az F)V =

o(Wy,0<u<s) o-algebraban és W, — W, fiiggetlen az F, o-algebratdl kapjuk, hogy

E(W; — W [ Lo, 400)(W5)) = E (E(W; — Wy | Lo, 1.00) (W) [ FY)
=E (E(W, = Wy | F") | T0,400) (Ws)) = E(0| Lg 400 (W5)) = 0.
fgy
E(X 1Y) = E(Ws | Lo 400 (W)

Megmutatjuk, hogy tetsz6leges s > 0 esetén W, eloszldsa megegyezik (—1)Y ¢l el-
oszlasaval, ahol Y =T o0\ (77), tovabba & és n fliggetlen, N(0, s)-eloszlasi valdszintiségi
valtozok. Ekkor ¢ és Y is fiiggetlenek. Kiszdmoljuk (—1)YT[¢] siirtiségfiiggvényét.
El6szor az eloszlasfiiggvényét szamolva

F_pyyeg(2) = P((=1)" e < 2) = P((=1)"H¢] < 2]n > 0) P(n > 0)
+P((-1)"¢] < z[np < 0)P(n <0).

Mivel ¢ és n fiiggetlenek,

1 1
F_qyv+e(2) = 513((—1)215\ <z|lnp>0)+ 513((—1)\51 <z|n<0)
1 1
= §P(|§| <z)+ §P(|§| > —2)
1 2 11 2
= 5P (|N(0,1)\ < %) +5- 5P (W(o,1)| < —%) :
Ezért
1+ 3P(JNV(0,1)| < %) ha z>0,
Froprag(e) =9
35— 3P(N(O, )| <~-2%) ha z<0
fey

feyyg(z) =

Mivel, ha z >0

F‘N(o,l)‘(z) = P(—2z < N(0,1) < 2) =2P(z) — 1,

és 0, ha z<0, kapjuk, hogy

B QfN(O,l) (Z) ha 2z > O,
f‘N(O,l)‘(Z) =

0 ha 2z <0.
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Ezek miatt, ha z >0, kapjuk, hogy

1 Z 1 1 _l<i)2 1 L2

_ 1e((2) = —=2 — ] = — e 2\Vs) = e 2,
f( DY+ |£|( ) 2\/5 fN(O,l) (\/—) \/g\/% \/%
1

»

ha pedig z <0, ugy

f () 1 of ( z ) 1 _
_1\Y+1 )= — i = —=
(DY H1| 2,/s N(0.1) NG Vs 2 Vors
[gy minden z € R esetén

1

f(*l)y+1|§|(z) = \/2—7T86‘éi = st(Z)'

Ezért

E<X | Y) = E(Ws | H(O,-i—oo)(Ws)) = E((_l)y+1|€| |]I(0,+oo)<n)) = (_1)Y+1E(|§| |H(O,+oo) (77))
= (=)' E(f¢)).
Felhasznélva, hogy

B(eD = VAEIVO,1)| = vay

kapjuk, hogy
2s 2s
E(X|Y)=/=(-D)"" = (=1)""/=.
(X[¥) = 2= (2
A fentiekbdl specidlisan az is addédik, hogy ha {Wt(l) ct>0} és {VVt(Q) :t >0} flggetlen
standard Wiener-folyamatok, akkor minden s > O-ra W eloszlésa megegyezik

(—1)H(0,+oo> (Wi (—1) ‘ WS(Z) | eloszlasaval.

(iii) Legyen F =o(Y). Ekkor Z = h(Y) miatt Z F-mérhet§ és az EZ? < oo feltételt
is figyelembe véve Z € L*(Q), F, P). Valamint szintén a feltételek miatt, felhasznalva azt
is, hogy L?(2, F, P) minden eleme el6all g(Y) alakban, ahol g:R — R megfelelé Borel-
mérheté fliggvény (ugyanis F = o(Y) miatt, az F-mérhetd fiiggvények az Y mérhetd
fliggvényei), kapjuk, hogy E((X — Z)V) =0 minden V € L*(Q, F, P) esetén. A feltételes
varhaté érték ortogonalis projekcids definicidéja miatt ez pontosan azt jelenti, hogy

E(X|Y)=E(X|F) =2 =h().
O

2.2.13. Feladat. Legyen {X; : t >0} egy olyan nulla varhaté értékii Gauss-folyamat,
hogy tetszoleges 0 < s <t esetén E(X,X;) csak (t—s)-tdl fiigg. Igaz-e, hogy {X;:t >0}
erésen stacionarius folyamat?

Megoldas. A valasz: Igen. Indoklds: Egy Gauss-folyamat véges dimenzids eloszlasai
normalisak, igy ezeket a karakterisztikus fiiggvényiikre gondolva egyértelmiien meghatarozza
a varhato érték vektoruk és a kovariancia matrixuk. Jelen esetben a varhato érték 0, és
a feladatbeli feltétel pont azt adja, hogy a kovariancia méatrix is jol viselkedik eltolassal
szemben. U
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2.3. Martingalok

2.3.1. Feladat. Legyen {&,F; :t>0} egy martingdl, g : R — R pedig olyan konvex
fiiggvény, melyre E|g(&)| < +oo minden ¢ > 0-ra. Mutassuk meg, hogy {g(&),F: : t >0}
szubmartingdl. Specidlisan, {|&], F; :t >0} szubmartingdl.

Megoldas. Az 1.6.5. Definici6 feltételeit kell leellendrizni.

(i):  g(&) Fi-mérhetd, mert & Fi-mérhetd és 1-dimenziéban minden konvex fiiggvény
folytonos (és igy mérheté is). Részletesebben kiirva, minden B € B(R) Borel-halmazra
fennall, hogy

{weQ:g&w) eB={weQ: &w) eg (B} ={weQ:we (G og (B}

Igy, mivel ¢ folytonos, ¢g~*(B) € B(R), és ezért & (g '(B)) € Fi.
(i): Elg(&)] < +oo,t >0 a feladat feltételei miatt teljestl.

(iii): Mivel E|¢| < 400 minden t > 0-ra, a feltételes Jensen-egyenl6tlenség szerint minden
0<s<t<+oo esetén

g(E(& | Fs)) <E(g(&) | Fs) P-mm.

Megjegyezziik, hogy ez nem mas, mint az aldbbi Jensen-egyenlétlenség feltételes alakja

9(E&) <Eg(&), t=0.
Mivel {&,F;:t>0} martingal, E(& |Fs) =& P-mam., és igy

9(&) <E(g9(&) | Fs) P-mam.

Felhaszndlva, hogy g¢(x) := |z|, x € R konvex, {|&|,F: :t>0} szubmartingalsdga mar
kovetkezik. 0

2.3.2. Feladat. Legyen {W,:t>0} egy standard Wiener-folyamat. Mutassuk meg, hogy

(i) {W;:t>0} martingél,

)
(ii) {W2—t:t>0} martingdl,
(iii) {e/™i—#°/2 ¢ >0} martingdl, ahol A € R tetszéleges valds szdm,
)

(iv {fot W,du— sW32: >0} martingdl,
az {FV :t >0} filtraciéra nézve.

Megoldas. Az 1.6.5. Definicio feltételeit kell leellenérizni mind a négy esetben.
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(i): Nyilvan W; FV-mérhets és E|W;| < +o0o, mert W; ~ N(0,t). Legyen a tovdbbiakban
0<s <t < +oo. Ekkor

E(W, | FV) = R(W, = Wy + W | FV) = R(W, — W, | FV) + E(W, | FY).

Megmutatjuk, hogy W, —W, fiiggetlen FV-tél minden 0 < s <t esetén. Valdban, (1.5.4)
és (1.5.6) alapjan minden s > O-ra

FW:a(Wu:0<u<s):0< U O'(th,...,Wtk)>
0t <<t <s,keN
és
U(th, Wt2, ceey Wtk) = O'(th, Wt2 — th, ey Wtk — Wtkfl)'
Mivel {W, :t >0} fiiggetlen névekményti, W, —W; fiiggetlen a Wy, Wy, =Wy, ..., Wy, —

Wi, . novekményektol, igy a fenti eldéllitds miatt a o(Wy,, Wiy, ..., W, ) o-algebratdl is.
Tehat W, — W, figgetlen az

U oWy, ..., W) uniétdl is.

0t <<t <s,keEN
A j6 halmazok modszerével pedig konnyen belathatd, hogy fliggetlen a fenti unié altal ge-
nerdlt o-algebratdl, azaz FYV-t6l is.
fgy
E(W, | F)') =E(W, — W,) + W, =W, P-m.m.

Megjegyezziik, hogy a 1.6.9. Allités alapjan az (i) rész allitdsa kozvetleniil is adddik,
hiszen egy standard Wiener-folyamat fiiggetlen névekményti és azonosan 0 a varhaté érték
fiiggvénye.

(ii): Nyilvan W2 —t¢ FV-mérhetd és
E|W? —t| <EW?+t=t+t < +oc.
Tovédbba minden 0< s <t esetén, Wy — W, és FIV fiiggetlensége alapjan

E(W? —t|F) =EW2 | FY) =t = E(W, = W, + W)* | FYY) —t

(Wy — W)+ 2(W, = WOW, + W2 | FIV) —t

(We = W [ FLY) + 2WEW, — W | F) + W2 —t

Wi — W2+ 2WEW; — W) + W2 —t = EWN(0,t —s))* + W2 — ¢
—s—i—W2 t—Wz—s P-m.m.

OWe—t62 /2 ]_—W

(iii): Nyilvan e mérheto és

2 2 2 2
E eewﬁta?/z _ Eeewﬁte?/z _ eft92/2EeGWt — /2E6N(0,9 t) _ 10 /2et9 /2 _ 1 < 4+00.
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0,0%t) t02/2

Ugyanis, az alabbi szdmolasokbdl (is) kovetkezik, hogy REeMN( . Tovabba minden

0<s <t esetén, Wy, — W, és FIV fiiggetlensége alapjan

=€

E(eewt—w?/Q | _7_—W) _ €—t02/2E(€9Wt |]_—W) _ e—tHQ/QE(GQ(Wt—WS)GGWS |]_—W)

_ €—t02/260WSE<69(Wt—WS) |]_—SW> 6—t02/260W3E(60(Wt—W9))‘

Ekkor
O(Wi—W) T e 1 —
E(e ) = N e \/ﬁe 20=9) du
- —m /OO exp{ — —Q(tl— 3 (2 —2(t — s)@x)} dx
_ \/ﬁ/:oexp{ - ﬁ[(m —(t—5))? — (t—s>292}}dx
(t — 5)0? too x— (t—s)0)*

N 27T(1t—s) exp{ : 2> }/oo exp{ = 2((;—3)) ) }dx
~ exp { (t —25)92}

fgy

_102 — 102 —5)62 —56°
]E(egwt /2 | .FSW) = o 072 0Ws o(t=8)07/2 — OWs=567/2 P-m.m.

(iv): Nyilvan f(f W, du — W3 FV-mérhetd és

“(

Tovabbd minden 0<s <t esetén

t s t
E(/ Wudu—%Wf ]-"SW>:IE(/ Wudu+/ Wudu—é(Wt—Ws—i—Ws)?"FsW)
0 0 s

s t
:/ Wudu+E</ Wudu‘f:")
0 s

1
= GE((W = W 4 3(W, = W)W+ 3(W, = WW? + W} | 7).

¢ 1 ¢ 1 ¢ 1
/Wudu—gwf) <E(/ |Wu|du+§|Wt|3) :/ ]E|Wu|du+§IE|Wt|3<~|—oo.
0 0 0

Felhaszndlva, hogy 0<s <t esetén W, — W, és FV fiiggetlen, kapjuk, hogy

t t t
E(/ Wudu‘F!‘/):]E(/ (Wu—Ws)dqu/ Wsdu‘fsw)

—E (/:(Wu — W) du) 4 E ((t— )W,

7
= /tE(Wu — W) du+ (t — s)W, = (t — s)W,.
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fgy

t 1
]E(/ W, du — ~W} ]—"SW)
0 3

s 1
— / W, du+ (t — s)W, — 3 (E(m — W2 + 3W,E(W, — W,)? + 3W2E(W, — W,) + Wj)
0

s 1 s 1
:/ Wudu+(t—s)WS—5(3(t—s)Ws+W§):/ Wudu—§Wf.
0 0

O
2.3.3. Feladat. Legyen {W,:t>0} egy standard Wiener-folyamat. Mutassuk meg, hogy

eWet/2 . ¢ >0 olyan L;-ben korlatos martingdl, mely egy valdszintiséggel konvergens, ha
t — 400!

Megoldas. Az 2.3.2. Feladat (iii) része alapjan kapjuk, hogy tetszéleges 6 € R esetén
{69Wz—92t/2’ t > 0}
martingdl. Specidlisan, 6 = 1-el kapjuk, hogy {e"**/2 t >0} martingal.
Ahhoz, hogy Li-ben korlatos azt kell megmutatni, hogy

sup E

‘ewt—t/Q
t=0

‘<+oo.

Mivel az exponencidlis fiiggvény nemnegativ és a martingalsdg miatt minden ¢ > O-ra
EeVt=t2 = Eeo=0/2 — Eeb = |

kapjuk, hogy

‘eWt’t/Q =1 < 4o0.

sup lE
>0

A Wiener-folyamatra vonatkoz6 nagy szamok erés torvénye alapjan (1dsd az 1.4.16. Alh’tést)

P w e Q‘ lim Wi(w) =0 =1.
t—+o00 t

oWe—t/2 _ et(%—%)

Mivel

Y

kapjuk, hogy a fenti kifejezés kitevoje 1-valdszintiséggel —oo-hez tart, ha t — +oo. fgy
kapjuk, hogy a megadott martingal 1-valdszintiséggel 0-hoz konvergal. O
2.4. Poisson-folyamat

2.4.1. Feladat. Legyen {N; :t>0} egy \-paraméterii Poisson-folyamat. Igaz-e, hogy
ekkor azon t-k halmazanak Lebesgue-mértéke, melyekre EN, = At teljestil 1-el egyenl6?

130



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

Megoldas. A valasz: Nem. Indoklas: a helyes véalasz +oo. O

2.4.2. Feladat. (Ross [7], 216. old) Jelolje & a t id6pontig egy adott teriiletre
bevandorlé emberek szamét (az id6t mérjik napban). Tegyiik fel, hogy {& : t >0} 1
paraméterti Poisson-folyamat.

(1) Vérhatéan mennyi id6 telik el a 10. bevandorlé érkezéséig?

(2) Mi a valészintisége, hogy a 10. és 11. bevandorl érkezése kozott eltelt id6 legalabb
2 nap?

Megoldas.

(1) Az E(Tyy) véarhaté értéket kell kiszdmolni. Mivel egy p-edrenddi, X paraméterti
gamma eloszlds varhaté értéke p/A és Tip ~ I'(10,1), kapjuk, hogy E(7T1) = 10.
Tehat 10 nap a valasz.

(2) Pl >2) = e? ~ 0.13533.
O

2.4.3. Feladat. (Ross [7], 220. old) Jeldlje & a t idépontig egy A orszagba bevandorld
emberek szaméat (az idét mérjiikk hetekben). Tegyiik fel, hogy {& : ¢ >0} 10 paramétert
Poisson-folyamat. Feltételezve, hogy minden bevandorl6 1/12 valdsziniiséggel orosz, mi
a valosziniisége, hogy februar folyaméan egyetlen orosz szarmazasi bevandorlét sem re-
gisztralnak az A orszagban?

Megoldas. Az 1.7.12. Allitds alapjdn az A orszdgba februdrban bevéndorlé orosz szérma-
zésiak szama Poisson eloszldsi 4-10-1/12 = 10/3 paraméterrel, mert februdr 4 hétbél all.
Igy a keresett valoszintiség

o!

Egy masik megoldds: jelolje 7?, az elsé orosz bevéandorlé érkezési idejét, mely az 1.7.12.

Allitas alapjan exponencidlis eloszldsu % paraméterrel. A keresett valészintiség:

(10/3)06710/3 — o10/3

10

P, > 4) = e 2% = ¢719/3 & 0.0356739.
O

2.4.4. Feladat. Péter készitett egy gépet, mely két egymastol fiiggetleniil miikodo egység-
bél all, nevezziik ezeket A és B egységnek. Az A egység élettartama exponencialis
eloszlasui 1000 ora varhato értékkel, a B egység élettartama exponencialis eloszlasu
500 ora véarhato értékkel. Peti beinditja a gépét. Mi a valdszintlisége, hogy amikor az
meghibédsodik, akkor az az A egység hibaja miatt torténik?
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Megoldas. Felhaszndlva a (1.7.12) képletet A; = 1/1000 és Ay = 1/500 valasztassal,
kapjuk, hogy a keresett valoszintiség

/1000 1 1
1/1000 +1/500 142 3

4

2.4.5. Feladat. (M/G/oc témegkiszolgalasi modell) Tekintsiink egy olyan benzinku-
tat, ahol végtelen sok helyen lehet tankolni. Jelolje & a ¢ id6pontig a kithoz érkezd tan-
kolék szamat, feltételezziik, hogy {& :t >0} A paramétert Poisson-folyamat. Egy tankol6
megérkezésekor azonnal megkezdodik a kiszolgalasa valamelyik rendelkezésre allo kutnal.
valtozok, G eloszlasfiiggvénnyel. Jelolje X, a t idépontig teljesen kiszolgalt tankolok
szamat, Y; pedig a t idépontban kiszolgalas alatt levo tankolok szamat. Hatarozzuk meg
X, és Y, eloszlasat!

Megoldas. (Ross [7], 225. old. alapjan) Legyen ¢t > 0 rogzitett. Nevezziink egy
tankolét I-tipusinak, ha kiszolgdlasa befejezodik a ¢ idopontig, és nevezziik II-tipusinak,
ha kiszolgaldsa nem fejezédik be a t id6pontig. Ha egy tankolé az s (0 < s <t) idépontban
tér be a benzinkuthoz, akkor akkor lesz I-tipusi, ha kiszolgalasi ideje kisebb, mint ¢ — s.
Mivel a kiszolgélasi id6 G eloszldsfiiggvényti, ennek a valészintisége G(t — s). Hasonlban,
ha egy tankolé az s (0<s<t) id6pontban tér be a benzinkuthoz, akkor 1 — G(t — s)
valészintiséggel lesz Il-tipusi. Legyen az 1.7.19. Allitdsban k = 2, pi(s) = G(t — s),
pa(s) =1—-G(t—s), 0<s<t, igy kapjuk, hogy X; Poisson eloszlasi, melynek paramétere

E(X,) :)\/Otpl(s)dSZ)\/otG(t—s)ds:/\/tOG(y)(—l)dy:/\/otG(y)dy.

Hasonlbéan Y; is Poisson eloszldsi, melynek paramétere

EY, — )\/Ot(l _G(t—s))ds = )\/Ot(l — G(y)) dy.
O

2.4.6. Feladat. Ebben a feladatban az autébalesetek szamat vizsgaljuk. Tegytik fel, ha
valakinek még nem volt autobalesete, akkor az altala elszenvedett autébalesetek szamét az
id6 figgvényében [ paraméterti Poisson-folyamat irja le. Abban az esetben, ha mar volt
autdbalesete, akkor azt feltételezziik, hogy az altala elszenvedett autobalesetek szamat az
id6 fiiggvényében « paraméterii Poisson-folyamat irja le. (Ugy gondoljuk, hogy [ < a.)
Varhatéan hany balesete lesz az egyénnek az elkovetkezo t iddintervallumban?

Megoldas. Jelolje & az egyén altal a ¢t idopontig elszenvedett autdobalesetek szamat,
X pedig az egyén elsé autobalesetének idépontjat. Mivel az elsé baleset bekovetkezéséig
eltelt id6 nem més, mint a [ paraméteri Poisson-folyamat esetén a T; varakozasi ido,
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ami pedig [ paraméterii exponencialis eloszlast, igy a teljes varhaté érték tétele alapjan
kapjuk, hogy

+00 +0o0
E&, = /O E(&| X = s)fx(s)ds = /O E(& | X = s)Be P ds.

Ha s>t, akkor E(&|X =5s) =0, igy

EE, = /tE(gt | X = s)Be P ds.
0

Felhasznalva azt, hogy az els6 baleset bekovetkezése utan a balesetek mar « paraméterii
Poisson-folyamat szerint kovetkeznek be, megmutatjuk, hogy az E(&|X = s), 0<s<t
feltételes varhaté érték megegyezik az « paraméteri Poisson-folyamatban ¢ — s id6 alatt
bekovetkezé balesetek dtlagos szaménak eggyel novelt értékével. (Heurisztiusan azért kell
eggyel névelni, mert a feltétel azt mondja, hogy 1 baleset mar volt.) A pontos indoklas
a kovetkezo. Legyen {fta) :t>0} egy « paraméteri Poisson-folyamat, mely fliggetlen
X-t6l. Ha 0<s<t, ugy

E(&|X =s) =E(& | X =) +E(& —&| X =) =E(1| X = s) + E(E™) | X = s)
=14+ EY =14 a(t—s).

Ezért

_ [ B ds — et R
]Eft—/o(l—i—a(t s))Pe ds-ﬂ(1+at)[_ﬁ]0+5a/o se "*ds

t
= (14 at)(e? —1) + ate™? — a/ e P ds.
0
Innen egyszerli szamolds mutatja, hogy

Eft—1+at—%+eﬁt<%—1>.

l

2.4.7. Feladat. A Lazbérci viztarozéban a viz mennyisége naponta atlagosan 1000 egy-
séggel csokken. A véletlenszeriien el6forduld esézések folyamatosan ujratoltik a viztarozot.
Jelolje & a t id6pontig az esézések szamat (az id6t napban mérjik), feltételezziik, hogy
{& :t >0} 0,2 paraméterii Poisson-folyamat. Egy es6zés alkalmaval a viztarozéban levé
viz mennyisége vagy 5000, vagy 8000 egységgel novekszik, ezek valoszinlisége legyen rendre
0,8 ill. 0,2. Tudjuk, hogy a jelenlegi vizmennyiség 5000 egység.

(1) Mi a valdszintisége, hogy a viztarozé 5 napon beliil kiiiriil?

(2) Mi a valdsziniisége, hogy a viztarozé az elkovetkezendé 10 napban valamikor iires
lesz?
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Megoldas.

(i) Az adatok figyelembevételével kapjuk, hogy annak a valdsziniisége, hogy a viztdrozé 5
napon beliil kiiiriil egyenld annak a valészintiségével, hogy 5 napig nincs esd, amit ugy is
fogalmazhatunk, hogy a 0,2 paraméterii Poisson-folyamatban az elsé varakozasi id6, T3
nagyobb, mint 5 nap. Mivel T} exponencidlis eloszlasia 0,2 paraméterrel

P(Ty >5) =e %% =¢ 1.

(ii) Az 1.7.12. Allités alapjan dolgozunk. Egy esézést mindsitsiink [-tipusinak, ha az 5000
egységgel noveli a viztarozo vizkészletét (ennek valésziniisége 0,8), és II-tipusunak, ha 8000
egységgel (ennek valdszintisége 0,2). Jelolje é’t(l) a t id6épontig az I-tipusi esézések szamat,
ft@) pedig a t id6pontig a II-tipusi esOzések szamat. Az 1.7.12. Allit4s szerint {gt“) (1 >0}
0,2-0,8=0,16 paraméterii Poisson-folyamat, {552) :t>0} 0,2-0,2=0,04 paraméterti
Poisson-folyamat és egymastdl fliggetlenek. Az adatok figyelembevételével kapjuk, hogy 10
napon beliil gy lehet valamikor iires a viztarozd, ha nincs esé az els6 5 napban; vagy 1
darab I-tipusu, 0 darab II-tipusi es6 van Osszesen, és ez az 1 darab I-tipusu es6 az els6
5 nap valamelyikén kovetkezik be. Valoban, példaul, ha a harmadik napon van 5000 egység
esO, akkor

1. nap | 2. nap | 3. nap | 4. nap | 5. nap | 6. nap | 7. nap | 8. nap | 9. nap | 10. nap
vége vége vége vége vége vége vége vége vége vége \
4000 3000 7000 6000 5000 4000 3000 2000 1000 0

vagy ha az 6todik napon van 5000 egység eso, akkor

1. nap | 2. nap | 3. nap | 4. nap | 5. nap | 6. nap | 7. nap | 8. nap | 9. nap | 10. nap
vége vége vége vége vége vége vége vége vége vége
4000 3000 2000 1000 5000 4000 3000 2000 1000 0

Kihasznélva a két Poisson-folyamat fliggetlenségét és (i)-t, kapjuk, hogy a keresett valészintiség
et 4 P<{1 db I-tipusi esé és 0 db II-tipusi es6 az els§ 5 napban}
N {nincs es6 az utolsé 5 napban}) =e P(Tl(l) < 5,T2(1) > 10,T1(2) > 10)
=e '+ P(TY <57 > 10)P(T® > 10).

Itt felhivjuk a figyelmet, hogy abbdl, hogy az idét napban mérjik, a {7} 1(1) <5} esemény

) <5} esemény azt jelenti, hogy az

nem egyezik meg a {Tl(l) < 6} eseménnyel, mert a {T1(1
els6 I-tipust es6 bekovetkezésének ideje a [0,5] intervallumban van (azaz az els6 5 nappal
bezardlag), mig a {Tl(l) < 6} esemény azt, hogy az els6 I-tipusi es6 bekovetkezésének ideje
a [0,6) intervallumban van (azaz a 6. nap vége eltt). gy {Tl(l) <5} C {Tl(l) < 6} és
a két esemény nem egyezik meg (valéban, ha pl. Tl(l) = 5.5, az azt jelenti, hogy mar a 6.
napon esik az elsé [-tipust es6, és nem az els6é 5 nappal bezardlag). Mivel Tl(z) ~ Exp(0,04),

Tl(l) ~ Exp(0,16) és T2(1) ~1(2;0,16) kapjuk, hogy a keresett valészintiség

e+ P(p < 5,m + 12 > 10)e” %0410
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ahol ny,7ny fliggetlen 0,16 paraméterli exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozok. Ekkor

5 +o0o
P(n < 5,m +m2 > 10) = / / 0,162 01@+) drdy = / ( / 0, 162016 +y) dy) dz
0 1

0—x
{z<5,2+y>10}
z,y 20,

5 +oo 5
— 07 162/ </ 6—0,1631 dy) 6—0,161‘dx — 0’ 16/ 6_0’16(10_$)€_0’16x dﬂf
0 10—z 0

=5-0,16¢ 5.

[gy a keresett valdszintiség e~! + 0, 8¢ 02,

Megjegyezziik, hogy a (ii) rész esetén gyorsabban is célhoz érhetiink. A Poisson-folyamat
memoryless tulajdonsdga folytan (az egymést kovetd es6zések kozti idék fliggetlenek)

e+ P(TV < 5,7V > 10, 7% > 10)
=e '+ P(TY <5,T1 <5,T, > 10)
= e+ P = )PP = 0)P(& = 0)

6—1 + (07 16 - 5)16—0,16-5 ((), 04 - 5)06—0,045 (O> 2- 5)06—0,25 _

-1 —0,2
1 0! 0l ¢ +0,8¢7

O

2.4.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy minden nap egymastol fiiggetleniil elvégziink egy kisérle-
tet, melyben megfigyeliink egy p (0 < p < 1) valdszinliségli A eseményt. Jelolje &, az
els6 n nap folyaman A bekovetkezéseinek szamat, T, pedig azt a napot, mikor az A
esemény r-edszerre kovetkezik be, r € N.

(1) Milesz &, eloszlasa?
(2) Milesz T eloszlasa?

(3) Milesz T, eloszlésa?
Megoldas.

(1) n-edrenddi, p paraméterti binomidlis eloszlds,
(2) p paraméterii geometriai eloszlas,

(3) r-edrendii, p paraméter(i negativ binomidlis eloszlés. [l

2.4.9. Feladat. Gyula és Jozsi készitettek egy jegyzetet, melyben a hibak szama X\ pa-
ramétertt Poisson eloszlast kovet. Mindketten, egymastdl fiiggetleniil ellenorizték jegy-
zetiiket. Gyula minden hibat egyméstol fiiggetleniil p;, mig Jézsi minden hibat egymastol
fiiggetlentil py valdszintiséggel talal meg (0 < pi,pe < 1). Jelolje
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1) X; a Gyula altal igen, de Jézsi altal meg nem talalt hibak szamat,

3) X3 azon hibak szamat, melyet mindketten megtalaltak,

(1)
(2) Xy a Jozsi altal igen, de Gyula altal meg nem taldlt hibdk szamét,
(3)
(4)

X4 azon hibak szamét, melyet egyikiik sem talalt meg.
Feladataink a kovetkezok:

(1) Hatarozzuk meg X, Xo, X3, Xy egylittes eloszlasat!

(2) Természetes azt feltételezni, hogy A, p1 és p, nem ismertek. Hatdrozzuk mega A, p;
és py paraméterek azon A\, p; és Dy becsléseit, melyekre

Xi=Mi(1=p),  Xo=Ap(1—p),  Xs=\piDo.

(3) Adjunk becslést EX,-re!

(4) Meg tudjuk-e mondani, hogy p; vagy ps a nagyobb?

Megoldas.

(i) Minden egyes hibat minésitsiink I.-IL.-II1.-, ill. TV.-tipustinak, aszerint, hogy azt
X1, Xo, Xy-hoz, ill.  Xy-hez szdmoljuk. Igy egy hiba p1(1 — po), po(1 — p1), pipe,
. (1 —p)(1 —po) valdszinfiséggel lesz 1-I1-IIL-, ill. IV.-tipusi. Az 1.7.12. Allitds
alapjan X1, X5, X3 és X, fliggetlen Poisson eloszlasu valészintiségi valtozok a kovetkezo
paraméterekkel:

EXl = /\pl(]- —pg), ]EX2 = /\]?2(]_ —pl), EXg = )\]?1]927 EX4 = /\(]_ _pl)(]- —pg)

(ii) Mivel
Xo 1= Xi 1-p
X3 o X3 P2
kapjuk, hogy
~ X3 ~ X3
pl—m, pZ_Xl—l—Xg’

amibél Xs = \pi1p» felhasznalésaval

3= X3 _ (X1 + X3) (X + X3)

p1p X3

(iii) Mivel EXy = A(1 —p1)(1 —ps), EXys-et becsiilhetjitk a kovetkezd médon

=~ ~ ~ (Xo + X3)(X1 + X35) ( X3 ) ( X3 ) X1Xy

EX, = A1—- 1— = l———— | |1—- = .
! (=P =P2) X3 Xo + X3 X1+ X3 X3

(iv) Még akkor sem, ha Pap Gyulardl és Gall Jézsef Mihalyrol van szo. U
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2.4.10. Feladat. Tekintsiink egy n-tagu tarsasagot, akik mikrobuszt bérelve mentek egy
lagziba. Hazafele jovet a mikrobusz mindenkit majdnem hazdig visz. Feltételezziik, hogy
a mikrobusz egymast kovetd megallasai kozott eltelt idok fiiggetlen, A\ paraméterti expo-
nencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Minden egyes megallasnal pontosan egy ember
széll le és hazasétdl, (a leszallastdl szamitott) hazaérkezésekig eltelt idék p  paraméterti
egymastdl fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozok.

(1) Jelolje S az utolsé utas leszéllasdnak idépontjat. Mi S eloszldsa?

(2) Tegyiik fel, hogy az utolsé utas a t = 1 idépontban szall le a mikrobuszrél. Mi a
valészintisége, hogy ekkor a tobbiek mar mind otthon vannak?

Megoldas.

(i) Mivel S egy A paraméterii Poisson-folyamatban az n-edik varakozési id6, igy S
n-edrendli, A paraméterii gamma-eloszlasu.

(ii) Az 1.7.16. Kovetkezmény alapjan, azon feltétel mellett, hogy S = 1, az els§ n —
1 leszallé utas leszalldsi idépontjainak egyiittes eloszldsa megegyezik a (0,1) interval-
lumon egyenletes eloszlasbdél vett n — 1  elemii rendezett minta egyitittes eloszlasaval.
Ezért a kiszdmoland6 feltételes valészinliség megegyezik a kovetkezd (,,feltétel nélkiili”)
valészintiséggel. Legyenek Xi,..., X, ; fliggetlen, a (0,1) intervallumon egyenletes el-
oszlasu valészintliségi valtozok, illetve tekintsiink &, ...,&,_1 fiiggetlen, p paraméreli expo-
nencialis eloszlasu valészintiségi valtozokat, melyek fliggetlenek az Xi,..., X,,_1 valdszini-
ségi valtozdktol is. A kérdéses feltételes valdszintliség megegyezik a

PX"V4g<1,i=1,....n—-1)=P(X;+&<1,i=1,...,n—1) valészintiséggel.

Ekkor

n—1
P(X;+&<li=1...n-1)=][PXi+&<1)=PX +& <),
i=1

és
1 -z 1
PX;+&<1)= // 1-pe ™™ dedy = / (/ e M dy) dz = / [—e‘“y]gj}_x dz
a+y<l, 0 0 0
0<z<1,y>0
1 —ul-2)1t
:/ (1—e =2 dp =1 — [6—1 =—(e" =14 p).
0 H 0 H

fgy a kérdésre a valasz:

T (e =1+ AL
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2.4.11. Feladat. Tekintsiink egy biztositd tarsasagot és tegyiik fel, hogy a biztositéhoz
bejelentett balesetek (karesetek) szdma A\ paraméterii Poisson-folyamatot kévet. A baleset

/////

valtozo eloszlasfiiggvénye legyen G.

(1) Mennyi annak a valésziniisége, hogy pontosan n darab mdar bekovetkezett, de még

/////

/////

valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F, és a kért (nemnegativ) pénzosszeg fiiggetlen
a kar bekovetkezésétol eltelt idotol. Hatdrozzuk meg az osszes mar bekovetkezett, de
még be nem jelentett (IBNR) karigény altal kovetelt pénzmennyiség varhaté értékét!

Megoldas.

(i) Gondoljunk vissza az 2.4.5. Példaban szerepld M /G /oo tomegkiszolgalasi modellre.
Egy baleset bekovetkezése fog megfelelni egy tankold érkezésének. A kiszolgalasi idonek
pedig a bejelentésig eltelt ido felel meg, aminek eloszlasfiiggvénye G. fgy, ha X, jelolia t
idopontban mar bekovetkezett, de még be nem jelentett IBNR esetek szamat, akkor X; nem
mas, mint a ¢ idépontban a rendszerben levo, még ki nem szolgalt tankolok szama. Errdl
pedig az ottani levezetésbél tudjuk, hogy Poisson eloszlasi EX; = A fot (1-G(t—s))ds =
A[I(1—G(y))dy vérhato értékkel.

Igy a keresett val6szinfiség

A= Gly)dy)
P(Xt:n):( Iy ) D) e
n:

(ii) Jeldlje Y; az dsszes, a t id6pontig mér bekdvetkezett, de még be nem jelentett karigény
altal kovetelt pénzmennyiség osszegét. Ekkor

Xy
Yi=Y %,
=1

ahol Z; jeloli az i-edik IBNR kérigény altal kért pénzosszeget. Mivel X, Poisson eloszlasu
és 21,2, ... egymastol és X;-tdl is fliggetlenek, kapjuk, hogy Y; Osszetett Poisson eloszlasi
valdszintiségli valtozé és az (1.8.3) képlet alapjan

t
EY; = EX,EZ, = )\/ (1-G(y))dy - EZ,
0

Y / (1- Gly))dy / T Fly)dy.

(Itt azt haszndaltuk fel, hogy ha £ >0 valésziniiségli véltozo, akkor

B = [ (- R,

ahol F¢ jeloli ¢ eloszlasfiiggvényét.) O
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2.4.12. Feladat. Miholdakat A paraméterii Poisson-folyamat szerint allitanak foldkoriili
palyara. A kiilonb6z6 mitholdak &ltal vilagiirben eltoltott idék egymastdl fiiggetlen, G
eloszlasfiiggvényi valdszintiségli valtozok. Mi annak a valdszintlisége, hogy egy t (¢t > 0)
id6pontban a vildglirben levé miitholdak egyikét sem az s, (s <t) id6pont el6tt allitottak
palyara?

Megoldas. Nevezziink egy mitholdat I-tipusiinak, ha az s idopont el6tt allitottak palyara,
de a t idépontban méar nem miikédik (azaz mar nincs a vildglirben), és Il-tipustunak, ha az
s id6pont el6tt allitottak palydra, és a ¢t id6pontban még miikodik (azaz még a vildgiirben
van). Jelolje ¢ az s id6pont el6tt palyara allitott miiholdak szamat, ¢ az s idépont
elétt palyara allitott I-tipust miiholdak szamat és €2 az s idépont elétt palyara allitott
[I-tipusd miitholdak szaméat. Ekkor & = &M +£@3) és € Poisson eloszldsi As paraméterrel.
Ha egy mitholdat az y, y<s idépontban allitunk palyara, akkor ezt abban az esetben
minositjitk  I-tipusunak, ha miikodési ideje kisebb, mint ¢t — y, ennek a valdsziniisége
G(t —y). Akkor minésitjiik II-tipusunak, ha miikodési ideje nagyobb vagy egyenld, mint
t —y, aminek valészintisége 1 — G(t —y).

fgy az 1.7.19. Allités alapjan @ Poisson eloszlasti, melynek paramétere

Ee® = A/Os(1 — G(t —y))dy.

Ezért a keresett valdszintiség

P(E® = 0) = ¢ Mo (1-Clt=v)dy,
O

2.4.13. Feladat. Vegyiik alapul az 2.4.5. Példdban bevezetett M /G /oo tomegkiszolgalasi
modellt. A kiszolgalasi idok kozos eloszlasfiiggvénye G.

(1) Mi a valdszintisége, hogy az elsének érkezo ,,latogatd” hagyja el elsének a rendszert?

(2) Jeldlje K; a t id6pontban a rendszerben levé (teljesen még ki nem szolgalt) latogatdk
fennmarado kiszolgalasi idejének Osszegét. Hatarozzuk meg K; varhaté értékét!

Megoldas.

(i) Legyen A az az esemény, hogy az elsének érkezo latogato elsének hagyja el a rendszert.
Jelolje Y az elso latogatd kiszolgalési idejét és X; a t idépontig a rendszert elhagyd tobbi
latogaté szamat. Az 1.7.19. Allitas alapjan X, + L{y<sy Poisson eloszlasi A fot G(t—y)dy
paraméterrel. A teljes varhaté érték tétele alapjan

P(A) = /0 Py = 104G,
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Az {Y =t} feltétellel lesziikitett valsziniiségi mezén az az esemény, hogy az elsé latogatd
tavozik elsének megegyezik azzal az eseménnyel, hogy a t ideig nem tavozik senki, azaz
Xy = 0. Igy felhasznalva, hogy X; és Y fiiggetlenek, kapjuk, hogy

P(A|Y =t) = P(X, = 0|Y =t) = P(X, = 0).

Ezért P(A) = 0+°° P(X; = 0) dG(t). A tovabbiakban a P(X; = 0) valdsziniiség
kiszamitasaval foglalkozunk. Mivel X; és 1y fuggetlenek és X; + lyy; Poisson
eloszlasi A f(f G(t —y)dy paraméterrel, kapjuk, hogy (p¢-vel jelolve egy & valdszintiségi
valtozo6 karakterisztikus fliggvényét):

exWery @) = e (X [ Ge—y)dy- (@ =1} ueR
Mivel
Priyey (W) =GB + (1= G() =Gt)(e" 1)+ 1, ueR,
kapjuk, hogy
exp {)\ fot G(t —y)dy - (e — 1)}
G(t)(e —1)+1 ’

Felhasznalva, hogy X; nemnegativ egész értékii, a karakterisztikus fliggvényre nyert képlet

u € R.

X, ('U,) =

alapjan kapjuk, hogy X; generatorfliggvénye

exp{)\fOtG(t —y)dy - (z — 1)}
Gt)(z—1)+1 ’

Gx,(2) = Bz = z e [-1,1].

Felhaszndlva, hogy P(X; = 0) = Gx,(0), kapjuk, hogy

exp{ —)\fJG(t—y)dy}

P(Xi=0) = 1—G(t)

Igy

Py~ | i iff g((;_ v} 4G ().

(ii) Legyen t > 0 rogzitett. Jelolje & a t idépontig érkezo latogatok szamat. Szamozzuk
meg a t idépont el6tt érkezd latogatdkat 1-t8l n-ig. (Az i-edik sorszamu latogatd nem
biztos, hogy az i-ediknek érkezett.) Jeldlje tovabba A;, ill. S; (a t id&pont el6tt érkezo)
i-edik sorszamu latogatd érkezési idépontjat, ill. kiszolgalasi idejét. Ekkor

&t
K, = Z(Az + S — )t

=1

ugyanis egy A; (A; <t) idépontban érkezd, S; kiszolgélasi idejii latogatd az A; + 5;
idépontban hagyna el a rendszert. Igy, ha A; +5; > t, akkor A; +5; —t kiszolgdlasi
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ideje maradt hatra, ha pedig A; +.5; <t, akkor mar nincs hatra kiszolgélasi ideje, de ekkor
(A; + S; —t)" =0, igy ez nem noveli az Osszeget.

Az 1.7.15. Tétel alapjan, ha & adott, akkor a ¢t idépont el6tti érkezések idépontjai, A;-k
fiiggetlen, a (0,¢) intervallumon egyenletes eloszldsiak. Ezért, ha & adott, akkor az egyes,
t elotti érkezések jarulékai a teljes, fennmaradé varakozasi idéhoz egymastol fiiggetlenek.
Azaz (A;+S;—t)", i=1,2,...,n figgetlenek a & = n feltételre vonatkozdan. Az 1.7.15.
Tétel alapjan azt is kapjuk, hogy minden a € (0,t), n € N esetén

P(Aiéalftzn)z%, i=1...n
fgy minden n € N esetén
&t n
(K [& =n) =B( Y (A + 8 = ) |6 =n) =E( D (4 + S = )" | & = n)
i=1 1=1
=Y E((Ai+Si—t)"[&=n) =nE((Ai+ S — )" |& = n).
i=1
Ekkor
E((A1+Sl_t)+|§t:n) :/ (‘T—’_y_t>+FA1,S1|€t<dm7dy|n)7
RQ
és
FA17S1|£t(xvy’n):FA1|£t<x‘n)F51\§t(y’n>:FAl\ft('x’n)FSl(y)
0 ha <0 vagy y <0,
=4 7G(y) ha 0<z<t y>0,
G(y) ha x>t y>0.
Ezért
t “+o00 1
B((4+Si -0 6 =n)= [ [ (@+y-t'}dndol)
0o Jo
1 t “+o00o
= - —t)d dz.
([ @ry-ndow)d
Tgy

sl =1 [ ([ wry-nd6w) g P,

ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy

EK, = E(E(K;|&)) = (Eft)%/ot (/t

—x

:A/Ot</t+oo(x+y—t)dG(y)>dx.

—x

+o0o
(z+y—1) dG(y)) dz
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2.4.14. Feladat. Egy iizemben A paraméterii Poisson-folyamat szerint fordulnak elo iizem-
zavarok és minden egyes iizemzavar, egymastol fiiggetlentil p (0 < p < 1) valdsziniiséggel
okozza az tizem leallasat. Jelolje T az iizem leallasanak idépontjat és N az ehhez sziikséges
lizemzavarok szamat.

(1) Hatarozzuk meg T-nek az N =n feltételre vonatkozé feltételes eloszlasat!
(2) Hatarozzuk meg N eloszlasat!

(3) Hatarozzuk meg N-nek T-re vonatkozé feltételes eloszlasat!

Megoldas.

(i) Feltéve, hogy N = n, T n darab fiiggetlen, A\ paraméterii exponencialis eloszldsi
valoszintiségi valtozé Osszege, igy mn-edrenddi, A\ paraméterii gamma eloszlési, azaz T
eloszlasa az N = n feltételre nézve I['(n, \).

(ii) Mivel az {N = n} esemény azt jelenti, hogy az els6 n —1 darab lizemzavar nem okoz
leallast és csak az utolsé iizemzavar okoz leallast, kapjuk, hogy

P(N =n)=(1-p)""'p,

azaz N geometriai eloszldasi p paraméterrel.

(iii) Minden iizemzavart mindsitsiink I-tipustinak, ill. II-tipusinak aszerint, hogy az az
lizem ledllasat okozza vagy nem. Annak a valdszintisége, hogy egy iizemzavart I-tipustnak
minositiink p, annak a valészinlisége, hogy egy tizemzavart II-tipusinak mindsitiink 1 — p.
Jelslie ¢, il ¢? a t idSpontig bekdvetkezd I-tipust, ill. II-tfpustd {izemzavarok
szdmat. Ekkor az 1.7.12. Allités alapjan {ft(l) :t >0} Ap paramétert, {ft@ :t >0}
A1 —p) paraméterti, egymadstodl fiiggetlen Poisson-folyamatok.

Nekiink a P(N =n|T =1t), n € N, t>0 valésziniiségekre van sziikségiink. Mivel T
nem mas, mint a {ft(l) : t >0} Poisson-folyamatra vonatkozé els6 varakozési idd, igy T
exponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtoz6 Ap paraméterrel. Mivel a {T =t} esemény
megegyezik a {§t(1) =1} eseménnyel

P(N=n|T =t)=P(N=n|&" =1) = P(&” =n—-1.6" = 1]&" = 1)
= PE? =n—11&" =) =E (Lo_, 18" =1).

Mivel {é’t(l) 1t >0} és {5,5(2) 1t >0} fiiggetlen folyamatok

M1 —p)t)»t
P(N=n|T'=1)=E (H{£§2>:n_1}) = P(ft@) =n—1)= ( ((n — )1>' e P

4

2.4.15. Feladat. Tekintstink egy rendszert, mely két egységbol all, A és B egység.
Rendszeriinket tamadasok érik, harom kiilonb6zo tipusu tamadast kiilonboztetiink meg, me-
lyek egymastol fiiggetlentl érik rendszeriinket. Az els6 tipusu tamadasok A; paraméteri
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Poisson-folyamat szerint jonnek, és csak az A egység leallasat okozzak. A masodik tipusu
tamadasok A\, paraméterii Poisson-folyamat szerint jonnek, és csak a B egység leallasat
okozzak. A harmadik tipusu tamadasok A3 paraméterti Poisson-folyamat szerint jonnek, és
mindkét egység leallasat okozzak. Jelolje X; az A egység, X, a B egység élettartamat.
Hatdrozzuk meg X; és X, egylittes ,tilélési” fliggvényét, azaz a P(X; > s, Xy > t)
s,t >0 figgvényt.

Megoldas. Jelolje T;, i =1,2,3, az t-edik tipusi tamadas érkezési idopontjat. Megmu-
tatjuk, hogy
{Xl > 5, Xo > t} = {Xl > 5,13 > 8,1y >t,T5 > t}

Ugyanis, ha X; > s és Xy >t (azaz az A egység s-nél, a B egység t-nél tovabb
él), akkor a harmadik tipusi tdmadds max(s,t)-nél nem johet hamarabb, azaz T3 > s és
T5 > t. Valamint mivel X5 > ¢, a mésodik tipusi tamadas nem johet ¢-nél hamarabb,
azaz 1y > t.

Ha pedig X| > 5,13 > s,13 >t és T, > t, akkor mivel mind a masodik, mind a harmadik
tipusu tamadas ¢ utan jon, a B egység biztos, hogy t-nél tovabb él, igy Xy > t. Igy
minden s> 0,f > 0 esetén

P(X;>sXo>1t)=P(X; >s,T3>s,Ty >t,T3 >t).
Hasonlban végiggondolhatd, hogy
{X1>8T3>8Ty>t,Ts >ty ={Ty > s,T3 > s,Ty > t,T3 > t}.
Felhasznalva, hogy Ti,T5 és T3 fiiggetlenek minden s> 0,¢ > 0 esetén

P(Xl > S,Xg > t) = P(Tl > S,TQ > t,Tg > S,Tg > t) = P(Tl > S,Tg > t,Tg > max(s,t))
= P(Ty > s)P(Ty > t)P(T5 > max(s,t)).

Mivel T; exponencialis eloszlasi A; paraméterrel i = 1,2,3, adddik, hogy
P(X1 > S, X2 > t) = 6_)‘156—/\2756—)\3 max(s,t)’
O

2.4.16. Feladat. Tegyiik fel, hogy az R? Euklideszi sikot befiivesitettiik és tetszdleges,
véges Lebesgue-mértékii A C R? halmaz esetén a rajta taldlhaté fliszdlak szdma Poisson
eloszldsi Am(A) paraméterrel, ahol m(A) jeloli A Lebesgue-mértékét. Feltételezziik
azt is, ha A, B C R? olyan halmazok, hogy AN B = (), akkor az A-n és B-n talalhaté
fliszdlak szdma egymastdl fiiggetlen. Rogzitsiink egy tetszbleges P € R? pontot. Jelolje X
P-nek a hozza legkozelebb es6 fliszaltol valé tavolsagat.

(1) Hatarozzuk meg X stiriiségfiiggvényét!

(2) Hatarozzuk meg X varhaté értékét!

143



Barczy Métyas, Pap Gyula Sztochasztikus folyamatok példatar

(3) Kijeloljiik a sik egy masik ) pontjat is, melynek P-t6l valé tdvolsaga legyen d > 0.
Jelolje (Q-nak a hozza legkozelebb eso fliszaltol valo tavolsdgat Y. Mi a valészintisége,
hogy a P ponthoz kozelebb talalunk fiiszalat, mint a () ponthoz? Adjunk modszert
a P(X >1t;,Y >ty) val6sziniiségek meghatarozdséra, ahol tq,ts > 0.

Megoldas.
(i) Minden ¢ > 0O-ra kapjuk, hogy
P(X >t) = P({nincs fliszdl a P pont koriili ¢ sugari kérben})
= P(Poiss(\?) = 0) = ¢ ',

Mivel minden y € R esetén P(X =y) =0, mert a P kozéppontu y sugaru kdrvonal
2-dimenzids Lebesgue-mértéke 0, kapjuk, hogy

1—e™7™ ha t>0,

fgy
Arte ™M™ ha t>0,

0 ha t<0.

(ii) Mivel X nemnegativ valoszintiségi valtozd

EX / +OO P(X >t)dt / T e gy / L ey !
= = e = e r = —=.
0 0 0 V2 T 2V \

(iii) A P(X <Y) valészintiséget kell kiszdmitani. Megmutatjuk, hogy X és Y egyiittes

eloszldsa megegyezik Y és X egyiittes eloszlasaval, aztan pedig azt, hogy P(X =Y) = 0.
Ebbél mar kovetkezik, hogy P(X <Y)=1/2, ugyanis

1=PX<Y)+PY <X)+P(X=Y)=PX<Y)+PX<Y)+0=2P(X <Y).

Az X és Y egyiittes eloszldsa azért egyezik meg Y és X egyiittes eloszlasaval, mert
az egylittes eloszlasfiiggvényeik meghatarozasandl a P és () pont koriili korok szerepe
felcserélheto, hiszen a metszetiik teriilete véltozatlan marad. Tovabba a teljes varhaté érték
tétele miatt

+00
P(X =) :/ P(X =Y |V = ) fy(t) dt.
0
Felhaszndlva, hogy minden s> 0 esetén barmilyen A € o(Y) eseményre

/E(H{X:s”Y) dPZ/ﬂ{X:s} dPZP(Aﬁ{XZS})éP(XZS) :0,
A A

kapjuk, hogy minden s3>0 esetén P(X =s|Y)=0. Igy
PX=Y|Y=)=P(X=t|Y =t)=0, Pymm. tcR,
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ésezért P(X=Y)=0.

A tovédbbiakban a P(X > t;,Y > ty) valdsziniliségek meghatarozasaval foglalkozunk.
Felteheto, hogy t; <t,. Ha t; +ty < d, akkor a P kozéppontu, t; sugari és a @
kozéppontu, to sugard korok (legyenek ezek Cy, és C,) nem fedik 4t egymadst. fgy az
{X >t} és {Y >t} események fiiggetlenek. Ezért

P(X >t1,Y >ty) = P(X > t1)P(Y > t3) = e AT(+3)

Ha t1+t2>d és tggd, akkor

P(X > t1,Y > ty) = P({nincs fliszal a C}, kérben} N {nincs fiszél a C, korben})
= P({nincs fiiszal C}, U Cy,-ben}) = e~ Am(CuUC),

ahol m(Cy, UCy,) jeloli a Cp, és Cp, korok unidjanak Lebesgue-mértékét (tertiletét).
Ekkor

m(Ct1 U OtQ) = m(Ctl) + m(OtQ) — m(Ctl N CtQ) = t%ﬂ + t%ﬂ — m(C’tl N OtQ).

Jelolje a Cy, és (Y, korok metszéspontjait M; és Ms. Tekintsiik az PQM; haromszoget.
Legyen M;PQ< := oy és MQP< := ay. Kiszdmoljuk a PQM; haromszog teriiletét
kétféleképpen is. Egyrészt a Heron-képlet alapjan

Trome = v/3(s — )5 — &)(s — ).

ahol s = (t; + t2 + d)/2. Masrészt, a P alaphoz tartozé magassagot k-val jeldlve,
TPQMlA = (dk)/Qa igy

2¢/s(s —t1)(s — t2)(s — d)
d )
ahol s = (t; +ty + d)/2. Tudjuk azt is, hogy sinay = k/t; és sinag = k/ty, ezért

oy = arcsin (2\/8(8 —t1)(s —ta)(s — d))
1 tld ’

Qg = arcsin (2\/8(8 —t1)(s —ta)(s — d))
i tgd ’

k=

Ezeket felhasznalva mér explicite felirhatjuk (¢1,t2 és d fiiggvényében) az m(Cy, U Ch,)
teriiletet (fiiggvénytablds képlet). A tobbi eset is hasonléan kezelhetd. O

2.4.17. Feladat. Tekintsiik események egy sorozatat. Jelolje X; a t>0 idopontig
bekovetkezs események szamat, és feltételezziik, hogy {X; : ¢ >0} \ paraméterii Poisson-
folyamat. Legyen d > 0 egy rogzitett szam. Egy eseményt d-eseménynek neveziink, ha az
6t megel6z6 esemény és kozte kevesebb, mint d id6 telik el. Példdul, ha d =1 és egymaést
kovetoen a 2,2.8,4,6,6.6,... idopontokban kovetkeznek be események, akkor a 2.8 és a
6.6 idopontokban bekovetkezo események 1-események.
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(1) Varhatéan milyen idokozoként kévetkeznek be d-események?

(2) Az események hanyad része d-esemény?

Megoldas.

(i) Jeldlje T egy d-esemény és a kovetkezd d-esemény bekovetkezése kozott eltelt idot,
Y pedig a szébanforgd d-eseményt kovetOen a kovetkezd esemény bekovetkezéséig eltelt
idot. Végiggondoljuk, hogy 7T, ill. Y jél definidlt, abban az értelemben, hogy T és
Y egyiittes eloszlasa nem fiigg attél, hogy hanyadik d-eseményrol van szé. Nyilvan T
megéllitasi idSpillanat {X, : t > 0}-ra nézve (lasd az 1.4.26. Definici6t). Igy felhasznalva,
hogy az {X;:t >0} Poisson-folyamat er6s Markov-folyamat (1asd példdul Karatzas—Shreve
[3], Problem 2.6.21.) kapjuk, hogy T, ill. Y jdl definidlt. Tovédbbéa a Poisson-folyamat
definiciéja miatt Y exponencidlis eloszlasi A paraméterrel. A teljes varhato érték tétele
alapjan

+00 d +oo
ET:/O ]E(T|Y:s)fy(s)ds:/0 sfy(s)ds—i-/d (s +ET) fy(s) ds,

ugyanis, ha Y =35, 0<s <d, 4gy egy d-eseményt kovetden a kovetkezd esemény bekovet-
kezéséig eltelt id6 s, és mivel s < d, igy ez az esemény d-esemény, igy T = s. Ha
pedig s>d, Ugy a d-esemény utdan s id6 mulva bekovetkezd esemény nem d-esemény,
igy a kovetkez$ d-eseményig atlagosan (s + ET')-t kell varni, heurisztikusan olyan mintha
minden uUjra indulna. A pontos indoklas a koévetkezé. Mivel T megallitasi idopillanat
az {X; : t >0} er6s Markov-folyamatra nézve, egy tetszéleges esemény és a kovetkezd
d-esemény kozotti id6 ugyanolyan eloszlast, mint 7. fgy

ET = /+°° sfy(s)ds + (ET) Foo fr(s)ds =EY + (ET)P(Y > d) = % + e MET,
0 d

ezért
1

(i) A P(Y < d) valdszintiséget kell kiszdmolni, ezért a vdlasz P(Y <d)=1—e . O

ET =

2.5. Nemstacionarius Poisson-folyamat, osszetett Poisson-folyamat

2.5.1. Feladat. (Ross [7], 235. old) Evi mér évek Gta hot-dog-ot arul a véros egy for-
galmas pontjan reggel 8-t6l délutan 5-ig. Ugy tapasztalja, hogy a vasarlok atlagos szama
nyitastol 11-ig linedrisan novekszik, a kezdeti 5 vésdrlo/ora intenzitasrdl elérve a 20
vésarl6/ora intenzitdst. Délelétt 11-t61 délutdan 1-ig a vasarldk atlagos szama nem véltozik,
marad a 20 vasarld/dra intenzitds. Délutan 1-t6l zardsig viszont linearisan csokken a
vasarlok atlagos szama, elérve a 12 vasarlé/oéra intenzitast. Feltételezve, hogy a diszjunkt
idéintervallumokban érkez6 vésarlok szama egymastol fliggetlen adjunk valamilyen modellt
a fenti jelenségre. Mi a valdszintisége, hogy egy hiivos hétfoi reggelen 8 : 30-tél 9 : 30-ig nem
lesz véasarldja Evinek? Vérhatéan hanyan vasarolnak majd ebben az idéintervallumban?
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Megoldas. Jelolje & Evi vésdrléinak szdmét az els6 ¢ nyitvatartasi ora alatt. Esszerti
feltételezni, hogy {&; : t > 0} nemstaciondrius Poisson-folyamat, melynek intenzitdsfiiggvénye
)\ . R+ — R,

5+ 5t ha 0<t<3,
A(t) =< 20 ha 3<t<5,

és A(t)=A(t—9), ha t>0.

Vegyiik észre, hogy a délutan 5 dra és reggel 8 oOra kozott eltelt idot nem szamoljuk.
Az (1.8.1) képlet szerint a reggel 8 : 30 és 9 : 30 kozott érkezd vasarlok szama Poisson
eloszlast m(3/2) — m(1/2) paraméterrel, ahol m(t) = fot A(s)ds, ¢>0. Igy annak a
valészintisége, hogy nem érkezik vasarlé 8:30 és 9:30 kozott

3/2

(m(3/2) — m(1/2))06—(m(3/2)—m(1/2)) _ o m(3/2-m(1/2) _ = [ (5+5s) ds
0!

— o~ (5:145(9/4=1/4)/2) _ ,—10

Mivel a Poisson eloszlas varthaté értéke megegyezik a paraméterével, varhatéan m(3/2) —
m(1/2) = 10-en fognak érkezni 8:30 és 9:30 kozott. O

2.5.2. Feladat. (Ross [7], 239. old) Tegyiik fel, hogy egy adott teriiletre bevandorld
csalddokat vizsgalunk. Feltételezziik, hogy erre a teriiletre bevéandorld csalddok szamat (az
id6t hetekben mérjiik) egy {& :t >0} 2 paraméterii Poisson-folyamat irja le. Feltételezziik
tovabba azt is, hogy a kiillonboz6 csalddok 1étszamat leird valdszintiségi valtozok fiiggetlenek
és azonos aloszlasiak, és ez a kozos eloszlas az 1,2,3,4 pontokra koncentralédik rendre
1/6,1/3,1/3,1/6 valészintiségekkel. Mennyi lesz egy rogzitett 5 hetes id6intervallum alatt
erre a teriiletre bevandorlé emberek szamanak varhaté értéke és szorasnégyzete?

Megoldas. Jelolje X; a t idopontig az adott teriiletre bevandorlt emberek szamat.
(Az id6t a rogzitett 5 hetes idészak kezdetétél mérjiik.) Ekkor {X;:¢ >0} 2 paraméteri
osszetett Poisson-folyamat, melyre

&t
Xy=) Y, t>0,
=1

ahol Y; jeloli az i-edik bevandorolt csaldd létszamat (i € N). Az EX5 és VarXj
mennyiségeket keressiik. Ekkor Yi,Y5,,... fliggetlen és azonos eloszlasiak. Mivel

1 1 1 1 5
EY, =1.--49.- 44222
! g2 3t gtdg=o

1 1 1 1 43
EY2—=12.-292.= 2, - 2, - _
1 6+ 3+3 3+ 6 6
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kapjuk, hogy

EX; =2-5-EY; = 25,

21
V&I'X5:2'5']E)/12: 75

O

2.5.3. Feladat. Legyen {& :t>0} nemstaciondrius Poisson-folyamat A(t), ¢>0, in-
1

tenzitasfiiggvénnyel. Jelolje T;, > 1, a varakozasi idoket. Legyen n; =1, —T;_1, i > 1,

(To :=0) (interarrival times).
(1) Flggetlenek-e az n;-k?
(2) Azonos eloszldstak-e az n;-k?

Megoldas.

(i) Altaldban nem. Ugyanis, tetszoleges s,t >0 esetén
Py >t|m=s5) =Pl — & =0) = e~ (mlt+s)=m(s)) _ — JIE M) dy7

ami altaldban fligg s-tol. Csak akkor nem fiigg s-t6l, ha a A fiiggvény konstans, azaz a
nemstacionarius Poisson-folyamat Poisson-folyamat.

(ii) Minden ¢ > 0O-ra

Py >1t) = P& =0) = e ™0 = ¢~ Jo M) dy,
fgy F,(t)=1—e" I AW 4y ha t >0 és F,, (t) =0, ha t <0. Ezért f, (t) = A(t)e—fg A(y)dy.
ha ¢t >0, egyébként 0. Minden ¢ > O-ra

Pl > 1) = B (I>) = E(E(wg | m)) = EFm),

ahol f:R — R olyan fiiggvény, hogy f(m) = E<H{nz>t}|771> = P2 > t|m), (f(s) =

P(ny>t|m =s), P,-mm.s€R). Igy az (i)-ben levd szdmolds alapjn

—+00 —+00

P(ny > 1) =Ef(m) = f(8) [ (s)ds = F(8)A(s)e™ Jo AWy g

- 0

e 5 A\ y)d *A(y) d e 45 X\(y)d
:/ e Ji T AW y)\(s)e_fo (v) de:/ e~ Jo AW Y\(s)ds
0 0

+o0
= / A(s)e ™) ds,
0

Ha példaul A(s) =s, s >0, akkor
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fgy P(p >t)=e /2 ¢t>0, és

+o00 (t45)2 +oo W2
Py >t) = / se” 2 ds= / (u—t)e” 2 du
0 t

= /m we™ s du—tv2r(1 — B(t)) = e~ 7 — vV2rt(1 — d(t)).

Tegyiik fel, hogy n; és 7o azonos eloszlastuak. Ekkor P(n; >t) = P(n, >t), t > 0 miatt
t(1—®(t)) = 0,¢ > 0 lenne, ami nyilvan elletmondas. Igy altaldban nem azonos eloszldstiak
az n;-k. U

2.5.4. Feladat. Legyen {N,:t>0} X\ =1 paraméter(i Poisson-folyamat. Legyen tovabba
A:[0,4+00) = R egy nemnegativ, lokalisan integralhaté fiiggvény, és

Vezessik be minden ¢ >0 esetén a

& = N

valésziniiségi véltozét. Mutassuk meg, hogy {& :t >0} nemstaciondrius Poisson-folyamat
A intenzités fliggvénnyel.

Megoldas. Az 1.8.1. Definicié (i),(ii),(ili) és (iv) feltételeit kell leellenérizni, hogy

teljesiilnek a {& : ¢t >0} folyamatra. Mivel & = Ny = No = 0, ezért (i) teljesiil.

Legyenek 0 <t <ty <t3 tetszolegesek. Mivel A nemnegativ fliggvény, igy m monoton

novekvé, ezért 0 = m(0) <m(ty) < m(ty) < m(ts). Kihaszndlva az {N; : t >0} folyamat

figgetlen novekményliségét kapjuk, hogy az Ny, (1,) — Nim(ty) €8 Nints) — Nm(to) nOvekmények

figgetlenek, azaz a &, — &, és &, — &, novekmények fiiggetlenek, igy (ii) is teljesiil.
Ahhoz, hogy P(&4n — & >2) = o(h), amint h — 0 azt kell bizonyitani, hogy

o Pl —6>2)
1m
h—0 h

=0.
Az {N;:t>0} folyamat tulajdonsdgai alapjan

P(&in — & 2 2) = P(Npgtn) — Ny 2 2) = P(Nim@th)—m@) = 2)
_ 1 o-mttrhy-myy _ MUEHR) = () ey —me)

1!
Mivel
lim m(t+h) — m(t)e_(m(t+h)—m(t)) _ )\(t)e—o = A1),
h—0 h
és
1 — 6—(m(t+h)—m(t)) e~ ftt+h A(s)ds _ 1 e~ fg+h A(s) dsef(;s Ay)dy _ 1
lim = — lim = — lim
h—0 h h—0 h h—0 h
d t ¢ ¢
== (e, J3 M) ds o Jy Aw) dy) ‘h:t — el v AWy )\ (1))
= /\(t>’
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kapjuk, hogy

llm P(gt-f-h - gt 2 2)

lim - = At) — \(t) = 0.
Azt kell még bizonyitani, hogy P(&un — & = 1) = A(t)h+o(h), amint h — 0, azaz

lim P(ft+h - ft = 1)
h—0 h

= A(b).

Az {N;:t>0} folyamat tulajdonsdgai alapjan minden ¢ > O-ra
Pln—&=1)  PNum@sn) = Ny =1)  P(Np(en)y—m@) = 1)

h h h
_Im(t+h) —m(t) o (m(t+h)=m(1))
B 1! ‘
© Plén—6 =1
. t+h — St — o -0 __
}ILILI(I) ; = At)e " = A(t).
A (iv) feltétel automatikusan teljestil. O

2.5.5. Feladat. Egy biztosité tarsasdg a hozza beérkezo karigényeket 5 paraméterti Poisson-
folyamat szerint fizeti ki. (Az idét mérjiik hetekben.) Feltételezziik, hogy minden egyes
karigény esetén a biztosito altal kifizetett pénz 2000 varhaté értékii exponencidlis eloszlasu
valészintiségi valtozd. Mi a biztosito altal egy 4 hetes idoszakban kifizetett pénzmennyiség
varhato értéke és szérasnégyzete?

Megoldas. Jelolje &; a biztosito kifizetéseinek szamat a ¢ id6pontig, X; pedig a ¢
idopontig kifizetett 6sszpénzt. Ekkor

&t
X =) Z
=1

ahol Z; a t idépontot megelézo, i-edik kifizetéskor kifizetett pénz. A feltételezés miatt
Zy,Zy, ... fiiggetlen exponencialis eloszldsiak 1/2000 paraméterrel. Igy {X, : ¢ >0}
Osszetett Poisson-folyamat. Mi az EX, és VarX, mennyiségeket keressiik. Az (1.8.3) és
(1.8.4) képletek alapjan

EX, = 5-4-2000 = 40000,
VarX, =5 -4-2(2000)* = 1,6 - 10°.
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