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I. Bevezetés.

Diplomamunkam a valdszinliségszamitas azon teriiletéhez kapcsolédik, mely csopor-
tokon értelmezett valdszinliségi mértékek tulajdonsagait vizsgalja. Esetliinkben ez a csoport
egy tetszoleges lokalisan kompakt Abel-csoport lesz.

Diplomamunkéam szlikebb témdja K. R. Parthasarathy: ,, Probability measures on met-
ric spaces” cimi konyve felhasznédlasaval azon it bemutatasa, mely elvezet lokalisan kom-
pakt Abel-csoportokon értelmezett eloszldsok karakterisztikus fiiggvényének az alakjéhoz.
Részletesen szélok az idempotens mértékekrol, a lokélis belsé szorzasokrol, s bizonyitassal
egylitt szerepel az infinitézimalis kicsiség feltételét teljesité haromszogrendszerek lehetséges
hatareloszldsait jellemzd tétel ( II1. fejezet 5.2. Tétel).

Diplomamunkidm kapcsolédik TDK dolgozatomhoz is, a kovetkezé moédon. Ismert,
hogy euklideszi esetben két Gauss mérték konvolicidja is Gauss mérték, s a paraméterek
osszeadédnak, pontosabban, ha u' ill. p” Gauss mértékek RF-n (a’, A’) ill (a”, A”) pa-
raméterekkel, azaz p' ~ N(a’,A") ill. p” ~ N(a”, A"”), akkor pu' x p”" is Gauss mérték
(@' +a", A" + A") paraméterekkel, azaz ' * '’ ~ N(a' +a”’, A’ + A”) (Gauss mértéken
itt R*-beli értékii normélis eloszldsi valészintiségi valtozd eloszlasat értjiik). Felhaszndlva
Parthasarathy [3] 4. fejezet 6.1. Tételét megmutatjuk, hogy lokalisan kompakt Abel-
csoportokon Gauss mértékek konvolicidja Gauss mérték (és a paraméterek osszeadédnak).
,, Heisenberg csoporton értelmezett Gauss mértékek Fourier transzformdltja ” cimi TDK
dolgozatomban pedig azt vizsgaltam, hogy mikor lesz két, a Heisenberg csoporton értel-
mezett Gauss mérték konvolicidja Gauss mérték.

II. Metrikus csoporton értelmezett valésziniiségi mértékek.

IT. 1. Valésziniiségi mértékek konvolicidja.

Legyen X egy szeparabilis metrikus csoport. A csoportbeli szorzast zy mdédon jeloljik,
ahol z, y € X. Jelolje e az X csoport egységelemét. Ha A, B C X részhalmazok, akkor
AB :={z : z=uay, v € A, y € B}, illetve A7t := {2z : 271 € A}. A II. fejezetben
mértéken a Bx o-algebran definidlt valdsziniiségi mértéket értiink. Jelolje M(X) az X-
en értelmezett valdsziniiségi mértékek terét a gyenge topologiaval, C(X) a valés érték,
korlétos, folytonos fiiggvények; U(X) pedig a valds értékii, korlitos, egyenletesen folytonos
fliggvények terét.

A dolgozatban sok helyen szerepel hivatkozas a jolismert Prohorov tételre, ami az
M(X)-beli kompakt részhalmazokat jellemzi.

1.0. Tétel. (Prohorov) Legyen X egy teljes, szeparabilis metrikus tér és I' € M(X).
Ekkor I' akkor és csak akkor kompakt, ha barmilyen € > 0-hoz létezik olyan K. C X
kompakt halmaz, hogy pu(K.) > 1 — e barmilyen p € T' esetén, més széval a I' csaldd
egyenletesen feszes.
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Bizonyitas. Eloszor a feltétel elegendd voltat latjuk be. Megjegyezziik, hogy ehhez ele-
gendd csak azt feltételezni, hogy X szeparabilis metrikus tér. Uryshon jolismert tétele
alapjan X topoldgiailag beagyazhaté az egységintervallum onmagaval vett direkt szor-
zataba. (Kovetkezésképpen létezik X-en az eredetivel ekvivalens olyan metrika, mellyel
teljesen korlatos.) Jeldlje X az X-et topologikus altérként tartalmazé kompakt metrikus
teret. Ha 1 valészintiségi mérték X-en, akkor értelmezziik a ji valészintiségi mértéket X-n
a kovetkezéképpen 7i(A) = (AN X) barmilyen A C X Borel halmazra.

Ahhoz, hogy T kompakt legyen azt kell belatnunk, hogy minden I'-beli részsorozatnak
van konvergens részsorozata. Legyen i1, fig, . . . I-bol valé mértékek egy sorozata, iy, fia, - - -
pedig az ennek megfelel6, X-n definialt mértékek sorozata. (@ most nem Fourier transz-
formaltat jelol.) Mivel X kompakt M()A( ) kompakt metrikus tér, ugyanis fennall az, hogy
M(X) akkor és csak akkor kompakt metrikus tér, ha X kompakt metrikus tér. igy {7in }-
nek van konvergens részsorozata. Legyen v a {fi,} sorozat egy torlédési pontja. Ekkor
létezik egy olyan my < mgy < ... sorozat, hogy fi,,, = v, amint k — oco. A feltétel miatt
barmilyen r € N esetén létezik olyan K, C X kompakt halmaz, hogy u(K,) > 1 — =

minden y € I'-ra. Mivel K, kompakt X-ben, igy kompakt X-ban is, es mivel zart Borel
halmaz X-ban u(K,) = i(K,) minden p € I-ra. Azaz [i [im, (K) > 1— 1 minden k € N-re.
Az M(X)-beli gyenge konvergencia j6lismert jellemzési tétele alapjin, mivel f,,, = v
kapjuk, hogy v(K,) > limsup,_, . fm, (K,) > 1 — % Legyen F := [J -, K,, ekkor
E C X egy olyan Borel halmaz )?—ban, melyre v(E) = 1, ugyanis ha B, = J_, K,
akkor {B,, n € N} monoton novekedé rendszer, s a mérték folytonossdgi tétele alapjin
V(E) = limyoo v(By) > limy oo v(K,) > 1 — L minden r € N esetén, igy r — oo
esetén v(E) > 1 és mivel v valésziniliségi mérték kapjuk, hogy v(E) = 1. Halmos egy
mértékelméleti eredménye ( [2] 76. old) alapjan létezik egy olyan p mérték X-en, melyre
p=v. Azaz [y, = U

Legyen most C' tetszbleges zart részhalmaza X-nek. Ekkor létezik egy olyan D zart
részhalmaza X-nak, hogy C = X N D. Mivel fi,, = u X-ban limsupy,_, . fim, (D) <
fi(D), ami ugyanaz, mint imsup,_,__ ftm, (C) < u(C). Igy az M(X)-beli gyenge konver-
gencia jellemzési tétele alapjan pu,,, = u, azaz {u, }-nek van konvergens részsorozata.

A kovetkezOkben a sziikségességet bizonyitjuk be. Legyen X egy teljes szeparabilis
metrikus tér és I' kompakt részhalmaza X-beli mértékeknek ( itt I' T' lezartjat jeloli).

Mivel X szeparabilis, minden n € N-re taldlhatunk olyan S,1,S,2,... % sugaru nyilt
gémboket, hogy X = U;OIS Megmutatjuk, hogy minden n = 1,2,... természetes
szamra és tetszoleges n > 0-ra letemk olyan k, € N, hogy
kn
,u( U Snj) >1—7n minden p € I'-ra.
j=1

Ugyanis ellenkez6 esetben minden n € N-re 1étezik egy olyan p1, po, ... € I' sorozat, ng > 0
szam, és egészeknek mi < mo < ... sorozata, hogy

mg
Mk( U Snj) <1-—1n9 minden k € N-re.

Jj=1
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Mivel I kompakt feltehetd, hogy g = u, ahol p valészintiségi mérték X-en (&ttérhetiink
ugyanis a megfelel6 részsorozatra.) Minden rogzitett [-re

my mi
U Snj C U Sy; minden k > [-re,
j=1 j=1

és igy uk(U;ﬂ:ll Snj) < 1 —mno minden k > l-re. Mivel pp = p és U;n:ll Snj nyilt, az
M (X)-beli gyenge konvergencia jélismert jellemzési tétele miatt,

my my
M(UlSnj) < likrgi;.}fuk(UlSm) <1-no.
J= J=

Ha | — oo ugy U;n:ll Sy; monoton névekedben tart X-hez, hiszen m; — oo, igy u(X) <
1 —ng. Ez pedig ellentmondés, mert p valészintiségi mérték.
Tekintsiik egy olyan, az el6bbiek alapjdn 1étezd, {k,} sorozatot, melyre M(U?; Snj) >

1 — &5 minden p € I'-ra. Legyen F,, := U?;l Snj és Ke := (o, Fo. Mivel p(F,) >1— 5%
minden n € N, u € T esetén kapjuk, hogy u(K.) > 1 — e minden p € T' esetén. Ugya-
nis, ha C), := 02:1 Fy., akkor C,, monoton csokkenden tart K.-hoz, és mivel valdszintiiségi
mértékekrél van szd, a mérték folytonossagi tétele miatt pu(K.) = limy,— oo pu(Cp). Fel-

hasznalva, hogy
n

p(|J F) <> wF) < 22%
k=1 k k=1

=1

kapjuk, hogy

n n € '
w(Cp) =1— pu( U F)>1- Z oF minden n € N-re,
k=1 k=1

igy n — oo hataratmenettel pu(K¢) > 1 —e.

Megmutatjuk, hogy K. kompakt. Mivel F;, zart, K. is zart és K. C F,, minden n € N-re,
ami alapjan K. C U?;l %minden n € N-re. Azt mutatjuk meg, hogy K. sorozatkom-
pakt, ami ekvivalens a kompaktsaggal. Ehhez azt kell belatni, hogy tetszoleges K.-beli
sorozatnak van konvergens részsorozata, s hogy a torlédasi pont is K.-beli legyen. Ha a
tekintett K.-beli sorozatban a kiilonb6zo elemek szama véges, akkor trividlisan igaz az
allitdas. Legyen tehat xq,xs,... olyan sorozat, hogy a kiillonb6z6 elemek szama végtelen.
Ekkor létezik olyan ni(< ki), hogy K. N S1,, =: K; végtelen sok kiilénbozé tagjat tartal-
mazza a sorozatnak, ellenkez6 esetben ellentmondéasba keriilnénk azzal, hogy a sorozatbeli
kiilonboz6 elemek szama végtelen. Mivel K C Ufil %, létezik egy olyan no(< ks),
hogy K1 N Sa,, =: K, végtelen sok kiilénbozé tagjat tartalmazza a sorozatnak. Ekkor
Ky D Ky D...ésdiamK,, < %, mivel K, benne van egy % sugaru zart gombben. Mivel
X teljes metrikus tér igaz a Cantor-féle metszettétel, igy létezik zo € (| _; K,. Mivel
K, C K. kapjuk, hogy o € K.. A konstrukcié folytan xo minden kornyezete végtelen sok
tagjat tartalmazza a sorozatnak, igy K. kompakt.

4
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O

Megjegyzés. A bizonyitas alapjan az alabbi kompaktsagi kritérium is megfogalmazhato.
Legyen X egy teljes szeparabilis metrikus tér, I' X-beli mértékek halmaza. Ekkor I' akkor
és csak akkor kompakt, ha barmilyen € > 0, 6 > 0 esetén létezik egy olyan S¢ s halmaz,
mely véges sok § > 0 sugard nyilt gémb unidja és p(Ses) > 1 — e minden p € I' esetén.

1.1. Definicié. A u és v valdsziniiségi mértékek konvoluciéjan a

pxv(A):= /M(Ailj'_l)dl/(.fli), A€ Bx

modon értelmezett halmazfiiggvényt értjiik.

Megjegyzés. A Fubini-tétel felhasznédlasaval

pvd) = [ vla ) duto),

ugyanis
o v(A) = / p(Az~) dv(z) = / ( / Liaz-13(y) du(y)) dv(z) =

:/(/I{y_lA}(x) du(w)) du(y):/v(y_lA) dp(y)-

pevtd) = [ [1atyo) dutwiv(o)

TetszoOleges x € X esetén jelolje szintén x az x pontba koncentralédé Dirac-mértéket.
Ezen jeloléseket haszndlva, pxz a u mértéknek z altali jobbeltoltja és (uxx)(A) = u(Az~1)
barmilyen A Borel-halmazra.

Az is fennall, hogy

1.1. Lemma. Legyenek Y és Z szepardbilis metrikus terek. Tegyiik fel, hogy u, € M(Y),
Un € M(Z) és pp, = p, v, = v. Ekkor az Y x Z térben a u, X v, szorzatmértékekre
W X Up = 4 X vV, amint n — o0.

Bizonyitas. Felhaszndlva Uryshon joélismert eredményét, miszerint egy X szeparabilis
metrikus tér topoldgiailag bedgyazhaté [0, 1]N-be, 1étezik rajta egy, az eredtivel ekvivalens,
olyan metrika, mellyel X teljesen korlatos. Tudva azt is, hogy tetszdleges metrikus térnek
van teljes metrikus burka, és ez izometria elejéig egyértelmiien meghatarozott, ha Y, ill. Z
jeloli Y, ill. Z teljes metrikus burkat, akkor ezek kompaktak (hiszen metrikus tér teljes és
teljesen korlatos részhalmaza kompakt, s az is fenndll, hogy ha X teljesen korlatos, akkor
X teljes metrikus burka is az). Az Y x Z szorzattér teljes metrikus burka pedig Y x Z
lesz.

Belétjuk, hogy az U(Y), U(Z), ill. U(Y x Z) Banach-terek izomorfak a C(Y), C(Z),
ill. C(Y x Z) Banach-terekkel. Tekintsiink ehhez egy X teljesen korldtos metrikus teret,

5
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igy barmilyen r > 0-hoz létezik r-sugari gomboknek olyan véges rendszere, mely lefedi X-
et. Jelolje X X teljes metrikus burkét, a korabbiak alapjan ez kompakt és X stirti X-ben.
Bérmilyen g € U(X) fiiggvény egyértelmfien kiterjesztheté egy g € C(X) fiiggvénnyé,
tovdbbé sup,¢ x|g9(z)| = sup,cx|g(x)|, azaz az U(X) és C(X) Banach-terek izomorfak.
Mivel X kompakt C(X) szeparabilis. Igy U (X) is szepardabilis. (Azt is belattuk igy, hogy
ha X teljesen korlatos metrikus tér, akkor U(X) szeparabilis Banach-tér a szuprémum
normédval.)

Jelolje Ag az Y x Z szorzatéren értelmezett f(y)g(z), f € U(Y), g € U(Z) alakd
fliggvények altal generalt algebrat. Mivel Y x Z kompakt, Ay elvalasztja Y X Z pontjait
és tartalmazza az azonosan egy fiiggvényt, valamint C'(Y x Z) ~ U(Y x Z)) a Stone-
Weierstrass tétel felhasznaldsaval Ag strit U(Y x Z)-ben. Mivel u,, = p, v, = v kapjuk,
hogy barmilyen f € Ay fiiggvényre [ f dun X vn — [ f duxv. gy barmilyen f € U(Y x Z)
fiiggvényre [ fdp, X vy, — [ fdp x v, ami pedig azzal ekvivalens, hogy fi, X vy = p X v.

O

1.1. Tétel. Legyen X egy szeparabilis metrikus csoport. Ekkor M(X) topolégikus
félcsoport a (u,v) — p* v miivelettel.

Bizonyitas. A x operator tranzitiv, hiszen a Fubini tétel alapjan minden A Borel-
halmazra

(e s mA) = [(ue)ae ) in(o) = [ ( [ty du<y>) dn (),
illetve
(o5 (v 0)(A) = [ nlAley) ™) dvia)asty) = [ [ u(ay™ ™) dviz)an(y).

(Itt felhaszndltuk, hogy w * v(A) = [ [La(yz)du(y)dv(z).) Egységelemes félcsoport
M(X), mert pxe = ex pu = p. Azt kell még ellendrizni, hogy a * miivelet folytonos
a gyenge topoldgidban. A konvolicié definiciéjabdl kovetkezik, hogy minden f € C(X)
folytonos fliggvényre

/fd,u*y—/fxydu )dv(y /fxyduxy

Ha f € C(X), akkor f(zy) € C(X x X). gy az 1.1. lemma felhaszndldsaval, ha u, = u
és v, = v, akkor p, X v, = p x v. Igy

/fd,un*yn:/f(my)dunxunﬁ/f(xy)d,uxz/:/fd,u*u.

Tehat p, *x v, = u*xv, azaz a * mivelet folytonos.
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II. 2. Shift kompaktsiag M(X)-ben.

A figgetlen valdszintiségi valtozok osszegeivel foglalkozé elméletek gyakran visszatéro
problémaja, hogy valdszinliségi mértékek egy sorozata nem konvergdl semmilyen hatar-
értékhez sem, alkalmasan centralva viszont mar igen. T&avolabbi célunk ezen jelenség
vizsgalata csoportokon értelmezett valdsziniiségi mértékek konvolicidjara vonatkozdan.

2.1. Definicié. Egy K C M(X) halmazt jobb ( ill. bal) shift kompaktnak neveziink, ha
minden u,, € K (n = 1,2,...) sorozathoz létezik egy olyan {v,} sorozat, hogy

(1) v, valamilyen jobb (ill. bal) eltoltja u,-nek és

(2) vn-nek van konvergens részsorozata ( a gyenge topolégiaban).

Ezen fejezet {6 eredményei az alabbi két tétel, mely a vizsgalt topoldgikus félcsoportok
fontos strukturdlis tulajdonsdgat fogalmazza meg a shift kompaktsig fogalméra alapozva.

2.1. Tétel. Legyen X egy teljes szepardbilis metrikus csoport és legyenek {\,}, {un},
{vn} X-en értelmezett valdsziniiségi mértékek olyan sorozata, melyre \,, = pu,, * v, minden
n € N-re. Ha a {\,} és {u,} sorozatok feltételesen kompaktak, akkor a {v,} sorozat is
feltételesen kompakt. [feltételes kompaktsdgon itt relativ kompaktsiagot értiink.]

Bizonyitas. Mivel {\,,}, {un} feltételesen kompaktak a Prohorov tétel alapjan barmilyen
€ > 0-hoz létezik olyan K. kompakt halmaz, hogy M(Ke) >1—€, pn(Ke) > 1— € minden
n € N-re. Igy

1—e<)\n(Ke):/un(a:_lKe)dun(a:) :/Kyn(a:_lKe)d,un(sc)+/ v~ K. dyan (2)

X\K.

€

< /KVn(x_lKe)dﬂn(x)+Nn(X\Ke) < /KVn(x_lKe)d,un<x)+€7

€ €

azaz fKe V(27 K) dpn(z) > 1 — 2¢. Ezt felhasznalva létezik egy olyan z,, € K. pont,
hogy vy, (2,1 K.) > 1 — 3¢, ahol € < % Ugyanis ha minden x € K.-ra v, (' K.) <1 — 3¢,
akkor a fentiek miatt 1 — 3¢ > 1 — 2¢ lenne, ami ellentmondés. Mivel z 'K, C K71K,,
vn(K71K.) > 1—3¢ minden n € N-re. Felhaszndlva, hogy K K. kompakt és € tetsz6leges,
Ujra a Prohorov tétel alapjan kapjuk, hogy {v,} feltételesen kompakt.

]

2.2. Tétel. Legyen X egy teljes, szepardbilis metrikus csoport és legyenek {\,}, {un},
{vn} X-en értelmezett valdsziniiségi mértékek olyan sorozata, melyre \,, = pu,, * 1, minden
n € N-re. Haa {\,,} sorozat feltételesen kompakt, akkor a {1, } sorozat jobb shift kompakt,
a {v,} sorozat pedig bal shift kompakt.

Bizonyitas. Rogzitsiik pozitiv szdmoknak egy {e,} sorozatit, melyre > " e, < co. A

Prohorov tétel felhasznalasaval 1étezik kompakt halmazoknak olyan { K. : r € N} sorozata,
hogy A\, (K,) >1—¢.,r=1,2,... minden n € N esetén.
Valasszunk egy olyan pozitiv, 0-hoz tart6 7, sorozatot, melyre Y~ €1, 1< % I[lyen

7”6

létezik, hiszen példaul €, = T%, nr = 5,0 < 6 <1, és alkalmas c valasztasdval 2:021 T% =

C

7
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Iy == < oo, mert 2>2—4 > 1. Legyen

Eppo={x : pu(EKpz™") > 1=n}, Fpi= () Enr.
r=1

Ekkor

1—e < M\(Ky) :/

S Vn(Enr) + (1 - Ur)Vn(X \ En’r’)'

i (B ) dur () + / i (K dvy ()
X\Ep,

Ezért v (X \ Enr) < ety s gy vn (X \ Fo) <000 eyt < Lo dgy F, #0, s legyen x,
tetszoleges eleme F,-nek. Ekkor F,, definicidja alapjan barmilyen z,, € F,-re p, (K, z, 1) >
1 — 1, minden n, r € N-re. Bevezetve az a,, = pp * x,,, By = x;l x 1, jeloléseket kapjuk,
hogy A\, = a,, * B, illetve

an(Kr) = /”’Ln(KT':E?’_Ll) >1—=mn

minden n, r € N-re. Mivel 1, — 0, a Prohorov tétel felhasznalasival kapjuk, hogy {,}
feltételesen kompakt. Mivel {\,}, {a,} feltételesen kompaktak, a 2.1. Tétel alapjan
kapjuk, hogy {8,} is feltételesen kompakt. Igy {u,} jobb shift kompakt, mert a relativ
kompaktsdg egybesik a szekvencidlis kompaktsaggal metrikus terekben. Hasonléan {v,,}
bal shift kompakt.

O

IT1. 3. Idempotens mértékek.

Megjegyzés. A metrikus csoport definiciéjaban nincs 0sszekotve a csoportmiivelet és a
metrika fogalma, viszont igaz a kovetkezo. Ha X egy szeparabilis metrikus csoport, akkor
létezik az eredeti metrikdval ekvivalens bal (ill. jobb) invaridns metrika rajta, azaz létezik
olyan d metrika, melyre

d(z,y) = d(zz,zy), (. d(z,y) =d(zz,yz)) minden z,y,z € X esetén.

3.1. Definicié. Egy p € M(X) valdszinliségi mértéket idempotensnek neveziink, ha
[L* = fu.

Ezen fejezet célja megmutatni, hogy egy teljes, szepardbilis metrikus csoporton az
idempotens mértékek pontosan a kompakt részcsoportok normalizalt Haar mértékei. Egy
Z lokéalisan kompakt metrikus csoport esetén a A balinvarians Haar mérték konstans szorzé
elejéig egyértelmiien meghatérozott a A\(zA) = A(A), A € By, z € Z osszefliggés 4ltal.
Amennyiben Z kompakt vagy Abel, tgy A jobbinvaridns is, azaz A(Az) = A(A), A €
Bz, z € Z esetén.
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3.1. Lemma. Legyen X egy szeparabilis metrikus csoport és u € M(X). Ekkor barmilyen
K C X kompakt halmaz esetén létezik egy olyan x¢ € X pont, hogy

i(Kao) = sup p(Ka).
zeX

Bizonyitas. Legyen dx = sup,cy u(Kz). Ha dx = 0, akkor a lemma allitasa automatiku-
san teljestl barmilyen zg € X-re.
Tegyiik fel, hogy dx > 0. Legyen {x,, : n € N} egy olyan X-beli sorozat, hogy

lim pu(Kz,) = dk.

n—oo
Elészor megmutatjuk, hogy {z,}-nek van konvergens részsorozata. Tegyiik fel, hogy nem
igy van. Feltehetd, hogy pu(Kw,) > 56k minden n € N esetén. Ha Kz1 N K, # () minden
n > 2 esetén, akkor x,, € K~'Kx; minden n € N-re, ugyanis ha z € Kz1 N Kz, ¥V n > 2
esetén, Ugy z = a1x1 = asx,, ahol ay,a0 € K, azaz x,, = ag_lalxl € K~ 'Kz,. Mivel K
kompakt, igy K 'Kz, is kompakt, igy {z, }-nek lenne konvergens részsorozazta, és mivel
ennek az ellenkezdjét tételeztiik fel, létezik olyan ny € N, hogy Kx1 N Kx,, = (). Legyen
Ki := Kz1 U Kx,,. Ha K; N Kz, # () badrmilyen n > n; esetén, akkor x, € K 1K
minden n > nq-re és az el6zéekhez hasonléan, K és K7 kompaktsaga miatt {x, }-nek lenne
konvergens részsorozata. Ezért 1étezik egy olyan no € N, hogy ny > ny és K1 N Kx,, = 0.
Ezt az eljarast ismételve kapjuk, hogy létezik egy olyan {n,} sorozat, hogy Kz, , Kzy,,...
paronként diszjunktak. Felhasznélva, hogy pu(Kx,,) > %5 x,J =1,2,... ellentmondashoz
jutunk, hiszen p valészintiségi mérték, most pedig azt kaptuk, hogy pu(X) = oc.

Létezik tehat egy olyan {x,} konvergens sorozat, melyre lim, .. u(Kz,) = Ok.
Legyen x¢ {x,} hatérértéke. Felhasznilva, hogy ha X egy metrikus tér, akkor X home-
omorf a D := {p, : = € X} halmazzal, ahol tetszbleges x € X esetén p, az x pontba
koncetral6dé mértéket jeloli, valamint az 1.1. lemméat kapjuk, hogy p., = ps,, ill.
pxx,t = pxxy 1 (itt a legutolsé 1épésben kihasznaltuk az eltoldsinvaridns metrika létezését
is). Mivel dx = sup,cy u(Kz) adédik, hogy dx > pu(Kxzo) > limsup,,_, ., p(Kzy) = dk,
hiszen K, zért halmaz, mivel K kompakt. Igy u(Kxg) = k.

O

3.1. Tétel. Legyen X egy teljes szepardbilis metrikus csoport, p egy idempotens mérték
X-en. Ekkor létezik egy olyan S C X kompakt részcsoport, hogy p a normalizalt Haar-
mérték S-en.

Bizonyitas. El6szor azt bizonyitjuk be, hogy u tartéja kompakt. A p mérték tartéja
létezik, mert ha X egy szeparabilis metrikus tér, u pedig egy mérték X-en, akkor egyértel-
mtien létezik egy C), zart halmaz, melyre (i) u(Cy) =1, (44) barmilyen D zart halmazra,
melyre (D) = 1 kapjuk, hogy C,, C D. Fenndll tovabba az is, hogy

Cy={z : p(U)>0 minden z-et tartalmazé U nyilt halmazra}.

Felhaszndlva, hogy teljes szeparabilis metrikus téren minden mérték feszes, 1étezik egy
olyan K kompakt részhalmaza X-nek , melyre pu(K) > 0. Legyen 0x = sup,cx pu(Kz),
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ekkor dx > 0, mert p(K) > 0. A 3.1. Lemma alapjén létezik egy olyan xzo € X pont, hogy
w(Kzo) = . Legyen Ko := Kxg. Ekkor d5 = pu(Ko) = (p* p)(Ko) = [ w(Koz™)du(z).
Mivel az integrandus kisebb egyenld, mint d,

Koz ™) =6 p m. m. z-re,

ugyanis tegyiik fel, hogy azon z-ek halmazanak mértéke, melyre pu(Koz 1) # dx nem nulla
1 szerint, ezen z-ek halmazat A-val jelolve kapjuk, hogy

5K==/Quﬂ%x_wdu@ﬂ+}L“Auﬂﬁx_5du@ﬂ==/;uUQx_5dﬂ@ﬁ+5KMC¥\A)

fgy
t/%w@=%wm=/M%fﬂww,wwhﬂ%—M%fww@=0
A A A

Mivel az A halmazon 6 — pu(Kox~t) > 0, az aldbbi mértékelméleti tétel alapjan kapjuk,
hogy wu(A) = 0, ami ellentmondéds. Az idevonatkozé mértékelméleti tétel a kovetkezo:
ha (X, A, u) mértéktér, A € A, f : X —]0,00] mérheté leképezés, és fenndll, hogy
J4 fdp =0, akkor pu(A) = 0.

Ha p(Koz, ') = 0k és x, — x, amint n — oo, UgYy pr, => p, miatt u* x,, = p* ;
felhasznalva, hogy p(Koz,1) = (u* x,)(Kp) és, hogy Ko kompakt a gyenge konvergencia
jellemzései tétele miatt limsup,, . u(Koz, 1) < u(Koz™1), igy 0x < pu(Kox™t). Mivel
0k = sup,e x #(Ky) kapjuk, hogy w(Koz~) = 6x. Igy p(Koz~') = 6k minden z € S-re,
ahol S u tartdja. Hiszen minden p szerint 1-mértékli halmaz stirti a p mérték S tartéjaban.
Ezt a tartd definiciéjanak ekvivalens atfogalmazasa segitségével lathatjuk be. Tegytik fel,
hogy u(A) =1 és A nem siirii S-ben, ekkor létezik olyan € > 0 és z¢ € S, hogy barmilyen
z € A esetén d(z,z0) > e. Igy zo € S-nek 5§ sugarud nyilt gombkdrnyezetében, G-ben
nincs A-beli pont, viszont a tarté definiciéja miatt pu(G) > 0, ez azonban ellentmondés,
mert igy p(A) < 1 lenne. Jelen esetben azon z-ek halmazanak u szerint mértéke, melyekre
u(Koz™1) # 6k nulla, fgy ennek komplementere 1 mértékfi, s az el6bbiek alapjin ez a
halmaz sfirti S-ben és minden pontjira u(Koz™!') = dx. Felhaszndlva a hatardtmenetre
vonatkozé el6bbi gondolatmenetet kapjuk, hogy u(Koz~™!) = §x minden x € S-re.

Mivel a kompaktsag ekvivalens a szekvencialis kompaktsidggal, ha S nem lenne kompakt,
akkor létezne olyan {x,} sorozat, melyre u(Koz, ') = dx, ¥V n € N-re és nincs konvergens
részsorozata. A 3.1. Lemma bizonyitdsdhoz hasonléan, mivel lim,, . u(Koz,') = ik
kovetkezne, hogy {z,, }-nek van konvergens részsorozata, ami ellentmondés. fgy S kompakt.
Megmutatjuk, hogy a p mérték S tartdja csoport. Felhaszndlva, hogy p* = p

[ s dut) = () = 1.

Mivel barmilyen A Borel halmazra p(A) < 1, a kordbbiakhoz hasonléan a fenti egyenl6ség
alapjan u(Sz™') = 1 g m. m. z-re. Mivel S zart, ha x, — z, amint n — 00 és
pu(Sz,; 1) = 1 minden n € N-re, akkor u(Sz~!) = 1. Igy u(Sz~!) = 1 minden = € S-re.
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Mivel S a legsziikebb, i szerint 1 mértékii zart részhalmaz kapjuk, hogy S C Sz~! minden
x € S-re. fgy S-S5 C S, azaz S félcsoport.

Amennyiben z € S, Ggy 2" € S minden n = 1,2, ... esetén. Ha e nem torlédasi pontja az
{z™} sorozatnak, akkor ez a sorozat diszkrét lenne, (azaz izolalt pontokbdl allna.) Ugyanis,
ha e nem torl6dasi pont, akkor létezik olyan e > 0, hogy barmilyen n € N esetén d(z",e) >
€. (Itt az eredeti metrikdval olyan ekvivalens metrikat vesziink, mely jobbinvaridns, ilyen
a tételt megelézé megjegyzés alapjan létezik.) Ekkor d(z"t* 2") = d(x~"z"tF 2~ "a") =
d(z¥,e) > e, igy a sorozat barmely két tagjanak a tavolsidga nagyobb, mint e. Azonban
mivel S kompakt, lenne torlédési pontja az {z,} sorozatnak, ami ellentmond annak, hogy
a sorozat diszkrét. Tehdt e torlédasi pont, igy létezik olyan {x"*} részsorozat, melyre
d(z™,e) — 0, azaz d(z™ 1, x71) — 0, ami alapjan ! is torlédasi pont. fgy § = 51,
azaz S csoport. A p mérték tartdja tehat kompakt részcsoport.

Legyen most K tetszoleges zart részhalmaza S-nek. Mivel S kompakt, ezért korlatos
és zart is, s felhaszndlva, hogy teljes metrikus tér zart részhalmaza is teljes, kapjuk, hogy
S teljes szeparabilis metrikus csoport. Mivel S kompakt és K zart, felhasznalva, hogy
kompakt metrikus tér zart részhalmaza kompakt, a 3.1. lemma alapjan létezik olyan
xo € S pont, hogy p(Kzg) = sup,cg p(Kz) = 0x. Ha Ko := Kuxg, akkor p = p* p
alapjan

5K=/Su(Kox_1)du(w)7

hiszen p(S) = 1. A kordbbiakhoz hasonléan u(Koz™') = 6 p m. m. z-re, igy
p(Koz~') = 6k minden z € S-re. Igy minden K C S kompakt halmazra pu(Kz) = p(K)
barmilyen x € S esetén, hiszen u(Kz) = u(Koxy'z) = u(Kzg), azaz u(Kz), mint -
nek fliggvénye konstans S-en, igy = = e vélasztasaval kapjuk a fenti egyenldséget. Fel-
hasznalva, hogy a p mérték regularis ( ugyanis ha X metrikus tér, akkor rajta min-
den mérték reguléris) kapjuk, hogy p * x = p minden X € S-re, azaz u jobbinvarians.
Jelen esetben, mivel S kompakt a jobb-, ill. balinvarians Haar-mérték egybeesik S-en.
Emlékeztetdiil egy X metrikus téren értelmezett p mértéket akkor neveziink regulérisnak,
ha minden Borel halmaz p-regularis. Egy A € Bx Borel halmazt pedig akkor neveziink
p-regulérisnak, ha

u(A) =sup{u(C) : C C A, C zart} =inf{u(U) : ACU, U nyilt}.

Ennek alapjan az elébb azt hasznaltuk fel, hogy egy metrikus téren értelmezett mértéket
egyértelmiien meghatdrozza a zart halmazokon felvett értékei (ez nyiltra is igaz). Igy p a
normalizalt Haar mértéke a S halmaznak.

O

Sziikségilink lesz a kés6bbiekben a faktor fogalmara.

3.2. Definicié. Egy A mértéket felbonthaténak neveziink, ha létezik két olyan nemde-
generalt p és v mérték, melyekre A = p x v. Ellenkez6 esetben A-t felbonthatatlannak
nevezzik.

3.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy nemdegenerdlt a mérték a 5 mérték faktora, ha
létezik egy olyan v mérték, melyre vagy 0 = a x v vagy B = v *x a. Jelolés: a < .
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II. 4. Kommutativ metrikus csoportok esete.

Azt a specidlis esetet fogjuk vizsgalni, mikor X egy teljes szeparabilis kommutativ
metrikus csoport. Tetszéleges két A, B C X részhalmaz esetén jeldlje A+ B :={zx + vy :
x € A, y € B}, ahol + jeldli a csoportbeli miiveletet, ill. —A := {—z : = € A}, ahol —
jeloli a csoportbeli inverzet.

Mivel X kommutativ, M(X)-ben a * konvolicié operator kommutativ, valamint a
bal- és jobb shift kompaktsig fogalma egybeesik.

4.1. Definicié. Az « és (§ valdsziniiségi mértékeket shift ekvivalenseknek nevezzik, ha
egyik a mésiknak valamilyen shiftje, azaz 1étezik egy olyan xg € X pont, hogy a = (3 * xg.
Jelolés: a ~ (.

TetszOleges 1 valdsziniiségi mérték esetén jelolje F'(u) p Osszes faktoraibdl allé hal-
mazt. Ha K X-en értelmezett valészintiségi mértékek halmaza, jelolje F/(K) K elemeinek

faktoraibdl all6 halmazt. Mint kordbban « < [-t frunk, ha a [ faktora. M/(X)-el
jeloljiik az M (X)-beli shift ekvivalencia osztalyok Osszességét. Amennyiben « valésziniiségi

mérték, ugy a jeloli azt az ekvivalencia osztalyt, melyhez a tartozik. Felruhazva M(X)-
et a faktortopoldgidval topoldgikus félcsoporttd valik, és az a — a leképezés folytonos
homomorfizmus M (X)-r6l M (X)-re.

4.2. Definicié. Egy K C M(X) részhalmazt shift kompaktnak neveziink, ha M(X)-beli
IC képe feltételesen kompakt.

A kovetkezo tétel a 2.2. Tétel kozvetlen kévetkezménye.

4.1. Tétel. Legyen X egy teljes szepardbilis metrikus Abel-csoport és K shift kompakt
részhalmaza M(X)-nek. Ekkor F(K) is shift kompakt.

Ha p valésziniiségi mérték, akkor fi-vel jeloljiik a fi(A) = pu(—A) minden A Borel halmazra
alapjan definidlt valészintiségi mértéket. A p*m mértéket pedig |p|?-el jeldljiik. Ha pu = 1,
akkor p-t szimmetrikusnak nevezziik.

4.1. Kovetkezmény. Egy K C M(X) részhalmaz akkor és csak akkor shift kompakt,
ha a |K|? halmaz, mely a |u|> = a € M(X) alakii elemekbél 4ll, ahol p € K, feltételesen
kompakt.

4.2. Kovetkezmény. Bérmilyen p valdsziniiségi mértékre F'(u) shift kompakt.

Konnyen adédik, hogy az M(X)-beli < rendezés természetes médon dtvihetd M (X)-beli
rendezéssé. Megmutatjuk, hogy < linedris rendezés M (X)-ben.

4.2. Tétel. Legyen X egy teljes szepardbilis metrikus Abel-csoport. Ha « és 3 valészinti-
ségi mértékek X-en, hogy o < 3 és 3 < «, akkor a és 3 shift ekvivalensek (azaz M (X)-ben
egyenléek).

12



Barczy Matyas

Bizonyitas. Legyen a = (*~v, B =ax*xd és n=yx*0. Ekkor

a=axdxy=a*n=axn"
B=Bxyxd=0Fxn=0Fxn", n=12...,

ahol n™ n n-szeres konvolicidjat jeloli. Ezen egyenleteket r = 1,2,... n-ig Gsszeadva és
osztva n-el kapjuk, hogy

a:a*(z 77_7")7 6:6*(2 n—nr), minden n € N-re. (5.1)
r=1

r=1

(Ttt S"_, T valszintiségi mérték lesz.)
A 2.1. Tétel alapjén a {>_'_, %T} sorozat feltételesen kompakt, s egyszerii szdmolds mu-

tatja, hogy ezen sorozat barmely © torlédési pontjara © = O xn = 0 % 0. fgy a 3.1. Tétel
alapjan © a normalizalt Haar mértéke valamilyen kompakt részcsoportnak. Tovabba, mivel
O =0xn,n="vyx%d kapjuk, hogy v < O és § < O. fgy a Haar mérték tulajdonsaga miatt
Y% O ~ 0O és § x O ~ O, specidlisan ha a © Haar mérték tartdja az egész csoport, akkor
%0 =0, ) x0O = 6. Ugyanis

(7 + ©)(A) = / Y(Az~1) dO(x) = / Oz A) dr(x) =
= /@(A) dy(z) = O(A).

Felhaszandlva (5.1.)-et és © definiciéjét, a = a+*O ~a*xd*xO = %0 = . Igy o ~ 3.
[

4.3. Tétel. Legyen X egy teljes szeparabilis metrikus Abel- csoport. Tegyiik fel, hogy
a1 < ag < -+ és o, < pminden n € N-re. Ekkor 1étezik egy olyan {«/, } sorozat, hogy o,
o, shiftje minden n € N-re, és {a/,} gyengén konvergens.

Bizonyitas. Mivel o, < p minden n € N-re kapjuk, hogy «,, € F(u) minden n € N-
re, igy a 4.2. Kovetkezmény alapjan létezik egy olyan X-beli {z,} pontsorozat, hogy az
{ay, * x,} kompakt (ez a 2.1. Definici6é alapjan vildgos). Legyen 3 és v két tetsz6leges
torl6dasi pontja az {a, *xx, } sorozatnak. Mivel v, névekeds a < rendezés szerint, a faktor
definicigja alapjan kapjuk, hogy «,, * z,, szintén névekedd. Ugyanis ha a tétel feltételeit
figyelembe véve bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:

V] i=oq, Qg = V1 *xVg, (X3 = V1 *x Vg kU3, ---,
[L=U1 %Kl = U] ¥Ug kKo = -+ ,
_ _ ~1
akKOT i1 % Ty = Quy % Up % L1 = Q% Ty % (T, % Up % Tppg1)-
Megmutatjuk, hogy < v és v < 3. Mivel g (ill. ) torlédasi pontja az {a,, * x,}

sorozatnak létezik (-hoz (ill. y-hoz) konvergalé részsorozata az {«,, * x, } sorozatnak, azaz
léteznek olyan n/, ill. n”' sorozatok, melyekre

Qpy % Ty =V % Vg kv ok Uy k Ty = B, ill. quur % Xpr = 11 % Ug k- -k Upir % Ty = 7.
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Minden n”’-hoz valasszuk ki azt a legkisebb n’/-t, mely meghaladja, s végezziik el a kovetkezd
atalakitdst au, * @y = (V1 k Vo %+« % Uy k Tprr ) % x;,} k Uprry1 %+ % Ups % Ty, Felhaszndlva,
hogy vy * Vg «+ -k Upr % Ty = v €8y * Ty = (B, amint n” — oo a 2.1. Tétel alapjan
x;} k Upra1 % - % U x oy feltételesen kompakt, igy van konvergens részsorozata, attérve
erre a részsorozatra kapjuk, hogy v < (. Hasonléan lathatjuk be, hogy 0 < 7. Az
5.2. Tétel alapjan 5 ~ . fgy az {ay, * x,} sorozat Osszes torlodési pontja ugyanahhoz
az ekvivalencia osztalyhoz tartozik. Legyen ag ezen ekvivalenciaosztaly egy tetszoleges
eleme. Legyen tovabbda d olyan metrika, mely az M(X)-beli topolégidt indukalja, ilyen
létezik, mert tetszOleges X metrikus tér esetén M(X) akkor és csak akkor metrizalhaté
szeparabilis metrikus térként, ha X szeparabilis metrikus tér. fgy

lim inf d(o, *xx,aq) =0,
n—oo reX

ami alapjan minden n € N esetén ki tudunk vélasztani «,,-nek olyan o/, shiftjét, hogy az
{al } sorozat gyengén tart cp-hoz.

O
Hasonlé moédon bizonyithatjuk a kovetkezo tételt.

4.4. Tétel. Legyen X egy teljes szeparabilis metrikus Abel- csoport és oy > ag > - -
Ekkor 1étezik egy olyan {a/, } sorozat, hogy ), «,, shiftje minden n € N-re és {a], } gyengén
konvergens.

III. Valdészintiiségi mértékek lokalisan kompakt Abel-csoportokon.

III. 1. Bevezetés.

A valés szamegyenesen értelmezett valdszintiség eloszlasokra vonatkozoéan harom olyan
alaptétel van, melyekre a fiiggetlen valdszintiségi valtozdk oOsszegének hatatértékét vizsgald
elméletek tamaszkodnak. Ezek a kovetkezok:

(a) a korldtlanul oszthaté eloszldsok Lévy-Hincsin reprezentéciéja.
(b) korlatlanul oszthaté eloszlasok gyenge konvergencidjanak kritériuma.

(c) az infinitézimalis mennyiségek Osszegére vonatkoz6 Hincsin tétel, mely szerint ilyen
osszegek akkor és csak akkor konvergalnak gyengén, ha bizonyos, ezekhez rendelt
korlatlanul oszthaté eloszlasok konvergalnak.

Ezen eredmények pontos megfogalmazasa megtaldlhaté példaul Gnedenko és Kolmogorov
[2] munkéjéban. Ebben a fejezetben X egy lokédlisan kompakt Abel-csoportot jeldl, és azt
vizsgaljuk, hogy a fent emlitett, valdos egyenesre vonatkozd klasszikus hatarérték tételek
milyen mértékben altalanosithatok. A kovetkezokben felhasznaljuk a lokalisan kompakt
Abel- csoportok dualitas elméletét, illetve a Fourier-transzformaltak elméletét is. Ezek
példaul Rudin [7], Weil [8], ill. Pontrjagin [6] munkdiban talalhaték meg.
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III. 2. El6zmények lokalisan kompakt Abel-csoportokrél
és ezek karaktercsoportjarol.

Az X topoldgikus teret kompaktnak nevezziik, ha X minden nyilt halmazokkal val
lefedésébdl kivéalaszthato véges lefedés. Az X topolégikus teret lokdlisan kompaktnak
nevezziik, ha X minden pontjénak van olyan U nyilt kornyezete, hogy U kompakt (mint
X topoldgikus altere). Egy topoldgikus teret teljesen szétesének neveziink, ha minden
komponense egyetlen pontbdl all. Egy X lokalisan kompakt, Hausdorff, teljesen szétesé
topoldégikus tér esetén az egyszerre nyilt és zart halmazok (nyilt) bazisat alkotjak X
topolégiajanak.

Azt mondjuk, hogy az X halmaz topoldgikus csoport, ha egyszerre csoport is és
topologikus tér is, és fenndllnak az alabbiak

(i) az (z,y) — zy G x G-t G-re képezb leképezés folytonos G x G és G kozott,

1

(ii) az x — 27" G-t G-re képezd leképezés folytonos.

2.1. Allités. Ha H nyilt részcsoportja az X topoldgikus csoportnak, akkor H zart is.

Bizonyitas. Ha H nyilt részcsoport X-ben, akkor X \ H = |J{zH : = ¢ H}. Ugyanis
ha z € X \ H, gy ¢ = ze és e € H, mert H részcsoport; megforditva, ha z = zh,
(r ¢ H,h € H), akkor z ¢ H, mert egyébként = zh~! € H lenne, ami ellentmondés.
Felhasznalva, hogy minden zH halmaz nyilt, X \ H is nyilt, ezért H zart.

O

Legyen a tovabbiakban X egy lokalisan kompakt, megszdmlalhaté bazisu, Abel-cso-
port és Y pedig a karaktercsoportja. A karaktercsoport az 6sszes X-et az 1 abszolut értéki
komplex szamok csoportjaba képez6 folytonos homomorfizmusbél all. A kompakt hal-
mazokon egyenletes konvergencia topoldgiajaval Y is lokdlisan kompakt, megszamlalhato
bézist, Abel-csoport. Amennyiben z € X és y € Y, tgy (z,y) jeloli az y karakternek az
helyen felvett értékét, R (z,y) pedig ennek valés részét.

A dualitds elmélet alapjan az X és Y kozotti kapcsolat teljesen ,,szimmetrikus”,
azaz X Y-nak a karaktercsoportja. Pontosabban a kovetkezorol van szé. Tetszolegesen
rogzitett x € X-re legyen 2’ az az Y-n értelmezett fliggvény, melyre x’(y) = y(x) minden
y € Y esetén. Legyen tovdbba 7(z) := 2/, x € X, és jelolje Q Y karaktercsoportjat
(-t X masodik karaktercsoportjaként emlitjiikk). A Pontrjagin-féle dualitds tétel szerint
T topolégikus izomorfizmus X és 2 kozott.

Tovabbd, ha G zart részcsoportja X-nek, H a G annihilatora Y-ban, azaz H := {y :
(x,y) =1, V x € G}, akkor G és Y/ H egymas karaktercsoportjai. Ha X kompakt, akkor YV’
diszkrét, és forditva is. Ha X az egységelem egy kompakt kornyezete altal generalt, akkor
X felirhaté V@ C'@ Z alakban, ahol V' egy véges dimenzids valds vektortér, C' egy kompakt
csoport, Z; pedig az egész szamok additiv csoportjanak r-szamu példanyanak Descartes-
szorzata. A késobbi fejezetekben a lokdlisan kompakt Abel—csoportokra vonatkozo ezen és
tovabbi eredményeket majd gyakran felhasznaljuk.
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III. 3. Mértékek és Fourier-transzformaltjuk.

Egy nemnegativ, teljesen additiv, az X Borel halmazain értelmezett halmazfiiggvényt X-en
értelmezett mértéknek neveziink. Valdszinliségi mértéken olyan mértéket értiink, melynél
az egész tér mértéke 1. A korabbi fejezetben mértéken mindig valdszintiségi mértéket
értettiink, azonban most sziikségessé valik a valdoszinliségi mértékek megkiilonboztetése
a mértékektél. Mint kordbban M(X) jeloli a valdszintiségi mértékek terét. Mivel egy
lokalisan kompakt, megszdmldlhaté bazisu csoport topolégikusan teljes tér (azaz home-
omorf egy teljes metrikus térrel), a 3. fejezet Osszes eredménye érvényes M(X)-re. Ha
A, € M(X), és E tetszbleges Borel halmaz, akkor (A x u)(E) = [ pu(E — ) dX, tovdbbd
Axp € M(X). Ha Mg, Aa, ..., Ay € M(X), akkor Ay % Mg -+« % Ap-et [, Aj-vel jeloljiik.
Hasonléan a korabbiakhoz, i(A4) := u(—A) minden A Borel halmazra és |u|?> = u * [i.
M (X)-beli konvergencidn gyenge konvergenciat értiink, hacsak mast nem mondunk.

Tetszoleges p € M(X) valészinliségi mérték esetén p karakterisztikus fiiggvénye az Y
karaktercsoporton értelmezett fi(y) fliggvény, ahol:

Aly) = /X () du(x).

A karakterisztikus fiiggvény alapveto tulajdonsagait az alabbi tétel foglalja Gssze.

3.1. Tétel.
(1) i egyenletesen folytonos Y-n.
(2) ha 1i1(y) = p2(y) minden y € Y esetén, akkor pq = po.

o —

(3) (uxN)(y) = ﬁ(y)X(y) minden y € Y, u, A € M(X) esetén.

(4) n(y) = u(y).
3.1. Definicié. Az Y karaktercsoporton értelmezett ¢ fiiggvényt pozitiv definitnek
nevezzilk, ha minden n € N, aq,...,a, € C és y1,...,y, € Y karakterek esetén

n
Z aiajp(y; —y;) = 0.
ij=1

3.2. Tétel. Az Y karaktercsoporton értelmezett o fliggvény akkor és csak akkor karak-
terisztikus fliggvénye egy p € M(X) valdszinliségi mértéknek, ha (1) p(e) =1, (2) ¢
folytonos, és (3) pozitiv definit.

A 3.1. és 3.2. Tételek bizonyitasa megtaldlhaté példaul Rudin [5] (1. fejezet, 36. old.)
konyvében.

3.3. Tétel. Legyen {u,} egy sorozat M(X)-ben. Ekkor u, = u akkor és csak akkor,
ha fi,(y) — (y) egyenletesen Y minden kompakt részhalmazén. Tovabba, ha i, (y)
egyenletesen konvergal valamilyen hatarértékhez Y minden kompakt részhalmazan, akkor
létezik egy olyan p € M(X) mérték, hogy
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(1) m(y) = limp—co fin(y),
(i) pn = p.
Ez a tétel a ,,folytonossagi tétel 7 altaldnositasa lokalisan kompakt Abel-csoportokra.

Bizonyitas.

1. Rész. Tegyiik fel, hogy p, = p. Legyen K tetszoleges Y-beli kompakt részhalmaz.
Mivel K kompakt, igy korldtos és zart is, s mivel barmilyen y € Y, x € X esetén |y(x)| =
1, kapjuk, hogy egyenletesen korlatos és relativ kompakt is. fgy az Arzela-Ascoli tétel
alapjan tetsz6leges x € X pontban ekvifolytonos. Ezt felhasznalva kovetkezik, hogy fi(y) =
lim,, o0 in (y) egyenletesen K-n, belatjuk ugyanis a kovetkezd, Snmagédban is fontos tételt.

Segédtétel. Legyen X egy szeparabilis metrikus tér, {u,, n € N} valészintiségi mérték
sorozata X-en. Ekkor u, = p akkor és csak akkor, ha

lim sup ‘/fdun—/fd,u‘:()

n—00 e A,

minden Ay C C(X) halmazra, mely minden x € X pontban ekvifolytonos és egyenletesen
korlatos, azaz létezik olyan M konstans, hogy |f(z)| < M minden x € X és f € Aj esetén.

A segédtétel bizonyitasa. Eloszor megmutatjuk, hogy ha X szepardbilis metrikus tér,

p mérték X-en, Ay C C(X) minden x € X pontban ekvifolytonos figgvények csalddja,

akkor barmilyen € > 0-hoz létezik halmazoknak olyan {A;} sorozata, hogy u(A4;\ A3) =0

minden j-re (ezt Ugy emlitjiik, hogy A; p folytonossdgi halmaza), tovabba fennall, hogy
(1) U;ilA]:Xv (11) AlﬁA]:(D, ha’L#j,

(iii) |f(z) — f(y)| < e minden z, y € A; és f € Aj esetén.

Jeloljiik d-vel a metrikdt X-en, illetve barmilyen 6 > 0 és © € X esetén S(z,d)
jeloli az x kozépponti, § sugart nyilt gdmbot, azaz S(x,d) = {y : d(y,x) < §}. Legyen
B(z,9) :={y : d(y,x) = d}, igy B(z,9) S(x,d) hatdra. Minden S(z, ) nyilt gdbmb tartal-
maz egy olyan S(z,0"), ¢’ < 0 gombot, melynek B(x,d’) hatdra p-nullmértékii. Ez azért
igaz, mert S(z,0) = Uy<gs <5 B(z,6") a B(z,¢") Borel halmazok nemmegszamlélhaté disz-
junkt unidja, és igy ezek egy megszamlalhaté részhalmaztdl eltekintve p-nullmértékiiek.
Igy mivel Ay ekvifolytonos csaléd, minden z € X esetén létezik egy & = &(x), hogy
S(z,6) p-folytonossdgi halmaz, és [f(z) — f(y)| < § minden y € S(z,0) és f € Ao-
ra. (a-hez létezik x koriili nyilt gébmb, ebben pedig a fentiek miatt van olyan x korili
nyilt gobmb, melynek hatdra p-nullmértékii, azaz p-folytonossagi halmaz.) Az {S(z,d) :
x € X} csalad nyilt lefedése X-nek. Mivel X szeparabilis, létezik egy olyan x; sorozat,
hogy {S(x;,6(x;)),7 = 1,2,...} lefedése X-nek. Legyen A, := S(x1,0(z1)), A, :=
S(Tn,0(xn))NS(Tp-1,0(zpn-1)) N---NS(x1,0(x1)), n=2,3,..., ahol A’ jeloli A komple-
menterét. Az A,, halmazok mind p-folytonossdgi halmazok. Fennall az is, hogy |J,— | A, =
X és paronként diszjunktak az unidban részvevé halmazok.. Tekintsiink a tovabbiakban
egy ilyen Aj sorozatot, s legyen x; € Aj egy rogzitett pontsorozat.

TetszOleges A, X-en értelmezett valdszintiségi mérték esetén jelolje X azt a diszkrét
mértéket, mely az {z; : j = 1,2...} halmazra koncentralédik, oly mddon, hogy z,; A
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szerinti mértéke A(A;). Felhasznalva az {A,} sorozat tulajdonsigait minden f € A
fiiggvényre kapjuk, hogy

| [rax- [ rai si\(/A_fdA—/A_de)!:ioj\/Aj(f—f(wj))dM <
<Z/ Fz;)]dN < e.

Igy barmilyen A valészintiségi mértékre

fselli)()!/fd)\—/fdﬂﬁe.

Mivel A;-k folytonossagi halmazok és p, = p, pn(4;) — p(4;) j = 1,2,..., amint
n — o0o. Kovetkezésképpen

lim sup sup ‘/fdﬁn—/fdﬁ’ = lim sup sup |Z/ fdu, — / fd,u}

n—oo feAp n—oo feAp

= limsup sup ‘Zf zj)pn(Aj) — f(x;) (A, )| < Mhrnsupz |,un —,u(Aj)} <

n—oo feAg n—oo

< MZlimsup |n(4;) — p(Aj)| =0.

j:l n—oo
Igy

lim sup sup|/fdun— fd,u‘ <hmsup{ sup }/fdun—/fdﬁn‘+

n—oo feAq n—00 feAo

+ sup }/fdu /fdu]—l— sup} fdfi, — /fdﬁ\}ng.

feAp

Ezen 0Osszefliggésbol € — 0 hataratmenettel kapjuk a bizonyitando allitast.

2. Rész. Tegyiik fel, hogy 1i,(y) egyenletesen konvergél egy ¢(y) fiiggvényhez Y min-
den kompakt részhalmazan, amint n — oo. A 3.1. Tétel alapjan [, (y) folytonos, és
tudva azt, hogy kompakt halmazon folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens soranak
hatarfiiggvénye is folytonos, ¢(y) is folytonos. Mivel ji,(e) = 1 és i, (y) pozitiv definit,
ole) =1 és p(y) is pozitiv definit. Igy a 3.2. Tétel alapjan 1étezik egy olyan p € M(X)
mérték, hogy 1i(y) = ¢(y) minden y € Y-ra.

Ha X véges dimenzidés valés vektortér, akkor a 3.3. Tétel nem mas, mint a jolismert
Lévy-Cramér féle folytonossagi tétel. (lasd pédaul.: Cramér [1], 102. old.)
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Ha X egy diszkrét csoport, akkor barmilyen p € M(X) valdszintliségi mértékre és
r € X-re,

u({z}) = /Y @A) dy,

ahol dy a kompakt Y csoport normalizalt Haar mértéke. Igy az fin(y) — fi(y) egyenletes
konvergencia alapjan p, = p. Ugyanis a fentiek miatt minden x € X-re u,({z}) —
p({x}), igy az dsszes olyan halmazra is kapjuk a konvergenciat, melynek hatara p szerint
nullmértékli, mert diszkrét csoportban minden halmaz ilyen, minden halmaz hatara az
iires halmaz. Diszkrét csoporton itt olyan topolégikus csoportot értiink, melyben minden
halmaz nyilt, s kovetkezésképpen zart is.

Tegyiik fel, hogy a 3.3. Tétel igaz X és X5 esetén, ahol X; és X5 lokalisan kompakt,
megszamlalhato bazisu, Abel-csoportok. Legyen pu, valészinliségi mértékek sorozata az
X7 ® Xo téren; ,ug), ill. ,ug) a iy, mérték Xi-re, ill. Xs-re vonatkozd margindlisai (ezek
az X1, ill. Xo-re valé projekcidk altal indukaltak). Es tegyiik fel, hogy tn(y) egyenletesen

konvergél ji(y)-hoz minden kompakt halmazon. Nyilvanval6an ,ug), ill. ug) is egyenletesen

konvergal p(1), ill. p©(-héz minden kompakt részhalmazon, ahol (1), ill ,17(2\) a p mérték
X1, ill. Xs-re vonatkozé marginalisai. Mivel a tétel igaz az X; és Xo terek esetében,

MS) = nM és ug) = 11?). Legyen € > 0 tetszleges és K1 C X1 és Ko C X5 olyan kompakt

részhalmazok, hogy ug)(Kl) >1-5, /1,7(12)([(2) > 1~ 5 minden n € N-re. Ilyen K, ill.

K5 halmazok a Prohorov tétel alapjan léteznek, ugyanis pl. {,u,(zl) : n € N} kompakt,

hiszen a {,u%l), n € N, p(M} halmaz minden konvergens részsorozatdnak a hatarértéke
pM. Legyen K := K; @ Ko. Ekkor K kompakt részhalmaza X; @ Xs-nek. Tovébbd
pn(K) = 1= po(K') > 1= pf(K)) = p$P(KL) > 1 — ¢ minden n € N-re, ugyanis
pin(K") = pn(K, @ Ko UKy @ Ky UK, @ Kb) < pn(K}) + pn(K3). Ujra a Prohorov
tételt hasznalva {u, } feltételesen kompakt. Igy 1étezik olyan n’ részsorozat, és v € M(X),
hogy p,y = v. A I.-ben bizonyitottaknak megfeleléen fi, (y) — V(y) és a feltétel alapjan
U (y) — 1(y) minden y € Y esetén, igy fi(y) = V(y) minden y € Y-ra, amibél a 3.1. Tétel
(2) része alapjan v = p. Azaz a {u,} halmaz minden torlddési pontja . gy a tétel igaz
az X1 ® X téren is.

Tegytiik fel, hogy H C X kompakt részcsoport és az éllitds igaz az X/H faktorcso-
portra. Belatjuk, hogy ekkor igaz X-en is. Legyen u, € M(X) és tegyiik fel, hogy fu,(y)
egyenletesen konvergal fi(y)-hoz Y kompakt részhalmazain. Legyen 7 a kanonikus homo-
morfizmus X-b6l X/H-ba. Mivel X/H karaktercsoportja Y-nak egy Z zart részcsoportja

ésv(yorT) = V/T\—l(y) minden y € Z, v € M(X) esetén; kapjuk, hogy p, 7! egyenletesen
konvergal p7—!-hez Z minden kompakt részhalmazan. A U(yo7r) = v7—!(y) mindeny € Z,

v € M(X) esetén Osszefiiggést a kovetkezOképpen lathatjuk be: minden y € (X/H) = Z
esetén

—

() = /X L derw) = /X 2y 07y dp(z) = Bly o 7).

—

(Roviden, ha y € (X/H), akkor X-en uigy csindlhatunk karaktert, hogy egy osztaly minden
elemén legyen ugyanaz az 1 abszolut értékii komplex szam, melyet y az adott osztalyhoz
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rendel.) Felhasznalva, hogy X/H-ra igaz az allitds pu,7 ' = pr—L. Igy a Prohorov tétel
alapjan barmilyen € > 0-hoz létezik olyan K C X/H kompakt halmaz, hogy (u,7 1)(K) >
1 — e minden n € N-re. Mivel H kompakt, 77}(K) is kompakt X-ben, igy tjra a Prohorov
tétel miatt {u,} relativ kompakt M(X)-ben. Egy kordbbi gondolatmenet mintajara, a
3.1. Tétel (2) része miatt u, = p.
A lokalisan kompakt Abel—csoportok struktira tétele miatt mindig 1étezik egy olyan
H C X kompakt részcsoport, hogy X/H felbonthaté V & D alakban, ahol V' egy val6s
vektortér, D pedig egy diszkrét csoport. A fent elmondottak miatt igy kovetkezik a tétel
allitésa tetsz6leges X lokalisan kompakt Abel-csoportra.
O

III. 4. Korlatlanul oszthato eloszlasok.

Eloszlason a tovabbiakban valészintiségi mértéket értiink. Bevezetjiik ebben a fejezetben
a korlatlanul oszthaté eloszlasok fogalmat és néhény alapvetd tulajdonsagukat targyaljuk.

4.1. Definicié. Egy u eloszlast korlatlanul oszthaténak neveziink, ha minden n € N
esetén létezik olyan x,, € X és \,, € M(X), hogy u = A x x,,.

Ez a definicié egy kicsit kiilonbozik a valés szamegyenesen adott korlatlanul oszthatd
eloszlasok klasszikus definicigjatol. Ez a mdodositas sziikséges, ha el akarjuk kertilni a cso-
portbeli elemekkel valé oszthatésdag kérdését. A kovetkezére gondolok itt, példaul (R, +)-
ban minden elem korldtlanul oszthatd, hiszen a = (%)*" minden n € N-re. Egyenlére még
nem vildgos, hogy létezik-e olyan xz € X elem, hogy p = A *  minden n € N-re. Egy

késobbi fejezetbdl valaszt kapunk majd erre.
4.1. Tétel. A korlatlanul oszthaté eloszlasok zart részcsoportot alkotnak M (X)-ben.

Bizonyitas. Ha )\ és u korlatlanul oszthaték, akkor nyilvan Axp is korlatlanul oszthaté. Ez
vilagos a korlatlanul oszthato eloszlasok definiciojabdl, valamint abbdl, hogy kommutativ
metrikus csoport esetén a konvolicié kommutativ. Legyen ug, k = 1,2,--- korlatlanul
oszthato eloszldsok olyan sorozata, mely gyengén konvergdl p-hoz. Minden n € N esetén
px felirhaté pp = A}, * xiy, alakban. fgy az el6zo fejezet 4.1. Tétele alapjan Ap,-nek
létezik olyan részsorozata, melynek egy alkalmas shift-sorozata gyengén konvergal egy A,
eloszlashoz, amint & — oco. ( {pr} shift kompakt, mert py = p.) Felhasznalva azt,
hogy pr = p megmutatjuk, hogy minden n € N esetén létezik egy olyan x,, elem, hogy
1= A"*x,. Legyen n € N rogzitett, és x;, € X olyan, hogy Mgy, := A\gp * T, = Ay, amint
k — oo. fgy W = in * (mlzl)n * T - Es a 3. fejezet 2.1. Tétele miatt, mivel pp = p és
Nen, = An, amint k£ — oo kapjuk, hogy {(mlzl)n * Trn : k € N} feltételesen kompakt, igy
van konvergens részsorozata, s az elébbi Osszefiiggést csak erre a részsorozatra felirva, és
k — oo hataratmenetet véve kapjuk az egyenloséget. fgy a bizonyitas teljes.

OJ

Korlatlanul oszthato eloszlasra egyszerii példa X kompakt részcsoportjainak nor-
malizalt Haar mértéke, ugyanis az ilyen mértékek idempotensek, igy pu = p™ * e minden
n € N-re. Belatjuk, hogy egy idempotens faktorok nélkiili korlatlanul oszthaté eloszlas
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karakterisztikus fiiggvényének nincs zérushelye.

4.2. Tétel. Legyen [i(y) a karakterisztikus fiiggvénye egy p korlatlanul oszthaté eloszlds-
nak. Ha [i(yp) = 0 valamilyen y, karakterre, akkor pu-nek van idempotens faktora.

Bizonyitas. A korlatlanul oszthaté eloszlasok definiciéjabdl kovetkezoen minden n € N
esetén létezik egy z,, € X pont és egy A\, eloszlds, hogy u = A x x,,. Mivel [i(yg) = 0, és
a karakterek értékkészlete részhalmaza az 1 abszolut értékli komplex szamok halmazanak
kapjuk, hogy X;(yo) = 0 minden n € N esetén. A 3. fejezet 4.1. Tétele alapjan {\,}
shift kompakt. Legyen \ egy torlddési pontja {\,} egy megfelel6 shift sorozatédnak. fgy
valamilyen {z,,} € X sorozatra \,, * x,, = A, amint k£ — oo, s a 3.3. folytonossagi
tétel alapjan Xnk (Y0)yo(zn,) — X(yo), ami alapjan /):(yo) = 0. Ezt felhaszndlva \ egy
nemdegeneralt eloszlas, mert ellenkezd esetben /):(yo) = yo(2z) lenne valamilyen z € X-re,
és ez nem lehet 0. Mivel p = A x x,, és \,, egy alkalmas shift részsorozata konvergens,
A" < p minden n € N-re. fgy az el6z6 fejezet 4.3. Tétele alapjan 1étezik egy olyan z] € X
sorozat, melyre A" s 2/, = Ag. Ekkor Ao(yo) = 0, hiszen Xo(yo) = lim;,,— 00 (X(yo))nyo(x;).
Tovébba létezik egy olyan o € X pont, melyre A3 = A\g x 9. Ugyanis A" * 2/, = \o miatt
A2 (1) = A2, és felhasznalva, hogy A2 s, * (ah,) " (@)? = A27x (2/)?, ill. A27 %
xh, = Ao, az eléz6 fejezet 2.1. Tétele alapjan ( egy korabbihoz hasonlé gondolatmenettel)
kapjuk a A3 = Ao x zg egyenldséget. Ekkor \g * (—x¢) idempotens, hiszen A\g x (—xq) * Ag *
(—x0) = A3 * (—=2x0) = Ao * g * (—210) = Ao * (—x0). Nyilvan A\g * (—z0) nemdegeneralt
faktora p-nek. Roviden oOsszefoglalva, p-nek van nemdegeneralt, idempotens faktora.
Megforditva, tegyiik fel, hogy p-nek van nemdegeneralt idempotens faktora A. Ekkor

2 ~ o~ o~ o~
(A(y)) = Ay). Ezért A(y) csak a 0 és 1 értékeket veheti fel. Ha A(y) = 1, akkor A(y) =
1 =¢ely) = y(e), és a 3.1. Tétel alapjan A\ = e, azaz A degenerdlt. Igy létezik olyan yq
pont, hogy A(yog) = 0. Mivel X folytonos, [i(yo) = 0. ( Az is fennall, hogy = 0.)

[

4.2. Definicié. Ha F egy korlatos mérték X-en, akkor F-hez hozzarendeliink egy e(F)-el
jelolt eloszlast, mely a kovetkezOképpen értelmezett:

2 n

F
— ¢ F(X) S T
e(F)=e 1+ F+ TR I,

ahol 1 az egységelemre koncentral6dé valoszinliségi mértéket jeloli.

Megjegyzés. Az e(F) eloszlast az F-hez tartozd altaldnositott Poisson mértékként is
emlitjiik.

Az e(F) eloszlas karakterisztikus fiiggvényét konnyen meghatarozhatjuk:
_ — o F(X) il k() = e~ F(X) = Fk(y) —
) = [ () delF)(o) = ¢ > 5 LA ORE > P =

o L, Wk
— e FOOST (FW) _ —F0) F) — F0 [ (o) 4P ()
£ gl
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azaz

e/(F\’)(y) = exp{/[(x,y) —1]dF(z)} minden y €Y esetén.

Ezen egyenlet alapjan, tetszoleges két korlatos mértékre, F-re és G-re

— e~

e(F)*xe(G) =e(F+G), ugyanis e(F+ G)(y)=e(F)(y)e(G)(y).

Speciélisan e(F) = (e(F/n))™ minden n € N-re. Igy e(F) korlatlanul oszthaté. Az e(F)
tipusu eloszlasokat elemi korlatlanul oszthatd eloszlasoknak is nevezziik. A 4.1. Tétel
alapjan elemi korlatlanul oszthaté eloszlasok shiftjeinek hatarértéke is korldtlanul oszthato,
hiszen ha pj korlatlanul oszthatd, akkor felirhatd pp = )\Zn x xp, alakban, igy pup * yg is
felirhaté a megfelel6 alakban. Késébb bizonyitandé tételek alapjan kideriil, hogy ez az
egyetlen moédja korlatlanul oszthaté eloszlasok konstrukciéjanak.

Legyen F,, korlatos mértékek sorozata, s képezziik az e(F;,) sorozatot. Bebizonyitunk
egy sziikséges feltételt az e(F,) sorozat shift kompaktsigara vonatkozéan, melyrél késébb
majd kideriil, hogy elégséges is.

4.3. Tétel. Legyen pu,, = e(F,), ahol F,, korldtos mértékek sorozata. Ahhoz, hogy az
(a) pp shift kompakt legyen,

(b) ha u egy torlédési pontja {u,} valamilyen shift sorozatdanak, akkor p-nek ne legyen
idempotens faktora,

feltételek fennalljanak az alabbi két feltétel sziikséges:

(i) az egységelem barmely N kornyezetére az {F,} csaldd megszoritdsa X \ N-re legyen
feltételesen kompakt (a mértékek gyenge konvergencidjira vonatkozéan),

(ii) barmilyen y € Y-ra

sgg/[l —R{(z,y)|d F,(x) < 0.

Bizonyitas. Legyen N az egységelem tetszoleges nyilt, szimmetrikus kornyezete. ElGszor
megmutatjuk, hogy az F,(N’) sorozat korlatos. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ekkor
létezik olyan {ny : k € N} részsorozat, melyre F;, (N') > 2k, k = 1,2,... . Definidljuk az
Ly, k=1,2,... mértékeket az alabbi mdédon:

Li(A) < =F,, (A) minden A Borel halmazra, Li(N)=0, Li(N')=1.

Ekkor a Ay := e(Ly,) eloszlas az e(F,,, ) eloszlas faktora (gondoljunk itt arra, hogy fiiggetlen
Poissonok 6sszege is Poisson), és az el6z6 fejezet 4.1. Tétele alapjan, az e(F),) sorozat shift
kompaktsdga miatt a {\} sorozat is shift kompakt. Legyen A a \x shiftjeinek egy torlédési
pontja. A fenti egyenletek alapjan A minden hatvanya pu faktora. fgy az elozo fejezet 4.2.
Kévetkezménye alapjan a {A"} sorozat is shift kompakt. Hasonléan, mint a 4.2. Tétel
bizonyitdasdban a {A\"} sorozat tetsz6leges shift sorozatanak barmely torlédasi pontja egy
idempotens eloszlas shiftje. Mivel ez a torlédasi pont is faktora p-nek, felhasznalva, hogy a
feltétel alapjan p-nek nincs idempotens faktora, A" tetszoleges shift sorozatanak barmely
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torl6dasi pontja degeneralt. Mivel \™ novekeds (a < relaciéban ), A is degeneralt. igy a
|\k|? sorozat az egységelembe degenerdlt eloszlashoz konvergdl, hiszen |A\g|? = A\p * \g, és
felhasznalva, hogy {Ax} egy shift sorozata gyengén tart A\-hoz kapjuk, hogy

—

|>\k|2:5\;Xk:)\k}\\_k_>/)\\

>

fey [M2(y) = A»)A() = y(xo)y(wo) = |y(xo)|* = 1 = y(e) = &(y) valamilyen z € X-re
minden y € Y esetén ( ilyen zyp A degeneraltsiga miatt 1étezik), amibdl a folytonossagi
tétel alapjan [Ax|2 = e. Igy limy_oo e(Ly 4+ Ly )(N') = 0, hiszen N’ zért halmaz, mert N
nyilt, és e(Ly + Li) = e(Ly) * e(Ly) = e(Ly) * e(Ly) = A\ * \p = e alapjan, 0 = e(N') >
lim supy,_, o (Ak * A)(N). De

o(Lic+ To) (V) = expl—(Le + T )] 3 HEE 2l vy >
> e (L + T (V) = e 2(L(V) = 2

ami ellentmondés. Igy sup, F,,(N’) < co. Mivel e minden kérnyezete tartalmaz egy szim-
metrikus, nyilt kornyezetet kapjuk, hogy e minden N kornyezetére sup,, Fy,(N') < oo.
Legyen k := sup,, F,,(N'), ahol N az e egy rogzitett kornyezete. Jelolje G,, az F,
N'-re val6 lesziikitését, azaz minden A Borel halmazra G,(A) := F,(A N N’). Ekkor
e(Gp) e(F,) faktora. Mivel e(F),) shift kompakt, ezért e(G,) is shift kompakt és igy
e(H,) feltételesen kompakt, ahol H, = G, + G,,. Igy a Prohorov tétel alapjan barmilyen
€ > 0-hoz létezik olyan C' kompakt halmaz, hogy e(H,)(C’) < € minden n € N-re. Mivel

e(H,) = e HnX)[ 2% " Hu kapjuk, hogy

r=0 r!
e > e(H,)(C") > e BV H (C") > e ?*G,(C') minden n € N-re,

hiszen H,,(X) = G, (X) + Gn(X) = F,(X N N') + F,,(X N N') < 2k. Mivel a k konstans
nem fiigg n-tol, € tetszbleges kapjuk, hogy a G,, sorozat egyenletesen feszes. A Prohorov
tétel egyszerti modositasaval kapjuk, hogy G, feltételesen kompakt a gyenge topoldgiaban.
Ezzel belattuk, hogy az (i) feltétel sziikséges.

Megmutatjuk, hogy a (i4) feltétel is sziikséges. Az e(F, +F,) = |e(F},)|? sorozat kom-
pakt, ugyanis mivel e(F},) shift kompakt, e(F},) tetszéleges részsorozatira, melyet tovabbra
is e(F,)-nel fogunk jeldlni 1éteznek olyan z, € X-ek, hogy e(F},) * x,-nek van konvergens
részsorozata, igy e(F,) x x, szimmetrizdltjdnak is van konvergens részsorozata, viszont

e(Fn) * an(A) = e(Fy) xxp(—A) = e(F)(—A —xn) = e(Fp) (A + an) = e(F) * (—an)(A),
minden A Borel halmazra, azaz e(F),)*x,, szimmetrizéltja e(F,)*(—x,). A kommutativitis
miatt e(F,)xznxe(F, )*(—x,) = |e(Fy)|2. gy |e(F,)|? tetszOleges részsorozaténak van kon-
vergens részsorozata, azaz szekvencialisan kompakt, ami ekvivalens a kompaktsidggal. Az
le(F,)|? eloszlas korldtlanul oszthaté, s megmutatjuk, hogy |e(F,)|* tetszbleges torlédasi
pontjanak karakterisztﬂgg\fﬁggvénye seholsem zérus. Ugyanis ha valamilyen yo-ra és ny

részsorozatra limy .o [€(Fy, )|?(yo) = 0, akkor az (a) feltétel miatt e(F,,, )-nak van olyan
shift részsorozata, mely gyengén konvergens, igy a (b) feltétel miatt ennek a hatarértéknek
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nincs idempotens faktora, viszont a 4.1. Tétel alapjan ez a hatarérték korlatlanul oszthato,
és ha feltételezésiink fennallna, akkor a 4.2. Tétel miatt lenne idempotens faktora, ami
ellentmondaés. Igy minden y € Y-ra

—

04 lim |e(F)[2(y) = lim e(Fy)(y)e(Fa)(y) = lim exp { / [, y) — 1] d Fo(w)+

n—oo n—oo n—oo

+ [0~ NaFo@)} = lim exp [ (o) ~ 1 d(F+ Fa)@)}

ami alapjan, felhasznalva azt, hogy

() dF@) = [ (ey)dFe) = [ 29 ape) = [ Gpare)
A A L ;

X

kapjuk a (i7) feltételt.

III. 5. Infinitézimalis rendszerek, hatarérték-tételek.

Ezen fejezet célja bevezetni csoportokon az infinitézimalitas fogalmat, s a Hincsintol szar-
mazo, a valos egyenesre vonatkozo klasszikus hatarérték-tételek csoportokra valé altaldano-
sitasait bizonyitani.

5.1. Definicié. Valdszintliség-eloszlasok {ay,;}, j = 1,2,...,k, haromszogrendszerét
egyenletesen infinitézimalisnak nevezziik, ha

lim sup sup|a,;(y)—1]=0
N0 1<j<k, yEK

minden K C Y kompakt részhalmazra.

( A késébbiekben feltételezziik, hogy k, — oo, amint n — 00.)

Megjegyzés. Felhaszndalva, hogy a karakterisztikus fliggvények és a valdszintiség el-
oszlasok kozotti kapcsolat egyértelmi és folytonos (3.1. Tétel, 3.3. Tétel) az {an,;}
haromszogrendszer akkor és csak akkor egyenletesen infinitézimalis, ha az egységelem
barmilyen N kornyezetére

lim sup |a,;(N')| =0.

1<k,
Miel6tt kimondanank és bizonyitandnk ezen fejezet f6 eredményét szamos lemmaéra van
sziikségiink.

5.1. Lemma. Bérmilyen C C Y kompakt részhalmaz esetén létezik az egységelemnek
olyan N¢ kornyezete X-ben, és egy olyan E C C véges részhalmaz, hogy

sup [1 - R (e,9)] < Msup 1 - R (z,y)]
yel yeE
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minden z € N¢ estén, ahol M egy C-tdl fiiggd, véges konstans.

Bizonyitas. Megmutatjuk el6szor, hogy
1 —cos(a+ ) <2[(1 —cosa) + (1 —cos )], ahol 0<a, < 27.
Felhasznalva, hogy 1 — cos(z) = 2sin?(x/2) azt kell bizonyitanunk, hogy
sin?(x 4 y) < 2(sin?(z) 4 sin®(y)), ahol 0 < z,y < 7.

Az egységsugari korben véve az «, 3, ill. a+ 3 kozépponti szogekhez tarozé hiurokat, ezek
rendre a := 2sin(a/2), b := 2sin(3/2), ¢ := 2sin((a + 3)/2) hossziak. Ezen jeloléseket
hasznélva, azt kell bizonyftanunk, hogy ¢? < 2(a?+ b?). Ezen htirokra felirt koszinusz-tétel
alapjan kapjuk, hogy azt kell beldtni, hogy ¢ = a? + b? — 2abcos(y) < 2(a? + b?), ami
azzal ekvivalens, hogy 0 < a2 + b2 + 2abcos(y) = (a — b)* 4 2ab(cos(y) + 1), ahol v jelsli
a és b szogét. Ez utdbbi osszefiiggés pedig egy azonossag.

A koszinuszokra vonatkozé egyenl6tlenség alapjan, mivel |y(z)| = 1 minden y € Y-ra

1 =R (z1 +22,y) < 2[(1 = R{z1,9)) + (1 = R(z2,9)) ], (5.0)

ahol R (x,y) (z,y) valds részét jeloli. Ez azt mutatja, hogy ha a lemma érvényes az X;
és X5 csoportokban, akkor ezek X; @ Xo direkt Osszegében is érvényes. Jelolje Y a C
altal generdlt zart részcsoportot, ® ennek annihildtordt X-ben, azaz ® = {z : (x,y) =
1 minden y € Y’'-re}. Ha 7 jeloli a kanonikus homomorfizmust X-bol X’ = X /®-re, akkor
R{(z,y) = R(r(z),y) minden x € X, y € Y esetén. Ugyanis 7(z) = =z + @, igy y(7(x)) =
ylz+ @) = y(x)y(®) = y(x) - 1 = (x,y). [gy elegendd a lemmat arra az esetre bizonyitani,
amikor X, ill. Y helyett X'-t, ill. Y’-t tekintjiik. Mivel Y’ az e egységelem kompakt
kornyezete altal generalt, felirhaté V & C @ Zj alakban, ahol V' egy véges dimenzids
vektortér, C' egy kompakt csoport, Z; pedig az egész szamok additiv csoportjanak r szamu
példényénak szorzata. Igy X’ felithaté V@ D@ K™ alakban, ahol D egy diszkrét csoport, K"
pedig az 1 abszolut értékii komplex szamok halmazanak r szamu példanyanak szorzata. Ha
megmutatjuk, hogy a lemma allitdsa igaz a valds egyenes, diszkrét csoportok, ill. kompakt
csoportok esetében, akkor a fentiek miatt igaz lesz X esetében is.

Felhasznalva, hogy a valds szamok halmazanak karaktercsoportja énmaga, a valds
egyenesre vonatkozoan elegendo azt bizonyitanunk, hogy amennyiben a C' kompakt halmaz
az origd kozépponti, R sugari zart gomb, akkor létezik olyan € > 0 szadm és E C C' véges
részhalmaz, hogy

sup [1 — cos(zy)] < M sup[l — cos(zy)],

ly|<R yeE
minden |z| < € esetén, ahol M egy R-tél fiiggh konstans. A cos fiiggvény tulajdonsigait
felhaszndalva konnyen ellenorizheto, hogy

2
07 . ,

1—cosa < - minden « € R esetén,
o2

1—cosa > T elegendden kicsi a esetén.
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Ez alapjan, ha x elegendden kicsi

sup [1 — cos(ay)] < sup { Wy
ly|<R ly|[<R
sup{ (zy) } < sup[l — cos(zy)].

yeE yeE
fgy elegend6 azt belatni, hogy létezik olyan € > 0 és E C C véges halmaz, hogy

lsu<pR{(xy)2} < leelg{(my)Q}

minden || < € esetén, ahol M egy R-t6l fliggé konstans. Ez pedig azzal ekvivalens,
hogy R? < Msup,cp{|y[*}. Az M :=1és E := {yo}, ahol |yo| = R vilasztds megfelels
szamunkra.

Ha X diszkrét csoport, akkor mivel barmely halmaz nyilt és zart, az egységelemet tar-
talmazé halmaz is nyilt, igy legyen N¢ := {e} barmilyen C C Y kompakt részhalmazra.
Felhasznédlva azt, hogy minden y € Y esetén y(e) = 1 kapjuk, hogy a bizonyitandé
egyenlotlenség mindkét oldaldn nulla all, igy trividlisan igaz.

Ha X kompakt csoport, akkor a dualitds elmélet alapjan a karaktercsoportja diszkrét,
igy barmilyen C' C Y kompakt részhalmaz véges, ezért C := FE vélasztéassal trividlisan
adodik az allitas.

OJ

5.2. Lemma. Barmilyen y € Y esetén létezik olyan h,(x) folytonos fiiggvény X-en, hogy
(1) |hy(x)| <7 VYazeX,és hy(—x)=—hy(x);
(2) (z,y) = exp{ihy(x)} minden = € N, esetén, ahol

1
Ny={o: [{.y) —1] < 5}

Bizonyitas. Legyen (z,y) = exp{ip(z)), ahol —1 < ¢(z) < m. Nem nehéz belatni,
hogy ¢ folytonos az N, zart halmazon. Terjessziik ki -t folytonosan X-re, hogy az elsd
feltétel teljesiiljon. Ilyen kiterjesztés létezik a Tietze-tétel alapjan (lasd Kelley [4]). Ez a
kiterjesztés jo lesz szamunkra.

O

5.3. Lemma. Létezik olyan g, az X x Y szorzattéren értelmezett fliggvény, melyre
(1) g(x,y) mindkét valtozdjaban folytonos,

(2) sup,ex supyec |9(7,y)| < oo minden C' C'Y kompakt részhalmazra,

(

3) g(x7y1 +Z/2) = 9(%3/1) +9($,y2) minden x € X; Y1,Y2 € Y esetén és g(_wvy) =

—g(:l:,y),
(4) Béarmilyen C C Y kompakt részhalmazhoz létezik az X-beli egységnek olyan N¢

kornyezete, melyre (x,y) = exp{ig(z,y)} minden x € N¢ és y € C esetén,
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(5) Barmilyen C' C Y kompakt részhalmaz esetén g(x,y) egyenletesen tart 0-hoz y € C-n,
amint x a X csoport egységeleméhez konvergal.

Bizonyitas. A lokalisan kompakt Abel—csoportok struktira elmélete alapjan az allitas
bizonyitasat bizonyos egyszeriibb csoportokra vezethetjiik vissza.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz egy G C X nyilt részcsoportra. Legyen H, ill. Y a G,
ill. X csoportok karaktercsoportja. Mivel H-t megkaphatjuk Y olyan faktorcsoportjaként,
hogy G-nek Y-beli annihilatora szerint képezziik a faktorcsoportot, 1étezik egy 7 Y-t H-ba
képez6 kanonikus homomorfizmus. Tegyiik fel, hogy g(x,h) definidlva van x € G, h € H
esetén a kivant tulajdonsidgokkal. A kovetkezoképpen terjesztjik ki g definiciéjat. Legyen
x € G,y €Y esetén g(x,y) = g(x,7(y)), ill. = ¢ G esetén g(r,y) = 0 minden y € Y-ra.
Mivel egy nyilt részcsoport zart is (2.1. Alh’tés), g(z,y) folytonossaga azonnal kovetkezik.
A t6bbi tulajdonsiga g(x,y)-nak a G x H-n val6 érvényességébdl kovetkezik.

Altaléban, ha X tetszoleges lokalisan kompakt, kommutativ Abel—csoport, akkor le-
gyen G az egységelem egy kompakt korenyezete altal generalt csoport, ez nyilt is és zart is.
Ez a G csoport felithaté V @& C' @ Zj alakban, ahol V' egy véges dimenzios vektorcsoport,
C egy kompakt csoport, Z) pedig az egész szamok onmagaval vett r-tényezds Descartes-
szorzata. Amennyiben gi(z,y) és g2(u,v) a lemmabeli tulajdonsidgokkal bir6 fiiggvények
az X, ill. U csoportok esetében, melyek karaktercsoportjai Y, ill. V', akkor létezik egy
ugyanilyen tulajdonsidgokkal biré g(&,n) fliiggvény X @ U esetében, ahol £ € X & U és
n €Y @ V. Legyen ugyanis

9(&n) = g1(x,y) + g2(u,v),

ahol x, ill. u &-nek a projekcioi X-re, ill. U-ra, és y, ill. v n-nak a projekcidi Y-ra, ill.
V-re. fgy elég g(z,y)-t megkonstrudlnunk a valds egyenes, kompakt csoportok és az egész
szamok additiv csoportja esetén, hiszen a véges dimenziés valés vektorterek izomorfak R”™-
el, valamilyen n € N-re. Az egész szamok csoportja esetében g(x,y) legyen az azonosan
nulla fiiggvény, hiszen a (4) feltétel is fenndll No := {e} vélasztassal. A valds egyenes
esetében pedig legyen g(x,y) = O(x)y, ahol

r Lhaxel-1,1],
O(z):=4¢1 ,ha x> 1,
-1 ,hax< -1

(A valds egyenes karaktercsoportja énmaga.) fgy a bizonyitas teljessé tételéhez elegend6
csak a kompakt csoportok esetével foglalkozni.

Legyen tehat X egy kompakt Abel—csoport, Y a karaktercsoportja. Legyen X, az
egységelem (Osszefliggd) komponense X-ben, Y; X, annihildtora Y-ban, X; = X/Xq és
Yo = Y/Y;. A dualitds miatt X karatercsoportja Yy, X7 karaktercsoportja pedig Y;. Mivel
X Osszefliggd és kompakt, Yy diszkrét csoport, melyben minden elem rendje végtelen. A
Zorn lemmat felhasznalva ki tudjuk valasztani maximalis csaladjat olyan {d,} elemeknek,
mely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal: ha Y .| na,d, = 0 valamilyen pozitiv egész
r-T€, Ngy,-- -, Na, €gészekre és dg,,...,d,, elemekre ebbdl a csaladbdl, akkor n,, = 0
minden i = 1,2,...,r-re. ( A fent emlitett tulajdonsigi {d,,,...,d, } halmazok kozott
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a tartalmazasi relaciét tekintjitk a Zorn lemméban .) Mivel ez egy maximalisan linedrisan

fiiggetlen elemcsalad, minden d € Y|, elemhez léteznek ebbdl a csaladbdl valé d,,, ..., dq,
elemek és n,ny,na,...,nk (n > 0) egészek, melyre

nd =nida, + -+ ngda,, (5.1)
ugyanis a {d,dq,,...,dqs, } csaldd mér linedrisan fiiggd, és az is elérhetd, hogy n > 0 legyen.

Ez a feliras egyértelmi, eltekintve a két oldal egész szammal vald szorzasatol.

A bevezetett jelolések alapjan Yy minden eleme Y7-nek egy mellékosztalya Y-ban. Te-
kintsiik a d, mellékosztalyokat és vegyilink ki mindegyikbdl egy y, € Y elemet. Rogzitsiik
az 19, elemeket. Legyen

9(2,Ya) = hy, ()

minden o-ra, ahol h,_(z) az 5.2. Lemmaban definialt. Legyen y € Y tetszoleges. Ekkor y
Y7 valamely mellékosztalyaban benne van, mely mellékosztaly Yy eleme. Ha ezt az Yjy-beli
elemet d-vel jedljik, akkor léteznek olyan n,nq,...,ng (n > 0) egész szamok és a {d,}
csalddbdl vald d,,, ..., ds, elemek, hogy (5.1.) fennall. Legyen

ny Nk
g(z,y) := ;g(x,yal) +-+ Wg(w, Yoy, )-

Megmutatjuk, hogy a megkonstrualt g kielégiti a kivanalmakat.

Mivel h,(x) folytonos X-en, g(x,y) folytonos z-ben minden rogzitett y € Y esetén,
s mivel X kompakt Y diszkrét, igy g(x,y) mindkét véltozéjdban folytonos. (Ugyanis
egy, az Y diszkrét csoportban konvergens sorozat egy id6 utédn konstans.) A (2) és (3)
tulajdonsag a konstrukcié alapjan vilagos, (2) példaul abbdl kovetkezik, hogy |hy(x)| < 7
minden z € X, y € Y-ra.

Mivel az Y-beli kompakt halmazok véges halmazok, a (4)-beli tulajdonsagot elegend6
minden y € Y-ra bizonyitani. Legyen y € Y, és jelolje [y] Yi-nek azt a mellékosztalyét,
melyhez y tartozik. Ekkor [y] € Yy. Ha d helyére [y]-t, d, helyére [y,]-t frunk (5.1)-ben,
akkor az a kovetkezo alakot 6lti

n[y] - nl[ya1] +oeet nk[yak]' (52)

Tetszdleges két y1,y2 € [y] elemre y; — yo € Y. (Itt y1 — y2 = 2192~ L) Mivel Yy
a teljesen szétesé X /X, csoport karaktercsoportja, Y7 minden eleme véges rendd. fgy
ha y € Yj, akkor létezik az egységelemnek olyan kornyezete X-ben, hogy (x,y) = 1
ebben a kornyezetben. Ezért tetszéleges y1,ys € [y] esetén létezik az egységelemnek olyan
kornyezete X-ben, hogy (x,y1) = (x,y2), ugyanis ekkor (z,y; — y2) = 1.

Felhaszndlva g(z,y) konstrukcidjat és az 5.2. Lemmét kapjuk, hogy minden y,-ra
létezik az egységelemnek olyan kornyezete X-ben, ahol e?9(@¥a) — (,Yq). Legyen most
y € Y tetszéleges. Ekkor (5.2.) alapjan léteznek yo,1,...,%a;n, elemek [y, ]-ben j =

1,2,..., k-ra, hogy
k

ny = Z(yajl +"'+yozjnj)' (53)
j=1
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(Itt y1 + y2 a két karakter szorzatat jeloli!) Az el6z8 bekezdésben tett megjegyzések
alapjan létezik az egységelemnek X-ben olyan kornyezete (mely fiigg yq,r-t6l és yq,-t6l),
ahol (7,Ya;r) = (7,Ya,;). Jelolje N az Osszes yo,r-hez (r = 1,2,...,n5; j = 1,2,...,k)
tartoz6 kornyezet metszetét, igy

(T,Ya;r) = (T,Ya;) minden z€ N, r=1,...,n;, j=1,...,k esetén. (5.4)

Igy (5.3) és (5.4) alapjan
k
(z,y)" = H (T,Ya,;)"’ minden z € N-re.
j=1

Mivel léteznek az egységelemnek olyan kérnyezetei, ahol (z, ya,;) = exp{ig(z,ya,)}, létezik
az egységelemnek egy olyan kornyezete, ahol (x,y)" = e9(*¥) Mivel (z,y) és e9(*¥)
folytonosak és X egységelemében nem tiinnek el, 1étezik az egységelemnek olyan kornyeze-
te, ahol (z,y) = €9®¥) ( Gondoljunk itt arra, hogy az n-edik gytk-képzés visszavezethetd
logaritmus képzésre, s ehhez kellenek az emlitett feltételek.)
Az (5) tulajdonsiagot kapjuk (1)-bol és felhaszndlva azt, az 5.2. Lemma alapjin
kovetkez6 tényt, hogy g(x,y) eltlinik, ha x vagy y a megfelel6 csoport egységeleme.
[

A kovetkezokben azt vizsgaljuk, hogy mi a g fliggvény konkrét alakja néhany specidlis
csoport esetében. Mind a négy példa esetében az 5.3. Lemma feltételeit leellendrizve
gy6zodhetiink meg a g fliggvény helyes voltardl.

1. Példa. Legyen X =Y =R". Haxz = (z1,...,2,) € X ésy = (y1,...,Yn) € Y, akkor
g(@,y) =Y i)y,
i=1

ahol ¢;(t) (1 = 1,2,...,n) olyan korlatos, folytonos fiiggvény a valds egyenesen, melyre
wi(t) =t a 0 egy kornyezetében és p;(—t) = —p;(t).

2. Példa. Legyen K := {z € C : |2|] = 1}, X = K" és Y = Z, ahol Z; az egész
szamok csoportja. Legyen tovabbd X = {(z1,...,2,) : —1 < z; < 1 minden i =
1,...,n-re}, ahol az Osszeaddst modulo 2 vesszik. Ha y = (y1,...,yn) € Zj, akkor
g(z,y) = >, wi(z:)yi, ahol ¢; az 1. Példdban definidlt.

3. Példa. Legyen Y a raciondlis szamok additiv csoportja és legyen X a karatercsoportja.
Legyen tovabbd ¢(z) egy olyan korlatos, folytonos fiiggvény X-en, melyre exp{ip(x)} =
(x,y0) az egységelem egy X-beli kbrnyezetén, ahol yy Y-nak az egységelemtdl kiillonbozé,
rogzitett eleme. Ekkor g(z,y) = o(z) .

4. Példa. Ha X teljesen széteso, akkor minden Y-t a valés egyenesbe képezd homomor-
fizmus trivialis, igy ebben az esetben g(x,y) = 0 minden x € X, y € Y esetén.

29



Barczy Matyas

5.4. Lemma. Legyen u, = 1‘[?;1 A, ahol {ay,; } az egyenletes kicsiség feltételét teljesitd
valésziniiség eloszlasok haromszogrendszere X-en. Ha p torlodasi pontja pu, valamely
shift sorozatdnak, akkor az {y : p(y) # 0} feltételt teljesité karakterek halmaza nyilt
részcsoportja Y-nak, és kovetkezésképpen ezen részcsoport X-beli annihildtoranak nor-
malizalt Haar mértéke faktora u-nek.

Bizonyitas. Mivel p {u,} egy shift sorozatdnak torldddsi pontja, létezik egy olyan
részsorozat (amit tovabbra is yu,-nel fogunk jelolni), melyre |u,|? = |u/|?, hiszen a kon-
voltcié folytonos, és igy

kr
lim ] law ) = 1AW

Ha 1i(y) # 0, akkor u(—y) # 0. A fenti egyenldséget felhaszndlva megmutatjuk, hogy
u(y) # 0 akkor és csak akkor, ha

supz (1 — |@n; (¥)]?) < +oo.

nEN
Jolismert, ha |z| < 1, akkor log(l — 2) = —z — i - % — ---, igy ha z elegend&en kicsi
nemnegativ szam, akkor —2z < log(l — z) < —z A fenti egyenldség alapjan kovetkezik,
hogy
Ky,
Jim 3 log [1 - (1 fam; ()[)] = log |iw)
71=1

Az egyenletes kicsiség feltétele miatt elegendSen nagy n-re, 1 — |G,;(y)|? tetszélegesen
kicsivé tehetd (ezek mind nemnegativ mennyiségek, mert egy karakterisztikus fliggvény
abszolit értéke mindig kisebb egyenld, mint egy), igy a logaritmusra vonatkozé egyenl6t-
lenségek majd alkalmazhaték. Ha fi(y) # 0, akkor log |fi(y)|? > —oo, ezért

kn

—suleog 1— (1 — |am;(y)?)] < oo,

igy z < —log(1 — z) (elegendden kicsi z-re) alapjan
kn
sup » (1 — |an; (y)?) < oo
n .
7j=1

Ha pedig sup,, 2?;1(1 — |am; (y)]?) < oo, akkor —3log(1 — 2) < z (elegendden kicsi nem-
negativ z-re) alapjan

1 . —
—3 snglog [1—(1- |anj(y)’2)} < 00,
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igy fi(y) #0. Az 5.1. Lemma bizonyitasiban hasznélt egyenl6tlenség alapjén,

L=y +y2) <2[(1—@(y1)) + (1 = o(y2))]

minden valds értékli ¢ karakterisztikus fliggvényre, ugyanis ha ¢(t) € R, akkor ¢(t) =
E[cos(t€) ]. Specidlisan mivel |a,;(y)|? valds értékii karakterisztikus fliggvény,

kTL n

(1= |am; (y1 + y2)1?) <20 (1 — |om,; (1)) +
1 Jj=1

=

j:

x>

n

+ ) (1= lanj(w2)")].

<.
Il
fa

Ez az egyenl6tlenség korabbi észrevételiink alapjdn adja, hogy ji(y1 +y2) # 0, ha i(y;) # 0
és 11(y2) # 0. Felhaszndlva [(y) folytonossigat kapjuk, hogy {y : u(y) # 0} Y nyilt
részcsoportja.

Az maradt még hatra, hogy megmutassuk, hogy a H := {y : u(y) # 0} részcsoport X-
beli annihildtoranak normalizalt Haar mértéke faktora p-nek. Jelolje C ezt az annihilatort,
azaz

C:={zeX:(z,yy=1 minden y € H esetén}.

Jelolje we ezen X-beli kompakt részcsoport normalizalt Haar mértékét. Azt kell bi-
zonyitanunk, hogy létezik olyan n valdszinliségi mérték, melyre p = we * n. Ez azzal
ekvivalens, hogy 1i(y) = Wc(y) 7(y) minden y € Y-ra. Felhaszndlva, hogy minden y € H-
ra

wel(y) = /}((x,y}dwc(x) = /C(x,y>dwc(x) :/Cldwc(x) =wc(0) =1,

legyen 1 az a valdszinliségi mérték, melynek karakterisztikus fliggvénye

Fy R ﬁ(y) ) ha Yy S H
() = { 0, ha egyebként.
Mivel H nyilt részcsoport, a késobb szereplo 5.5 Lemma és a 3.2. Tétel alapjan tényleg
létezik olyan valésziniiségi mérték, melynek 77 a karakterisztikus fiiggvénye (s ezt jeloltiik
n-val). Mivel Wo(y) =1 y € H esetén, kapjuk, hogy n faktora p-nek.

O

Valasszunk és rogzitsiink egy olyan g(z,y) X x Y-n definidlt fliggvényt, mely kielégiti
az 5.3. Lemmadaban emlitett tulajdonsagokat. ( A g fiiggvényt lokékis belsé szorzasnak is
nevezzik, egyértelmiiségérél azonban nincs sz6. Ezt a korabbi példdk is mutatjak.) Ezen
fejezet {6 eredménye a kovetkezo:

5.1. Tétel. Legyen {a,,;} j = 1,2,...,k, az egyenletes kicsiség feltételét teljesitd
eloszlasok haromszogrendszere, legyen tovabba

n
n =11 ons-
j=1
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Legyen f3,; = e(au,j * ), ahol z,; az X csoportnak az az eleme, melyre

<xnj7y> = exp{—i g(xay)danj(x)}-

(Bnj nem mas, mint az o, * x,; eloszlashoz tartozé altaldnositott Poisson mérték.)

kn kn 3
Legyen A, = ([[;Z, Bnj) * @n, ahol z, = —3 ") xn;. Amennyiben a {A\,} vagy {un}
sorozatok valamelyike shift kompakt és ezen shift sorozat egyetlen torlédasi pontjanak
sincs idempotens faktora, akkor

~

lim sup [A,(y) — fin(y)| = 0
n—oo yeK

minden K C Y kompakt részhalmazra.

Bizonyitas. A bizonyitas sordan a kovetkez6 megéllapodasokkal éliink. A ¢y, ca, ... mbdon
jelolt konstansok csak a K kompakt halmaztdl fiiggenek, n-t6l nem. Az Gsszes allitas ele-
gendGen nagy n-re vonatkozik, és N-el jeloljiik az X-beli egységelem tetszolegesen kicsiny
kornyezetét.

Az z,,; elemek jéldefinidltak, mivel g(z,y) tulajdonségai folytdn exp{—i [ g(z,y)da(z)}
karakter Y-n tetszoleges « eloszlas esetén, és Y = X , illetve a Pontrjagin-féle dualitas
tétel miatt csak az egypont-kiértékelések a karakterek Y-n. Tovabba az X-beli egységelem
tetszbleges N kornyezetére az x,; pontok mind N-ben vannak elegendéen nagy n-re.
Hiszen exp{—i [ g(z,y)d an;(z)} az z,; pontba koncentrdlédé Dirac mérték Fourier -
transzforméltja (ui. egyenld (x,;,y)-al), és {ay;} egyenletes kicsisége révén {d,,,} is
egyenletesen kicsi, igy mindezeket egybevetve az 5.1. Definiciét koveto megjegyzés alapjan
limy, oo SUP; <<k, [0z, (N')| = 0, ami azzal ekvivalens, hogy az x,; pontok mind N-ben
vannak elegendden nagy n-re. Ezért {a,;} egyenletes kicsisége alapjan kapjuk a {f,;}
héromszogrendszer egyenletes kicsiségét is. Igy n (y) és pin(y) nem tiinnek el K-ban ,
tehat szabad a logaritmusukat venniink. Mivel u,, egyetlen shift sorozata sem bir olyan
torlodasi ponttal, melynek idempotens faktora lenne, az 5.4. Lemma alapjan kapjuk, hogy
fin(y) egyenletesen elvalaszthaté a 0-t6l minden y € K-ra. Igy elég azt bizonyftanunk,

hogy

lim sup | log A, (y) — log fin (y)| = 0.
n—oo yEK

A bevezetett jelolések felhasznédlasaval

log )\ Z log ﬁn] )+ Z log(—xn;,y Z log ﬁm )+ Z log =

Tnj,Y

|

J

1o sy Zlog s =fjloge><p{ ) = 1d (@ <) @)+
kn

n . kn
i3 [ g dan@ =l <20 -1 +1Y [ gleg)dan (),

j=1 J=1

x>
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’ ~ kn o~
és log fin(y) = > ;2 log @nj(y).
Legyen ©,,; := auj * Ty, és felhaszndlva, hogy |log(1 — 2) + 2| < [z]?, ha |z| < 3 (hiszen

|21

2 3 2 3
log(1 —2) + 2| < EE 4 2 o < B Ry = R <, ha 2] < D),

illetve x,; definiciéjat az A := |log /)\\n(y) — log 1, (y)| abszolit értéket a kovetkezéképpen
becsiilhetjiik

A= ‘ (énj (y) - 1) + ZZ/g(I,y) dan] Zlog(an] * Tnj (y)(_xnj)(y»‘ =
j=1 j=1 j=1
kn R kn kn kn
=13 Bu0) ~ 0+ [wp)dan — > 10gBus(w) + D logles. )| =
j=1 j=1 Jj=1 Jj=1
no kn R kn R
=D (On;(y) = 1) =D 1ogOn; () < a1 Y 1 -0, (»)]* <
j=1 j=1 j=1
kn
< ’1_®n](y)’8up‘1_@nj(y)‘
j=1 !

Mivel {©,,;} infinitézimalisan kicsiny, a fenti egyenl6ség alapjan kapjuk, hogy elegendé azt
bizonyitani, hogy

kn
sup sup[z 11— é\)m(y)H < 0. (5.5)

n yekK j=1

(Gondoljunk az infinitézimalisan kicsiség 5.1. Definicié utédn emlitett ekvivalens dtfogal-
mazasara.) Az X-beli egység tetszéleges N kornyezetére

1=8ul < | [ 1= @nlden|+]| [ 1= (wnldey]

< |/N[1—<x,y>]d@nj\+2@nj(1v'). (5.6)

A g(z,y) figgvény 5.3. Lemmabeli (4) tulajdonsdga alapjan létezik az X-beli egységnek
olyan kornyezete, ahol
(z,y) = @Y minden y € K-ra.

Egy ilyen kornyezetben, minden y € K-ra kapjuk, hogy
|1 - <$7y> + Zg(il?,y)‘ = |1 - <-’L',y> + 10g<£ll’,y>‘ < 62’1 - <xay>’2 < 6292($,y), (57)
hiszen (z,y) = cos[g(x,y)] + isin[g(z,y)], s {gy

11— (z,y)]> = (1 — cos [g(x,y)])* + (sin[g(z,y)])* = 2 — 2cos [g(z,y)] < ¢°(z,y)
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a koszinuszokra vonatkozé 5.1. Lemmabeli egyenlétlenség alapjan. Az (5.6) és (5.7) egyen-
letek alapjan

1-8u < | [ w0y +e [ Faw)do, +20,0) (59

minden y € K-ra. A g(z,y) figgvény 5.3. Lemmabeli (2) tulajdonsiga alapjin

}/Xg(:r,y)d@nj\ = \/Xg(fv,y)d(anj*wnj)! = !/Xg(ﬂxnjay)dam
S ‘/]Vg(x+xnj7y)danj’+C3anj(N/)- (59)

Mivel elegendben nagy n-re az 0sszes x,; az egységelem tetszdlegesen kicsiny kornyezetében
van, és mivel ’9(*¥) = (z, y) minden z € N ésy € K esetén, felhasznalva a g(x,y) fiiggvény
5.3. Lemmabeli (5) tulajdonsagat kapjuk, hogy

9T+ 2nj,y) = g(x,y) + 9(Tnj, y), (5.10)

minden © € N és y € K esetén. Ugyanis 9@tV = (z + 2,5, 9) = y(z)y(z,;) =
e'9(@ni¥)ei9(@Y) | Tovdbbd e'9(™ni¥) = (x,,;,y) = exp{—i [ g(z,y) d a,;()} minden y € K
esetén elegendden nagy n-re. A g(x,y) fliggvény 5.3. Lemmabeli (5) tulajdonsdga miatt,

9(Tnj,y) = —/g(w,y)danj- (5.11)
Az (5.10) és (5.11) egyenletek felhasznaldsdval minden y € K-ra
| [ st 2w dan(@)] = | [ [o60) + o) don(@)] =
= \/Ng(m,y)danj —anj(N)/g(x,y)danﬂ =
= lans (V) [ gta)dan; = ans () [ glan)da| <

< ¢y (N,

ahol az utolsé lépésben felhasznaltuk az 5.3. Lemma (2)-t is. A fenti egyenl6tlenség és
(5.9) alapjan

| [ 9te.) 4] < csany (V) (5.12)

minden y € K-ra. Felhasznalva az (5.8), (5.12) egyenleteket és az 5.3. Lemma (2)-t,

1-8,,(y)| s@/

P(@,y) dO,, +20,,(N') + | / o(z,9) O, — / o(x.y) 46|
N X N’

§cz/ g2(x,y)d@nj+C6@nj<N/)+C7Q{nj<N/),
N
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minden y € K-ra. fgy a bizonyitas befejezéséhez elegendé6 megmutatnunk az alabbi
egyenlotlenségeket:

kn
limsup »  Op;(N') < oo, (5.13)
lim sup Z anj(N') < o0, (5.14)
kn
lim sup sup Z/ g% (7, y) dO,i(r) < . (5.15)
n yEKJ 1/ N

Tekintsiik a |u,|? = H?; v |? eloszldst. Mivel {u,} shift kompakt, ugyantigy mint a
2 2
| ;

4.3. Tétel bizonyitasanak utolsé részében kapjuk, hogy |u,|° relativ kompakt és |uy,
egyetlen torlédasi pontjanak sincs idempotens faktora, igy az 5.4. Lemma alapjan |1, (y)
elvalaszthaté a 0-t6l y € K-ban és n € N-ben is egyenletesen. fgy hasonléan az 5.4.
Lemma bizonyitasaban latottakhoz kapjuk, hogy

ky

lim sup sup Z(l — |@n; (y)]?) < 0.
n— 00 yeszl

Ez ugyanaz, mint (5.5) ©,,; helyébe |a,;|*-t frva, ugyanis limsup,,_,., helyett sup, y
irhat6. Megmutatjuk, hogy

lim sup |exp { Z @n; (y)1?) — 1) } — |n(y)[?| = 0.

n—00
yeK j=1

Mivel [fin (9)[2 = TT52, [an(y)|? = exp { 242, log [Gn; (y)|?} kapjuk, hogy

kn kr,
lexp [ D (1@ (W)° = 1) ] —exp [ Y log [an; (v)I*]| =
j=1 j=1
kn krn
= |exp [ (|a71](y)|2 1 — €Xp Z log |anj - |anj<y)|2 + 1)})| S
j=1 j=1
kn kn
< |1 —exp [ (0g[@n; ()| — @n; W) + D)) <D (18n;@)I° — 1 log |G (y)[*) <
J=1 j=1
kn, n
< 1 — |ain;(y )PP < 12“%2 |1 — |ain; ( (v)| Z|1_|anj(y)|2|
Jj=1 =

elég nagy n-re, ahol felhaszndltuk, hogy egy karakterisztikus fiiggvény abszolut értéke
kisebb egyenld, mint egy; 1 —e* < z, ha z > 0; illetve azt is, hogy az {a,;} rend-
szer infinitézimélis. Ujra kihasznalva az {a,;} rendszer infinitezimalitdsat kapjuk, hogy
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a legutébb becstilt kifejezés K halmazon vett szuprémumaéanak n — oo esetén nulla a
hatérértéke. Igy a 6(2?;1 |cy;|?) sorozat kompakt. Ugyanis tetszéleges részsorozat
esetén térjiink at arra a |u,|? relativ kompaktsidga miatt 1étezd részsorozatra (melyet
tovabbra is az eredeti médon jeldliink), melyre |u,|?> mar konvergens. Felhasznélva, hogy
e 2?21 |y j|?) karakterisztikus fiiggvénye exp { Z?Zl(|&nj(y)|2) —1) } az el8bb bizonyi-
tott (hatdratmenetre vonatkozo) egyenléség és a 3.3. folytonossagi tétel alapjan erre a
részsorozatra 6(2?21 |ay;|?) tart gyengén |p,|*-hez. Felhaszndlva a 4.3. Tételt, az e
pont tetszéleges N X-beli kérnyezetére

kn
limsup Y |a;[*(N') < o0, (5.16)

kn
limsupZ/(l —R(z,y)) d|an;* < co. (5.17)

n—oo L3

(A 4.3. Tétel (b) feltétele azért teljesiil, mert |u,|?> egyetlen torléddsi pontjanak sincs
idempotens faktora. Az (5.16) feltétel kdvetkeztetéséhez a II. 1.0. Prohorov tételt is fel
kell hasznalnunk.)

Vélasszunk az egységelemnek egy olyan V' kornyezetét, melyre V +V C N (ilyen a
lokélis kompaktsag miatt 1étezik). Ekkor mivel (V + V) C (V 4 )’ minden = € V-re

kn kn kn kn
D ani(N) <D o (VA V)) <Y inf an;(V+2)) =) inf an(V +2) =
= = = rzeX = reX
kn kn
= Z/ inf a,; (V' +2)day; [anj(V)]_l < Z [anj(V)]_l/ ani (V' +z)day,; <
= v rxeX = v
kn kn,
<Yl (V)™ [ ans (v + @) dan, < suplan ()] a0,
j=1 X J j=1

ugyanis ap; * nj (V') = [y anj(V' — x)dan;(x) = [ anj(V' 4+ z)day;(z). Az 5.1,
Definiciét kovetdé megjegyzés alapjan barmilyen e > 0-hoz létezik olyan ny € N, hogy
minden n > ng esetén sup; [an; (V) 7! <1+ ¢, ugyanis barmilyen e > 0-hoz létezik olyan
no € N, hogy minden n > ng esetén sup; |a,;(V')| < ¢, igy € > 1 — inf; a,;(V), ami
alapjan (1 —¢)”" > sup; v (V)]~'. Felhasznédlva ezen egyenldtlenséget, ill. azt, hogy
S g (N') < sup; [om; (V)] 73257 Jaus|2(V?) (5.16) alapjan kapjuk (5.14)-et. Mivel

j= _
|t |2 = anj % Qnj = g * Tpj % (—Tij) % nj = Opj x Oy = |0,,,|% és {O,,;} egyenletesen
infinitézimélis ugyanez a gondolatmenet vezet (5.13)-hoz is.

Az 5.1. Lemma alapjan, felhasznalva (5.17)-et kapjuk, hogy
ky

lim sup sup Z/[l —R{z,9)]d|0,;|* < o0,

n—oo yek =1
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hiszen a K feletti szuprémum kicserélhet6 egy véges E C K részhalmaz feletti szuprémum-
ra. A fenti egyenl6tlenség és (5.16) alapjan

kn
lim sup sup Z/ [1—R(x1 —x2,y) | dOyj(z1) dOy,;(x2) < 00, (5.18)
n— 00 yeszl VXV

az egységelem minden V' kornyezetére. Hiszen 2521 [I1 =Rz, y)]d|0,;(x)|* =

Zi/v[l—R<x,y>]d!@nj(x)l2+zn/V/[l—R<x,y>]d|@nj(x)|2:

o B N
B jz::I/VXV[l — R (21 +22,9) | dOnj(21)On(22) + ; /V,[l — R (z,y)]d[On;(x)[?
kn -
<3 R 2 10000 w2) + - V),

mert |a,j? = |Oy;]? és 1 — R (z,y) < 1. Felhaszndlva, hogy N’ C (V + V), és (5.16)-at
kapjuk (5.18)-at.

Viélasszuk most V-t tigy, hogy V —V C N. Ekkor R (z; — 2, y) = R(e?(@1—229)) =
cos(g(x1 — x2,y)), ahol x1, x5 € V, hiszen z1 — x5 € N és (x,7) = ¢*9(®¥) minden y € K,
r € N esetén. Mivel 1 — cosz > 22/4 elegenddéen kicsi z-re, a g(x,y) fiiggvény 5.3.
Lemmabeli (5) tulajdonsdga alapjan 1 —R (z1 — 22, y) > $9*(z1 — 2,y) minden y € K-ra.
Mivel (x,7) = €?9(®¥) minden y € K, = € N esetén kapjuk, hogy

g(x1 — z2,y) = g(x1,y) — g(x2,y) minden zq, 22 € V, y € K esetén.
(Felhasznélva itt tjra az 5.3. Lemma (5)-t.) Igy minden z1, 2o € V, y € K esetén,

1—R(z) — 22,y) > i [9°(z1,9) + ¢° (x2,y) — 29(z1,y)9(w2,y) . (5.19)

Az (5.18) és (5.19) egyenlStlenségek alapjin

kn 2

lim sup sup {Z [/VgQ(x,y) dO,;(x) — (/Vg(:lr,y) d@nj(x)) }} < 00. (5.20)

Az (5.12), (5.14), (5.20) Osszefiiggések felhasznaldsdval kapjuk (5.15)-t.

Tegyiik fel most, hogy {\,} shift kompakt és tetszOleges shift sorozata egyetlen-
torlédasi pontjanak sincs idempotens faktora. Ekkor a 4.3. Tétel és az 5.1. Lemma alapjan
az egységelem tetszoleges N kornyezetére és minden K C Y kompakt részhalmazra

krn
supZ@nj(N') < o0, (5.21)
n =1
kn
sup sup Z /[1 —R(z,y)]dO,; < oo, (5.22)
n yEKj:1
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ugyanis a 4.3. Tétel alkalmazasdhoz legyen F;, := Z?Ll On;j, 1gy A\ = e(Fy) * zp;, €8
(5.22) azért igaz egyenletesen K-ban, mert az 5.1. Lemma alapjdn &t tudunk menni véges
halmazra, s erre a 4.3. Lemma alapjan mar fennéll a megkivant egyenlétlenség.

Legyen N az X-beli egységelem tetszoleges kornyezete, V pedig egy olyan kornyezete
az egységelemnek, melyre V —V C N. Mivel elegendéen nagy n-re az osszes x,; pont

V-hez tartozik kapjuk, hogy V' — z,; D N’ és Z?;l an;(N') < 2?21 an; (V' — xp;) =
Z?;l ©,,;(V'), hiszen ©,,; = ap; * Ty, s ezért sup,, ?Zl anj(N') < co. Mivel 1 —cosz >
22 /4 elegendden kicsi z-re, minden K C Y kompakt részhalmaz esetén létezik egy ele-
gendoen kicsiny kornyezete az egységelemnek X-ben, hogy

1
1—-R{(z,y) > Zf(ac,y), minden z € N, y € K esetén,

igy
kn

lim sup sup Z/ g (z,y) dO,;(x) < oo.
n—oo yeKj:l N

Ezért az (5.13)-(5.15) egyenlétlenségek igazak. Igy (5.5) is fennall, ami alapjan

lim sup A, (y) — Hn(y)| = 0.
n—oo yGK

O

5.5. Lemma. Legyen H C Y nyilt részcsoportja Y-nak és p(y), y € H egy folytonos,
pozitiv definit fliggvény H-n. Legyen

sn=10" mven

Ekkor ¢ folytonos, pozitiv definit fliggvény Y -n.

Bizonyitas. Mivel egy nyilt részcsoport egyben zart is, kovetkezik ¢ folytonossdga.
Legyenek aq,aq, ..., a, komplex szamok, y1,y2,...,y, € Y karakterek, n € N. Legyenek
Hq, ..., Hr azon kiilonb6z6 mellékosztalyok, melyekhez 1, ..., vy, tartozik. Valasszunk a
Hi, ..., H, mellékosztalyokbdl wy, ..., w, elemeket. Ekkor

Zaiaj @(yi_yﬂ:Z{ Z ar s 6(?/7"_?%)}

( (rvs):y'r‘vyseHi

=Y Y wm sl -w) - -w) )

i (r,8) :yr,ys€H;

ugyanis ha y,. € H,., ys € Hy és H, # Hg, akkor y, — ys ¢ H, s igy ¢(y, — ys) = 0. Mivel
yr —w; € H minden olyan r-re, melyre y, € H; és mivel ¢ = ¢ H-n kapjuk, hogy a fenti
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egyenlet jobboldaldan all6 szumma minden (kapcsos zaréjelek kozotti) tagja nemnegativ.
Igy ¢ pozitiv definit.
O

5.2. Tétel. Ha {a,;} j =1,...,k, az egyenletes kicsiség feltételét teljesité haromszog-
rendszer, [, = H?;l O és = w1, akkor p korldtlanul oszthato.

Bizonyitas. Ha p-nek nincs idempotens faktora, akkor A\,, = pu is fennall, ahol A\, az 5.1.
Tételben konstrudlt. A 4.1. Tétel alapjan p korlatlanul oszthato.

Tekintsiik most az altaldnos p esetét. Az 5.4. Lemma alapjan a H := {y : u(y) # 0}
nyilt részcsoportja Y-nak. Ha G ezen részcsoport X-beli annihildtora, akkor ezen G' kom-
pakt részcsoport normalizalt Haar mértéke p faktora. Legyen 7 a kanonikus homomor-
fizmus X-bSl X/G-be. Ekkor {ay,,;771} teljesiti az egyenletes kicsiség feltételét X/G-ben
és p,7 ' = ur~'. A konstrukcié alapjan pr~'-nek nincs idempotens faktora, s igy a bi-
zonyitds els6 részét felhasznalva pr ! korldtlanul oszthaté. A 3.3. Tétel bizonyitdsidhoz
hasonléan [i(y) = /F(y) minden y € H-ra, illetve H definiciéja miatt minden y ¢ H-ra
L(y) = 0. Legyen k tetsz6leges pozitiv egész, ekkor létezik olyan v mérték X/G-n, hogy
ur~t = v¥ % 2, ahol z € X/G. Mivel ¥ folytonos, pozitiv definit JT/E H-n, az 5.5.
Lemma alapjan kiterjesztheto Y-ra folytonos, p0z1t1V definit fiiggvénnyé. Jelolje ezt a
klterjesztest v, az 5.5. Lemmabeli konstrukci6 miatt V(y) V(y) minden y € H esetén és
D( ) = 0 minden y ¢ H-ra. A 3.2. Tétel alapjan v ¥ karakterisztikus fiiggvénye egy X-en
értelmezett mértéknek, jeldljiik ezt v-al, ekkor 77~ ! = v. Ha z tetsz6leges pont z-nek G
szerinti mellékosztalyaban, akkor nyilvan p = o% * z. fgy p korlatlanul oszthato.

OJ

Megjegyzés. Az 5.2. Tételben feltételeztiik, hogy {a,,; } egyenletesen kicsi. Azonban elég
azt feltételezni, hogy létezik egy olyan {x,;} C X sorozat, hogy {a,; * z,;} egyenletesen
kicsi.

6. Gauss eloszlasok.

Ebben a részben megadjuk a Gauss eloszlasok definiciéjat, s reprezentacidjukat is.
Ez a definicié konzisztens a véges dimenzids vektorterekben definidlt Gauss eloszlasok
klasszikus definicidjaval.

A hatarérték-tételek szemszogébol nézve a Gauss eloszlasok nagyon természetes médon
meriilnek fel. Tegyiik fel, hogy Fj, az X csoporton értelmezett véges mértékek sorozata,
hogy (1) az egységelem tetszbleges kornyezetén kiviil F;, — 0, amint n — oo és (2) e(F},)
alkalmas shift sorozata konvergél. Ha F,(X) nem egyenletesen korlétos el6fordulhat, hogy
e(F,) egy nemdegeneralt eloszlashoz konvergal. Es az ilyen eloszldsok pontosan a Gauss
eloszlasok.

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy u eloszlas Gauss eloszlast, ha a kovetkezo
feltételeket teljesiti:

(i) p korlatlanul oszthatd,
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(ii) ha u = e(F) *«, ahol « korlatlanul oszthatd, akkor F' az egységelemere koncentral6dé
mérték.

( Ha F = §,, akkor e(F') nem mds, mint a csoportra vett altalanositott Poisson mérték.)

6.1. Tétel. Egy Y-n értelmezett fiiggvény akkor és csak akkor karakterisztikus fiiggvénye
egy Gauss eloszlasnak, ha a kovetkezo alaku

(z,y) exp{—p(y)},

ahol x X egy rogzitett pontja, ¢(y) pedig egy folytonos, nemnegativ fliggvény Y-n, melyre

oY1 +y2) + o(y1 — y2) = 2[p(y1) + ©(y2) ] (6.1)

minden yq, y2 € Y esetén.

Bizonyitas. Lasd Parthasarthy [5] 97. -101. oldal.
U

Megjegyzés. Most pedig a 6.1. Tétel felhasznalasaval leellenérizziik azt, a bevezetoben
emlitett tényt, hogy lokélisan kompakt Abel-csoporton Gauss mértékek konvolticiéja Gauss
mérték.

Legyenek u1, po Gauss mértékek X-en, a kovetkezd karakterisztikus fiiggvénnyekkel:

~

f(y) = (z1,y) exp{—p1(y)},
H2(y) = (z2,y) exp{—w2(y)},

ahol x1, xo € X rogzitett elemek, 1, 2 nemnegativ, folytonos fiiggvények, melyekre

[p1(y1) + w1(y2) ],
[2(y1) + p2(y2) |-

o1(y1 +y2) +o1(y1 — y2)

=2
©a(y1 +y2) + 2(y1 —y2) = 2

~ ~

Ekkor /i1 * fi2(y) = A1 (y)A2(y) = (@1,y) (2, y) exp{—p1(y) — p2(y)} =

= (21 + 22,y) exp{— (1 + ¢2) ()},
ahol x1+x9 € X rogzitett elem, 1 + @2 nemnegativ, folytonos fliggvény, és elemi szamolds
mutatja, hogy a (6.1) feltétel is tejesiil, igy a 6.1. Tétel alapjan a p; * po konvolicié is

Gauss mérték. ( Amennyiben xg-t és p-t paraméternek tekintjiik, akkor a paraméterek is
osszeadddnak. A paraméterek egyértelmiiségérol nincs sz6.)

7. Korlatlanul oszthaté eloszlasok reprezentacidja.

Itt mindossze a reprezentacios tételt kozlom.
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7.1. Tétel. Ha p idempotens faktorok nélkiili korlatlanul oszthaté eloszlas, akkor fi(y)
karakterisztikus fiiggvénye a kovetkezo alaku

Ay) = (20, y) exp { / [(#) — 1 —ig(z,y) | dF(z) — o(y) }. (7.0)

ahol zo X egy rogzitett pontja; g(x,y) X x Y-n értelmezett, u-t6l fliggetlen (azaz minden
p-re ugyanaz a g j6), az 5.3. Lemmabeli tulajdonsdgokkal biré fliggvény; F' olyan o-véges
mérték, mely X egységeleme tetszoleges kornyezetének komplementerén véges és teljesiil
ra, hogy

/[1 —R(z,y)|dF(z) < oo minden y € Y-ra,
©(y) pedig egy olyan nemnegativ, folytonos fliiggvény, melyre

o(y1 +y2) + ey — y2) = 2 [p(y1) + ¢(y2) ]

minden y1, y2 € Y esetén. Megforditva, minden, a (7.0) feltételt teljesito fiiggvény valami-
lyen idempotens faktorok nélkiili korlatlanul oszthaté eloszlas karakterisztikus fliggvénye.

Bizonyitas. Lasd Parthasarathy [5] 103.-105. oldal.
UJ
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