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3. rész

A kapcsolat természete DBarczy Mayas
A statisztikai valtozok (adatbazisok attributumainak) ko- 2010 -
rabban megismert egyenkénti jellemzése leird statiszti- S
kakkal és grafikus eszkdzokkel tobbnyire csak egy kez-  Akapesolattipusai
deti Iépés. A statisztikai valtozok altalaban nem fuigget- e aerkret
lenek egymastol, az egyes valtozék értékei befolyasoljak Gamer es
mas valtozok értékeit. A kapcsolat természete kétféle bralety
lehet: reoneiess soyithats

e determinisztikus (figgvényszerd): néhany valtozo e s
egyértelmien (fliggvénnyel megadhaté médon) P ()
meghatarozza mas valtozo(k) értékét(eit), e e

e sztochasztikus (véletlenszer(): a fenti meghataro- e eSSzt

z . P . s st e Szérasfelbontas
zottség csak tendenciaszerd, bizonyos mértékl hiba ——
erejéig érvényes. .ﬁké.;éb.a
A kapcsolat irdnyultsaga is kétféle lehet: Osztalyozasi
e aszimmetrikus: az egyik valtozé hat a masikra, feladat
. .o « 2z s o Toébbdimenzids
pl. a viszony ok—okozati, illetve id6ben eltérd, skalazas

e szimmetrikus: a valtozok kdlcsondsen hatnak egy- Irodalomjegyzék
masra, egyidejlek. Osszefoglalas



3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

A A R 2010
Példa (Determinisztikus kapcsolat) EyLEro

« A hetente és havonta el6allitott termékek szama. Akeposolat fpusai
(Az utébbi az el6bbiek 6sszegzésével adodik). K diezkaet
A kapcsolat aszimmetrikus abban az értelemben, e
hogy a havonta el6allitott termékek szamabdl nem kg
kaphaté meg a hetente el6allitott termékek szama, araieo: e
forditva viszont igen. S

e Az éves és a havi atlagh6mérsékletek. (e

linedris regresszio

e Egytermék vagy szolgéltatés ara és az afa nagysaga oo

nemlinearis regresszié

(20%-o0s &fa esetén az arat 0.2—del kell szorozni). Szérasfelbontés
A kapcsolat szimmetrikus abban az értelemben, proclen
hogy az 4fa nagysaganak ismeretében a termék ara ~ swwoe
és a kifizetett afa kdlcsondsen egyértelmlien meg- Ol yinssl
hatarozza egymast. et
skalazas
Irodalomjegyzék

Osszefoglalas



3. rész

©Barczy Matyas
és Ispany Marton
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Példa (Sztochasztikus kapcsolat) [ s i
L, . ; . B . B ; ; Ko:ét dis;krét
e Szemszin és a hajszin mint ket diszkrét valtozo valtozo
egyideji kapcsolata (szimmetrikus kapcsolat). i

fankdiagramok

e Testsuly és magassag mint két folytonos valtozo SEwen
egyidejl kapcsolata (szimmetrikus kapcsolat). Két folytonos

valtozo
P

A termés nagysaga és a kilonb6z6 termelési modok.  peason-te aneasy

korrelacio

o A gépkocsi sebessége és a fékat hossza enesoi s
(aszimmetrikus kapcsolat). TS eessne
o ; L . . Lo . ; Szérasfelbontas
e Az id6 és a szamitastechnikai eszkdzok fejlettsége s e
(taroldkapacitas, szamolasi sebesség stb.). e
Osztalyozasi
feladat

Toébbdimenzids
skalazas
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Osszefoglalas



Két valtoz6 kapcsolatanak leirasa

Ez a lehetséges legegyszer(ibb kapcsolat, ennek ellenére
mar itt is eltér6 moédszerekkel talalkozunk aszerint, hogy
milyen valtozékat vizsgalunk, milyen skalan mérjik 6ket.
Jeldljik a két valtoz6t X—szel és Y —nal.

Ha ok—okozati kapcsolat all fenn, akkor legyen X az ok és
Y az okozat. Ekkor X—et magyarazo, Y —t fligg6 valtozo-
nak nevezzik.

A legalapvet6bb osztalyozast akkor kapjuk, ha a valtozo-

kat a tipusuk alapjan, mint diszkrét és folytonos, kilon-
bdztetjik meg.
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Az alabbi négy esetet vizsgaljuk:

e Mindkét valtozo diszkrét:
kontingencia tablak vizsgalata és rangkorrelacio.

e Mindkét valtozé folytonos:
korrelacio— és regresszié analizis.

e X és Y Kkozott ok—okozati kapcsolat all fenn,
az X ok diszkrét, az Y okozat folytonos:
szérasanalizis.

e X és Y kozott ok—okozati kapcsolat all fenn,
az X ok folytonos, az Y okozat diszkrét:
osztalyozasi feladat.
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Két diszkrét valtozd elemzése

Legyenek az X ésY diszkrét valtozok lehetséges értékei
X1,...,% €SVY1,...,Ys. Tekintsunk az (X,Y) parra
vonatkozéan egy olyan >7i_, >°° ; nj elem{ mintat, ahol
nj azon megfigyelések (rekordok) szamat (gyakorisagat)
jeloli, amelyeknél X =x; ésY =y;, i =1,....r,
j=1,...,s.

Az 6sszes elemz6 mbdszer ezutan az igy bevezetett gya-
korisagokra épil. Ezek a mintaban 1évd teljes informaciot
tartalmazzak, hasznalatuk egy nagyon hatékony adatto-
moritd eszkoz.
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Elemzési eszkoztar:
e statisztikai médszer: kontingencia tablak vizsgalata,
rangkorrelaciés egyitthato,
o grafikus eszkozok: haladottabb (osztott, csoporto-
sitott, halmozott stb.) oszlop—, kdr— és fank—dia-
gramok.

A legfontosabb kérdés a két valtozé fliggetlensége.
Amennyiben ezt elutasitjuk, a fliggéségiik er6sségének
mérése.
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3. rész

Kontingencia tablazat ©Barczy Matyas
- . . . I ., és Ispany Marton
A kontingencia (kereszt) tablazat egy kétdimenzids - o
gyakorisagi tabla, amellyel két diszkrét valtozé egyiittes T T
gyakorisagait tudjuk megjeleniteni. A kapcsolat tipusai
Két diszkrét
valtoz6
Y
XN Y1 | Y2 || Y¥s | 2 s
Xt | Nua | Nap | --- | Mis | My g
X2 No1 Noo cee Nog Noy Két folytonos
valtozo
Pearson-féle (linearis)
. Korrelacio
linearis regresszio
X {2 | Oz | oor | Mrs | (s s
Z Ny [ Ny2 | -+ Nis | Nyt Szoérasfelbontas
tellles. k(jlsﬁ és belsé
) L . , ) , négyzetosszeg
A tablazatbeli sor és oszlopdsszegek az alabbi médon L
vannak definialva: Osztalyozési
feladat

s r r s Tobbdimenziés
Ny = Z Njj, Ngj:= Z Njj, N4y = Z Z nj =: n. el
=1 i—1 i=1j=1 Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
10



A megjelenités hasonlo6 a kétdimenziods diszkrét valdszi-
nldségeloszlas megadasahoz. Ekkor a tablazat val6szi-
nlségeket tartalmaz, az utolsé sor és oszlop pedig az un.
marginalis (perem) eloszlasokat.

A kontingencia tabla cellaiban (abszolut) gyakorisagok
helyett abrazolhatunk relativ gyakorisagokat is. A
statisztikai szoftverek emellé még szamos egyéb
lehet8séget is nydjtanak, pl. oszlop vagy sor szazalék,
vart érték a fliggetlenség esetén sth.

A két valtozo fiiggetlenségének vizsgalatat, illetve a flig-
gOségik erésségének mérését az alabbi két esetben
targyaljuk: mindkét (diszkrét) valtoz6t nominalis skalan,
illetve mindkét valtozot ordinalis skalan mérjuk.
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Nominalis skalan mért diszkrét valtozok
Feltételezzlk a tovabbiakban, hogy r > 2,s > 2 és
n>1,n>1i=1,...,s,j=1,...,r.
Cramér—mutato:

C = X
' Neymin{r —1,s -1}’
ahol ,
r S (nij _ ni+nn+1>
2 ._
X = NNy
i=1 j:l n

az un. y’—statisztika.

Az nipnyj/n értékeket (gyakorisagokat) a két valtozo
flggetlenségének feltételezése melletti gyakorisagoknak

is szokés nevezni, ugyanis

NitN4j D N4
n n n°’
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3. rész
Allita (©Barczy Matyas
Allitas és Ispany Marton
2010

A Cramér—mutatora teljesil, hogy C € [0, 1].

Bizonyitas. El6sz6r megmutatjuk, hogy A kapesolat tipusai
Két diszkrét
valtozod

Con (O 1)
n; n oszlop-, kor- és
i=1j=1 B
rangkorrelacés egyiitthato

Valbban,

E E regressziés egyenes

. . 2 o
i—1 =1 n|+n_H =1 -1 n|+n_H N, (n++) nemlinedris regresszio
Szoérasfelbontas

teljes, kulsG és belsG
négyzetosszeg

r S
Z Z 2 n —"_ 1 n n [E|]ES'. kuls6 és bels6
= _— + + _— Z | + Z + J sz6rasnégyzet
i n|+n+1 n++ (n++)2 vl =1 Osztalyozasi

feladat

Két folytonos
valtozo
Pearson-féle (linearis)

n 2 n i ) ) Korrelécio

_ ”|+”+J 2 r s
n i+ n +j linearis regresszio

Toébbdimenzids
Z Z 1 skalazas
= o Irodalomjegyzék
— n; +n 4 ' jegy
J Osszefoglalas
13



igy elég azt ellendrizniink, hogy

r S 2

> —1— < min{r,s}.

n; n
i—1j=1 '+ 1

Felhasznalva, hogy

N;j . .
S <1, i=1,...r, j=1,...,s,
kapjuk, hogy
r S S r
N; 1
ZZn e = DI L
i—1j=—1 T oS Tt o T
- 1 n s
n .
j=1 1
Hasonl6an belathat6, hogy
r S n%
)3) D
i=1j=1 't 1
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Megjegyzés.
e C =0 akkor és csak akkor, ha
o NNy i=1

=

azaz, ha a megfigyelt és vart gyakorisagok meg-
egyeznek. C =0: ,fuggetlenség”.

e Ha s <r, ugy C =1 akkor és csak akkor, ha
minden i =1,...,r esetén

nj € {0,ni}, j=1,...,s,

azaz minden sorban pontosan egy db n; nem nulla.
C =1: ,fuggbség”.

3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

A kapcsolat tipusai

Két diszkrét
valtozo

oszlop-, kor- és
fankdiagramok

Spearman-féle
rangkorrelacés egyiitthatd

Két folytonos
valtozo

Pearson-féle (linearis)
korrel4cio

lineéris regresszié
regresszi6s egyenes
nemlinearis regresszio

Szoérasfelbontas

teljes, kuls6 és bels6
négyzetosszeg

teljes, kuls6 és bels6
sz6rasnégyzet

Osztalyozasi
feladat

Toébbdimenzids
skalazas

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
15



3. rész

z . .. , . B, Matya
e Példa arra, hogy C = 0. Tekintsiik az alabbi & lepény Mérion
. . , , 2010
kontingencia tablazatot: ol et
[ SR
Y A kapcsolat tipusai

Két diszkrét

>
4 ) valtoz6
4
8

X
1
2

oszlop-, kor- és
fankdiagramok
Spearman-féle

rangkorrelacés egyiitthatd
Ekkor XZ =0 és C=0. Két folytonos

valtozo

e Példa arra, hogy C = 1. Tekintsik az alabbi Poatson-(ee (nedrs)

korrelacio

kontingencia tablazatot: s s

regressziés egyenes

BAININIDN
AININPA

nemlinearis regresszio

Y Szoérasfelbontas
teljes, kils6 és bels6
négyzetdsszeg

teljes, kiils6 és belsd
sz6rasnégyzet

Osztalyozasi
feladat

Toébbdimenzids
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vl v o w|
o|N| | W]

P lRrlOlrROIN

O M w|ro| | X

Irodalomjegyzék

[}
(7]

Ekkor x*> =6 ) ,
Osszefoglalas
16



Csuprov—mutato:

.: X2
T \/ S/ = e

Nyilvan, T <C ésigy T €[0,1].

Ertelmezés ugyanaz, mint a Cramér—mutaténal.

Megjegyzés

A késbbbiekben elemezni fogjuk, hogy a mutaték
(pontosabban a y?—statisztika) milyen nagy értékei
utalnak fligg6ségre, lasd két teljes eseményrendszer
fuggetlenségének vizsgalatara vonatkozd y?—préba.
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Példa

A szem és a haj szinének a kapcsolatat vizsgaltuk 400
embernél. Eredményul az alabbi kontingencia tablat
kaptuk:

Hajszin
Szemszin | barna | fekete | sz6ke | voros | >
kek 4 4 40 2 50
sotét 120 80 75 25 300
zold 10 10 15 15 50

2

134

94

130

42

400
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Megoldas.
r=3, s=4 ésa y’—statisztika értéke 84.32.

A Cramér—mutato értéke:

84.32
C= - ~ 0.3246.
400min{3 -1,4 -1}

A Csuprov—mutato értéke:

84.32

400,/(3—1)(4 — 1)

A Cramér—, ill. Csuprov—mutaté értéke alapjan (mivel
0-hoz vannak kdzelebb, mint 1-hez) gyenge fliggdségre
kovetkeztethetlink.

~ 0.2933.

Azonban a kés6bbi vizsgalatok soran kidertl majd, hogy
a jelen feladatban a Cramér—mutaté 0.3246 értéke
alapjan erds fliggéségre kell kovetkeztetniink.
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A figg6ség mértékének a megitélésében a

P(Xg > 84.32) valbszinliség nagysaga az irdnyado,
ugyanis belathat6, hogy a két valtozé fliggetlensége
esetén a y2—statisztika aszimptotikusan X(erl)(sfl)
eloszlasu, ahol x2 az n-szabadsagi fok( y?—eloszlast
jeloli.

Esetiinkben (r —1)(s —1) =6 és P(x2 > 84.32) ~ 0,
igy tényleg er6s fuggbségre kovetkeztethetlink.

Megjegyezziik tovabb4, hogy érvényes ugyan a

X —n £LN(0,1)  ha n— oo,

Van

eloszlasbeli konvergencia, ez azonban elég ,lassu”.
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Gondoljunk ugyanis a Berry—Esseen—tételre, ahol is a
konvergenciasebesség nagysaga az abszolut ferdeségtol
(harmadik abszolut centralt momentum osztva a széras
kobével) fugg, ami X%—eloszlés esetén relative nagy.

Mivel a gyakorlo feladatokban a X(Zr—l)(s—l) hatareloszlas
szabadséagi foka, azaz (r —1)(s — 1), altalaban kicsi, igy
a hatareloszlasnak N ((r —1)(s —1),2(r — 1)(s — 1))

eloszlassal vald kozelitését nem ajanljuk. O

A kovetkez6 lapokon a példabeli kontingencia tablat
abrazoltuk kilénb6z6 médokon.
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Ordinalis skalan mért diszkrét valtozok
Legyen a két ordindlis skalan mért, diszkrét valtozora
megfigyelt minta a kdvetkez6:
X :1X1,X2,...,Xn
Y 1y1,¥2,-- -, Yn.

Megjegyezzik, hogy val6jaban mintapérokat, am. (X, Vi),

figyelink meg, amelynek elemei dsszetartoznak.

Rang:= a rendezett mintdban hanyadik az illeté minta-
elem.

Jeldljuk az X, ill. Y valtozé szerinti rangokat Ry,
illetve Ry maodon.

Ha egy mintaelem t6bbszér is eléfordul, akkor ezekhez
azon rangszamok sulyozatlan szamtani atlagat rendeljuk
rangszamként, melyet akkor kapnank, ha az adott minta-
elemek paronként kulénbozéek lennének. Ezek az Un.
kapcsolt rangok.
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Spearman—féle rangkorrelacios egydtitthato:
az Ry és Ry rangszamok tapasztalati (linearis)
korrelacios egyutthatéja:

0s(X,Y) = o(Rx,Ry),

ahol
R PR v 1 5 VI ) B
VI — X2 (yi — )2
Azaz
b ¥) = EiaRs —RORy ~Rv)
VI (R —Rx)? Sy (Ry, — Ry)?
ahol

1 1
Ry = = Ry Ry = = R, .
X niZ; Xi Y niZ; Vi

Megj.: A tapasztalati (linearis) korrelacios egytitthatéval
két folytonos valtozé kapcsolatdnak elemzésekor majd

részletesen foglalkozunk.
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A rangkorrelacios egyutthaté tulajdonsagai:

|QS(X’Y)| <1,

Ha os(X,Y) =1, akkoraz Rx és Ry rangszam-
sorozat egybeesik.

Ha os(X,Y)= -1, akkoraz Ryx és Ry rangszam-
sorozat egymas ,forditottjai” abban az értelemben,
hogy Ry, = —Rx, +n+1,i=1,...,n.

Ha os(X,Y) > 0, akkor pozitiv iranyu fuggésrol
beszélink: az X-re vonatkozé mintdban a nagyobb
rang egyduttjar az Y -re vonatkozé mintaban a
nagyobb ranggal (illetve forditva is).

Ha os(X,Y) < 0, akkor negativ iranyu figgésrol
beszéliink: az X-re vonatkozé mintaban a nagyobb
rang egyuttjar az Y -re vonatkoz6 mintaban a kisebb
ranggal (illetve forditva is).

Ha os(X,Y) =0, akkor a két rangsor kzott nincs
kapcsolat.
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3. rész

Az SPSS algoritmusa a rangkorrelacios egyutthato ©Barczy Matyés
szamolaséara és Isp?glgérton
TX + TY _ !'L R o R : 2 A kapcsolat tipusai
os(X,Y) = 2iz1(R y.) ) Két diszkrét
2\/ TX TY valtozé
ahol e

oszlop-, kor- és
fankdiagramok

n®—n-—ST n—n—ST
o= D208 g, 2D 2STY [
12 12 Két folytonos

valtozo

STX = Z (t3 . t), :::r;::;'éle (inedris)

lineéris regresszié

{t>1:tdb mintaelem egybeesik az x,, . .., Xn mintaban} regresszios egyenes
nemlinearis regresszio
i j : 3 Szérasfelbontas
STY = (t - t) teljes, kilsG és bels6
négyzetosszeg
{t>1:tdb mintaeclem egybeesik az yy, . ..,yn mintdban} ok 0 2o
. — i Osztalyozasi
Ha Tx =0 vagy Ty =0, akkor ps(X,Y) nem kerul i

kiszamolasra. _ . . —
Val6ban ellenérizhetd, hogy a fenti algoritmussal szamolt ~ skdazas
rangkorrelacios egyiitthatd megegyezik az altalunk beve- — "o#omearze

Osszefoglalas
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Két folytonos valtoz6 elemzése
Legyen a két folytonos valtozora megfigyelt minta a ko-
vetkez6:

X :X1,X0,...,X%n
Y Y1,¥2,-- 5 ¥n

Ujra felhivjuk a figyelmet, hogy val6jaban mintaparokat,
am. (xi,yi), figyelink meg, amelynek elemei 6sszetartoz-
nak. Igy barmilyen mvelet (pl. rendezés) a mintan csak
a parokon hajthat6 végre, valtozéként pedig nem.
Statisztikai eszkdzok:

e szimmetrikus eset: korrelacié analizis,

e ok—okozati eset: regresszio analizis.

Grafikus eszkoz: pontdiagram, melyben a Descartes
koordinatarendszerben abrazoljuk az (X, Y) péarra kapott
megfigyeléseket mint pontokat. A koordinatatengelyek
kijelolése gyakran feltételez ok—okozati viszonyt a két
valtozo kozott.
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Pearson—féle korrelacios egyitthato

Két val6szinliségi valtozo6 kozétti fliggdséget a kovari-
ancia és korrelacios egyutthaté mennyiségekkel mérhet-

juk.

A ¢ és n valoszinliségi valtozok (elméleti) kovarianciaja:

és korrelaciés egyutthatoja:

C
Corr(&,n) == 70V\/2(§]1)22

A korrelacios egyitthatét akkor értelmezziik, ha
0<D?% < o0 és 0<D?) < co.

Ezek tapasztalati megfeleldit vezetjik be az alabbiakban.
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Definicié (Tapasztalati kovariancia és korrelacio)
Az X és Y kozotti tapasztalati kovariancia:
1 n
c(X,Y) == > (6 = X)(yi = ).

i=1

Pearson-féle tapasztalati (linearis) korrelacios egyttthato:

c(X,Y) _ S0 —X)yi—)
SXIS(Y) Sk — 002 S (v — )2
feltéve, hogy s(X) # 0 és s(Y) #0, ahol s(X), illetve

s(Y) az xg,...,Xn, ill. y1,...,yn minta korrigalatlan
tapasztalati szorasat jeloli.

o(X,Y) =

)

Megj.: Kordbban az xq,...,x, minta korrigalatlan
tapasztalati szorasat s, modon jeléltiik. A fentiekben a
minta elemszamat nem tuntettik fel a jel6lésben, azt
viszont igen, hogy melyik mintara vonatkozik.
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Megjegyzés
[ ]

1< o
c(X,Y)=— XiVi — X -y =: Xy — X -V.
(X,Y) n; Vi y =Xy y
e X és Y kozott nem feltétlen van ok—okozati

kapcsolat.

e Bevezetve az alabbi jeldléseket:

o=, Y= s

Vis(X)’ Vs(y)y T

az X = (X1,...,%)) és Y := (V1,...
teljesul, hogy

,Yn) mintakra

ahol (-,-) az euklideszi bels6 szorzatot jeldli.
e 0o(X,Y)?: determinaciés egyitthato.
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A korrelaciés egyutthaté tulajdonsagai

A tapasztalati kovariancia a két valtozo kozos skalajan
méri a kapcsolat er6sségét, a tapasztalati korrelacios
egyutthat6 ezzel szemben mar normalizalt skalan mér,
igy 6sszehasonlitasra jobban hasznalhato.

Ha o(X,Y) > 0, akkor pozitiv iranyu fuggésrdl beszélink:

az egyik valtozo értékének novelése a masik valtozé
értékének a ndvekedését eredményezi.

Ha o(X,Y) < 0, akkor negativ iranyu fuggésrdl
beszéliink: az egyik valtozo értékének novelése a masik
valtozo értékének a csokkenését eredményezi.

Ha o(X,Y) = 0, akkor korrelalatlansagrél beszélunk.
(Nem tévesztend6 6ssze a fliggetlenséggel, ami egy
er6sebb dolog.)

3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

- i
A kapcsolat tipusai

Két diszkrét
valtoz6

Cramér- és
Csuprov-mutat6

oszlop-, kor- és
fankdiagramok

Spearman-féle
rangkorrelacés egyiitthatd

Két folytonos
valtozo

lineéris regresszié
regresszi6s egyenes
nemlinearis regresszio

Szoérasfelbontas

teljes, kulsG és belsG
négyzetosszeg

teljes, kiils6 és belsd
sz6rasnégyzet

Osztalyozasi
feladat

Toébbdimenzids
skalazas

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
37



3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

[ad I

A kapcsolat tipusai

Tétel Két diszkrét
i valtoz6

Legyen X = (Xla v ,Xn) es Y = (yla cee ayn) Olyan1 321",33_?m

hogy s(X) #0 és s(Y) #0. Ekkor [o(X,Y)] <1 és vk

egyenléség pontosan akkor all fenn, ha léteznek olyan kol sayithets

a,b € R val6s szamok, hogy Y = aX + b, azaz Ket olytonos

yi = ax; + b mindeni = 1,...,n-re. Utébbi esetben el

linearis kapcsolatrol beszélunk. e sz

Tovabba, a > 0, illetve a < 0 aszerint, hogy o(X,Y) =1, e e

. Szoérasfelbontas
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Bizonyitas. A Cauchy—Schwarz egyenl6tlenség alapjan:

1/2

D= =)< (D6 =% (Vi —¥)?

i=1 i=1 i=1

melybél atrendezéssel adddik az allitas.
Egyenl6ség pontosan akkor teljesil, ha

(X —X,...,Xn —X) €s

(1 —%,...

7yn _Y)

linearisan fliggéek. Mivel s(X) #0 és s(Y) #0,
kapjuk, hogy pontosan akkor teljesil egyenléség, ha
létezik olyan a € R, hogy y; —y = a(x; — X) minden
i =1,...,n esetén. Innen kdzvetlenil adodik, hogy

yi =axj +b,aholb:=y —a-X.
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Ha Y =aX + b, ahol a > 0, akkor

c(X,aX +B)  a-c(X,X)
s(X)s(aX +b) a-s(X)s(X)

Q(X’Y) =

Ha Y =aX +b, ahol a < 0, akkor

_c(X,aX+B)  a-c(X,X)
oXY) = SX0s@xX +b) ~ Jal-s(X)s(X) ~ -

Osszefoglalva: a korrelacios egyitthaté a [—1,1]
intervallumon (skalan) méri két folytonos valtoz6
kapcsolatanak az er6sségét. A skala két végpontja
esetén a kapcsolat linearis (Y = aX +b), a —1 végpont
esetén a <0, a +1 végpont esetén pedig a > 0.
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3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton

Példa (olyan determinisztikus kapcsolatra, amelynél a 2010

véltozok korrelélatlanok) S

Tekintslik az alabbi mintat: AlepesmEimee
Két diszkrét
valtoz6

(X17Y1) = (17 1)7 (X27y2) = (_17 1)7 B
(X37y3) = (27 8)7 (X47y4) = (_278)' Efi%ﬁéis

rangkorrelacos egyiitthato
Ekkor x =0 Két folytonos
! Valtozd

o 1+1+8+8 ————
y = f = 45, regresszi6s egyenes

nemlinearis regresszio

1-1+16-16 Szérasfelbontas
Xy = = O teljes, kils6 és bels6
4 ? négyzetosszeg
telies, kilsG és bels6
sz6rasnégyzet

|,gy C(X,Y) =0 és Q(X,Y) = 0. Osztélyozasi

feladat

X és Y kozott determinisztikus kapcsolat van: y; = x3, Tobbdimenziés
i — 1’ 27 3’ 4. skalazas

Irodalomjegyzék
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Példa (A tapasztalati korrelacios egyutthaté szamolasa)
A minta:

X1 2, -1, 2, 1
Y: 2, 4 0, 8, 1

Mivel X =1 é = 3 a centralizalt minta:
o, 1, -2, 1, O

6y
X—X:
Y-y: -1, 1, -3, 5 -2
)

(X Y):O-(—l 4114+ (=2)-(-3)+1-5+0-(-2
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s?(X) _—(02 +12 + (—2) + 12+ 0%) = 1.2,
s2(Y) :g((—l)z A= 322 (=2 2) g

Ezért: o(X,Y) =2.4/y/1.2-8 = 0.7746.
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Linearis regresszi6
Lattuk, hogy maximalis (azaz 1) abszolut érték(i korrelaci-
0s egyiitthaté linearis kapcsolatot jelent a valtozok kozott.
Hogyan lehet ennek a kapcsolatnak az egyutthatoit
meghatarozni a minta alapjan?
Altalanosabban, az Y filigg6 valtozot szeretnénk az X
magyarazo valtozo linearis fuggvényével kozeliteni:

Y ~aX +b.

Milyen a és b valos egyitthatékat valasszunk az
(X,Y)-ra vonatkozé n elem(i minta ismeretében?

El6szor az elemi hibakat (veszteségeket) definialjuk az
alabbi médon

ei::yi—(axi+b), i=1,....n.

Ezutan ezen (elemi) hibakbdl egy 6sszesitett hibat (rizi-
kot) allitunk el6. Végiil az igy kapott 6sszesitett hibat,
mint célfiiggvényt minimalizaljuk az a és b egyutthatok

flggvényében. Ez egy széls6értékszamitasi (optimaliza-
cios) feladat.
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A legkisebb négyzetek modszere

Az egyutthatok meghatarozasara hasznalt legelterjedtebb
elv a legkisebb négyzetek modszere. Ekkor az 6sszesi—
tett hiba az elemi hibdk négyzeteinek dsszege:

E(a,b) = Zn:e? = Zn: (yi — (ax; + b))?.
i=1

i=1
Szélsbértékszamitasi feladat:

min E(a,b).
(a,b)eR?

Az E fliggény elbénye, hogy a széls6értékszamitasi
feladat megoldasanal timaszkodhatunk a differencial-
szamitas eszkoztarara, hiszen az E : R2 — R fliggvény
mindkét valtozoja szerint akarhanyszor differencialhato.
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Ismert, hogy az E : R2 — R fiiggvénynek (3,b) lokalis
minimumhelye, ha

(i) (a,b) stacionéarius pont, azaz az els6rend( parcidlis
derivaltakbol allé un. gradiens vektorra

OE . ~ OE . ~
aa( 7b) 7 %(avb) -

(if) a masodrend parcialis derivaltakbol allé tn. Hesse
matrix pozitiv definitaz (a,b) helyen, azaz

2 o~ 2 o~
(u v) o (8.D) 5 (8.5) <u> >0
2 o~ 2 o~
JE@b) Z5@hb)/ \v

minden (u,v) # (0,0) esetén, vagy ekvivalens médon

,0’E 0’E , 0°E

u?=—(a,b) + 2uv ——(a, b) + v? 8b2(a b) >0

minden u,v € R, u? 4+ v? > 0 esetén.
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A regressziés egyitthatok meghatarozasa |.

Az E gradiens vektorara kapjuk, hogy

gb 22 — (ax; + b)) (-1)

I
o

= Z ~ (@ + b)) (-x)

Ebbdl atrendezéssel kapjuk az alabbi an. normal
egyenleteket:

n n
a) x+bn=>"y,
i—1 i—1
n n n
ain2+bei :inyi.
i—1 i—1 i—1

Il
o

3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

A kapcsolat tipusai

Két diszkrét
valtozé

Cramér- és
Csuprov-mutaté
oszlop-, kor- és
fankdiagramok

Spearman-féle
rangkorrelacés egyiitthatd

Két folytonos
valtozo

Pearson-féle (linearis)
korrel4cio

regresszios egyenes
nemlinearis regresszio

Szoérasfelbontas

teljes, kuls6 és bels6
négyzetosszeg

teljes, kuls6 és bels6
sz6rasnégyzet

Osztalyozasi
feladat

Toébbdimenzids
skalazas

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
46



A regressziés egyitthatok meghatarozéasa |l.

A normalegyenletek az

1 1 — 1 1
Y — — T — ) 2 _ = 2 _ =
X—niE_lX.,y—niE_ly.,x —n;_lX.,Xy—n

jelélések bevezetésével az alabbi egyszeriibb alakot 6ltik:

a-X+b=y,

a-x2+b-X =Xy,

melyeket irhatunk matrixos alakban is:

(k%) (@) -5

).
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A regressziés egyitthatok meghatarozéasa lll.
Az els6 egyenletbél kapjuk, hogyb =y —a-X. Ezta
masodik egyenletbe behelyettesitve adddik a megoldas:

amennyiben x2 + X2. Ez utdbbi akkor és csak akkor
teljesul, ha az X—re vett minta nem konstans, ugyanis

o n n 2
X2 = X2 <= nZXiZI in )
i=1 i=1
illetve a Cauchy—Schwarz—egyenlétlenség szerint
n 2 n
>Sox ) <y ox
i=1 i=1

és egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha 3d € R,
hogy x;=d,i=1,...,n.
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A regressziés egyutthatok meghatarozéasa IV.
Mivel a masodrendd parcialis derivaltak:
0’E

62Eab—ZZ2 ——(a,b)=2n
0a? op2 7/ T

I’E
b)=2 i
dadb & P) .; X
a Hesse matrix tetszbleges (a,b) € R? helyen
2L % 235, x

Ez pozitiv definit, hiszen

n

n n
u?2) xZ +2uv2) X +vP2n =2 (ux + V)
i—1 i=1

i=1

hau,v € R, u?+v? >0 ésaz X—re vett minta nem
konstans.

>0

3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

A kapcsolat tipusai

Két diszkrét
valtoz6

Cramér- és
Csuprov-mutat6

oszlop-, kor- és
fankdiagramok

Spearman-féle
rangkorrelacés egyiitthatd

Két folytonos
valtozo

Pearson-féle (linearis)
korrel4cio

regresszios egyenes
nemlinearis regresszio

Szoérasfelbontas

teljes, kiils6 és belsd
négyzetosszeg
teljes, kiils6 és belsd
sz6rasnégyzet

Osztalyozasi
feladat

Toébbdimenzids
skalazas

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
49



A regressziés egyutthatok meghatarozasa V.
Egyetlen dolgot kell még ellendrizniink: az E figgvény
egyetlen lokalis minimumhelye egyben globalis minimum-
hely is.
Ehhez elég belatni, hogy az E fliggvény szigordan
konvex. Ugyanis, ha egy szigoruan konvex fiiggvénynek
van lokalis minimuma az sziikségképpen globalis
minimum is.
Az E szigoru konvexségéhez elég ellenérizniink, hogy a
Hesse-matrixanak sarokféminorai pozitivak, azaz azt,
hogy 2" ;x2>0 és

2

n n
4(nd x> x — 4n?(x2 — (X)?) > 0.
i=1 i=1

Ezek teljeslinek, hiszen az X-re vett minta nem
konstans.

Ezzel belattuk, hogy a normal egyenletek egyértelmi
megoldasa valéban globalis minimumhelyet hataroz meg.
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A regresszios egyenes

Felhasznalva, hogy c(X,Y)=Xy —X -y és azt, hogy a
Steiner—formula alapjan s2(X) = x2 —X?, a regresszi6s
egyutthatokat a kdvetkezd alakban is felirhatjuk:

s(Y

a= g(x,Y)m, b=y - g(x,Y)%x

A lineéris regresszio feladatat megoldd egyenes egyen—
letét, az Un. regresszios egyenest az alabbi alakokban
irhatjuk fel:

~—

y Yy y Xy
X2 —X X2 —X
s(Y _ s(Y)_
Y _Q(X’Y)TX)XWL)/*Q(X’Y)TX)X
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Feltételezve, hogy az Y —ra vett minta sem konstans, a
masodikat atrendezve kapjuk, hogy

X =X

Y-y
- s(X)”’

s(Y)

o(X,Y)

azaz a két minta standardizalasa utan egy origon atmend
egyenest kapunk, melynek meredeksége a tapasztalati
korrelacios egytitthato.
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Nemlinearis regresszio
Csak azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor az Y
fligg6 valtozot szeretnénk az X magyarazé valtozé
hatvany figgvényével kozeliteni:

Y ~b-aX,

ahol feltételezziik, hogy a valodi a és b paraméterek
pozitivak.

Milyen a és b valGs egyiitthatékat valasszunk az
(X, Y )-ra vonatkoz6 n elem{ minta ismeretében?

A legkisebb négyzetek elve alapjan olyan a és b érté-
keket valasztunk, melyekre az alabbi 6sszesitett hiba
minimalis: .

> (i —bak)?.

i=1
Ezen nemlineéris szélsdértékszamitasi feladat megolda-
sa helyett azonban sokszor az alabbi lineéris (igy egysze-
r(ibb) feladatot oldjuk meg.
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Az eredeti nemlineéaris regressziés feladatot visszavezet-
juk egy linearis regresszios feladat megoldaséra,
linearizalunk:

In(Y) =~ In(a)X + In(b).
Az (x;,In(yi)), i =1,...,n mintaismeretében az In(a)

és In(b) paraméterek legkisebb négyzetes becslése
teljesiti az alabbi normalegyenletet:
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A korabbiak alapjan, ha az X -re vett minta nem konstans,

akkor az In(a) és In(b) paraméterek legkisebb négyze-
tes becslése egyértelm:

In(/;) _ X In(;%—_ii-zln(y)j
In(/F):W—XIn(l (Y)—

x2 — X2
igy az a és b paraméterek becslése:

d—eh@  p=ghlb)

3. rész
©Barczy Matyas
és Ispany Marton
2010

A kapcsolat tipusai

Két diszkrét
valtoz6

Cramér- és
Csuprov-mutat6

oszlop-, kor- és
fankdiagramok

Spearman-féle
rangkorrelacés egyiitthatd

Két folytonos
valtozo

Pearson-féle (linearis)
korrel4cio

lineéris regresszié
regresszi6s egyenes

Szoérasfelbontas

teljes, kulsG és belsG
négyzetosszeg

teljes, kiils6 és belsd
sz6rasnégyzet

Osztalyozasi
feladat

Toébbdimenzids
skalazas

Irodalomjegyzék

Osszefoglalas
55



A nemlineéris regresszids feladat és
linearizaltjanak a kapcsolata
Legyenek az (X,Y) pérra vonatkoz6 megfigyeléseink
(X,Yi),i=1,...,n, ahol y; >0,i=1,...,n, ésaz
X-re vett minta nem konstans.

Vizsgaljuk meg az alabbi két feladat kdzotti kapcsolatot.

I.Legyen E; :R xR — R,

n

Ex(u,v) :=>_(In(y;) — (ux; +v)),

i=1

u,v e R.

Minimalizaljuk E;-et és jeldlie (U,V) a minimumhelyet.

Il. Legyen E;: (0,00) x (0,00) — R,
n

Ex(a,b) := 3 (v — ba¥)?,

i=1

a,b > 0.

Minimalizaljuk E,-t és jeldlje (3,6) a minimumbhelyet,
melyrél feltételezzik, hogy egyértelmd.

lgaz-e, hogy (a,b) = (e!,e")?
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Az |. feladat megoldasa:

u= = ,
x2 - x?
\7:m7xln(3i— x_zln(y)i.
X% —X

A ll. feladat megoldasa: a

OE,
oa

Frap =0, T@b)=o,

egyenletrendszer az alabbi alakot 6lti:

n n

> (yi—ba“)xa¥ =0, > (yi —ba%)a¥ =0.

i=1 i=1

Ezt altaldban nem tudjuk explicit médon megoldani.
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Az (3,b) = (e',eV) osszefuggés altalaban nem igaz.
Példat adunk arra is, mikor teljesll és arra is, mikor nem.
1. Példa: Legyen n=3 és

(x1,y1) == (1,6), (X2,¥2) := (2,18),

Ekkor

o)
I
N

G~109861, V~0693139, &=3
és teljesiil az (a,b) = (e¥,e") osszefiiggés.
Tovabba,

E»(3a,b) =0.

(X2,Y2) := (3,54).
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2. Példa: Legyen n =3 és

(Xlayl) = (1’4)’ (XZayZ) = (2’22)’ (X2,y2) = (3’50)'

Ekkor

~

~

a ~ 2.60736, b ~ 2.84918,
és nem teljesiil az (3,b) = (e¥,e") osszefiiggés.
Tovabba,

E1(U,V) ~ 94.873,  E,(a,b)~ 18.929,

azaz a nemlinearis regressziés modell ,illeszkedik”
jobban.
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3. rész
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Az el6z6 példabdl legalabb két tanulsag is leszlrhetd: A kapesolat tipusai
e a nemlinearis regressziés feladatnak és Vitozo
linearizaltjanak a megoldasa nem ekvivalens e
egymassal. e
Spearman-féle s
o alapértelmezés szerint egyik médszer sem K”M o
. . ;s . 7 . . et folytonos
tekinthet6 jobbnak a masiknal, hiszen az egyik valiozo
esetben egy nemlineéris egyenletrendszert kell s
J o . . -, ineéris regresszi
megoldanunk, a masik esetben pedig linearizalunk.

Szoérasfelbontas
teljes, kils6 és bels6

Azt, hogy melyik médszerrel kapott becslést fogadjuk el

teljes, kiils6 és belsd

tovabbi vizsgalatok, szakmai megfontolasok ddnthetik el. S
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Példa: Moore—torvény

Gordon Moore, az Intel egyik alapitdja fogalmazta meg

1975-ben:

Az integralt aramkorokben 1év6 tranzisztorok szama
minden 24. hénapban (azaz 2 évente) megduplazodik.

Dyal-Core Intel® ltanium® 2 Processor,

Intel® ltanium® 2 Processor /‘

Intel Hanium® Procmu/‘:‘

MOORE'S LAW

Intel" Pentium' 4 Procﬁsor‘/
Intel Pentium® Bl Proc ssori

Intel* Pentium® I Pmmsrx‘/
Intel® Pentium® Processer

Imel486~ Protessed, L

Intel386” Processor L~

296...

—
80865, /
8080 ,f/

soog M
4004

transistors
10,000,000,000

1,000,000,000

100,000,000

10,000,000

1,000,000

100,000

10,000

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

1,000
2010

Copyright: Intel Corporation. A fiigg6leges tengelyen a
tranzisztorok szadmanak logaritmusa van abrazolva.
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Diszkrét és folytonos valtozo kapcsolata
a valtozok kozotti ok—okozati viszony esetén

e Ha a magyarazé valtoz6 diszkrét, akkor azt faktornak
nevezzik.

e Ha a magyarazé valtozo folytonos, akkor a kovarians
elnevezéssel éllnk.
Statisztikai modszerek:

e Diszkrét magyarazé és folytonos fliggd valtozo:
szérasanalizis.

e Folytonos magyarazo és diszkrét fliggd valtozo:
osztalyozasi feladat.

Grafikus médszerek:

e Diszkrét magyarazé és folytonos fiigg6 valtozé:
csoportositott hisztogram és doboz abra.

e Folytonos magyarazo és diszkrét fliggd valtozo:
halmozott hisztogram.
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Szo6réasfelbontés |.

Figyeljuk meg az Y folytonos valtozoét és az F (diszkrét)
faktort (ez a kordbban X—szel jeldlt magyarazo valtozo).

A minta:
(yl,fl)a (YZ,fZ), ey (yn, fn)

Tegyik fel, hogy az F faktor k értéket vehet fel, amelye-
ket nyilvan kédolhatunk az 1,2, ...,k szamokkal.

Ezeket az értékeket szinteknek nevezzik.
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3. rész

Szoréasfelbontés |l. ©Barczy Métyés

és Ispany Marton
A k szint alapjan a mintat az alabbi médon oszthatjuk fel: = 2010

[ad I

A kapcsolat tipusai

Y11,¥125- -, ¥Y1in,
Ko:ét dis;krét
Y21,¥22,- -5 Y2n, valtoz6

Cramér- és
Csuprov-mutaté

oszlop-, kor- és
fankdiagramok
Spearman-féle
rangkorrelacés egyiitthatd

Yk1,Yk25 - - -5 Ykn

Két folytonos

Az i—edik sor elbéllitasa: az (y,,f,), £ =1,...,n minta- VPaemZ:(>
elemek kozll megkeressiik azokat, melyeknél f, =i, a e
hozzéajuk tartoz6 y-ok alkotjdk az i—edik szinthez tarto- D
z6 megfigyeléseket: y;—nél az els6 index a szintet, m
a masodik pedig a szinten beliili sorrendet jeloli. .ﬁké.;éb.a
NinVé‘n’ Z:(Zl ni =n. Osztalyozasi
feladat

Kérdés: van—e szerepe a faktornak, mennyire magyaraz-  Iobbdimenzios

za a mintaelemeknek a (teljes) mintaatlag kordli szoréda- | uaomeqyee

sat? Osszefoglalas
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Szorasfelbontas lll.

Vezessuk be az alabbi jeloléseket:

=

Qr

Qs

N
Z yij azi—edik szint atlaga
=1

1
=

k n
1 L
= E E yij teljes atlag

i—1 j—=1
k 0
=> > (yj —¥-)? telies négyzetosszeg
i—1 j—1
k n
= "> (Vi —¥-)* kiilsd négyzettsszeg
i—1 j—=1
k
=> > (yj —¥i)* beld négyzetosszeg
i—1 j=1
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Megjegyzés

k
Q=) m% — V)%

[N

e hasznalatosak még az alabbi jel6lések is:
Qt = SST, Qk = SSK, Qg = SSB,

ahol SS=Sum of Squares és T=teljes, K=kiils6,
B=belsé.
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Tétel (Szorasfelbontas)

Qr=Qx +Qs  (SST =SSK + SSB).

Bizonyitas. Alkalmazzuk a teve—szabalyt:
(i — V)2 = (i — Vi) + (i —¥2))?

= (yij — V)2 + (Vi = V)2 + 2(yi — Vi) % — V=)
Vilagos, hogy elég belatni

k n;
DY i —¥)G —¥-) =0.
i=1j=1

Ez kdvetkezik abbdl, hogy mivel yi. — y.. nem fligg j—t6l,
ezért a belsd szummabadl kiemelhetb és y;. definicidja
alapjan

n; n;

> i —%)=>_yi—ny.=0.

=1 =1
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Heurisztika

A szorasfelbontasbdl kbvetkeztethetiink a két valtozé
kozotti figgbség erbsségére.

e Ha a Qg kiils6 négyzetdsszeg relative nagy a Qg
bels6 négyzetdsszeghez képest, akkor ez arra utal,
hogy az Y —ra vett egyuttes mintaban lévd ingadozéas
els6sorban a szintek kdzotti kiilonbségbdél adodik.
igy az F faktor hatassal van az Y fiigg6 valtozora.

e Haviszont a Qk kuiilsd négyzetdsszeg relative kicsi a
Qg belsd négyzettsszeghez képest, akkor ez arra
utal, hogy az Y —ra vett egylttes mintaban Iév6 inga—
dozast els6sorban a szinteken beliili ingadozasok
magyarazzak. igy az F faktor nincs hatassal az Y
fligg6 valtozora.
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H2—mutat6

Qk
Qr

Ertelmezés: H? az Y valtoz6 tapasztalati szorasnégy-
zetének az F faktor altal megmagyarazott hanyada.

A H? = Qx/Q tort szamlaléjaban a Qk kiilsé négyzet-
0sszeg annak felel meg, hogy minden egyes szint esetén
a szint 0sszes mintaelemét a szint atlagaval helyettesitjuk
és, ha ez a négyzetdsszeqg ,kicsi” a teljes négyzetdsszeg-
hez képest, akkor az F faktor csak ,kicsit” magyarazza
az Y mintaelemek szorédasat.

H? .= <% <0,1].

A heurisztika pontositasara a kés6bbiekben keriil sor.
Nyilvan,
Qk _ 1 Qe

2 _
H_QT_ Qr
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Megjegyzés

H?=0 <= Q=0 < yi=-=% =V,

azaz minden szint atlaga megegyezik a teljes minta-
atlaggal. A szintek kdzott atlag szempontjabol nincs
kiilénbség, a faktornak nincs szerepe.

H2=1 < Qg=0
= VYyj=VYi., i=1...

Ez abban az értelemben fiiggvényszer(i kapcsolat,
hogy ha megmondjuk, hogy melyik szintrél van sz6
és, hogy mennyi az adott szint atlaga, akkor ezzel az
adott szinthez tartoz6 6sszes mintaelemet is meg-
mondtuk.
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Teljes, kils 6 és bels § szérasnégyzet
Teljes (tapasztalati) szérasnégyzet:

2 _ Qr

ST -
Klils6 (tapasztalati) szérasnégyzet:

)

Sk : o
Bels6 (tapasztalati) sz6rasnégyzet:

. _ Qs

s2
B n

Az i—edik szinten bellli (tapasztalati)
rész—szérasnégyzet:

& S (i = ¥i)?

n;

= , i=1,...

k.
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Megjegyzés

2 _ g2 o2
s% =sf + g,

S i —V)? Y nys?

n N n
azaz a rész—szoOrasnégyzeteknek az egyes
szintekhez tartoz6 mintaelemek szamaval sulyozott
szamtani kdzepe a belsd szérasnégyzet, és nem a
teljes szorasnégyzet.

s§ =

)

2 2
H?2 Sk 1fS_B
2 2"
s2 s2
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Osztalyozasi feladat
Ha az Y fligg6 valtozé diszkrét, akkor osztalyozasi fela-
datrol beszéliink. Ekkor ugyanis Y értékei egy—egy cso-
portot jeldlnek ki, és az X folytonos (valos érték(i) magya-
razoé valtozoé (kovarians) segitségével akarjuk azt elddnte-
ni, hogy a megfigyelés (rekord) melyik csoportba tartozik.
Binaris osztalyozasi feladat: Y értékei O vagy 1. Ekkor a
mintat két csoportba, egy 0-as és egy 1-es csoportba
oszthatjuk. Az alabbiakban csak ezzel foglalkozunk.

Példa

e TranzakciOk vizsgalata (csalas — legalis).
e Ugyfélszegmentacio (j6 — rossz tigyfél).
e Betegség felismerés (igen — nem).

Dontésfuggvény: egy d : R — {0, 1} fuggvény, amellyel a
szamegyenest két részre bontjuk. A két részhalmaznak
feleltetjik meg ezutan a két csoportot.
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A feladat leirasa: minden mintaelemet a 0O—as vagy 1—-es
csoportba szeretnénk besorolni. Mar rendelkezésre all
egy 0-as minta, illetve egy 1-es minta (azaz vannak
mintaelemeink, melyeket a 0-as, illetve az 1-es csoport-
ba mar besoroltunk).

VezesiUk be az alabbi jeloléseket:
e Xp: a 0-as minta mintaatlaga,

o sgz a 0-as minta korrigalatlan emipirikus széras-
négyzete,

X1: az l-es minta mintaatlaga,

sf: az 1-es minta korrigalatlan emipirikus széras-
négyzete.
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Linearis dontésfliggvény
Tegytk fel, hogy s3 = s2.
Az x mintaelemet akkor soroljuk a 0—as csoportba, ha
Xo + X1
X (L) — Ligsy) 2 (Lggow) — Ligsmy) =
1)

Azaz Xg > X1 esetén az x mintaelemet akkor soroljuk a
0—as csoportba, ha

Ekkor d : R — {0,1}, d(x):=0, ha x € R olyan, hogy
(1) teljesil, egyébkeént pedig d(x) := 1.
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Kvadratikus dontésfliiggvény

Az x mintaelemet akkor soroljuk a 0—as csoportba, ha

2
X
) Ins§§<

(

X —Xo
So

— X

S1

2
2
) —Insf.

)

Ekkor d : R — {0,1}, d(x):=0, ha x € R olyan, hogy
(2) teljesul, egyébként pedig d(x) := 1.

. P P —_— _— pe 2 o 2 7z
Megj. Ellendrizhetd, hogy Xg # X1 €s sj = s esetén a

kvadratikus dontésfiiggvénnyel is ugyanazt a dontést

hozzuk meg, mint a linearis dontésfuggvennyel.

Ha Xo =X; és s3 = s?, akkor a kvadratikus dontés-
fliggvénnyel mindig a 0-as csoportba soroljuk x—et, a

lineéaris dontésfliggvénnyel nem mindig.

A kérdéskorrel altalanosabban foglalkozik a

diszkriminancia analizis és a logisztikus regresszio.
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Tb6bb valtoz6 kapcsolata
llyen kapcsolatok vizsgélatara a statisztika egy rendkivdil
szertedgaz0 eszkdztarat hozott létre (tobbvaltozos
statisztikai médszerek). Valéjaban ezek a médszerek
képezik a statisztikai szoftverek gerincét.
Ezek kozul egy hatékony leird, vizualizacios eszkoz az
an. tobbdimenzios skalazas (MDS: multidimensional
scaling). A madszer soran a megfigyeléseinket (az adat-
bazis rekordjait) abrazoljuk egy alacsony (2 vagy 3)
dimenzids térben.
Legyenek a vizsgalt statisztikai valtozok Xi,Xa, ..., Xp,
melyeket egy vektorba irunk:

X = (X17 Xz, e ,Xp).

Az X-re vonatkoz6é megfigyelések, melyek szintén
vektorok (az adatbazis rekordjai vagy sorai), pedig
legyenek:

X1,X2,...,Xn.

Ez egy un. tébbdimenziés minta.
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Hatarozzuk meg ezutan a mintaelemek paronkénti tavol-
sagat valamilyen tavolsag definicio (metrika) alapjan.

Ez lehet a szokasos euklideszi tavolsag, de lehet mas
metrika is.

Tavolsag (metrika): olyan kétvaltozds nemnegativ fiigg-
vény, amely akkor és csak akkor 0, ha a két valtozéja
egybeesik, szimmetrikus és teljesul ra a haromszdg—
egyenlétlenség.

Ha d-vel jel6ljuk a sz6banforgé metrikat, akkor
elkeszithet6 az Gn. tavolsagmatrix: (d (i, X)) =;
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Konfiguracio: egy olyan n pontbdl all6é pontrendszer a k
dimenzioés euklideszi térben (ahol k kicsi), amelynek
pontjai kdlcsondsen megfeleltethetdek a megfigyelé-
seinknek ugy, hogy a pontok kozti euklideszi tavolsag
kozel van a megfigyelések kdzott fent bevezetett
tavolsaghoz.

Megoldas—tipusok:
e metrikus, ahol szamit a tavolsag nagysaga,

e nem—metrikus, ahol csak a tavolsagok sorrendije
szamit (Shepard—Kruskall algoritmus).

Alkalmazasok: marketing, régészet, e—learning.
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3. rész
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A kapcsolat tipusai

1. A kapcsolat tipusai. K diezkaet

2. Két nominalis skalan mért diszkrét valtozo: Cotov-muts
Cramér— és Csuprov—mutato. ]

3. Két ordinalis skalan mért diszkrét valtozo: oo
Spearman-féle rangkorrelacios egyutthato. vz

4. Két folytonos valtozo: korrelaciés egyiitthato, T
regresszios egyenes. reminedt e

5. Egy diszkrét és egy folytonos valtozo: Szorastelbontas
szorasfelbontas és osztalyozasi feladat. -

6. Tobbdimenzios skalazas. et

feladat
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