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Eldadasom kivonata

motivacié a mindennapokbdl ~~ véletlenitett hajitasos fizika
feladatok.

egy ilyen feladat részletes bemutatasa.

a feladat (i) részének megoldasa "direkt” médon, melynek soran
felidézzuk a (fizikabdl és) valoszinliségszamitasbdl felhasznélt
eredményeket is.

a feladat lehetséges variansai.

a feladat (i) részébdl az egyik kérdés megoldasa diszkrét kézeli-
téssel.

(a diszkrét kdzelitéses megoldas hatterében all6 valdszinliség-
szamitasi eredmények.)

a diszkrét kdzelitéses megoldas gyakorlasa a feladat (i) része egy
masik kérdésénél.

egy tovabbi feladat bemutatasa.



Motivacio (az 1. Feladathoz)

2022.09.09.-én jelent meg az aldbbi hir a HAON hirportalon:

"Székesfehérvdron, a Sarld utca 12. szdmu tizemele-
tesben gyakorlatilag hetek déta ”vadasznak” a lakdk
az elkdvetdre, aki feltehetden a hatodik-hetedik-
nyolcadik emelet kdrnyékén lakik, s nem tudni mikor,
de rendszeresen lepisil az erkélyérdl. A tevékeny-
sége mar "nyomot is hagyott” az épililet kiilsején egy
vékony csik formajaban.”



1. Feladat

Tekintslink egy vizszintes talajon allé, henger alaka, 10 méter sugaru
és 50 méter magas erdei kilatét. Tamas a kilato aljardl a csigalépcson
elindul felfelé, és egy, a [0m,50m] intervallumon egyenletes eloszlas
szerint valasztott h magassagban megall, majd a kilatd szélérdl kidob
egy goly6t v sebességgel, melynek nagysaga egyenletes eloszlasu
az [5%,15 ] intervallumon, iranya pedig merbleges a kilato falara.
Feltetelezzuk, hogy h és v flggetlenek.
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elindul felfelé, és egy, a [0m,50m] intervallumon egyenletes eloszlas
szerint valasztott h magassagban megall, majd a kilatd szélérdl kidob
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1. Feladat

Tekintslink egy vizszintes talajon allé, henger alaka, 10 méter sugaru
és 50 méter magas erdei kilatét. Tamas a kilato aljardl a csigalépcson
elindul felfelé, és egy, a [0m,50m] intervallumon egyenletes eloszlas
szerint valasztott h magassagban megall, majd a kilatd szélérdl kidob
egy goly6t v sebességgel, melynek nagysaga egyenletes eloszlasu
az [5%,15 ] intervallumon, iranya pedig merbleges a kilato falara.
Feltételezzlk, hogy h és v flggetlenek.

o

Ha egy véges intervallumra ugy dobunk le egy pontot, hogy az intervallum barmely részintervallu-
mara annak hosszaval aranyos valészinliséggel esik, akkor azt mondjuk, hogy a pont (helye)
egyenletes eloszlasu az adott intervallumon.
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1. Feladat

(i) Hatarozzuk meg, hogy a golyo a kilaté falatél szamitva varhatdan
milyen tavol ér foldet, illetve ezen tavolsag szérasnégyzetét és
relativ standard szérasat is!




1. Feladat

(i) Hatarozzuk meg, hogy a goly6 a kilato falatél szamitva varhatéan
milyen tavol ér foldet, illetve ezen tavolsag szérasnégyzetét és
relativ standard szorasat is! )

(i) Tegyuk fel, hogy a kilatot egy kérgylrl alaku, vizszintes tetejl
kerités veszi koril. A kerités két fala 10 méter, illetve 10.5 méter
tavolsagra van a kilato falatol. A kerités 2 méter magas. Mi a
valészinlisége, hogy a golyo elészoér a keritést taldlja el (azaz a
lenti &bran taldlhaté BC és CD szakaszok valamelyikét)?
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1. Feladat

(iii) Tegyuk fel, hogy a kilatét a (ii) részben megadott kdrgylrl alaku
kerités veszi korll. Tovabba, feltételezzlk, hogy a golyé elészér a
kerités el6tt ér foldet el nem talalva a keritést (azaz a lenti abran
talalhat6 AB szakaszt talalja el el6szér). Mi a valészinlisége,
hogy Tamas a goly6t 10 méternél alacsonyabbrol dobta ki?
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1. Feladat

(iii) Tegyuk fel, hogy a kilatét a (ii) részben megadott kdrgylrl alaku
kerités veszi korll. Tovabba, feltételezzlk, hogy a golyé elészér a
kerités el6tt ér foldet el nem talalva a keritést (azaz a lenti abran
talalhat6 AB szakaszt talalja el el6szér). Mi a valészinlisége,
hogy Tamas a goly6t 10 méternél alacsonyabbrol dobta ki?
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Csak az (i) részt oldjuk meg, de két kilbnb&zé moédon is “direkt”
médon és diszkrét kdzelitéssel.



Az 1. Feladat (ii) és (iii) részének megoldasai, tovabbi véletlenitett
hajitasos, illetve statika példak megtalalhatéak részletes megoldassal
az alabbi cikkben:

MATYAS BARCzY, IMRE KOCSIS and CSABA GABOR KEZI:
A stochastic approach in physics exercises of mathematics education.
arXiv2410.04076, (2024).

A véletlenitett hajitdsos feladatoknak nem nagyon talaltam szakirodal-
mat (mindéssze néhany cikket), a véletlenitett statika feladatoknak
viszont nagy szakirodalma van (kutatési kérdések is).



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, konvenciok

@ Vizszintes hajitas: pontszer( testnek homogén (2-dimenziés)
gravitaciés térben valé mozgasa, hogy a test kezddésebességének
a fiiggdleges iranyu komponense 0 (azaz csak a vizszintes iranyu
komponense nem 0).

@ A légellendllast figyelmen kival hagyjuk.

@ Ez a mozgas a szuperpozicidja egy vizszintes iranyu egyenes
vonall egyenletes mozgasnak és egy fliiggdleges iranyl egyenes
vonall egyenletesen valtozé mozgasnak (Un. szabadesésnek).

@ A pontszerl testre csak a gravitacios er6 hat (m - g), és a mozgas
egyenlete egy parabola.



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, konvenciok

@ Vizszintes hajitas: pontszer( testnek homogén (2-dimenziés)
gravitacios térben valé mozgasa, hogy a test kezdésebességének
a fiiggdleges iranyu komponense 0 (azaz csak a vizszintes iranyu
komponense nem 0).

@ A légellendllast figyelmen kival hagyjuk.

@ Ez a mozgas a szuperpozicidja egy vizszintes iranyu egyenes
vonall egyenletes mozgasnak és egy fliiggdleges iranyl egyenes
vonall egyenletesen valtozé mozgasnak (Un. szabadesésnek).

@ A pontszerl testre csak a gravitacios er6 hat (m - g), és a mozgas
egyenlete egy parabola.

@ A szamitasok soran az eredményeket 4 értékes jegyig szerepeltetjik. Példaul, 0.023456
helyett azt irjuk, hogy 0.02346.

@ A fizikai mennyiségeket S| mértékegységrendszerben adjuk meg, de a megoldasokban az
egységet nem tintetjuk fel.

@ A gravitacios gyorsulas nagysagat a Fold felszinének a kdzelében g = 9.810 3-nek
tekintjuk.



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Fizikdbél ismert, hogy
@ ha egy pontszeri testet vizszintesen elhajitunk h magassagbdl,
v sebességgel, akkor a hajitas tavolsaga, azaz a féldet érésig

vizszintesen 6sszesen megtett Gt:
2h

d:=\/—"v,
g
@ ha atest vizszintesen x utat tesz meg, akkor fliggblegesen

9. . x? utat tesz meg.
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Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Hogyan lehet ezen képleteket levezetni?

A mozgas leirasahoz vegyiink fel egy olyan koordinata-rendszert:
@ melynek az origdja a test kiindulasi (t = 0 idépontbeli) helyzete,
@ az x-tengely a kezddsebesség iranydba mutasson,
@ az y-tengely pedig fliggblegesen lefelé.

Mivel a test vizszintesen nem gyorsul, a gravitaciés gyorsulés pedig
lefelé mutat, a test gyorsulasvektora (0, g).

A test vizszintesen allandé v sebességgel mozog (ahol v a kezdb-
sebesség), fliggdlegesen pedig g gyorsulassal szabadon esik.
igy a test sebességvektoraa t > 0 idépontban: (v, gt).
Ezért atest t id6 alatti eimozdulasa
@ vizszintesen: i,
@ fliggdlegesen: g%.



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Emiatt, ha a test vizszintesen x utat tesz meg (azaz x = vt), akkor
az ehhez sziikséges id6 t = %, és igy ezen idd alatt a fliggblegesen
megtett Ut:

Mivel a testet h magassagbdl hajitjuk el, igy a féldet érésig a
flgg0leges iranyl elmozduldsa h. Felhaszndlva, hogy a féldet érésig
vizszintesen megtett it nem mas, mint a hajitas tavolsaga, azaz d,
az el6zd képlet alapjan kapjuk, hogy

h=9 .2 ambsl d=,|2".y
2v g



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek
Az alabbiakban felidézink néhany eredményt valészinliségszamitasbol.
Véletlen valtozo, eloszlasfliiggvény

Legyen (Q,.A,P) egy valészinliségi mezd. Azt mondjuk, hogy egy
£:Q — R leképezés véletlen valtozo, ha tetszdleges x € R esetén
{€<x}t ={weQ:{w)<x}eA

Tovabba, az F.: R — [0, 1],

Fe(x) =P({¢ <x})=P(( <x), X€eR,
figgvényt ¢ (kumulativ) eloszlasfiiggvényének nevezziik.




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek
Az alabbiakban felidézink néhany eredményt valészinliségszamitasbol.
Véletlen valtozo, eloszlasfliiggvény

Legyen (Q,.A,P) egy valészinliségi mezd. Azt mondjuk, hogy egy
£:Q — R leképezés véletlen valtozo, ha tetszbleges x € R esetén
{€<x}t ={weQ:{w)<x}eA

Tovabba, az F.: R — [0, 1],

Fe(x) =P({¢ <x})=P(( <x), X€eR,
figgvényt ¢ (kumulativ) eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Véletlen valtozé slrliségfliiggvénye

Legyen (Q2,.A,P) egy valoszinliségi mezd és £ : Q — R egy véletlen
valtoz6. Ha létezik olyan £ : R — [0, oo) figgvény, melyre
X
Fe(x) = B(¢ < x) = / (), xeR,

akkor az f; fuggvényta ¢ sliriségfliggvényének nevezzik, és azt
mondjuk, hogy ¢ eloszlasa abszolut folytonos.




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon

Ha az [a, b] intervallumon ugy valasztunk véletlenszerlien egy ¢
pontot, hogy egy A C [a, b] részhalmazba esés valoszinlisége az
illetd részhalmaz hosszaval aranyos, akkor ¢ eloszlasfliggvénye:

0 ha x < a,
X—a
b_

Fe(x) =P(§ < x) = <
1 ha x > b.

ha a< x < b,

Ekkor a ¢ véletlen valtoz6t egyenletes eloszlasunak nevezzik az
[a, b] intervallumon.




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon

Ha az [a, b] intervallumon ugy valasztunk véletlenszerlien egy ¢
pontot, hogy egy A C [a, b] részhalmazba esés valoszinlisége az
illetd részhalmaz hosszaval aranyos, akkor ¢ eloszlasfliggvénye:

0 ha x < a,
Fe(x) = P(€ < x) = Z:Z ha a<x < b,
1 ha x > b.

Ekkor a ¢ véletlen valtoz6t egyenletes eloszlasunak nevezzik az
[a, b] intervallumon.

Tovabba az

L ha a<x < b,
0 egyébkent,

flggveény slrliségfiggvénye ¢&-nek.



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Abszolut folytonos véletlen valtoz6 varhato értéke

Ha ¢:Q — R egy abszolut folytonos véletlen valtozé, melynek
sUrliségfuggvénye £ : R — [0, 00), akkor az

E(¢) := /OO X fe(x)dx

—00

mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez az
improprius integral abszollt konvergens, azaz [~ |x|f;(x)dx < oc.




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Abszolut folytonos véletlen valtoz6 varhato értéke

Ha ¢:Q — R egy abszolut folytonos véletlen valtozé, melynek
sUrliségfuggvénye £ : R — [0, 00), akkor az

o0

E(¢) ::/ X fe(x)dx

—0o0
mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez az
improprius integral abszollt konvergens, azaz [~ |x|f;(x)dx < oc.

Abszolut folytonos véletlen valtoz6 fliggvényének varhato értéke

Legyen g: R — R egy figgvény. Ha ¢ abszolut folytonos véletlen
valtozé f; strlisegfliggvennyel, akkor

B(o©) = [ g0 k(xax

amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens, azaz
75 19(X)] - fe(x) dx < oc.

v,




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Két véletlen valtozo fliggetlensége

Legyen (2, A,P) egy val6szinliségi mezd, € : Q —R és n:Q — R
véletlen véltozdk. Azt mondjuk, hogy ¢ és n fliggetlenek, ha

P{¢ <xin{n<yh) =P <x})-P({n<y}), xyeR,

azaz, tomorebben irva,

PE<xn<y)=P(El<x)-Pln<y), xyeR




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

Két véletlen valtozo fliggetlensége

Legyen (2, A,P) egy val6szinliségi mezd, € : Q —R és n:Q — R
véletlen véltozdk. Azt mondjuk, hogy ¢ és n fliggetlenek, ha

P{¢ <xin{n<yh) =P <x})-P({n<y}), xyeR,

azaz, tomorebben irva,

PE<xn<y)=P(El<x)-Pln<y), xyeR

A\,

Két diszkrét véletlen valtozo flggetlensége

Legyenek ¢ és n diszkrét véletlen valtozék xq, xo, ..., illetve
Y1, ¥2,... lehetséges értékekkel (ahol x;, ¥y, € R, i=1,2,...).
Ekkor ¢ és n akkor és csak akkor fuggetlenek, ha

P =xi,n=y) =PE=x)Pn=y), 0,j=12....

.




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

A varhato érték tulajdonsagai

Legyenek ¢ és n (diszkrét vagy abszolut folytonos) véletlen valtozék
hogy a varhaté értékilk létezik és véges, és a, b € R. Ekkor

(1) E(a&) = aE(£) (homogenitas),

(2) E(¢+n) =E(&) +E(n) (additivitas),

(8) E(a¢+ bn)=aEc+ bEn (linearitas).

(4) Tovabba, ha ¢ és n flggetlenek, akkor

E(&n) = E(€) - E(n).




Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

A varhato érték tulajdonsagai

Legyenek ¢ és n (diszkrét vagy abszolut folytonos) véletlen valtozék
hogy a varhaté értékilk létezik és véges, és a, b € R. Ekkor

(1) E(a&) = aE(£) (homogenitas),

(2) E(¢+n) =E(&) +E(n) (additivitas),

(8) E(a¢+ bn)=aEc+ bEn (linearitas).

(4) Tovabba, ha ¢ és n flggetlenek, akkor

E(&n) = E(€) - E(n).

Megjegyzés. A (4)-es tulajdonsag megforditasa nem igaz, azaz ha
E(&n) = E(£)

E(n), akkor ¢ és n nem biztos, hogy fliggetlenek.



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa, elokésziletek

A varhato érték tulajdonsagai

Legyenek ¢ és n (diszkrét vagy abszolut folytonos) véletlen valtozék
hogy a varhato értékik létezik és véges, és a, b € R. Ekkor

(1) E(a&) = aE(£) (homogenitas),

(2) E(€+n) =E(&) +E(n) (additivitas),

(8) E(a¢+ bn)=aEc+ bEn (linearitas).
(4) Tovabba, ha ¢ és n flggetlenek, akkor

E(&n) = E(€) - E(n).

Megjegyzés. A (4)-es tulajdonsag megforditasa nem igaz, azaz ha
E(¢n) = E(€) - E(n), akkor & és n nem biztos, hogy fliiggetlenek.

Kérdések. A (4)-es tulajdonsagot hogyan tudnank igazolni véges sok
értéket felvevd diszkrét ¢ és n véletlen valtozok esetén?

Ellenpélda arra, hogy a (4)-es tulajdonsdg megforditasa nem igaz?



Diszkréet véletlen vektor fliggvényének varhaté érteke

Legyen g:R? — R egy fliggvény.

Ha ¢ és n diszkrét véletlen valtozék xi,..., x,, illetve yq,...

lehetséges értékekkel, ahol n,m € N, akkor

E(g(&m) =>_ > a(xi.y) - P(€ = Xi,n = y)).

i=1 j=1




Diszkréet véletlen vektor fliggvényének varhaté érteke

Legyen g:R? — R egy fliggvény.
Ha ¢ és n diszkrét véletlen valtozék xi,..., xn, illetve yi,...,¥m
lehetséges értékekkel, ahol n,m € N, akkor

g(sn)—ZZg(Xnyf (& =Xi,n =Y¥)).

i=1 j=1

Valasz az el6zo kérdésre:

Legyen ¢ diszkrét véletlen valtoz6 xi,...,x, lehetséges értékekkel,
és n diszkrét véletlen valtozd y4,...,ym lehetséges értékekkel, ahol
n,m € N. TegyUk fel, hogy ¢ és n flggetlenek.

Ekkor az el6z6 éllitast alkalmazva a g(x, y) := xy faggvényre,

E(&n) = ZZX/Y/ §=Xj,n= yj ZZXI}/j )P(n = yj)

i=1 j=1 i=1 j=1
n

= > NPE=x)- > yPn=y) =E) - E).
i=1 j=1



Ellenpélda: E(¢n) = E(§) E(n) = £ és n fuggetlenek

Legyen a & és n valdszinlségi valtozok egylttes eloszldsa az aldbbi
kontingencia tablazattal megadva:

&\ n -1 0 1

-1 0 0.25 0 0.25

0 0.25 0 0.25 0.5

1 0 0.25 0 0.25
0.25 0.5 0.25 1




Ellenpélda: E(¢n) = E(§) E(n) = £ és n fuggetlenek
Legyen a & és n valdszinlségi valtozok egylttes eloszldsa az aldbbi
kontingencia tablazattal megadva:

€\ 7 - 0 i
-1 0 0.25 0 0.25
0 0.25 0 0.25 05
1 0 0.25 0 0.25
0.25 05 0.25 1
Ekkor

P(=-1)=025=P(n=-1), PE=0)=05=P(n=0),
P(¢=1)=025=P(n=1),
és P(én=0)=1. Ezért E(¢n) =0 és
E(¢)=(-1)-025+0-05+1-0.25=0,
E(n)=(-1)-0.25+0-05+1-0.25=0.

lgy E(¢)E(n) =0 = E(¢n).
Azonban, ¢ és n nem fliggetlenek, hiszen példaul
P(=0,7=0)=0, de P((=0)P(n=0)=0.5-05=0.25+#0.



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa

A feltételek miatt h egyenletes eloszlasu véletlen valtoz6 a [0, 50]

intervallumon, v egyenletes eloszlasu véletlen valtoz6 az [5,15]
intervallumon, tovdbba h és v flggetlenek.

Ekkor vh és v is fiiggetlenek, varhaté értékeik végesek, és igy
varhaté érték (1)-es és (4)-es tulajdonsagai alapjan kapjuk, hogy

]E(d):[E( 2"'-\/):]@(\/5.[,1.‘,):
9 g



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa

A feltételek miatt h egyenletes eloszlasu véletlen valtoz6 a [0, 50]

intervallumon, v egyenletes eloszlasu véletlen valtoz6 az [5,15]
intervallumon, tovdbba h és v flggetlenek.

Ekkor vh és v is fiiggetlenek, varhaté értékeik végesek, és igy
varhaté érték (1)-es és (4)-es tulajdonsagai alapjan kapjuk, hogy

]E(d):[E( 2gh-v> :]E<\/§fh-v) :\/E-E(ﬁ)-]}i(v)



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa

A feltételek miatt h egyenletes eloszlasu véletlen valtoz6 a [0, 50]

intervallumon, v egyenletes eloszlasu véletlen valtoz6 az [5,15]
intervallumon, tovdbba h és v flggetlenek.

Ekkor vh és v is fiiggetlenek, varhaté értékeik végesek, és igy
varhaté érték (1)-es és (4)-es tulajdonsagai alapjan kapjuk, hogy

E(d):E( 2h-v>:E(@-ﬁ-v):\/g-ﬂa(ﬁ)-]}a(v)
50 15
[/ Vo agap- [ e

_j2 1 50%2 1 15257
Vo 5o 3/2 10 2



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa

Mivel h és v? is fliggetlenek, kapjuk, hogy

2
2y _ 2h. _E(%.h2)=2.
]E(d)IE(( 7 v)) ]E(g hv> gIE

50 15
/ ) p/ 7d'

2500 1 3375-125 16250

g 50 2 10 3 39
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Az 1. Feladat (i) részének megoldasa

Mivel h és v? is fliggetlenek, kapjuk, hogy

2
2y _ 2h. _e(2.h.v2) =2 Eh). B2
]E(d)IE(( 7 v)) ]E(ghv) gE(h) E(ve)
50 15
/ ) p/ 7d'

2500 3375 — 125 16250
g 50 2 10 3 39
igy d szérasnégyzete D?(d) := E((d — E(d))?):
16250 40000 8750

D?(d) = E(d?) — (E(d))? = 30 59~ 99 ~ 99.11.

20



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa

Mivel h és v? is fliggetlenek, kapjuk, hogy

2
2y _ 2h. _e(2.h.v2) =2 Eh). B2
]E(d)IE(( 7 v)) ]E(ghv) gE(h) E(ve)
50 15
/ ) p/ 7d'

2500 3375 - 125 16250
g 50 2 10 3 3g

igy d szérasnégyzete D?(d) := E((d — E(d))?):
16250 40000 8750

2 2) — = ~ 99.11.
DA(d) = B(d) ~ (B(d)) = =5 = ~ “g.~ = gy ~ 9
Tovabba, d szorasa és relativ standard szérasa:
25v14
vV 30 V14
D(d) = 221 9955 65 RsD(d) = 29 _ 3va _ ~ 0.4677.

E(d) 200 © 8

3va 3/ B



Az 1. Feladat (i) része megoldasanak az 6sszevetése

egy determinisztikus esettel

Megjegyzés.
@ Egy determinisztikus eset: Tamas 25 m magasan all meg,
és 10 T nagysagu sebességgel dobja ki vizszintesen a golyot.

Itt a 25 és 10 értékek nem mésok, mint az 1. Feladat (i) részében
tekintett egyenletes eloszlasu véletlen valtozék varhatd értékei.

Ekkor a féldet érésig % 10 ~ 22.58 métert tesz meg vizszin-

tesen a golyo.
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Az 1. Feladat (i) része megoldasanak az 6sszevetése

egy determinisztikus esettel

Megjegyzés.
@ Egy determinisztikus eset: Tamas 25 m magasan all meg,
és 10 T nagysagu sebességgel dobja ki vizszintesen a golyot.

Itt a 25 és 10 értékek nem mésok, mint az 1. Feladat (i) részében
tekintett egyenletes eloszlasu véletlen valtozék varhatd értékei.

Ekkor a foldet érésig
tesen a golyo.

g - 10 ~ 22.58 métert tesz meg vizszin-

@ Felhivjuk a figyelmet, hogy az (i) rész megoldasaban
meghatérozott E(d) = 32\(? ~21.29 nem egyenl6 /5 -10-zel.
Mi lehet ennek az oka?

21



Az 1. Feladat (i) része megoldasanak az 6sszevetése

egy determinisztikus esettel

A véletlenitett és a "varhat6 értékben determinisztikussa tett” feladatok
megoldasa akkor és csak akkor egyezne meg, ha

7 E(Vh) - E(v) = \E‘ VE(h) - E(v),

mely azzal ekvivalens, hogy

E(Vh) = /E(h).

Ez azonban altalaban nem teljesul.
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Az 1. Feladat (i) része megoldasanak az 6sszevetése

egy determinisztikus esettel

A véletlenitett és a "varhato értékben determinisztikussa tett” feladatok
megoldasa akkor és csak akkor egyezne meg, ha

g -E(Vh) -E(v) = \/3 VE(h) - E(v),
mely azzal ekvivalens, hogy

E(vVh) = VE(h).

Ez azonban altalaban nem teljesul.

Mivel az [0,00) > x — /x fliggvény konkav, a Jensen-egyenlbtlenség
alapjan annak viszont teljesulinie kell, hogy

E(vVh) < /E(h).
Ez valéban fennall, ugyanis

E(Vh) ~ 4.714 < 5 = \/E(h).

29



Az 1. Feladat lehetséges variansai

Megjegyzés.
@ A h véletlen valtozét (ahol Tamas megall) tekinthetjik diszkrét

egyenletes eloszlasunak is, példaul az {1m,2m,...,49m,50m}
véges halmazon.

29



Az 1. Feladat lehetséges variansai

Megjegyzés.
@ A h véletlen valtozét (ahol Tamas megall) tekinthetjik diszkrét
egyenletes eloszlasunak is, példaul az {1m,2m,...,49m,50m}
véges halmazon.

@ Tekinthetlink egyéb olyan diszkrét vagy abszolut folytonos
eloszlasu véletlen valtozokat is, melyek értékkészlete [0, 50]-beli.

Példaul, ha Tamasnak tériszonya van, akkor tekinthetjik a
{10m,20m,30 m,40 m,50m} halmazon a

40 30 20 9 1
100° 100" 100’ 100" 100

diszkrét valészinliség eloszlast.
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Az 1. Feladat lehetséges variansai

Megjegyzés.
@ A h véletlen valtozét (ahol Tamas megall) tekinthetjik diszkrét

egyenletes eloszlasunak is, példaul az {1m,2m,...,49m,50m}
véges halmazon.

@ Tekinthetlink egyéb olyan diszkrét vagy abszolut folytonos
eloszlasu véletlen valtozokat is, melyek értékkészlete [0, 50]-beli.

Példaul, ha Tamasnak tériszonya van, akkor tekinthetjik a
{10m,20m,30 m,40 m,50m} halmazon a

40 30 20 9 1
100° 100" 100’ 100" 100

diszkrét valészinliség eloszlast.

@ Olyan varianst is tekinthetlink, hogy h és v koézil csak az
egyiket véletlenitjik.

29



Az 1. Feladat (i) részének megoldasa diszkrét kozeli-

téssel

Tetszbleges n e N esetén legyen h, egyenletes eloszlasu véletlen

véaltozé az
. 50 .
/-7:/:0,1,...,n halmazon,

azaz a [0,50] intervallumot n— 1 darab osztoponttal n darab 32

s 7 ’ e . 7 . 50 1 .
hosszusagu részre osztjuk, és P(h, =1i- )= 5, i=0,1,...,n.

Tetszbleges m € N esetén legyen v, egyenletes eloszlasu véletlen
valtoz6 az

{5+j-1n(7):j:0,1,...,m} halmazon,

azaz az [5,15] intervallumot m— 1 darab osztéponttal m darab

hosszusagu részre osztjuk, és P(vp =5+ 0)=_1.,j=0,1,
Feltételezzlk, hogy h, és v, flggetlenek tetszéleges n,m e N

esetén.

10
m
m

ey

24



Jeldlie dnm, hogy h, magassagbol vizszintesen v, sebességgel
kilbve egy golyét mennyi utat tesz meg vizszintesen foldetérésig.
Ekkor

dn,m: zgn'Vm, n,mEN

Célunk E(dnm) meghatérozésa.

Mivel /h, és vy, is fliggetlenek, a varhato érték (1)-es és (4)-es
tulajdonséaga alapjan

E(dnm) = \/E-E(M) "E(Vm), n,meN.

28



Jeldlie dnm, hogy h, magassagbol vizszintesen v, sebességgel
kilbve egy golyét mennyi utat tesz meg vizszintesen foldetérésig.
Ekkor

dn,m: zgn'Vm, n,mEN

Célunk E(dnm) meghatérozésa.

Mivel /h, és vy, is fliggetlenek, a varhato érték (1)-es és (4)-es
tulajdonséaga alapjan

E(dnm) = \/E-E(M) "E(Vm), n,meN.

Tovabba, tetszéleges n e N esetén

Vhy) = ZF <h”_' 5r?)

. VB0 K -
:,;:V"n’nﬂ = Ve 2V

i=0

28



Hasonl6an, tetszéleges m € N esetén

m

.10 .10
E(Vm):Z(5+I'm>P<Vm:5+1'
j=0

’"< . 1o> 1
= m m-+1

(5+i-%)

-
—_

T m+1

m
j=0

")

2R



Hasonléan, tetsz6leges m € N esetén
E(Vm):£(5+1'g>P<vm:5+j.w
J
=Z<5+j.1n?>.mjr1
m1+1,zm:<5+j'1n(q)>
:m1r1 (5(m+1)+1/7(7)j§n;j>

= (5(m+1)+1n?.m(”?2+1)

=0
m
=0

~

= m-10(m+1): 10.

")

)

2R



Hasonléan, tetsz6leges m € N esetén
SURTES 3 CRVIE) FY PREFIVIEL)
J
=Z<5+j.1n?>.mjr1
m1+1,zm:<5+j'1n(q)>
-1 (5(m+1)+1n(7)jioj>

_ (5(m+1)+1n‘3.m(mz+1))

=0
m
=0

~

= m-10(m+1): 10.

Lathatjuk, hogy E(vy,) értéke nem figg m-tdl, de v, eloszlasa persze
flgg m-tol is. e



Ezért

E(dnm) = \F E(v/hn) - E(Vim)
\[ fn+1 Z\[i'm

~ 100
AL ZJ

n,me N.
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Ezért

IE(dn m) = \/E (\/h>n) ( m)

\[ fn+1 Z\/ 10

~ 100
\f f(n+1) Z\/ n,me N.

Azt var(hat)juk, hogy
||m ]E(dn7m) == nli_)m E(dnJ)

(n,m)—(o00,00)

megegyezik az eredeti (abszolut folytonos egyenletes eloszlasos)
probléma esetén meghatarozott E(d) értékével.

27



Ezért

IE:(dn m) = \/E (\/h>n) ( m)

\[ fn+1 Z\/ 10

~ 100
\f f(n+1) Z\/ n,me N.

Azt var(hat)juk, hogy

||m ]E(dn7m) == n||_)ngoE(dn71)

(n,m)—(o00,00)

megegyezik az eredeti (abszolut folytonos egyenletes eloszlasos)
probléma esetén meghatarozott E(d) értékével.

Milyen gyorsan tart >, Vi tart végtelenbe, amint n — co?

27



1. modszer: Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n — 1 darab oszt6pont-

tal n darab 15 hosszUsagu részre, és tekintsik az [0,1] 2 x — /X
flggvénynek egy ezen beosztashoz tartoz6 (felsd) integralkdzelitd

Osszegét:

Zf (i) - Z[J

1 K~
n:nS/ZZ\[I’
=0

g

DN
N\

N\
Ny
NN

W
N
I

W

N
N

o\~ _:\\\

T\ 0 o

— R A

28



Mivel az [0,1] > x — /x flggvény folytonos és korlatos,

a Riemann-integral definicidja miatt

iS5 (5= 51) = f o

29



Mivel az [0,1] > x — /x flggvény folytonos és korlatos,

a Riemann-integral definicidja miatt

iS5 (5= 51) = f o

ahol a Newton-Leibniz formula alapjan

! 8]0 2
0 2

0

l\)

n—>oo n3/2 Z Vi=

29



2. modszer:
Diszkrét £'Hospital szabaly

Legyenek (bp)nen €S (Xn)nen valos sorozatok és c € R.
Legyen tovadbba 3, := b, — b,_1, n € N, ahol by := 0.
Tegyuk fel, hogy

@ bp>0,neN, (bp)pen Szigordan monoton névekvd és
limp_so0 bp = 00,

Ekkor i p
Dimt Xi _ Dimt Xi
bn S Bi

—C amint n — oo.

Ez az eredmény a Kronecker lemma specialis esete, és hivjak
Stolz-Cesaro lemmanak is.

120



2. modszer:
Diszkrét £'Hospital szabaly

Legyenek (bp)nen €S (Xn)nen valos sorozatok és c € R.
Legyen tovadbba 3, := b, — b,_1, n € N, ahol by := 0.
Tegyuk fel, hogy
@ bp>0,neN, (bp)pen Szigordan monoton névekvd és
limp— 00 bn = 00,

Ekkor i p
iz Xi _ 2Lz Xi
bn S Bi

Ez az eredmény a Kronecker lemma specialis esete, és hivjak
Stolz-Cesaro lemmanak is.

—C amint n — oo.

Alkalmazzuk a diszkrét £’Hospital szabalyt az aldbbi valasztasokkal:
) bn::ng,neN,

°Xn:\/ﬁ,n€N,
@ C =

[SSI1V)

120



A feltételek teljesilése:
@ azonnal lathaté, hogy ng, n € N, olyan pozitiv szamokbdél allé
szigoruan monoton névekvd sorozat, mely végtelenbe tart.
- ,Bn:n% —(n—1)%,neN.
°

Xo_ VN /n(nit(n-1)?)
Bont—(n-1F  (nf = (n- D)t + (n- 1))

_rValn - E - 1)

+

Nl

m—(n-1)3 m—(n—-3n°+3n-1)
3
P VAn-DE 14 (15
32 —3n+1 3_%+%
—>1+1 2 amint n —
—_— = = Q.
3 3

igy a diszkrét £’Hospital szabaly alapjén

nhan;onzlz\[_i

1



3. modszer: Mivel az [0,0) > x — /x fliggvény szigorian monoton
névekvo és folytonos, kapjuk, hogy tetszbleges i € N esetén
i+1

i
/ Vxdx < Vi< VX dx.
i1 i

Osszegezve ezt az egyenlétienséget i € {1,...,n}-re, ahol ne N,
kapjuk, hogy

n n i n n i+1 n+1
/ﬁdx:Z/ \/)7dx<2\ﬂ<2/ \/)7dx:/ Vxdx.
0 i=1 711 i=1 i=1 7! 1

A pores aiyhon ol 4 2
U@luég Wfﬁ,wﬂ?m@, ik / ‘fbl\W/l‘C éwd%/

Mk
gf&?/k. wiak

92



A Newton-Leibniz formula alapjan, a bal- es jobb oldalon szerepld

integrélok értékei:

1

igy

Osztva minden oldalt n%-el, adddik, hogy

3
2 1< 2 1\2 1
<) Vi< 1+> - -
3 ng; 3(( n ,,g)

2

A jobb oldalon szerepld sorozat hatarértéke £, amint n — oo, igy a

3!
” L ‘s . _3 :
rendér szabdly alapjan limp oo n 2 >0 Vi= %

23



A diszkrét £L’Hospital szabaly hasznalatara egy masik példa.

Feladat.
Tekintsiik az alabbi rekurzivan definialt sorozatot

Yni1 ::y,ﬂr%, n=0,1,2,..., ahol yo > 0.
n

Mutassuk meg, hogy

24



A diszkrét £L’Hospital szabaly hasznalatara egy masik példa.

Feladat.
Tekintsiik az alabbi rekurzivan definialt sorozatot

1
Yni1 ::y,,+y—, n=0,1,2,..., ahol yy > 0.
n

Mutassuk meg, hogy

Ez a feladat specialis esete a 2006. évi 67-edik William Lowell Putnam
Matematikaverseny egyik feladatéanak:

Yni1 = Yn+ n=0,1,2,..., ahol k € N adott.

'
v’

24



Megoldas. Alkalmazzuk a diszkrét £'Hospital szabalyt az al4bbi
valasztasokkal:

@ bp:=n,neN,
® Xp:=yz—y2,,neN,
@ c:=2.

Mivel

@ n, n € N, olyan pozitiv szamokbdl allé szigordan monoton
névekvd sorozat, mely végtelenbe tart,

@ fp=n—(n—1)=1,n€eN,
a diszkrét £’Hospital szabaly alkalmazhatésagahoz elég ellendrizniink,
hogy
im 2 = lim (y2 — y2 ) = 2.

n—oo B,  n—oo

25



Felhasznélva, hogy

1\ 2 1 2
Vi Vi1 = %—1+2*‘;§: — Vi
I_

1 .
:2+T>2’ IGN,

vE—yii= (y,-_1 +

Yiq
kapjuk, hogy
Vi = (Va—ya )+ 1=V o)+ +(Vi—Y5)+y§ = 2n+y5,  neN.
Ezért
2 ¥e
lim y2=00 és 2>24+79>2 peN
n—o0 n n
Tovabba,
(V3 —yiq)—2|= 2+L P P neN
n n—1 y§_1 yr?;_1, 3

ahol a jobboldal 0-hoz tart, hiszen y2 , — oo, amint n — oo

igy a baloldal is 0-hoz tart, és ezért limp_,oo(y2 — y2_,) = 2.
2R



A diszkrét £’Hospital szabdly alapjan kapjuk, hogy

Vegyik észre, hogy a jelen feladatban a diszkrét £’Hospital
szabalynak csak azt a specialis esetét hasznaltuk fel, miszerint
egy konvergens sorozathoz tartoz6 szamtani kézepek sorozata is
konvergens ugyanazzal a hatarértékkel.

7



A diszkrét £L’Hospital szabaly alapjan kapjuk, hogy

Vegyik észre, hogy a jelen feladatban a diszkrét £’Hospital
szabalynak csak azt a specialis esetét hasznaltuk fel, miszerint

egy konvergens sorozathoz tartoz6 szamtani kézepek sorozata is
konvergens ugyanazzal a hatarértékkel. O

Feladat. (Undergraduate Problem U542, Problem corner,

Mathematical Reflections, Issue 1, 2021)
Hatarozzuk meg az alabbi hatarértéket:

1 /1 1 1 1
lim — (— + + SIS I
n—>00 n<«/§ 1+v2 V2+V2 \/I_7+\/§>

7



Visszatérve az eredeti problémahoz, az el6z6ek alapjan

[im

n—oo

IE(dnJ)

100 1 L.
g (W%@

100

100 .

_\/g n||—>rgon+1'nh—>n;onzz\[
100 2 200

Vo 37 3)g

Ez az érték egybeesik az eredeti (abszolut folytonos egyenletes

eloszlasos) probléma esetén E(d) "direkt” modon kiszamolt értékével.

28



Felmerilhet a kérdés, hogy ez csak véletlen egybeesés vagy
valamilyen altalanosabb eredmény all a hattérben?

1. Allitas. Belathaté (példaul karakterisztikus fliggvények
segitségével), hogy

(hn, Vm) N (h,v) amint n — oo és m — oo,

ahol
@ h egyenletes eloszlasu a [0,50] intervallumon,
@ v egyenletes eloszlasu az [5,15] intervallumon,
@ h és v flggetlenek,

D . . o
@ — az eloszlasbeli konvergenciat jeldli.

2. Allitas. (Portmanteau tétel) Legyenek X,, n€ N, és X véletlen
véltozdk és f: R — R egy korlatos, folytonos flggvény.

Ha X, 2 X, akkor E(f(Xp)) — E(f(X)).

29



Alkalmazva a 2. Allitast az

0 ha x <0,
Xn:=h,, neN, X := h, f(x):=4<+vx ha xe]0,50],
vB50 ha x > 50,

valasztasokkal, és felhasznalva, hogy h, és h értékkészlete
[0, 50]-beli, kapjuk, hogy

E(v/hn) = E(f(hn)) = E(f(h)) = E(Vh)  ha n— .

Hasonl6an, alkalmazva a 2. Allitast az

5 ha x<b5,
Xm:=Vm, mMEcN, X:=v, f(x):=4¢x ha xe[5,15],
15 ha x > 15,

valasztasokkal, és felhasznalva, hogy v, és v értékkészlete
[5, 15]-beli, kapjuk, hogy

E(Vm) = E(f(vm)) — E(f(v)) = E(v) ha m — oc.

20



Ezért, felhasznalva, hogy h, és v, fliggetlensége maga utan vonja
Vh, és v flggetlenségét, és azt, hogy h, és v, varhatd
értékeik végesek, a varhatd érték (4)-es tulajdonsaga szerint

E(dn,m) = \/EE( thm) = \/>E(\/h>n) -E(vm)

%\/E.E(ﬁ)-ﬂz(v) ha n— oo és m— oo,

ahol a korabbiak szerint

QN

Ezért

E(dnm) — E(d) ha n— oo és m— oc.

a1



Feladat.

Az el6zbekben latott diszkrét kbzelités modszerével hatarozzuk meg a
d tavolsag (a kilato falatol milyen tavol ér féldet a golyd) masodik
momentumat is, azaz E(d?) értékét!

49



Feladat.

Az el6zbekben latott diszkrét kbzelités modszerével hatarozzuk meg a
d tavolsag (a kilato falatol milyen tavol ér féldet a golyd) masodik
momentumat is, azaz E(d?) értékét!

Megoldas. El6szr meghatarozzuk E(d3 ) értékét, ahol

dnm: 2gln‘Vrn7 n,mGN

)

49



Feladat.

Az el6zbekben latott diszkrét kbzelités modszerével hatarozzuk meg a
d tavolsag (a kilato falatol milyen tavol ér féldet a golyd) masodik
momentumat is, azaz E(d?) értékét!

Megoldas. El6szr meghatarozzuk E(d3 ) értékét, ahol

dnm: 2gln'vf-n7 n,mEN

Felhasznélva, hogy h, és v, fluggetlensége maga utan vonja
h, és v2 flggetlenségét és azt, hogy h, és v2, varhato értékeik
végesek, a varhato érték (1)-es és (4)-es tulajdonsagai alapjan

B )~ (2h) = 2B - BOA), nmen

49



Feladat.

Az el6zbekben latott diszkrét kbzelités modszerével hatarozzuk meg a
d tavolsag (a kilato falatol milyen tavol ér féldet a golyd) masodik
momentumat is, azaz E(d?) értékét!

Megoldas. El6szr meghatarozzuk E(d3 ) értékét, ahol

dnm: 22!7.‘/"17 n,mEN

Felhasznélva, hogy h, és v, fluggetlensége maga utan vonja
h, és v2 flggetlenségét és azt, hogy h, és v2, varhato értékeik
végesek, a varhato érték (1)-es és (4)-es tulajdonsagai alapjan

B )~ (2h) = 2B - BOA), nmen

Itt tetszbleges n € N esetén
n n

&5 1 50 50 n(n+t)
E(hn)—zl'n'n+1_n(n+1);l_n(n+1) 2 =2

i=0

gy limp_oo E(hy) = 25. W



Tovabba, tetszéleges m € N esetén
m

s =3 (547 12) .

e m+1

1 100 100

m
_ SYV . i .2
_m+1j_0(25+m R />

43



Tovabba, tetszéleges m € N esetén

m

E(v2) = Z<5+/ 1,7?) m1r1

j=0

1 100 . 100 .
- (25+ et /2>
m+1 s

mlﬂ(i gi 10021)

100 m(m+1
m(m+1)

100 m(m+1)(2m+1)

1
0

m2

)
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Tovabba, tetszéleges m € N esetén

m

E(v2) = Z<5+/ 1,7?) m1r1

j=0

1 100 . 100 .
- (25+ et /2>
m+1 s

mlﬂ(i gi 10021)

100 m(m+1)(2m+1)

1 1
~ 1 (os(m 1y 100 mmET)
m-+1 m 2
45, 50 2m+ 1
3 m
igy

m2

)
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Ezért

. 2 . .
polim | E(drm) = 5 - fim E(hn) - lim E(v7)
2 325 16250
9 % 3 " ag

Ez az érték egybeesik az eredeti (abszolut folytonos egyenletes
eloszlasos) probléma esetén E(d?) “direkt” médon kiszamolt értékével.
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Ezért

: 2 .
ool o Elnm) = g - Jim E(h) - Jim E(V)
2 325 16250
g ® 3 " ag

Ez az érték egybeesik az eredeti (abszolut folytonos egyenletes
eloszlasos) probléma esetén E(d?) “direkt” médon kiszamolt értékével.

Ez most sem csak véletlen egybeesés, az 1. és 2. Allitasok segitsé-
gével az alabbi médon ellendrizhett le, hogy

: 2 _ 2
na<xl>l,r?7—>oo E(dn’m) - E(d )

Az 1. Allitas alapjan

(hn, vin) 2, (h,v) amint n — oo és m — oc.
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Alkalmazva a 2. Allitast az

0 ha x<0,
Xp:=h, neN, X := h, f(x):=4x ha xe][0,50],
50 ha x > 50,

valasztasokkal, és felhasznalva, hogy h, és h értékkészlete
[0, 50]-beli, kapjuk, hogy

IE(hn) = E(f(hn)) — E(f(h)) = E(h) ha n— .
Hasonloan, alkalmazva a 2. Allitast az

52 ha x <5,
Xm=Vv3, meN, X:=v?  f(x):={x2 ha xe[5,15],
152 ha x > 15,

vélasztasokkal, és felhasznalva, hogy v, és v értékkészlete
[5, 15]-beli, kapjuk, hogy

E(v2) = E(f(vm)) — E(f(v)) = E(v®)  ha m — oo.
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Ezért

: 2 ,
psol s BCGnm) = g fim ECAn) - Jim, BV
2
= Z.E(h) - E(v?),
5 E(h) ()

ahol a korabbiak szerint

2 -E(h) - E(v?) = E(d?).

E(d3,) — E(d?)  ha n—oo és m— .
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2. Feladat

A kdvetkez0 feladatot a 42. Mikola Sandor Orszagos Tehetségkutaté
Fizikaverseny (2023), |. Kategdria (gimnazium 9. évfolyam), |. fordul6-
janak 2. Feladata motivalta.

A Nemzetkdzi Tenisz Szdvetség szerint a teniszlabdék akkor
megfeleld mindségliek, ha 100 inch, azaz 254 cm magassagbol
betonra ejtve a visszapattanasi magassag 135 cm és 147 cm kbzé
esik. Egy 254 cm magassagbol betonra ejtett teniszlabda ltkézési
szaman a visszapattanasi és beesési sebességek aranyat értjiuk.
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2. Feladat

A kdvetkez0 feladatot a 42. Mikola Sandor Orszagos Tehetségkutaté
Fizikaverseny (2023), |. Kategdria (gimnazium 9. évfolyam), |. fordul6-
janak 2. Feladata motivalta.

A Nemzetkdzi Tenisz Szdvetség szerint a teniszlabdék akkor
megfeleld mindségliek, ha 100 inch, azaz 254 cm magassagbol
betonra ejtve a visszapattanasi magassag 135 cm és 147 cm kbzé
esik. Egy 254 cm magassagbol betonra ejtett teniszlabda ltkézési
szaman a visszapattanasi és beesési sebességek aranyat értjuk.

Az A és B cégek teniszlabdakat gyartanak. Az A cég esetén az
Utkdzési szamot megado véletlen valtozd egyenletes eloszlasu a
[0.7,0.8] intervallumon, a B cég esetén egy olyan abszolit folytonos
eloszlasu véletlen valtoz6, melynek slirliségfliggvénye:

200x — 140 ha x € [0.7,0.8],
fa(x) = o
0 egyeébkeént.
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(i) Leejtink 254 cm magassagbdl a betonra egy az A cég altal
gyartott teniszlabdat. Varhatéan milyen magasra pattan vissza?
Valaszoljuk meg ezt a kérdést egy a B cég altal gyartott tenisz-
labda esetén is!

(i) Mi a valészinlisége, hogy egy teniszlabda, melyet az A cég
gyartott megfeleld min6ségi? Valaszoljuk meg ezt a kérdést egy
a B cég altal gyartott teniszlabda esetén is!

(i) Az A cég 40, a B cég 60 teniszlabdat kiild6tt nekiink
promdcios ajandékként. Osszekeverjilk a 100 teniszlabdat,
véletlenszerlien kivalasztunk egyet, majd 254 cm magassagbol
a betonra ejtve kideril, hogy megfelelé minéségl. Mi a valészini-
sége, hogy a kivalasztott teniszlabdat az A cég gyartotta?

A feladat megoldasa megtalalhaté az alabbi cikkben:

MATYAS BARcCzY, IMRE Kocsls and CSABA GABOR KEZzi:
A stochastic approach in physics exercises of mathematics education.
arXiv 2410.04076, (2024).

48



Kis érdekesség

A ferde hajtitas Ig Nobel-dijas téma (ahol Ig az "ignoble” roviditése):

2005-ben kézbdsen kapta meg Victor Benno Meyer-Rochow és Gal
Jbézsef a hidrodinamika terliletén végzett alabbi kutatasaikeért:

"for using basic principles of physics to calculate
the pressure that builds up inside a penguin.”
Magyarul:

a fizika alapelveinek a pingvinekben fellépd nyomés
kiszadmitédsa sorédn vald felhasznadléaséért.

Az Ig Nobel-dijas cikk:

Victor Benno Meyer-Rochow and Jézsef Gal: Pressures produced
when penguins pooh—calculations on avian defaecation.
Polar Biology (27) 5658 (2003).
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Megjegyzés. A
MATYAS BARcCzY, IMRE Kocsis and CSABA GABOR KEZI:

A stochastic approach in physics exercises of mathematics education.

arXiv 2410.04076, (2024).

cikkben levd kidolgozott példakat, azok variansait vagy Uj véletlenitett
fizika példakat matematika-, fizika szakkdrén vagy fakultacion ki lehet
probalni a didkokkal kézésen megoldva.
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cikkben levd kidolgozott példakat, azok variansait vagy Uj véletlenitett
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Koszonom a figyelmet!
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