1. Tiz pénzérmét megvizsgalunk, hogy szabalyosak-e vagy ferdék. Legyen
A; az az esemény, hogy a i-edik pénzérme szabélyos (i = 1,...,10).
Mit jelentenek az alabbi események?

(a A1U...UA10

(b) A;nN...N A
(c) AiU...UAp
(

d) A\n...NnAy
(e) AjU...UAp
(f) Ain...NAp
g) Aj U AU A3

)
)
)
)
)
)
()

(h) (AsU Ag) N Ay
(i) A1 U (AgN Agp)
() Ain (A9 Ayp)

2. Egy kockat 6tszor egymas utan feldobunk. Jeldlje B; azt az eseményt,
hogy a j-edik dobas 6-os. Fejezziik ki By, ..., Bg segitségével a kovet-
kez6 eseményeket:

(a)
(b)
()
(d) az elss és a negyedik dobas 6-0s, a tobbi koziil az egyik biztosan
nem 6-os!

az 0todik dobaskor kapunk elGszor 6-ost;
legalabb egyszer 6-ost dobunk;

pontosan négyszer dobunk 6-ost;

3. Igazoljuk, hogy P(A) = 1 — P(A)!
4. Igazoljuk, hogy P(0) = 0!
5. Igazoljuk, hogy tetszéleges A eseményre 0 < P(A) < 1!

6. Bizonyitsuk be, hogy ha P(A) > 0,8 és P(B) > 0,8, akkor P(AN B) >
0,6!

7. A fiuk és a lanyok sziiletési valosziniiségeit 1/2-nek tekintve mennyi
annak a valosziniisége, hogy egy hatgyermekes csaladban harom fit és
harom lany van? Adjuk meg a Kolmogorov-féle valoszintiségi mezGt!
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8. Egy dobozban 998 fehér és két kék goly6 van. Kettét hizunk vissza-
tevéssel. Mennyi annak a valdszintisége, hogy két fehéret hiizunk?

9. Bizonyitsuk be, hogy a biztos esemény fiiggetlen 6nmagatol!
10. Bizonyitsuk be, hogy a lehetetlen esemény fiiggetlen nmagatol!

11. 25 vizsgatétel kozott 5 ,,jo" van. Két tanul6 egymas utan huz egy-egy
tételt visszatevés nélkiil. Filiggetlen-e a kovetkezs két esemény: A: az
els§ tanulo jo tételt hizott; B: a masodik tanul6 jo tételt hizott.

12. Két szabélyos érmét feldobunk. Ha az egyik dobas fej, mennyi a valo-
szinlisége, hogy a masik iras?

13. Bizonyitsa be a Poincaré-formulédt az n = 2 és n = 3 specidlis esetekben!

14. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkez6 fiiggvények?

3 1
Flo) =24 — R
(a) F(x) i o arctgr, = € R,

0, ha x <0,
b) Plo)=9 = yo<w
1+z
0, haxz <0,
(c) F(z) = %, ha 0 <z <2,
1, ha2<uzx,

(d) F(z)=e¢* ", z€R,
0 ha z <0
@ F={ D
2210 ha 0<uz.
15. Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valoszintiségeloszlast?
(a) p*(1—p)%, aholO<p<1,k=1,2,...,
1
b) ———, k=12, ...
O) e Fel2e
(c) p*, 3p*(1—p), 3p(l—p)? (1-p)3 ahol0<p<]l.
16. Feldobunk egy szabalyos kockat. Hatarozzuk meg a dobott szam elosz-
lasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat!
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17. Két szabalyos érme egyik oldalara 0, a mésikra 1 van irva. Feldobjuk
az érméket. Hatarozzuk meg a dobott szamok Gsszegének eloszlasfiigg-
vényét, varhato értékét és szorasat! Abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt!

18. Két dobokockaval dobunk. Legyen ¢ a dobott szamok kiilonbsége (a
nagyobbikboél vonjuk ki a kisebbet). Hatéarozzuk meg £ eloszléasfiigg-
vényét és varhato értékét!

19. Egy egység hosszi szakaszt felosztjuk két részre egy taldlomra kivalasz-
tott pontjaval. Legyen £ a keletkezett nagyobbik rész hossza. Hataroz-
zuk meg £ eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat!

20. Egy & valoszintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye

&4 ha 2 < z,

flz)y=¢ a*
0  kilonben.

Hatarozzuk meg az a konstans értékét, majd irjuk fel az eloszlasfiigg-
vényt! Szamitsuk ki, hogy milyen x érték esetén adodik az
{w € Q| &(w) > z} esemény valoszintiségére 1/2!

21. Striségfiiggvények-e a kovetkez6 fiiggvények?

sin T
, hal<azx<l,

(a) flz)=4q 2

0 egyébként,

1 1

b =—— R
0) @)= 1= v€R

1

—, hal<uz,
x

2 )
0 kiilonben,

(@ f() =5, seR

2
. 30 ha1<x, s g e , > e g s
22. Létezik-e az f(x) = a3 stirtiségfiiggvényti valoszintiségi
0  kiilonben

valtozonak szorasa?



23. Az alabb adott eloszlasfiiggvényekhez tartozo véletlen valtozonak adjuk
meg a varhato értékét és szorasit, ha létezik!

0, =< -2,

(a) Fe(z)=4¢ L, —2<a<2,
1, 2<u.
0, x<0,

(b) Fe(x) =1} a?, 0<az <1,
1, 1<u=x.

24. Vezessiik le és szamoljuk ki a p = 0,2 paramétert Bernoulli eloszlasu
valdszintiségi valtozo szorasat!

25. Egy augusztusi éjszaka alatt megfigyelhetd csillaghullasok szama Poisson-
eloszlast kovet. Annak a valészintisége, hogy egy éjszaka egyetlen hul-
locsillagot sem latunk, 0,1. Varhatéan hany hullocsillag figyelheté meg
egy éjszaka?

26. Egy egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo varhato értéke 3, szorasa
2. Adjuk meg az eloszléas- és siirtiségfiiggvényt! Mennyi annak a val6szi-
niisége, hogy a valtozo értéke nagyobb, mint 57

27. Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlast, atlagosan 2 évig
miikodik. Mennyi annak a valoszintisége, hogy legalabb egy évig fog
miikodni egy 4j villanykorte? Es egy fél éve miikods? Mekkora életkort
nem ér meg a villanykorték 10%-a?

28. Legyen & egy N(0,0?) eloszlast valoszintiségi valtoz. Mennyi annak a
valosziniisége, hogy & < 07

29. Egy mérés hibaja normaélis eloszlasi, varhato értéke 0, szorasa 1/2.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy a hiba -1 és 1 kozé esik? Adjuk
meg azt az x értéket, amelyre igaz, hogy 1/10 valészintiséggel legalabb
x a hiba! Adjuk meg azt az y értéket, amelyre igaz, hogy 9/10 valoszi-
niiséggel legalabb y a hibal

30. Egy szabalyos dobokockat 600-szor feldobunk. Irjuk fel annak a pontos
valoszintiségét, hogy a dobott 6-osok szdma 100 és 105 kozé! esik, és

Ta hatéarokat is beleértve



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

kozelitsiik ezt a valoszintiséget a de Moivre-Laplace tétel segitségével!
Adjuk meg azt az x értéket, amelyre igaz, hogy 1/4 valosziniiséggel
legaldbb x lesz a dobott 6-osok szamal!

Legyen &1,&; ... egy szabdlyos kocka fliggetlen, egymas utani feldoba-
saval kapott szamsorozat. Igazoljuk, hogy a sorozatra érvényes a nagy
szamok er6s torvénye! Mondjuk ki a nagy szamok erds torvényét erre
a sorozatra!

Legyen &1, &5 . .. egy szabalyos kocka fiiggetlen, egymas utani feldobasa-
val kapott szamsorozat. Igazoljuk, hogy a sorozatra érvényes a centralis
hatareloszlastétel! Mondjuk ki a centralis hatareloszlastételt erre a so-
rozatra!

Hatarozzuk meg a Poisson-eloszlas paraméterének maximum-likelihood
becslését!

Hatarozzuk meg az exponencialis eloszlas paraméterének maximum-
likelihood becslését!

Egy kalapban az 1,..., N — 1, N sorszamokkal ellatott golyok vannak
(N ismeretlen). Kivalasztunk taldlomra n db golyot visszatevéssel; a
kapott sorszamok legyenek x4, ..., z,. Ezek alapjan adjunk maximum-
likelihood becslést N-re!

Egy céllove p valoszintiséggel talal el egy célpontot egy 16vésbdl. Adjunk
maximum-likelihood becslést p-re, ha az els6 talalat a k-adik probalko-
zasra kovetkezett bel

Legyen F(x) = 1 — (2/2)*, « > 2, ahol a > 0 rogzitett paraméter.
Tekintsiink egy z1,...,x, mintat, mely az F(x) eloszlasfiiggvényhez
tartozik. Adjunk maximum-likelihood becslést a-ra! Utmutats: El6-
szOr hatarozzuk meg a stiriiségfiiggvényt!

Egy gyermek jatékszer fizikai terhelhetGségére elvégzett probatesztek
a kovetkez$ mérési eredményekre vezettek: 40,45,40,42,36 (kg). Az
adatok szorésa ismeretlen.

(a) Adjuk meg a terhelhetGség empirikus eloszlasfiiggvényét!

(b) Adjunk becslést a terhelhetség varhato értékére és szoraséaral



(c) Tudjuk, hogy a terhelhetdség normaélis eloszlast mutat. Adjunk
meg egy olyan intervallumot, amely a varhato értéket 0,95 val6szi-
niiséggel tartalmaza.

(d) 10%-os szignifikancia szinten teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy
a terhelhetGség varhato értéke 40 kg!

39. Két fliggetlen populacioban a kovetkezs testsiulyokat mérték: 1. 62,
56, 67, 67; 2. 61, 57, 64, 68, 68. Adjunk meg egy olyan intervallumot,
amely a két populaciobol vett teststlyok varhato kiilonbségét 99% va-
l6szintiséggel tartalmazza! 5%-os szignifikancia szinten teszteljiik azt a
nullhipotézist, hogy a varhato értékek megegyeznek a két populécidoban!

40. Diakok egy csoportjanak megmérték a testsilyat és magassagat:

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.8 9. 10. 11. 12
testsily (kg) | 90 45 70 45 40 54 60 53 53 58 56 78
magassag (cm) | 175 160 180 160 157 165 168 161 157 175 158 187

Jellemezziik a testsily és a magassiag kapcsolatanak szorossagat!



