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1. A valbszintiségszamitas alapjai

Véletlen (valdsziniségi) kisérlet: azonos koriilmények kozott tetszélegesen
sokszor megismételhets megfigyelés, melynek tobbféle kimenetele lehet, és a
figyelembe vett koriilmények nem hatarozzak meg egyértelmiien a kimenetelt.

Elemi esemény: a véletlen kisérlet egy lehetséges kimenetele, jele w.

Eseménytér: a véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza, jele €.

Esemény: olyan a kisérlettel kapcsolatban tett allitas, melynek igaz vagy
hamis volta eldonthets a kisérlet lefolytatdasa utan. Minden esemény azo-
nosithaté az eseménytér valamely részhalhalmazéaval. Az eseményeket az
A, B,C,... betiikkel jeloljiik.

1.1. Miiveletek eseményekkel

Események dsszege: AU B; a két esemény koziil legalabb az egyik bekévet-
kezik (A vagy B).
Események szorzata: AN B; mindkét esemény bekovetkezik (A és B).
Események kiilonbsége: A — B; A bekovetkezik de B nem.
Esemény komplementere: A° = — A az ellentett esemény.

A vizsgalt események rendszerét A-val jeloljiikk. Ez ) részhalmazainak
egy olyan rendszere, melyre teljesiilnek a kovetkezdk:

o ) € A;

e valahanyszor A € A, mindannyiszor A° = Q\A € A (azaz a halmaz-
rendszer zart a komplementerképzésre);

e valahanyszor Ay, As,... € A, mindannyiszor U, A; € A (azaz a hal-
mazrendszer zart a megszamlalhato unioképzésre).

Az A halmazrendszert o-algebréanak nevezziik.
Példa. Haromszor foldobunk egy pénzérmét. Ekkor az eseménytér

Q={(F,F,F),(F,F,I),(F,I,F),(F,I,I),
(I,F,F),(I,FI),(I,1,F),(I,1,I)},

azaz |Q] = 2% = 8 darab elemi esemény van, és 2/% = 28 = 256 az Osszes
esemény szama.



Legyen A; = {az i-edik dobas fej}, i = 1,2, 3. Ekkor

Ay ={(F,F,F),(F,F,I),(F,I,F),(F,1,1)}.
B = {csak az 1. fej} = {(F,I,I)} = A1 N AN A§
C = {egyik sem fej} = {(I,1,1)} = A{ N A5 N Aj

1.2. Valészintiség

1.1. Definicié. Egy P : A — [0, 1] fliggvény valdsziniség az A eseményal-
gebran, ha

e P(Q) =1;

e ha az Ay, Ay, ... € A események (paronként) diszjunktak, akkor
P(UZ,4) = > P(4).
i=1

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezs (€2,.4,P) harmast valoszintiségi
mezdnek nevezziik.

1.2. Allitas (A valoszintiség tulajdonsagai). Legyen (2, A, P) egy valdszini-
ségi mezd, A, B, A1, Ag, ... € A események.

(i) Hao A; N A; =0, minden i # j pdrra, akkor

P(AjU...UA,) =P(4) +...+ P(4,).

(ii) P(A°) =1 —P(A).
(iii) AC B=P(B—A)=P(B)—P(A), ésP(A) <P(B).
(iv) PLAUB) =P(A)+ P(B) —P(ANB).

(v) Szita formula:

n

P(AjU...UA,) =) (-1 > P(A, N...NA;,).
(vi) P(AUB) < P(A) + P(B).
(vii) P(AyU...UA,) <P(A) +...+ P(4,).
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(viii) Ha A, monoton névé eseménysorozat, azaz Ay C Ay C ..., akkor

(ix) Ha A, monoton csokkend eseménysorozat, azaz Ay D Ay D ..., akkor
lim,, 00 P(A,) = P(N52, Ag).

(z) P(UZ,Ag) <> po P(Ak) (megszamldlhato szubadditivitds).

1.3. Diszkrét valoszintiségi mezd

Egy (2, A, P) valoszintiségi mezd diszkrét, ha Q) véges vagy megszamlalhatoan
végtelen halmaz, és A = 2%, Legyenek wy,ws, ... a diszkrét valosziniiségi
mez$ elemi eseményei: Q@ = {wy,ws,...}. Mivel tetszbleges A € A esemény

esetén
A= |J {w,

Lw;EA
ezért diszkrét valoszintiségi mez&ben
P(4)= > P({w})
1w;EA

Tovabbéa igaz, hogy az elemi események valoszintiségeinek 6sszege 1, hiszen
> P{w}) =P (U{wi}> =P(Q)=1.

1.4. Klasszikus val6szintiségi mezé

Egy (2, A, P) valoszintiségi mez6 klasszikus, ha Q véges halmaz, és minden
elemi esemény egyforman valdszint.
Klasszikus valoszintiségi mez6 esetén barmely A eseményre

|A]  kedvezs esetek szama

P(4)

Q] Osszes esetek szama

Példa. Sziletésnap probléma. Mekkora a valdszintisége annak, hogy n
ember kozott van két olyan, akiknek ugyanazon a napon van a sziiletésnap-
juk?

Megoldas.

f(n) = P(n ember kozott van 2, akiknek ugyanazon
a napon van a sziiletésnapja)
= 1 — P( mindenkinek kiilonb6z6 napon van a sziiletésnapja)
365-364-...-(365 —n+1)
365" '




£(22) ~ 0,4757 < 1/2 < 0,5073 ~ £(23).

Példa. Egy szabélyos pénzérmét feldobunk legalabb kétszer. Mennyi
annak a valoszintsége, hogy kapunk egy olyan fej-iras sorozatot, amely oda-
vissza olvasva ugyanaz?

Megoldas. Ha a k. dobéasnél kévetkezik be el6szor a kivant sorozat, akkor
az csak a kovetkez6 kettd valamelyike lehet:

1. IFF...FI (az elss iras, utana k — 2 db fej, a végén ismét egy iras),
2. FII...IF.

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a k. dobasnéal ezek koziil valamelyiket meg-
kapjuk. A k hosszisagu dobassorozatokat elGallito kisérlet leirhato klasszikus
valoszintiségi mezével. Igy

kedvezs 2
PAy) = ——=—.

Osszes 2k

Ay, As, Ay, . .. egymaést paronként kizaré események. A keresett valoszintiség

P(AyUAs UA U...) = P(Ay) + P(A3) + P(Ay) + ...
1 1 1 1 1

=4+

ytatst Ty iTap Tt

1.5. Geometriai valésziniiségi mezé6

Geometriai valészintiségi mezs esetén a kisérlettel kapcsolatos események egy
H geometriai alakzat részhalmazainak feleltethet6k meg. Ekkor a lehetséges
kimenetelek halmaza Q@ = H C R"™, aminek a mértéke (hossza, teriilete, tér-
fogata) pozitiv és véges. Feltessziik, hogy egy A C H esemény valoszintisége
aranyos a halmaz mértékével, azaz

_ A
( )—m,

ahol A az n-dimenzios mérték (hossz, teriilet, térfogat).

1.6. Buffon-féle ttiprobléma (1777)

Egy siklapon egyméstol egyenls d tavolsagra parhuzamos egyeneseket hu-
zunk. Leejtiink a sikra egy [ hosszusagu tiit. Feltessziik, hogy | < d. Mennyi
annak a valészintisége, hogy a td atmetsz egy egyenest?



e

Megoldds. Legyen x a t1 felez6pontjanak és a hozza legkozelebb esd, felette
levs egyenesnek a tavolsaga (0 < x < d). Jeldlje 6 a ti vizszintessel bezart
szoget (0 < 6 < 7). A tl nem metszi a felette lev egyenest, ha %sin& < x,
ellenkezd esetben metszi azt. Az also egyenest pedig akkor nem metszi a t,
ha %siné’ <d-—zx.

Ezek alapjan a ti akkor metszi a felette vagy az alatta levs egyenest, ha
0<x< %sinﬁ, vagy 0 < d—x < %sin@.

A leejtett ti helyzete megadhato a [0, d] x [0, 7] téglalap megfelels (z, 6)
pontjaval. Feltessziik, hogy a ti véletlen leejtésekor a téglalapnak egy olyan
véletlen pontjat kapjuk meg, melyre teljesiil az egyenletességi hipotézis.

A kedvezs, metszéshez tartozo teriilet a Buffon-féle problémanél:



it e
x:d—isine

% 1 x = gsin 0
0 z m 0
A metszés valoszintisége
kedvezs teriilet 2 [ L sin db _ A[—cost]f 2l
B md B mwd Comd’
Kn

P = isszes teriilet
Ejtsiik le n-szer a tiit, legyen K, a metszések szama az n kisérletb6l. A p ~

kozelités alapjan 7-re a kovetkezs becslés adhato:

21
TR :
Iibnd




2. Feltételes valbszintiség

Legyen (€2, A, P) egy valoszintiségi mez06, és ezen A, B események, és tegyiik
fol, hogy P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkozo
feltételes valoszintisége

P(AN B)

P(AIB) = 5

Ha annyi informécionk van a véletlen kisérletrél, hogy a B esemény bekovet-
kezett, akkor az A esemény valoszintisége P(A|B) (més jeloléssel: Pg(A)).
A feltételes valoszintiségre érvényesek a valosziniiség alaptulajdonsagai:

e 0 <Pp(A4) <1,
[ ] PB(Q) = 1,
e Ha Ay, Ay, ... diszjunkt események, akkor Pp(U2, 4;) = > 2, Pp(4;).

2.1. Tétel (Bayes-formula). Legyenek A és B olyan események, hogy P(A) >
0, P(B) > 0. Ekkor

P(A|B)P(B)
P(B|A) = —————=.
R
2.2. Definici6é. A By, Bs, ... események teljes eseményrendszert alkot-

nak, ha
e minden ¢ # j parra B; N B; = (;
o UX B, =

2.3. Tétel (Teljes valoszintiség tétele). Legyen By, Ba, ... teljes esemény-
rendszer, melyre P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges A € A esemény
esetén

P(A) =Y P(A[B,)P(B,).

2.4. Tétel (Bayes-tétel). Legyen By, Bs,... teljes eseményrendszer, melyre
P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges pozitiv valdsziniségi A € A
esemény esetén, tetszdleges k-ra

P(A|B)P(By)
PUBIA) = S S4B, P(B,)
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2.5. Tétel (Szorzasi szabaly). Legyenek A1, Ay, ..., A, tetszdleges olyan ese-
mények, melyekre P(A;N...NA,_1) > 0. Ekkor

P(AiN...NA,) = P(A)P(As|A)P (A3 A N Ay) .. . P(A A N. .0 A,y).

Példa. Egy csaladban van két gyerek. Tudjuk, hogy az egyik gyerek fiu.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy a masik gyerek lany?

1. Megoldds. Jeldlje F' azt, hogy egy adott gyerek fia, L pedig azt, hogy
lany. A sziiletési sorrendnek megfeleléen az Osszes eset: FL, LF, FF  (a fel-
tétel figyelembevételével). Kedvezs esetek: FL, LF. A keresett valoszintiség:
2

2. Megoldds. Jelolje A azt az eseményt, hogy az egyik gyerek fia, és B
azt az eseményt, hogy a masik gyerek lany. Osszes eset: FL, LF, FF, LL (a
feltételt nem vessziik figyelembe). P(ANB) =2, P(B) =3

1)

PM@:E%%@:%:g

Példa. (Forras: Schultz Janos, Tarcsay Tamas: Matematika 11-12. -
emelt szint, Maxim, 2012)

Adam, Beata és Zille egy repiilégéppel érkeznek. Adam 3, Beata 4, Zille
5 csomagot adott fel. Most sorban allnak a csomagokért. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy elsének Adam, Mésodiknak Beata, Harmadiknak Zille
csomagja érkezik meg a futoszalagon?

Megoldas. Legyenek A;, As, A3 a kovetkezd események:

A;: Elsének Adam csomagja érkezik meg a futoszalagon.
Ag: Masodiknak Beata csomagja érkezik meg a futoszalagon.
Asz: Harmadiknak Zille csomagja érkezik meg a futoszalagon.

Alkalmazzuk a szorzasi szabalyt:

5 4 3 1

Példa. (Forras: Schultz Janos, Tarcsay Tamas: Matematika 11-12. -
emelt szint, Maxim, 2012)

Egy 6rz6-véds cég harom tagja 24 oréas valtasban latja el egy raktarbazis
folyamatos 6rzését. Lehel 3 napot, Norbert és Robert 2-2 napot dolgozik
hetente. Lehel az esetek 90 szazalékdban, elfogja a betoréket, Norbert ezt 95
szazalékban tudja produkalni, mig Robert ,elfogasi szazaléka” 92.
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a) Mennyi annak a valoszintsége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
idépontban érkezd betorét nem sikeriil elkapni?

b) Tegnap tortént egy elfogés. Mennyi annak a valoszintisége, hogy Lehel
volt eredményes?

Megoldds. Jelolje By, Bs, illetve B3 azt az eseményt, hogy egy betorés
esetén Lehel, Norbert illetve Robert van szolgalatban. Jeldlje tovabba A azt
az eseményt, hogy egy betorst elkapnak.

a) P(By) =3/7, P(By) =2/7, P(B3) = 2/7. A teljes valoszintiség tétele
szerint

P(A%) = P(A°[B1)P(By) + P(A°|By)P(B;) + P(A%| Bs)P(Bs)
13 5 2 8 2 2

10771007 71007 25

b) A Bayes-formula alapjan adodik, hogy

ABI)P(B) _ 153
— 107 _ g 419,
=5 T _(,419

25

P(B,4) = 2\

12



3. Események fiiggetlensége

Két esemény hétkoznapi értelemben fiiggetlen, ha az egyik esemény beko-
vetkezése nem befolydsolja a mésik esemény bekovetkezését. Az A és B
események matematikailag fiiggetlenek, ha P(A) = Pg(A), P(B) > 0, azaz
a B esemény nem befolyésolja az A esemény valoszintiségét. Ebbdl adodik,
hogy P(AN B) = P(A)P(B).

3.1. Definicié. Az A és B események fliggetlenek, ha P(ANB) = P(A)P(B).

3.2. Definici6 (To6bb esemény fliggetlensége). Az Ap, As, ... események pa-
ronként fiiggetlenek, ha koziiliik kivilasztva tetszéleges két kiilonb6zé
A; és A eseményt azok fliggetlenek egyméstol. Az Ay, A, ... események
teljesen filiggetlenek, ha koziiliik kivalasztva tetszéleges sok kiilonb6z6

Ay ..., Aj, eseményt azokra

P(A,Nn...NA;,)=P(A;)...P(4,).

Példa. (Forras: Denkinger Géza: valoszintségszamitasi gyakorlatok) Az
otoslotton kitoltiink két szelvényt egymaéstol fiiggetleniil. Mennyi a valdszi-
niisége, hogy nyeriink?

Megoldds. Annak a val6szintisége, hogy egy szelvénnyel nem nyeriink

85 5\ (85

(000
= 90 :
(5)

Annak a valészintisége, hogy két szelvénnyel nem nyeriink p?. Hogy legalabb

az egyiken nyeriink, annak a valészintisége 1 — p.

Példa. Feldobunk egy szabalyos kockat n-szer.

a Mennyi annak az esélye, ho y az elsé k dobés Ilat()S, a tobbi dobas nem
g
hatos?

(b) Mennyi annak az esélye, hogy pontosan k-szor dobunk hatost?

(c) Mennyi annak az esélye, hogy az els6 dobéas hatos és pontosan k-szor
dobunk hatost?

(d) Feltéve, hogy pontosan k-szor dobtunk hatost, mennyi annak az esélye,
hogy az els6 dobés hatos?

(e) Mikor lesznek fiiggetlenek az A és B események?

13



Megoldds.

a) Az egyes dobasok fliggetlenek egymastol, ezért a hatos és nem hatos
gy gg gy
dobasok valdszintiségeit Osszeszorozzuk.

1 k 5 n—k
— — k=0,1,...,n.
;) (G)  e=vi

(b) Legyen B az az esemény, hogy pontosan k-szor dobunk hatost. (Z) féle-
képpen valaszthatjuk ki a hatosok helyét az n hosszi dobassorozatbol.

e ()2 (2) ) reotn

n—1

(c) Legyen A az az esemény, hogy az els6 dobés hatos. (k71) féleképpen
valaszthatjuk ki k—1 db hatos helyét a 2,3,...,n—1 dobaspoziciokbol.

puane - () () () b

P(AN B) = P(A)P(B),

GE O 00"

Innen kapjuk, hogy k/n = 1/6 esetén lesznek fliggetlenek az A és B
események.

14



4. Véletlen valtozok

Tekintsiink egy kisérletet, melyet az (€2, A, P) valoszintiségi mezdvel irunk le.
Tekintslink egy £ : Q2 — R leképezést és legyen

A, ={weQ|éw) <z}, zekR

4.1. Definici6. Az
E:Q—R

leképezést véletlen valtozénak nevezziik, ha A, esemény Vr € R esetén
(A; € A,z € R).

Ha a kisérlet elvégzésekor bekdvetkezik egy w elemi esemény, akkor a &
leképezés produkal egy (w) véletlen szamot.

4.2. Definicid. Egy ¢ véletlen véltozo eloszlasfiiggvénye az
Flx)=P(¢ <z):=P(A,), ze€R,
fliggvény.
A definiciobol adodik, hogy a < b esetén P(a < X < b) = F(b) — F(a).

4.3. Tétel (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai).

1. Az eloszldsfiigguény az egész szdmegyenesen monoton nemcsékkend.
2. Az eloszldsfigguény a szamegyenes minden pontjaban balrol folytonos.
3. limy oo F(z) =1, lim,,_ F(x) = 0.

4.1. Diszkrét véletlen valtozok

4.4. Definicio. A £ véletlen valtozo diszkrét eloszlasi, ha értékkészlete
megszamlalhato.

Ha x, 29, ... egy diszkrét valtozo lehetséges értékei, akkor a p; = P(§ =

x;), 1 = 1,2, ... valosziniiségek Osszessége a valtozo valoszintségeloszlasa. A
{p:} valoszintiségeloszlasra igaz, hogy py +p2 + ... = 1.

Egy diszkrét véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye tiszta ugrd fiiggvény, az
ugras helyei a véletlen valtozo lehetséges értékeinél vannak, az ugras nagysaga
az adott érték valoszintsége:

F(z) = Z Di-

i x; <x

15



Példa. Egy pénzérmét dobalunk addig, amig egy fej (F') és egy iras (/)
egymas utan be nem kdvetkezik. Mennyi a valoszintisége annak, hogy ez a
k-adik dobasnal kovetkezik be elGszor?

Legyen ¢ a dobéasok szama. ¢ lehetséges értékei: 2.3,.... A P({ = k),
k=2,3,... valoszintiségeket kell meghatarozni.

Kedvezs k hosszisagu dobéassorozatok: I...1F ... F1I.

Mésképpen: [7FF=I=11 §=10,1,2,... k — 2.

lgy

k—1
=
Belathato, hogy > -, % = 1, azaz 1 annak a valészintisége, hogy valamikor
kapunk egy F'I ,sz6t”.

k=2,3,....

4.2. Folytonos véletlen valtozok

4.5. Definicié. A ¢ véletlen valtozo folytonos eloszldsi, ha 1étezik olyan f
fiiggvény, melyre

F(m):/x f(H)dt, —oo<x< 0.

Az f fliggvényt strtiségfiiggvénynek nevezziik. Egy folytonos £ véletlen
valtozo értékkészlete a kovetkezs halmaz: R, = {z € R : f(z) > 0}. A
definicié alapjan adodik, hogy tetszéleges a < b valos szamok esetén

Pla< X <b)= /bf(x)dx

4.6. Tétel (A stirtségfiiggvény tulajdonséagai).
e [>0;
o [* f(t)dt=1.

Példa. Egységnégyzetben valasztunk egyenletes eloszlas szerint egy pon-
tot. Adjuk meg a pont a négyzet hataratol vett tavolsaganak eloszlasfiiggvé-
nyét és strtiségfiiggvényét!

Jelolje & a tavolsagot. Ekkor geometriai valoszintiségi mezén vagyunk,
Q=1[0,1]% és P(A) = \(A), ahol X a teriilet.
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Az abra alapjan kapjuk, hogy az A, = {{ < 2} (0 < x < 1/2) eseményhez
tartozo kedvezd teriilet 4x(1 — ). Igy

0, ha z < 0,
Flz)=P(<z)=q4x(1—1x), ha0 <z <1/2,
1, ha z > 1/2.
Yy
1
T
0 1 x
2
1. dbra. A jo teriilet és az eloszlasfiiggvény
A megfeleld stirtségfiiggvény
4—8r, ha0<z<1/2
x)=F'(z) = ’ -
/(@) () {0, kiilonben.
4.3. Véletlen vektorvaltozok
Legyenek &, . . ., &, valamely kozos (€2, A, P) valoszintiségi mezon értelmezett
véletlen véiltozok. Ekkor a § = (&1, ..., &) vektort véletlen vektorvdltozonak

nevezziik. A § vektorvaltozo eloszlasfiiggvénye
F(xl,...,xn) = P(fl < LCl,...,fn < Q?n)
=P{& <m}in{lL<zmin...n{é{<z,}), (1,...,2,) €R™

A&, i =1,2,...,n, valtozok eloszlasait a { vektorvaltozo marginalis- vagy
peremeloszlasainak nevezziik.

4.7. Tétel. A & vdltozo eloszldsfiigguénye

Fi(x) = lim F(zy, ..., 21, 2,Ti01, ..., Ty)
T1—090,..., Tj—1—>00,Ti41—>0Q,..., Typ—>00
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A € véletlen vektorvaltozd diszkrét eloszldsi, ha értékkészlete megszam-
lalhato.

A £ véletlen vektorvaltozo folytonos eloszldsi, ha létezik olyan
f:R™ — R fiiggvény, melyre

1 Tn
F(xl,...,xn):/ / FWa, - yn)dyr .. dy,.

Itt az integralast elGszor y, szerint végezziik el, utana ys szerint, végil vy
szerint integralunk:

F(zy,...,x,) :/_9: (/_Z <.../_Zf(yl,yQ,...,yn)dyn...> dy2> dy;.

Az x1 — 00,...,x, — 00 hataratmenettel kapjuk, hogy

Az egyvaltozos eset analogidjara a strtségfliggvényt az eloszlasfiiggvény de-
rivaldsaval kapjuk meg:
O"F(xy,...xy)
8131 c. aZCn

= f(l'l, Ce ,xn).

Mivel F' minden valtozdjaban monoton nemcsokkend, ezért f > 0. Tetszble-
ges a; < b;, 1 =1,...,n, valés szdmok esetén

n

b1 b
P<a1sgl<b1,...,an§5n<bn>=/ | F ey g dyn.

Tetsz6leges B C R™ Borel halmaz esetén

P((fh...,fn)GB):/.../f(yl,...,yn)dyl...dyn.

4.8. Tétel. Legyen (&1, ...,&,) folytonos eloszlasi vektorvdltozo f siriség-
figgvénnyel. FEkkor az &, i1 = 1,..., valtozok is folytonos eloszlasiuak, és &;
striségfigguénye

f&(x):/ / JWi - Y, T Wi - Yn)dyr - Ay dyiga - dyp.
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Specialis esetként vizsgéljuk a kétdimenzids vektorvaltozokat.

Legyen (&, n) eloszlasfiiggvénye F'(x,y). Ekkor £ eloszlasfiiggvénye

Fe(z) = lim,_,o F(x,y), tovabba n eloszlasfiiggvénye F,(y) = lim,_,o F(x,y).
Tetsz6leges a1 < by, as < by, valés szamok esetén

P(a1 < § < bl,ag < n < bg) = F(bl,bg) — F(al, bg) — F(bl,ag) + F((ll,ag).

Ha & és n diszkrét véletlen valtozok xq,xo, ..., illetve yq,ys, ... lehetséges
értékekkel, akkor a

P(f:@an:%)a 7’7]:1727

valoszintiségek Osszessége a (§,n) vektor eloszlasa. Ennek felhasznalasaval €
és n eloszlasa az alabbi formulékkal irhato fel:

P =) = ZP(€ =xz,n=vy;), Ph=y;)= ZP(S = T4,1 = Yj).

Ha (&, n) folytonos eloszlast vektorvaltozo f(x,y) strtségfiiggvénnyel, ak-
kor & és 7 is folytonos eloszlastak

fetw = [ oo

illetve -
fn(v) = / f(u,v)du

striségfiiggvényekkel.

4.4. Véletlen valtozok fliggetlensége

Feltessziik, hogy a fejezetben szerepls Osszes véletlen valtozo egy kozos (€2, A, P)
valoszintiségi mezén van értelmezve.

4.9. Definicio. A &, ..., &, véletlen valtozok teljesen fiiggetlenek, ha tetszo-
leges x4, ..., x, valos szamokra

Pl&i<zy,....60<xp)=P&a <21)-...- P(§ < 7).

A fliggetlenség a kovetkezdképpen irhato fel az eloszlasfiiggvények segit-
ségével:
F(xy,...,x,) = Fe(x1) - ... - Fe ().

Belathato, hogy &1, .. ., &, pontosan akkor teljesen fliggetlenek, ha tetszdéleges
By, ..., B, szép halmazok (pl. intervallumok) esetén

PG €By,....60 € By) =P(& € B1) ... P& € By).
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4.10. Tétel. Legyenek &1, ..., &, teljesen filiggetlen véletlen vdltozok. Ha ko-
2iliik tetszdleges modon kivdlasztunk &, ..., &, (r > 2) kiilonbozd vdltozdkat,
akkor ezek is teljesen fiiggetlenek.

Megmutathato, hogy ha &,...,&, teljesen fiiggetlenek és h; : R — R,
i=1,...,n,,j6 tulajdonsagn” fiiggvények (pl. folytonosak), akkor
hi(&1), - .., hn(&) is teljesen fiiggetlenek.

4.11. Definici6. Legyen &, &, . .. véletlen valtozok végtelen sorozata.
A &, &, ... valtozok teljesen fiiggetlenek, ha Vn > 2-re &, ... &, teljesen
fiiggetlenek.

4.12. Definicid. A &, &, ... véletlen valtozok (véges vagy végtelen sok) pa-
ronként fiiggetlenek, ha tetszéleges két &;,&;, © # j, valtozo fiiggetlen.

4.13. Tétel. Legyenck &, ..., &, diszkret véletlen vdltozok, és legyenck
xgz),xg), .., a & wdltozo lehetséges értéker, © = 1,2,.... Ekkor a &,...,&,
vdltozok akkor és csak akkor teljesen fliggetlenek, ha

tetszdleges iy, . .., i, indexek esetén.

4.14. Tétel. Legyen (&1,...,&,) folytonos eloszlasi véletlen vektorvaltozo

f(x1, ..., z,) strdségfiggvénnyel. Legyen tovabbd fe, a & vdltozd siriség-
figgvénye. Ekkor &, ..., &, pontosan akkor fliggetlenek, ha

f(xlv"wxn):ffl(ml)""'ffn<xn) (1)
tetszdleges 1, . .., x, valos szamok esetén.

A 4.14. Tétel n = 2 esetén a kovetkez6képpen igazolhaté. Ha fennall (1),
akkor

P(gl < Zl'l,gg < IL‘Q) = /wl /CEQ f(tl,tg)dtldtg = /z1 (/CEQ f§1 (tﬂf&(tg)dtg) dtl

1

= fe, (t1)dty /:62 Jeo (La)dty = P(& < 21)P (& < @2).

Forditva: tegyiik fel, hogy & és & fiiggetlenek. Ekkor

P& < 21,8 <x) = P(§ < 11)P(§ < 12) = /Il fe (t1)dt /“ fgg(tQ)dtz
= /I1 /I2 fer (t1) fe (t2)dtadts,

tehat fe, (1) fe,(t2) a (&, &) vektorvaltozo strtiségfliggvénye.

4.15. Tétel. A £ = ¢ konstans véletlen vdltozé minden véletlen vdltozotol
fliggetlen.
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4.5. Fiiggetlen véletlen valtozdk osszegének eloszlasa

Ha & és n nemnegativ egész értékd fliggetlen véletlen valtozok, akkor
k
P@+n=k%=P<LH€=%n=k—ﬁ>
=0

I
-
= M?r
o

P(¢=i)Pn=k—1i), k=01,2,....

o

=

Azt mondjuk, hogy a £ +n véletlen valtozo eloszlasa a € és ) véletlen valtozok
eloszlasainak konvolucidja.

Ha £ és n fliggetlen, folytonos eloszlast véletlen valtozok fe(x) illetve
fn(y) stirtségfiiggvénnyel, akkor £ + 7 is folytonos eloszlast

fern(@) = / " ) fy(x — y)da

strtségfiiggvénnyel. Az fey, fliggvényt az f¢ és f, strtségfiiggvények konvo-
liciojanak nevezziik.
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5. Véletlen valtozok jellemzd6i

5.1. Varhato érték

5.1. Definici6. Legyen & diszkrét eloszlast véletlen valtozo xq, xs, ... lehet-
séges értékekkel. Ekkor & vdrhato értékén az E(§) = >, x;P(§ = x;) Osszeget
értjiik, feltéve hogy >, |z:|P(§ = x;) < oc.

5.2. Definicié. Ha ¢ folytonos eloszlasu f(x) strtségfiiggvénnyel, akkor £
vdrhato értékén az E(E) = [ xf(x)dz mennyiséget értjiik, feltéve, hogy
75 2l f(2)de < oo

Figyeljiik meg a & véletlen valtozo értékét n-szer egyméstol fiiggetleniil, a
kapott minta legyen &, ...,&,. Sok megfigyelés esetén az atlaguk a varhato
érték koriil stabilizalodik:

5.2. A varhato6 érték tulajdonsagai

Tekintsiink g : R — R és h : R — R leképezéseket, és legyenek & és ) véletlen
valtozok, melyekre az alabbi allitdsokban szereplé varhato értékek léteznek.

5.3. Allitas. Legyen & diszkrét eloszldsi véletlen vdltozo xq, xo, . .. lehetséges
értékekkel, és legyen n diszkrét eloszldsiu véletlen vdltozo yi,yo, ... lehetséges

értékekkel. Ekkor
E(9(€) = > g(z:)P( = z:)

és

E(h(¢,n)) = Z Z h(ws, y;)P(§ = xi,n = yj).

5.4. Allitas. Legyen & folytonos eloszldsi véletlen vdltozo f(z) striségfiigg-
vénnyel. Ekkor

Ha (&, 1) folytonos eloszldsi véletlen vektorvdltozo f(x,y) striségfiggvénnyel,

akkor
E(h(e,n)) = / / Wz, 9)f (2, y)dedy.
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5.5. Allitas.

5.3.

Ha & = ¢ (konstans véletlen vdltozo), akkor E(§) = c.

Ha & vdarhato értéke létezik és ¢ eqy konstans, akkor c& vdrhato értéke

is létezik és E(c&) = cE(§).

Ha a &, ... &, véletlen vdltozoknak létezik a vdrhato értéke, akkor a
&1+ ...+ &, vdltozonak s létezik a vdarhato értéke és

EG+...+&)=E&)+... +E&).

Haa &y, ..., &, vdltozoknak létezik a varhato értéke és &y, ..., &, teljesen
fiiggetlenek, akkor a & - ... &, vdltozonak is létezik a varhato értéke és

E(6 ... &) = E(€)- ... B(&).
Ha & és m vdrhato értéke létezik és & > n, akkor E(&) > E(n).
Ham < &< M, ahol m < M konstansok, akkor m < E(§) < M.

Ha E(§) létezik, akkor |E(E)] < E([€]).

(Bunyakovszkij - Schwarz egyenlétlenség) Ha E(E%) és B(n?) léteznek,
akkor E(En) is létezik, és

E(€n)] < VE(&?) E(n?).

Szoéras, kovariancia, korrelacio

5.6. Definici6. Az ¢ véletlen valtozo k-adik momentuma E(&F), és k-adik
centréalis momentuma E[(§ — B, k=1,2,. ...

5.7. Definici6. Tegyiik fel, hogy az E(¢) és E((¢ — E(£))?) varhato értékek
léteznek. Ekkor & szordsan a

D(¢) = VE((§ — E(9))?)

mennyiséget értjiik.

A szoéras valtozonak a varhato értékétsl valo atlagos eltérését meéri.

5.8. Tétel.

D2(¢) = E(&%) — E*(¢).
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e D(&) =0 akkor és csak akkor, ha & = E(§), azaz § a konstans véletlen
valtozo.

o Tetszdleges a és b konstansok esetén D(a& + b) = |a| D(§).

Ha ¢ diszkrét eloszlast véletlen valtozo xq,xs, ... lehetséges értékekkel,

akkor
D%(¢) = fop(g = ;) — (Z 2 P(€ = xi)> :

Ha ¢ folytonos eloszlast véletlen valtozo f(x) stirtségfiiggvénnyel, akkor

D2(¢) = /Z 22 f(z)de — (/Z xf(x)dx)2.

5.9. Tétel. Legyenek &, ...,&, pdronként fiiggetlen véletlen vdaltozok, me-
lyeknek létezik a szordsa. Ekkor a &+ ...+ &, vdltozonak is létezik a szordsa
és

Példa. Anna két mozijegyet kap egy vetitésre, ezért egymas utan felhivja
a harom baratngjét, hogy kisérét szerezzen maga mellé. Egészen addig hivja
fel 6ket egymas utan, mig valaki bele nem egyezik, hogy elkiséri, vagy mig
el nem fogynak a baratnék. A harom baratnGje egymaéstol fliggetleniil 0,4
valoszintiséggel mond igent Anna meghiviasara. Adjuk meg a lefolytatott
telefonhivasok szamanak valoszintiségeloszlasat varhato értékét és szorasat!
Mennyi annak az esélye, hogy Annénak legfeljebb két baratnét kell felhivnia?
Irjuk fel formulaval és abrazoljuk a & valtozo eloszlasfiiggvényét!

Megoldds. Legyen £ a lefolytatott telefonhiviasok szédma. A £ valtozo le-
hetséges értékei 1,2,3.

Valoszintiségeloszlas:

P(¢ =1) = P(az 1. baratng igent mond) = 0,4,

P¢ =2 = P(az 1. baratné nemet mond, a 2. igent mond) =06-04 =

0,24,

P(¢=3) = P(l. nem, 2. nem, 3. igen) + P(l. nem, 2. nem, 3. nem)
—0,6-0,6-0,4+0,6-0,6-006=0,36.

Annak az esélye, hogy Annanak legfeljebb két baratnét kell felhivnia
P(E<2)=PE=1)+P(=2)=04+024 = 0,64.

Varhato érték:
E(¢) =1PE=1)+2-P(=2)+3-P({=3) =1-0,4+2-0,24+3-0,36 = 1,96.
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Masodik momentum:
E({fZ) = 12-P(§ = 1)+22-P(§ = 2)+32-P(§ =3)=1-04+4-0,244+9-0,36 =
4,6.

Szorasnégyzet:  Var(€) = B(£2) — (E(€))® = 4,6 — (1,96)2 = 0,76.
Szoras:  D(&) = /Var(§) = /0,76 = 0,87.

Eloszlasfiiggvény:
0, t<I1,
04, 1<t<2,
Fe(t) =
0,64, 2<t<3,
1, 3<t.
1 4
0,36
0,64 |
0,24
0,4 |
0,4
1 2 3 t

Példa. Két esemény egyméstol fiiggetleniil és véletlenszertien kovetkezik
be a [0,1] idSintervallumban. Legyen £ az els6 bekovetkezés ideje. Hatarozzuk
meg ¢ eloszlasfiiggvényét, strtiségfiiggvényét, varhato értékét és szorésat!

A két esemény bekovetkezési ideje megfeleltethets a [0, 1] négyzet egy
pontjanak.

A € < x eseményhez tartozo kedvezd teriiletet a kovetkezs dbra szemlélteti
0 <z <1 esetén:
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A kedvezé teriilet 2z —x2, tehat P(€ < ) = 2z—1x2, és {gy £ eloszlasfiiggvénye

r(2—2x), haO<z<l,
F(z) =41, ha x > 1,
0, ha z < 0.

¢ stirtiségtiiggvénye

2—2x, hal0<zx<l,
flz) = e
0, kiilonben.

E(£2>=/_ /01 (2~ 2a)dr =

D2(¢) = B€) — B¢ = £ — 5 = 1o,
D(¢) = % = 0,236.

5.10. Definici6. Tegyiik fel, hogy D(§) és D(n) léteznek. A £ és n valtozok
kovariancidja

Cov(¢,n) = E((§ = E(§)) (n — E(n))) = E(¢n) — E(§)E(n),

korrelacios egyiitthatoja

Cov (¢,
pl&,n) = bebey: ha DED(n) #0,
’ 0, kiilonben.

5.11. Definicio. ¢ és n korreldlatlanok, ha Cov(§,n) = 0.

5.12. Allitas. Tetszdleges €,&1, ..., &, 0,0, - .., m véletlen vdltozdk és a,b
valos szamok esetén igazak az aldbbiak.

(i) Cov(&, &) = D*(¢);
(i) Cov(§,n) = Cov(n,§);
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(111) Cov(a&,bn) = abCov(§,n);

(iv) Cov (S0 & Sopymy) = Sy Xy, Covi&,my);
(v) ha & ésn figgetlenek, akkor korreldlatlanok is.

5.13. Kovetkezmény. Tetszdleges a és b valds szamok esetén
D*(a€ + by) = a®D*(€) + b*D*(n) + 2abD() D(n)p(&, 7).

5.14. Kovetkezmény. Legyenek &1,&,, ..., &, pdronként figgetlen véletlen

vdltozok. Ekkor
D? (Z@) =) D*(&).
i=1 i=1
A kovariancia kiszdmitasa a diszkrét illetve folytonos esetben:

Cov(&,7) ZleyJ =z;,n=1Y;) Ziﬂl = ;) Z?JiP(f = ¥i),

Cov (¢, 1) = / § / “auflededy— [ s [ ap @

ahol f(z,y) a (§,n) vektorvaltozo siirtségfiiggvénye, tovabba

/fxydy, foly /f:ry

Itt fe(z), f(x) a & illetve az n valtozd strtségfiiggvénye.

5.15. Tétel.

(i) |p(&m)| < 1.
(i) |p(&,m)| = 1 akkor és csak akkor, ha P(n = a&+b) = 1 valamely a # 0

és b konstansok esetén. Ekkor p(§,m) =1 esetén a > 0, p(&,n) = —1 esetén
a < 0.

Példa. (Forras: Prékopa Andras: Valoszintiségelmélet miszaki alkalma-
zésokkal) A sik (0,—1), (0,1), (—1,0) és (1,0) racspontjai koziil egyforma
valoszintiséggel kivalasztunk egyet, a kapott véletlen pontot jeldlje (£, 7).
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P(¢=+1)=P(n=+1) = }1

Innen adodik, hogy E(§) = E(n) = 0. Vegyiik észre, hogy £-n = 0. Ezekbdl
kovetkezik, hogy Cov(&,n) = 0 és r(&,n) = 0, tehat & és n korrelalatlanok.
Viszont £ és 1 nem fiiggetlenek, mert

0=P(E=1y=1)#PE=1PH=1)=—.

Példa. Két esemény egyméstol fiiggetleniil és véletlenszertien kovetkezik
be a [0,1] idSintervallumban. A bekévetkezési idket jelolje « illetve 8. Le-
gyen & az els§ bekovetkezés ideje,  a masodiké, azaz & = min(a, 8), n =
max(a, B). Lattuk, hogy E(¢) = 1/3 és D(€) = 1/(3v/2). Hasonloan kapha-
t6, hogy E(n) = 2/3 és D(n) = 1/(3v/2). Az a és 8 valtozok fiiggetlenségét
felhasznalva adodik, hogy E(én) = E(af) = E(a)E(5) = (1/2)-(1/2) = 1/4.
Igy

Cov(¢,n) = E({n) — E(§E(@n) =

pEsn) = Cov(f),n) 1/36 1

D)D)  (1/(3v2)? 2

5.4. Kvantilisek

5.16. Definicid. Legyen a € (0,1). A ¢, valos szam a £ valtozo a-kvantilise,
ha P(¢ < qa) = .
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A kvantilis nem mindig létezik, ha létezik, nem feltétleniil egyértelmi.

Nevezetes kvantilisek: a median az 50%-os kvantilis (gso% ), also és felss
kvartilisek: qo5%, ¢75%-

Az a-kvantilist az eloszlasfiiggvény segitségével hatarozzuk meg: F'(q,) = a.

Példa. Legyen £ olyan véletlen valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye

1— -z >
F(x):{ co e
0, x <0,

ahol A > 0 (ez az exponencialis eloszlds). Az 1—e e = o egyenlet megoldésa
1
Qo = —Xln(l —a)=—-E(¢)In(1 — «a).

A valtoz6 medianja gz, = E(£) In(2).
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6. Linearis regresszio

Legyenek & és n véletlen valtozok. Az n valtozot szeretnénk kozeliteni a
¢ valtozo fliggvényével minél kisebb négyzetes hibéval. Mi csak a legjobb
linearis kozelitéssel foglalkozunk: Melyek azok az a és b konstansok, melyekre
a

E(a,b) = E[(n— (a& +1))]
négyzetes hiba a legkisebb? Az

E[(n— (a€ +0))°] = E[((n — a&) — E(n — a&))’] + [E(y — a&) —0]°

D2(77 —a&) = Cov(n —a&,n — a&)
= D’(n) + a®D*(€) — 2aCov(n, &)

osszefiiggések alapjan adodik, hogy az F(a,b) négyzetes hiba a minimumat
ab=E((n)—dE() és az

_ 2Cov(n,&) _ Cov(n.£)
2D?(¢) D?(¢)
értékeknél veszi fel. A legjobb kozelitést ado linearis fliggvény tehat

_ Cov(n,§)
D2(¢)

9(x) (z —E(£)) + E(n).
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7. Nevezetes valoszintiségeloszlasok

7.1. A Bernoulli-eloszlas

A &€ véletlen valtozo p paraméterd Bernoulli-eloszldsi, 0 < p < 1, ha lehetsé-
ges értékei 0,1, és P(§ =1) =p=1—P({ = 0). Varhato értéke E(&) = p,
szorasnégyzete D*(€) = E(€?) — (E(£))* =p — p* = p(1 — p).

Jelolés: € ~ Bernoulli(p).

Kisérleti eldallitas: Egy kisérlet elvégése soran megfigyeliink egy p valo-
szintiségl A eseményt. Legyen

- 1, ha A bekovetkezik,
B 0, ha A nem kovetkezik be.

7.2. A binomidlis eloszlas

Az £ véletlen valtozo (n,p) paraméterd binomiélis eloszlasa, n = 1,2, ...,
0 < p < 1, ha lehetséges értékei 0,1,...,n, s P(§ = k) = (Z)pk(l — p)"k,
k=0,1,...,n. Varhato értéke E(§) = np, szordasa D(§) = /np(1 — p).
Jelolés: & ~ Bin(n, p).
Kisérleti elddllitdas: Jelolje € egy p valoszintiségi A esemény bekovetkezése-
inek szamat egy kisérlet n fiiggetlen ismétlése soran. Annak a valoszintisége,
hogy az A esemény k-szor kévetkezik be

Ple =k = (})ha-p* k=01

Példa. n-szer feldobunk egy szabalyos kockat. Legyen ¢ az 1-es dobésok
szama, 71 a 2-es dobasok szama. Hatarozzuk meg & és 7 korrelacios egytitt-
hatojat!

Megoldas. ¢€,m ~ Bin(n, 1/6), £ + n ~ Bin(n, 2/6).

D*(¢ +n) = D*(€) + D*(n) 4+ 2 Cov(&, 1),
2 4 15 15
22 p2 2 .2 490 '
n66 n66+n66+ ov(&,m)
Ebbél adodik, hogy
Cov(¢.n) =~
* Cov(e,n) 1
ov(&,n
p(&,1m) DED) 7



7.3. A geometriai eloszlas

A & véletlen valtozo p paraméterd geometriai eloszldsi, 0 < p < 1, ha a
lehetséges értékei 1,2,... és

Pé=k)=1—-p)*p, k=12 ....

Kisérleti eldallitas: Egy kisérletet addig ismétliink fliggetleniil, amig egy
p valoszintiségli esemény be nem kovetkezik. Legyen & az ismétlések szama.
Annak a valoszintisége, hogy k-adikra kovetkezik be elGszor az A esemény

P =k)=1-p"p

Példa. Egy program egy kozponti szerverhez probél csatlakozni. Minden
csatlakoztatasi kisérlet egyméstol fliggetleniil 0,7 valoszintiséggel lesz sikeres.
Jelolje & azt, hogy hanyadik probalkozasra sikertil el6szor csatlakozni a szer-
verhez. Adjuk meg £ eloszlaséat, varhato értékét és szorasat! Mennyi annak a
valoszintisége, hogy haromnal tobb probélkozas kell ahhoz, hogy a program
csatlakozni tudjon a szerverhez?

Megoldds. £ geometriai eloszlast p = 0,7 paraméterrel. £ eloszlasa:
Pé=k)=1—-p)"'p=03"1.07 Ek=12,....

Varhato érték és szoras:

110 Vi=p
E(£)=—=7=1,429; D(¢) = 5 P _ 07825,

Haromnal tobb probalkozéas pontosan akkor kovetkezik be, ha az els§ harom
csatlakozasi kisérlet sikertelen. Ennek valoszintisége (1 — p)® = 0,33 = 0,027.

7.4. A Poisson-eloszlas

Az £ véletlen valtozo \ paraméterd Poisson-eloszldasi, A > 0, ha £ lehetséges
értékei 0,1,2,..., és

)\k )\

P(fzk):ge )

k=0,1,2,....
Varhato értéke E(€) = A, szorasa D(£) = v/\.

Jelolés: € ~ Poisson(\).

A Poisson-eloszlas a binomiélis eloszlas hatarértéke. Legyen A egy ese-
mény, p = P(A), n-szeri fiiggetlen megfigyelésbdl &, jelolje az A bekovetke-
zéseinek szamat. Tegyiik fel, hogy p = p, = %, ahol A > 0 rogzitett szam.
Ekkor

= -~ €

k
lim P(&, = k) = lim (”)pm A
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Példa. Egy biztositotarsasag felmérte, hogy 0,0002 valoszintiséggel kovet-
kezik be egy adott tipusu karesemény. Poisson-kozelitést alkalmazva mennyi
annak a kozelit§ valoszintsége, hogy 15000 esetbdl kevesebb mint 4-szer fog
el6fordulni a kiresemény?

Megoldds. A karesemények széma binomidlis eloszlasi n = 15000 és p =
0, 0002 paraméterekkel. A k =0, 1,2, 3 értékekre alkalmazzuk a py ~ ("ki!)ke_”p
kozelitést.

np=3 = pra e = po+pi+po+ps 06472 =64,72%

Kozelitsleg 64,72 % eséllyel fog 15000 esetbdl kevesebb mint 4-szer el6for-
dulni a karesemény.

7.5. A hipergeometrikus eloszlas

Az & véletlen valtozo hipergeometrikus eloszlasu (M, N, n) paraméterrel, M <
N, n < N, ha lehetséges értékei max(0,n — N + M), ..., min(n, M), és

() Co)
)

P(=k) = k =max(0,n — N+ M),... , min(n, M).

A valtozo varhato értéke E(&) = n%, szorasnégyzete D?(€) = n% (1 — %) (1 —

Példa. Egy urnaban van N goly6, ebbdl M piros, a tobbi N — M fehér
szind. Taldlomra kivesziink n db golyot visszatevés nélkiil. Legyen & a ki-
vett piros golyok széma. Annak a valdszintisége, hogy k darab piros golyot

htzunk ki
() (i)
()

7.6. A normalis eloszlas (Gauss-eloszlas)

P& = k) =

A € véletlen valtozo normadlis eloszldsi p és o paraméterekkel, i € R, 02 > 0,
ha strtiségfiiggvénye

1 _e-w?
e 22 . —o0o <z <00

fmUQ (x) =

2ro

Jelolés: & ~ N(u,0?). Megmutatjuk, hogy f,.2(x) striségfiiggvény. Az
y = (z — p)/o helyettesitéssel adodik, hogy

1 /Oo _(Zﬂé)2 d 1 /oO _éd
(& 20 Xr = — e .
270 J_o V2T J_so Y
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2
Legyen I = ffooo e~ 'Tdy. Azt kell megmutatni, hogy I = /2.

o0 22 o 2 S 00 22402
I2—/ e‘?d:z:/ e_yZdy—/ / e~z dxdy.

Az x = rcosf, y = rsin 6 helyettesitéssel adodik, hogy

o0 2w 2 0 2 2700
I’ = / / re” 2 d0dr = / 2rre” z2dr = 27 [—677} = 2.
0 0 0 0

Felhasznaltuk, hogy az integrél transzformécié Jacobi métrixa

[COS 6 —rsin 9]

sinf  rcosf
melynek determinéansa r cos? 6 + rsin6 = r.

A normélis eloszlas varhato értéke E(§) = p, szorasa D(€) = o.
A =0, 0 =1 eset a standard normalis eloszlds. A (§ — p)/o véletlen
valtozo a & standardizdltja.

7.1. Allitas. Ha & ~ N(u,0?), akkor (€ — p)/o ~ N(0,1).

Példa. Az emberek mennyiségi, fizikai jellemz&i kozelitGleg normalis el-
oszlastuak, példaul ilyenek a testmagassag, a testsuly, a vérnyomas.

A stirtiségfiiggvény p = 2 és 0 = 0, 1 esetén a kovetkezSképpen néz ki:
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7.7. Az exponencialis eloszlas

A & véletlen valtozd A-paraméterd exponencidlis eloszldsi, A > 0, ha stirtség-

fliggvénye
e M x>0,
xTr) =
/(@) {O, x < 0.
Eloszlasfiiggvénye
“”” l—e™ >0
F(z) = dy = T
@ = [ s %7 o

A varhato érték és a szoras meghatarozasahoz sziikséges a parciélis integrélas
modszere:

[ st @ = lpam - [ oo

Ennek segitségével adodik, hogy E() = D(£) = 1/

7.2. Tétel (Az exponencialis eloszlas orokifju tulajdonsaga). Ha & exponen-
cidlis eloszldsu, akkor

P>s+t|E>t)=P(E>s), ts>0.
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Példa. A tapasztalat azt mutatja, hogy bizonyos élettartamok eloszlasa
exponencialis. Példaul radioaktiv atom élettartama az elbomlasig, esemé-
nyek kozotti varakozasi idsk (példaul egy telefonkézpontban két hivas kézott
eltelt idg).

7.8. Az egyenletes eloszlas

A £ véletlen valtozo egyenletes eloszldsi az (a,b) intervallumon, ha ha strd-
ségfiiggvénye
1

— haa<xz<b
— — b—a’ ’
J(@) = farlz) {O, kilonben.

A megfelels eloszlasfiiggvény

. 0, ha z < a,
F() :/ f)dy =14 =2, hazelab)
o 1, ha = > b.

A valtozo varhato értéke E(€) = %47, szordsa D(€) = 222
Kisérleti eldallitds: Az (a,b) intervallumbol taldlomra kivalasztott szam
nt

egyenletes eloszlasu az (a, b) intervallumon.
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8. Feltételes eloszlas, feltételes varhatd érték

Legyen & egy (92, A, P) valoszintiségi mezén értelmezett véletlen véltozo, és
legyen B € A egy pozitiv valoszintiségii esemény. A £ valtozd B-re vonatkozo
feltételes eloszlasfiiggvénye

P({{ <z}NB)

F =P <zx|B)= R.
b(r) = P(E < |B) = —Cp T ae
Ha & diszkrét véletlen valtozo xq, xo, ... lehetséges értékekkel, akkor £-nek a
B-re vonatkozo feltételes eloszlésa
P({{ =} N B)
P =Z; B = , - 1, 2, ey
(€ =xlB) =5 i

feltételes varhato értéke

E(¢|B) = Z%P(f = 74| B).
feltéve, hogy > . |z;|P(§ = x;|B) < oco. Ha létezik olyan fp fiiggvény melyre

Fao) = [ fatt)ar

akkor azt mondjuk, hogy fp a £&-nek a B-re vonatkozo feltételes stirtiségfiige-
vénye. Ekkor &-nek a B-re vonatkozo feltételes varhato értéke

B¢5) - [ " e fpa)de,

feltéve, hogy [ |z|fp(x)dr < oo.

8.1. Tétel (Teljes varhato érték tétele). Legyen By, Bo,. .. teljes esemény-
rendszer és tegyiik fel, hogy Vi : P(B;) > 0. Ha a & véletlen vdltozonak létezik
a vdrhato értéke, akkor

E(¢) =) E(|B)P(By).

Bizonyitas. A bizonyitast csak diszkrét véletlen valtozora végezziik el.
Legyenek & lehetséges értékei xq,xo,.... A teljes valoszintiség tételének fel-
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hasznélasaval kapjuk, hogy

le = :z:
= Zx > P(¢ = xi|By)P(By)

3 (DP@ _ xinw)P(Bk)
— YR BP(B

O

Legyenek & és n diszkrét véletlen valtozok xq, xa, . .. illetve yi, 4o, . .. lehet-
séges értékekkel. Tegylik fel, hogy a & véletlen véltozonak 1étezik a varhato
értéke s P(n = yx) > 0, k = 1,2,.... Az eddigiek alapjan {-nek az n = y;
feltételre vonatkozo feltételes eloszlasa

P=xin=uyr), i=12,...,

feltételes varhato értéke
E(&ln = ) Zaz = ziln = ye)-
Legyen E(£|n) az a véletlen valtozo, mely az E(&|n = yx) értéket veszi fel az
{n = yx} eseményen:
E(n)(w) =E(¢ln=w), hawe {n=w}, k=1,2,....

Ekkor azt mondjuk, hogy E({|n) az £ véletlen valtozonak az n véletlen val-
tozora vonatkozo feltételes varhato értéke.

8.2. Tétel. Legyenek & ésn diszkrét véletlen vdltozok xy, o, ... illetve yi,ya, . . .
lehetséges értékekkel. Ekkor

=Y P(¢ = miln = y)P(n = ).
k
Ha &-nek létezik a varhato értéke, akkor

= Z E(&|n = yr)P(n = yx).

38



Bizonyitas. Az els6 egyenlGség a teljes valoszintiség tételének alkalmaza-
saaz {n =y}, k=1,2,... teljes eseményrendszerrel. A masodik egyenlgség
a teljes varhato érték tételének kovetkezménye. O

A fejezet hatralévs részében feltessziik, hogy (£, 7) folytonos eloszlasu f
strtségfiiggvénnyel. Ekkor ¢ feltételes strtiségfiiggvénye az n = y feltételre
nézve

];(7]$(;Jy))7 ha fﬁ(y) 7& Oa
g(x), kiilonben,

fem(zly) = { z €R,

ahol g tetszGleges strtiségfiiggvény. A & véletlen valtozo feltételes eloszléas-
fliggvénye az n = y feltételre nézve

P <zln=y)= /_ fem(uly)du, z € R,

¢ feltételes varhato értéke az n = y feltételre nézve

E(ely = y) = / " 2 gnlaly)d,

feltéve, hogy [ |z|fep(x|y)dz < oo.

8.3. Tétel. Legyen (&,1n) folytonos eloszlasi vektorvdltozo f striségfiigg-
vénnyel. Ekkor

fe) = [ fanlalo) )y

Ha &-nek létezik a vdrhato értéke, akkor

E(e) = / Bl = 9)f, (4)dy.

—00
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9. Véletlen valtozok konvergenciaja

9.1. Markov és Csebisev egyenl6tlenségei

9.1. Tétel (Markov-egyenl6tlenség). Legyen £ egy nemnegativ véletlen vdl-
tozo, melynek létezik a varhato értéke. FEkkor tetszdleges pozitiv ¢ konstans
esetén

c
Bizonyitas. Ha ¢ diszkrét eloszlasi xq, xs, . . ., lehetséges értékekkel, ak-
kor
E(¢) = inp(g =x;) > Z P =) >c Z P({ =) =cP({ = o).
) x;>cC 1 >C

Ha ¢ folytonos eloszlasu f striiségfiggvénnyel, akkor f(z) = 0, ha z < 0,
ezért

BO = [ afirz [apeinze [ fade =Pl 2 o)

0 c

O

9.2. Tétel (Csebisev-egyenlStlenség). Tegyiik fel, hogy a & véletlen vdltozo-
nak létezik a szordsa. Ekkor tetszdleges pozitiv ¢ konstans esetén

P(|{ —E(§)] >¢) <

Bizonyitas. A Markov-egyenlGtlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy
B((¢-B(©)) _ D)

c? c?

P(l¢ —E(§)| = ) =P(({ —E(¢))* > ¢*) <

9.2. Nagy szamok torvényei

9.3. Tétel (A nagy szamok Csebisev-féle gyenge torvénye). Legyenek &1, &, .. .
pdronként korreldlatlan, azonos eloszldsiu véletlen vdltozok, melyeknek létezik
a szordsa. Jelélje m a vdltozok kozos vdrhato értékét. Ekkor tetszdleges € > 0

esetén
hmp(M_m‘ >5) _o
n—00 n
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A fenti tételben szerepld konvergencia a sztochasztikus konvergencia. A té-
tel tehat azt allitja, hogy a feltételek teljesiilése esetén % atlagok soro-
zata sztochasztikusan konvergal a m varhato értékhez. Ennek jelolése:

n

m, N — 0.

A sztochasztikus konvergencia altalanos definicidja a kovetkezd.

9.4. Definicio. Legyenek 1,11, 12, . .. véletlen valtozok. Az ny,ns, ... sorozat
sztochasztikusan konvergdl n-hoz, ha tetszéleges € > 0 esetén

lim P(|n, —n| >¢) =0.
n—oo

Ennek jelolése:
Mn BN n, n — 0.

9.5. Tétel (A nagy szamok Bernoulli-féle gyenge torvénye (1713)). Jelilje
S, egqy p valdsziniségi A esemény bekdvetkezéseinek szdamdt eqy kisérlet n
fiiggetlen megfigyelése sordan. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén

Sn szt
— —=p, n—oo.
n

9.6. Tétel (A nagy szamok Kolmogorov-féle erds torvénye). Legyenek &1, &, . . .
teljesen fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok véges m vdrhato értékkel.

Ekkor
P(lim Mzm) -1

n— 00 n

A tételben szerepld konvergencia a majdnem biztos konvergencia, melynek
definicidja a kovetkezd.

9.7. Definicié. Legyenek 1,1y, ms, ... véletlen valtozok. Az ny,ns, ... sorozat
majdnem biztosan konvergdl n-hoz, ha

P({w| lim nn(w):n(w)}) :P<lim nn:n> = 1.

n—oo n—oo

Ennek jelolése:
Mn by n, n— Q.

Ennek megfelelGen a Kolmogorov-féle erds torvény allitasa a kovetkezd alak-

ban is felirhato:
S+ ... +&% m

n

m, n — o0.
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9.3. Centralis hatareloszlas-tétel

9.8. Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel). Legyenek &1,&s, ... teljesen fiig-
getlen, azonos eloszldasu véletlen vdltozok véges o = D(E) > 0 szdrdssal és
m = E(§) vdrhato értékkel. Ekkor tetszdleges x € R esetén

lim P (M < x) = o(z),
n—oo \/HO'
ahol ) N ,
P(r) = — e 7d
(z) o /OO Y

a standard normadlis eloszldsfiigguény.

A tételben szereplé konvergencia az eloszlasban valé konvergencia, mely-
nek definicioja a kovetkezd.

9.9. Definici6. Legyenek 1, n1, 12, . .. véletlen valtozok. Az ny,ns, . .. sorozat
eloszlasban konvergdl n-hoz, ha

lim P(n, < z) = F,(z)

n—0o0

teljesiil az

Fy(z)=P(n <)

eloszlasfiiggvény minden z folytonossagi pontjaban. Ennek jelolése:
Mn N n, n — 0.

Ennek megfelelGen a centralis hatareloszlas-tétel allitasa a kdvetkezs alak-

ban is felirhato: "
Zi:1 éz —nm d

—
NG m,

ahol 7 egy standard normalis eloszlast véletlen valtozo.

n — oo,

Példa. Egy oktato altal meghirdetett vizsgakon a hallgatok pontszamai
egymastol fliggetlen, egyforma eloszlasu véletlen valtozok 70 varhato értékkel
és 12 szorassal. Mennyi annak a kozelité valoszintisége, hogy 100 hallgato
pontszaméanak atlaga legalabb 73 lesz?

Megoldds. Jelolje n a hallgatok szamat, m a varhato értéket, o a szorast, és
legyenek &, ..., &, a hallgatok altal elért pontszamok. A P(>°1, &/n > 73)
valosziniiséget kell meghatarozni. A centrélis hatareloszlas-tétel szerint

p(ZEE o) ~ o)
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Igy

Yo & —nm n73— nm)
<
no Vno

:1_P(M<275)

=1-0,9938 = 0,0062.
A centralis hatareloszlas-tétel specialis esete a

9.10. Tétel (de Moivre-Laplace tétel). Jeldlje S, egy p valdszintiségi A
esemény bekovetkezéseinek szamdt eqy kisérlet n filiggetlen ismétlése sordn,
ahol 0 < p < 1. FEkkor tetszileges v € R esetén

lim P <M < 33) = d(x).

n—oo

Valoban, tudjuk, hogy a tételben szereplé binomialis eloszlasu .S,, valtozo
felirhato n fiiggetlen p paramétert Bernoulli-eloszlasu véletlen valtozo Gssze-

geként, melyek varhato értéke p és szorasa /p(1 — p).

Példa. Egy szerencsejaték sordn 0,45 eséllyel nyeriink, és 0,55 eséllyel
veszitiink. Lejatszunk 300 jatékot. Varhatéan hényszor nyeriink? A de
Moivre-Laplace tétel alapjan mennyi annak a kozelité valoszintisége, hogy
kevesebb mint 145-sz6r nyeriink, és kevesebb mint 165-szor veszitiink?

Megoldas. Jelolje S azt, hogy a lejatszott 300 jaték soran hanyszor nye-
riink. S binomialis eloszlastu n = 300 és p = 0,45 paraméterekkel. E(S) =
np = 135, azaz varhatéan 135-szor nyeriink. ,Kevesebb mint 145-sz6r nye-
riink” ugy is irhato, hogy S < 145. 300 — S azon esetek szama, amikor
veszitiink. Erre teljesiilni kell a 300 — S < 165 relacionak, ami nem mas,
mint 135 < S. Igy a feladat alapjan a P(135 < S < 145) valoszintiséget kell
kozelit6leg meghatarozni. A de Moivre-Laplace-tételt szerint

P (ag % §b> ~ O(b) — P(a).
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Ezt felhasznalva adodik, hogy

P(135<S<145):P< 135 — np S —np 145 — np >

vnp(l —p) - vnp(1 —p) - vnp(l —p)

_pf0< 22" 146
np(1 —p)

~ ®(1,16) — &(0)
=0,877—-0,5=0,377.
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10. Statisztikai alapfogalmak

Legyen £ egy (2, A, P) valosziniiségi mezén értelmezett véletlen valtozo, ahol
a P valoszintiségi mérték ismeretlen szamunkra. Annyit tudunk, hogy P valo-
szintségi mértékek egy ismert P halmazéhoz tartozik. Az (€, A, P) harmast
statisztikar mezdnek nevezziik. A cél a megfelel§ P valoszintiségi mérték kiva-
lasztasa, vagy annak valamilyen tulajdonsaganak meghatarozasa. Végezziink
fiiggetlen megfigyeléseket a £ valtozora. A kapott fiiggetlen, azonos eloszlésu
véletlen valtozokbol allo &, &, ... sorozatot statisztikar mintdnak nevezziik.
A koz0s eloszlés a minta hdttéreloszldsa. A statisztikai problémék soran alta-
laban véges, n-elemt mintakkal dolgozunk. A minta egy adott realizacidjat
Z1,...,%, jeloli. A minta egy ismert T fliggvényét statisztikdnak nevezziik.

10.1. Alapstatisztikak
Mintaatlag:

_ 1 <&

Empirikus szorésnégyzet:

1 _
Vn - Vn - - i 2
O Vo= 268
10.1. Tétel (Steiner-tétel). Tetszdleges x1, . .., x, értékekre és c valds szdmra

n -
=1

1 1 _
S (&=t == (6 -8) + (6 o)
i=1
A ¢ = 0 specialis esetben a kovetkezdt kapjuk:

i=1

x1, ..., T, realizacio adtlaga és empirikus szorasnégyzete
n n
_ 1 1 —\2
Ty = — Ty, vp=— Y (1, —T;)%.
n 4 n-
=1 =1
A&, ..., &, minta empirikus eloszldsfligguénye
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Példa. Az xy = 40, xo = 45, x3 = 40, x4 = 42, x5 = 36 minta atlaga és
empirikus szorasnégyzete:
x4+ +x5 40+ 45440+ 42 4 36

Ty = = = 3 = 40, 6,
((40 — 40,6)? + (45 — 40,6)% + (40 — 40,6)? + (42 — 40,6)% + (36 — 40,6)?)
Up =
5
= 8, 64.
A minta empirikus eloszlasfiiggvénye:
Y
1 1 o
% i o—
% i o—e
% | o—o
0 36 40 42 45 v
10.2. Allitas. Legyen &,&, ... az F hdttéreloszldsbol szdrmazd minta, és

tekintsiik ennek az F, empirikus eloszldsfiigguényét. Ekkor
F(x)(1 ~ F(x)
n

E(F,(2)) = F(x), D*(F,(2)) =

10.3. Allitas (A nagy szamok Csebisev-féle gyenge térvénye).
lim P(|F,(x) — F(x)| >¢) =0.
n—oo

10.2. Paraméterbecslés

Feltessziik, hogy P = {Py : 6 € O}. O-t paramétertérnek, annak elemeit
paraméternek nevezziikk. A 6 paraméter ismeretlen, melynek (6) fiiggvé-
nyét becsiiljikk egy &, .. .,&, minta alapjan. Legyen T,, = T(&y,...,&,) egy
statisztika.

10.3. Torzitatlansag

10.4. Definici6. T,, torzitatlan becslése 1(#)-nak, ha
Ey(T,,) = () minden 0 € O esetén.

T, aszimptotikusan torzitatlan becslése 1 (0)-nak, ha

lim Ey(7,)) = ¥(f) minden 6 € O esetén.
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10.5. Allitas. A €, mintadtlag torzitatlan becslése a vdrhaté értéknek, ha az
létezik.

Legyen

V(€)= S -¢,) = Viu(9),

n—14
=1
a korrigélt empirikus szérasnégyzet.

10.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy & szordsa létezik. Ekkor V,(€) aszimpto-
tikusan torzitatlan becslése a szdrdsnégyzetnek, V.5 (§) torzitatlan becslése a
szorasnégyzetnek.

10.4. Konzisztencia

10.7. Definici6. T,, gyengén konzisztens becslése 1 (6)-nak, ha

Jim Py (1T = ¥(0)] > &) = 0.

10.8. Allitas. Ha € szordsa létezik, akkor a &, mintadtlag gyengén konzisz-
tens becslése a vdarhato értéknek.

Legyen (£,7), (§&1,m), (§&2,m2), - . . egy kétvaltozos minta. A minta empiri-
kus kovarianciaja
I - _

n <
=1

10.9. Allitas. Ha E(¢Y) < oo, E(n') < oo, akkor C,, gyengén konziszlens
becslése a kovariancidnak.

10.5. Maximum likelihood moédszer

A legnagyobb valoszintiség elve alapjan becsiiljiik a 6 paramétert.
Diszkrét eloszlasu £ hattérvaltozo esetén az x = (xy,. .., x,) realizaciohoz
tartozo likelihood-filigguény

n

Lo(x) = Lo(z1, ..., 7) = Py(§ =x) = [[ Po(& = 2y).

i=1

Lo(x) annak a valoszintisége, hogy a mintavételezés soran a x realizéciot
kapjuk meg.
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Ha ¢ folytonos eloszlasu hattérvaltozo fy stirtiségfiiggvénnyel, akkor a x
realizdcidohoz tartozo likelihood-fligguény

n

Lo(x) = [ fo(x:).

=1

~

10.10. Definici6. A 6 paraméter mazimum likelihood becslése az a 6 = (x)
érték, melyre
L;(x) > Ly(x) minden § € O esetén.

AD paraméter érték esetén a legnagyobb a valdszintisége annak, hogy az
x1,...,x, realiziciot kapjuk meg. A maximum-likelihood becslés maximum
helye a {3(x) = log Lz(x) log-likelihood fiiggvénynek is, mert a logaritmus
fiiggvény szigoriian monoton ndg.

Példa. Legyen £ exponencialis eloszlasit A paraméterrel. Ekkor

fr(z) =Xe™, x>0,

igy a likelihood-fiiggvény
La(x) = [T ) = e 3,
j=1
a log-likelihood fiiggvény pedig
O\(x) =nln )\ — )\in.
i=1

Ennek maximum helyét derivalassal kaphatjuk meg:

egyenlet A= %ﬂ megoldasa maximumbhely.
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10.6. Momentumok modszere

Tegytik fel, hogy a © paramétertér k dimenzios. A 0 = (0,...,0;) pa-
ramétervektor komponenseit egyiittesen becsiiljiik. Tegyiik fel azt is, hogy
Eq (%) < 00, &s legyen m; = Eg(&7). Az m; momentum fiiggvénye f-nak:

mj:gj(elv"'vek)a j=1,2,...,]€. (2)
Legyen
_ 1~
mj = EZ&?’
i=1

a minta j-edik empirikus momentuma. Feltessziik, hogy a (g1(6), ..., gx(9)) :

R* — R* leképezésnek létezik inverze, legyen ez (hy, ..., hi). Az inverz leké-
pezést ugy kapjuk meg, hogy az (2) egyenletekbdl kifejezziik a 6; értékeket:
0; = hi(my,...,mg). A 0; paraméter momentum becslése

@;:hi(’f/fll,...,ﬁlk>, 221,2,,k’

Példa. Legyen & geometriai eloszlasi véletlen valtozé p paraméterrel.
Ekkor m; = E,(§) = é, tehat p = h(my) = m%, igy a p paraméter momentum
becslése 1

p 1(my) )

£l

10.7. Linearis regresszio

Egy rendszer kimeneti értéke ismeretlen fiiggvénye a bemeneti értéknek. A
kimenetet csak hibaval tudjuk megmérni. Jel6lje x a bemeneti értéket, Y a
kimeneti értéket, f az ismeretlen fiiggvényt, ¢ a hibat. Ezek kapcsolatat a
kovetkezd modellel irjuk le:

Y = f(z) +e.

A feladat az, hogy egy (z;,vi), ¢ = 1,...,n minta alapjan adjunk becslést az
f figgvényre. Csak azt az esetet vizsgaljuk, amikor az f fiiggvény linearis:
f(x) = ax + b valamely a,b konstansok esetén. Igy a mintara a kovetkezd
modell érvényes:

yi=ar;+b+¢e, 1=1,....,n.

A modell paramétereit a legkisebb négyzetek modszerével becsiiljiik. A hibak

négyzetosszege,
n

ig? = Z(% —az; +b)?
=1

i=1
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a kovetkezd a és b értékek esetén lesz minimaélis:

Z?:l(yi — ) (x; — Tp)

a :a:
Z?:l (xl - fn)Q 7
b=b=1y, _%7”

ahol T, = £ 37" a4, é8y, = > y Azaés b értékek az a és b paramé-
terek legkisebb négyzetes becslései.
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11. Konfidenciaintervallumok

Legyenek T7 és T, statisztikak.

11.1. Definici6. (71,T3) egy 1 — & megbizhatoséagi szintii konfidencia inter-
vallum a # pareméterre, ha

P<T1<9<T2):1—5, V@E@,

ahol 0 < e < 1.

11.1. Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato ér-
tékére ismert szoras esetén

Legyen &1,...,&, egy N(p,0?) eloszlastt minta. A p varhato értékre konst-
rualunk meg egy konfidenciaintervallumot ismert o szoras esetén. Az

R
=t

statisztika standard normalis eloszlasu, igy

u

P(—ucp <u<ug ) =1-—c¢,

ahol
Uejo = P (1—¢/2).

Ezek alapjan adodik, hogy

= Ue /20 = Ue /20
P 5n_\/ﬁ<“<5n+\/ﬁ =1—g¢,

- Ueg /20 — Ug /20
(6 )

egy 1 — e megbizhatosagi szintd konfidencia intervallum a p varhato értékre.

tehat

11.2. Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato ér-
tékére ismeretlen szoéras esetén
Az el6z6 eljarast gy modositjuk, hogy o helyett annak /V*(£) becslését
hasznaljuk. A kapott B
Vi(€)/n
statisztika Student-eloszlast n — 1 szabadsagfokkal. A Student-eloszlasu de-
finicioja a kdovetkezs.
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11.2. Definici6é. Legyenek &g, &1, ..., &, figgetlen standard normélis elosz-
last véletlen valtozok. Ekkor a

§o

[E24..+€2
n

valtozo eloszlasa az n szabadsagfokii Student-eloszlas. Ennek eloszlasfiiggveé-
nye ¢, (z) = P(t < x).

t =

Ezek alapjan
P(—te/g <t < te/g) =1- g,

ahol
t5/2 - q);ilﬂ - 5/2)7

r ta/m/Vn (5) - t£/2 Vﬁk(g)
(o g0 a ).

egy 1 — e megbizhatoséagi szintl konfidencia intervallum a p varhato értékre.

tehat
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12. Statisztikai probak

A 0 paraméterrel kapcsolatos hipotéziseket vizsgalunk. Legyen ©g, ©; a
paramétertér egy particidja: O N O, = F, Oy U O = O. Egy rendelkezésre
allo minta alapjan el kell donteniink, hogy a minta ismeretlen paramétere a
Oy vagy a O; halmazhoz tartozik, vagyis a kévetkezd két hipotézis koziil ki
kell valasztani a megfelel&t:

H()I@E@(), Hl:ﬁe@l.

Hy-t nullhipotézisnek, Hi-et ellenhipotézisnek nevezziik. A statisztikai proba
egy olyan eljaras, amely megmondja, hogy a két hipotézis koziil melyiket fo-
gadjuk el. A dontést altalaban egy probastatisztika segitségével végezziik el.
Ha a probstatisztika elér egy kiiszobértéket, akkor elvetjiik a nullhipotézist.

Els6fajia hibat vétiink, ha H, igaz, mégis elvetjik. Masodfaja hibat vé-
tiink, ha Hy nem igaz, mégis elfogadjuk. A prébat mindig tgy konstrual-
juk meg, hogy az elséfaji hiba valoszintisége ne haladjon meg egy eléirt
szintet. Az e értéket a proba szignifikanciaszintjének nevezziik. Egy proba
konzisztens, ha a masodfaju hiba valoszintisége 0-hoz tart, ha minta mérete
a végtelenhez tart.

12.1. u-préba

Legyen & normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo ismeretlen p varhato ér-
téekkel és ismert o szorassal. Rogzitett g esetén a kovetkezd hipotéziseket
vizsgéljuk:

Ho:p=po, Hy:p# po.

A probastatisztika

o
az ¢ szignifikanciaszinthez tartozo kiiszobértek u.p = @711 — ¢/2). Hy-t
elfogadjuk, ha |u| < w./e, kiilonben elvetjik. Ezt az eljarast u-probanak
nevezziik. Az u-proba konzisztens.

12.2. t-préba

Az u-préobanal targyalt hipotéziseket vizsgaljuk, de most nem ismerjiik a sz6-
rast. Legyen & normalis eloszlési valdszintiségi valtozo ismeretlen p varhato
értékkel és ismeretlen szorassal. Rogzitett i esetén a tekintsiik a kdvetkezs
hipotéziseket:

Ho:p=po, Hi:p# po
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A probastatisztika

§n — Ho
t=>2_""\/n,
VVi(€)
az ¢ szignifikanciaszinthez tartozo kiiszobérték t.o = ®,1,(1 — £/2). Hy-
t elfogadjuk, ha [t| < t.0, kiilonben elvetjiik. Ezt az eljarast t-probanak
nevezziik. A t-préba is konzisztens.
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