Haromszogek fedése két korrel

Vigh-Méacsai Zsanett, Vigh Viktor *

1. Bevezetés

Ebben a cikkben haromszogeket fogunk lefedni korokkel (altalaban kettével).
A fedést egyszertien tartalmazas értelemben hasznaljuk, vagyis X lefedi Y-
t, ha X D Y. Az ilyen tipust problémak a diszkrét geometria témakorébe
tartoznak. Az altalunk targyalt, legegyszertibb esetek kizarolag kozépiskola-
ban is el6fordulo, elemi geometriai ismeretekre tamaszkodnak. A felhasznalt
allitasok egy helyen megtalalhatéak példaul [6] konyvben.

Jol ismert a keriileti szogek tétele, vagy egy kicsit er6sebb megfogalma-
zasban a latokoriv tétel.

Tétel. (Ldatokoriv tétel) A sikon azoknak a pontoknak a mértani helye, ame-
lyekbdl eqy adott AB szakasz adott o (0° < o < 180°) szdg alatt ldtszik két,
az AB egyenesre szimmetrikusan elhelyezkedd koriv. Ezeket a koriveket az o
sz0gh0z tartozo latokdriveknek nevezziik.

[

\

1. 4bra. Latokoriv tétel

*A szerzét az OTKA 75016 szamu palyazata tamogatta.
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Jol ismert tovabba az is, hogy a P pontbdl pontosan akkor latszik a-nél
nagyobb szogben az AB szakasz, ha a P pont az a-hoz tartozé latokoriveken
beliil van.

A tételt egy kicsit mas, a mar emlitett fedési szemszogbdl fogjuk tekinte-
ni. Egy adott allitas tjrafogamazéasa, mésféle megkozelitése sokszor hasznos
a matematikdban, hiszen igy esetleg konnyebb &ltalanositani, Gjabb érdekes
kérdéseket feltenni. Jel6ljiik azon haromszogek halmazat, amelyeknek egy-
ségnyi oldalukkal szemben ~ sz6g van H,-val, azaz

H,={ABCx: |AB|=1;C, =~}.

Konvencié. A tovdbbiakban ha eqy H € H. hdromszioget vizsgdlunk, min-
dig €lni fogunk a kévetkezd jeldlésekkel: a csucsokat A-val, B-vel és C-vel
betiizzik, igy hogy |AB| =1 és C, = ~. Tovabbd a hdromszég magasdgpont-
gdt M, az AB oldal felezépontjit F, a korilirt kér sugardt R, a korilirt kir
kbzéppontjat pedig O jeloli majd.

1. Allitas. Minden H € H., hdromszdg lefedhetd egy 1/(2sin7y) sugari kér-
rel.

2. 4bra. Haromszog fedése egy korrel

Bizonyitds. Arra az esetre szoritkozunk, amikor v < 90°, a v > 90° hasonléan
lathato. Vilagos, hogy elegendd lenne megmutatni, hogy minden H € H,
haromszog koriilirt korének sugara éppen 1/(2sin~y). Vegyiik észre, hogy OF
szakasz meréleges az AB oldalra és felezi azt, valamint OF felezi az AOB,
szoget is. A kozépponti és keriileti szogek tételébdl kovetkezik, hogy AOB, =
= 2+, amelybsl AOF, = ~. Irjuk fel az AFO derékszogii haromszogben az
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AOF, = ~ sz0g szinuszat a definici6 szerint.

AF 1/2
siny = ﬁ = %, amelybdl az
1
© 2siny
egyvenlGséget kapjuk. Ezzel allitasunkat belattuk. O]

2. Problémafelvetés

Az 1. Allités szerint a H., halmazban 1év6 barmely haromszog lefedhets egy
1/(2sin+y) sugara korrel, tovibba a megoldasbol az is vilagos, hogy hegyes-
sz0gi haromszogekre ennél kisebb sugart kor mar nem elegendé. Ha v > 90°,
akkor az AB szakasz Thalész-kore a legkisebb sugart kor, ami lefedi a H,
csalad barmely haromszogét. A cikk tovabbi részében azzal a kérdéssel fog-
lalkozunk, hogy vajon mit mondhatunk akkor, ha a fedéshez nem egy, hanem
két kort hasznalunk. A feladat, abban a specialis esetben, amikor v = 45°,
szerepelt az Arany Déaniel Matematikaverseny 1999. évi orszagos dont&jén
[1]. Mi a kévetkezd, altalanosabb feladatot oldjuk meg.

Probléma. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb R, sugarat, amire teljesiil, hogy
kettd R, sugari korrel minden H. -beli hdromszog lefedhetd!

Miel6tt nekikezdenénk a megoldasnak értsiik meg alaposan a feladatot!
Haromszogek egy csaladjanak minden elemét akarjuk lefedni minimadlis suga-
ri korparral. Rogton kérdések meriilnek fel: Mindig lefedhetd a csaldad minden
eleme két korrel 7 Van miniméalis sugér? Az els6 kérdésre konnyen megnyug-
tato valaszt talalunk, hiszen vilagos, hogy R, < 1/(2sin+) a fent bizonyitott
allitasunk alapjan. A masodik kérdés megvalaszolasdhoz vegyiik észre, hogy
R, > 1/4, hiszen egy 1/4 sugart kir egy tetszéleges szakaszbol legfeljebb 1/2
hosszti darabot tud lefedni. Tudjuk, hogy a haromszdgnek mindig van egy
egységnyi oldala, igy valoban R, > 1/4. A minimalis sugar létezése ez alap-
jan legalabbis "hihet6". R, meghatarozasdhoz mindig két dolgot kell majd
ellenérizniink :

a) Valoban minden H.,-beli elemet le lehet fedni R, sugara korokkel;

b) Legaldbb egy H.,-beli haromszoghoz kell is R, sugér, kisebb korokkel a
fedés nem megoldhato.



Vegyiik észre, hogy igazabol R,-t két irdnybdl becsiiljiik. Ha ugyanis belat-
juk, hogy két o sugart korrel a H, halmaz minden eleme lefedhets, abbdl
koévetkezik, hogy R, < o, hiszen R, minimadlis. Masrészt, ha belatjuk, hogy a
H., halmaz valamely elemének két korrel torténd lefedéséhez legalabb o suga-
ri korok kellenek, akkor abbol R, > ¢ kovetkezik, hiszen R, sugart korokkel
a H, halmaz minden eleme lefedhetd.

A megoldas soran 4 kiilonbo6z6 esetet fogunk targyalni, a v szog nagysaga
szerint:

(i) v < 45°

)
(i) 45° <~ <60°
(iii) 60° <~y < 90°
(iv) 90° < 7.
A feladat teljes megoldasahoz az eddig elmondottak szerint Osszesen 8 rész-
problémat fogunk vizsgélni.

3. A tompaszogi eset

Az alsé becslésekhez nagyon hasznos lesz a kdvetkezé megfigyelés. Vegyiik
észre, hogy a skatulyaelv miatt van olyan kor, ami a haromszog legalabb két
csucsat lefedi. Ebbdl a kovetkezo allitas adodik.

Allitas (A legrovidebb oldal korlat). Ha egy hdromszdget két egyforma suga-
ri kérrel lefediink, akkor a korok dtmérdje legaldbb akkora, mint a hdromszég

(egyik) legrévidebb oldala.

Az alapfeladatunk megoldasanal ezt az allitast a H, egy specialis elemére
alkalmazva als6 korlatot kapunk R,-ra.

Ezutan nekikezdhetiink a probléma megoldasanak. Elgszor a (iv)-es esetet
targyaljuk, vagyis ha v > 90°. Ehhez szdmitsuk ki elGszor a v szarszogi
egyenlGszart haromszoég szardnak hosszat.

Legyen ABCa egyenl@szari haromszog. A C-hez tartozdé C'F magassag
merdleges az AB oldalra és felezi azt, valamint felezi a szarszoget is, igy
ACF, = ~/2. Irjuk fel a ACFx derékszogii haromszdgben definicié szerint
az ACF, szinuszat:

F 1
sin L = [AF| amelyb6l |AC| = ——.
2sin 2




3. &bra. v szarszogl egyenl&szari hiromszog

Vegyiik észre, hogy v > 90° miatt |AB| > |AC]|, igy a legrévidebb oldal
korlatbol kovetkezik, hogy
1
R, > . 1
T 4sin 5 (1)

Be fogjuk latni, hogy két 1/(4sin(y/2)) sugart kérrel valoban barmelyik H.,-
beli haromszog lefedhets. Ehhez tekintsiik a 4. abrat.

4. adbra. 7 > 90° eset altaldban

Allitsunk merélegest az AB oldalra az F pontban. Feltehetjiik, hogy az
oldalfelezs meréleges a BC' oldalt D pontban metszi, mig az AC oldalt nem
metszi. ADBa haromszég egy egyenlGszari haromszog, melynek szarszoge
legalabb ~, igy ADF, > ~/2, és a szinusz fiiggvény monotonitisa miatt
sin(ADF,) > sin(y/2). Irjuk fel ADFx derékszogii hdromszégben definicio
szerint az ADF / sz0g szinuszat.

1

. 1‘
2511&2

1/2
sin% < sin(ADF,) = ﬁ, amelybdl |AD| <
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Ebbél kovetkezik, hogy AD és BD szakaszok f6lé rajzolt Thalész-kérok su-
gara legfeljebb 1/(4sin(/2)). Mivel v > 90°, ezért a C' csics az AD szakasz
Thalész-korén beliil van, vagyis a két Thalész-kor egyiitt lefedi a haromszo-
get.
Igy
Ro<_ 1
77 4sind’

(2)
és az (1)-es és (2)-es egyenlGtlenségekbdl kapjuk, hogy
1

v >90° esetén R, = m
A tovabbiakban két nagyon hasznos allitassal foglalkozunk, mielGtt a tob-
bi esetet vizsgalnank. Ezek hozzajarulnak a tovabbi elemzés roviditéséhez.
El6szér megmutatjuk, hogy v < 90° esetben elegend6 nem tompaszégi ha-
romszogekre szoritkozni. Vegyiik észre, hogy ha H; C Hs akkor a Hy-t fedd
korok vilagos modon fedik Hip-t is, mésrészt Hy fedéséhez legalabb akkora
korok kellenek, mint Hi-hez. Ezért ha H,, Hy € H,, és Hy C H,, akkor IR,
meghatarozasa szempontjabol H; irrelevans, figyelmen kiviil hagyhato.

2. Allitas. Ha v < 90° és H, € H., hdromszdg tompaszogi, akkor létezik
H, € H, nem tompaszogi hdromszég, gy hogy H, C H,.

5. dbra. A tompaszog cstkkentése



Bizonyitds. Ha v = 90°, akkor az allitds semmitmondo, mivel H., nem tartal-
maz tompaszogi haromszoget. Legyen tehat v < 90° és Hy = ABCx € H,
tompaszogd haromszoég, B, = > 90° az 5. abra szerint. Allitsunk merdle-
gest az A csicsbol a BC' oldal egyenesére, majd tiikrézziik erre a B pontot,
és jeloljiik a kapott pontot B'-vel. Az AB'Cn € H., hiszen ACB!, = v és
AB’ oldala egységnyi, szogei pedig ~y, 180° — 3 és B — . Tudjuk, hogy ~
nem tompaszdg, mig 180° — A3 szintén nem tompaszdg 4 > 90° miatt. Igy az
AB'Ca vagy mar nem tompaszogi (és ekkor kész vagyunk), vagy a tompa-
szoge éppen (5 —-. Vegyiik észre, hogy ezzel a tiikrozéssel a tompaszoget y-val
csokkentettiik. Ezt a tiikrozési eljarast elég sokszor végrehajtva H.-beli ha-
romszogek egy tartalmazasra nézve monoton nové sorozatat kapjuk, aminek
utols6 Hs eleme mar nem tompaszogi. Ezzel az allitast belattuk. O]

A tovabbiakban a v < 90° esetekkel foglalkozunk, és feltessziik, hogy H,
csupa nem tompaszogli haromszoget tartalmaz.
4. "Kovér" haromszogek

3. Allitas. (/3/) Az ABCx nem tompaszigi hdaromszigben a C csicsndl lévd
v hegyessziggel szemben fekvd oldal egységnyi, M a magassdgpont. Ekkor

1
ICM| = .
tany
C
E
M
A D B

6. Abra. A magassagpont és a v szog kapcsolata

Bizonyitds. Ha ABCa derékszogt, akkor az allitas trivialis. (Jegyezziik meg,
hogy a feltételek szerint v nem derékszog.) Felhetejiik tehat, hogy ABCAa



hegyesszogl. Hasznaljuk a 6. abra jel6léseit. Az M ECa és az AEBa harom-
szogek hasonlosagat hasznaljuk. Mindkét haromszoég derékszogi, valamint
EAB, = MCE,, mert meréleges szaru szogek, igy a haromszogek valoban
hasonléak. A megfelels oldalak aranya hasonlé haromszogekben egyenld, igy

ICE|  |AE]|
cMm| 1
amelybdl
|CE| 1
CM|=+—— = :
| | |AE|  tan~vy
Ezzel allitasunkat belattuk. O

7. dbra. Haromszog fedése két korrel, ha 45° <~ < 60°

Ratérhetiink a (ii)-es esetre, amikor 45° < v < 60°. (Ez az eset tartalmaz-
za az Arany Daniel feladat [1] megoldasat.) ElGszor is jegyezziik meg, hogy
v szarszogl egyenlGszart haromszog legkisebb szdge ~, igy a vele szemben
fekvd egységnyi oldala a legrévidebb oldala. Ebbé6l kévetkezik a legrovidebb
oldal korlat miatt, hogy

R, >

: (3)
Ezutan vegyiik észre, hogy tan45° = 1, és igy tany > 1, ha 45° < v < 60°.
Ezt beirva az el6z6 allitasunkba nyerjiik, hogy

N | —

|CM| = <1.

tan~y —
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Az eddigiek szerint feltehetjiik, hogy ABCA nem tompaszogi, vagyis M a
haromszogben van. Vilagos, hogy az AB és CM szakaszok Thalész-korei
lefedik az ABCa-t, lasd 7. abrat. Igy |CM| < 1 miatt kapjuk, hogy

R, < -. (4)
Az eddigiekbdl ((3), (4)) kovetkezik, hogy R, = 1/2 minden 45° < v < 60°
esetén.

Vegyiik tovabba azt is észre, hogy ezek a haromszogek nem fedhetdk le "gaz-
dasagosan" két egyforma sugari korrel, a fedések mindig "l16tyognek". Ennek
szemléletes oka, hogy a vizsgalt haromszogek "kovérek". (7. abra)

N —

5. "Vékony" haromszogek

Térjiink ra az (i)-es esetre, vagyis amikor v < 45°! Legyen H € H, tetszéle-
ges, és tekintsiik a hdromszog k koriilirt korét. Kicsinyitsiik ezt a kort agy,
hogy A és B cstucsokon tovabbra is atmenjen, igy kapjuk a ko kort, amelynek
kozéppontja Oz. (Az Oy pont az AB oldal felez6merélegesére esik.) A ko kor
az AC oldalt D, a CB oldalt pedig E pontban metszi, a 8. abra szerint.
Ezutan DECA haromszog koré irjuk ky kort, amelynek koézéppontja legyen
01.

Allitas. O, pont vdlaszthaté a H hdromszég belsejében gy, hogy a ki és ko
kdrok sugarai eqyenldek.

Bizonyitds. Mozgassuk O,-t az OF szakaszon O-bol F felé. A kezdGallapot-
ban, vagyis amikor Oy = O, a ko kor sugara R, a ky kor pontta fajul (sugara
0). Vegyiik észre, hogy a mozgatas soran a k; kor sugara folyamatosan ng,
mig ko kor sugara folyamatosan csokken. Ha megmutatjuk, hogy Oy = F
végallapotban a ky kor sugara kisebb, mint a & kor sugara, akkor az allitas
egyszeri folytonossagi megfontolashbol adodik. Tekintsiik tehat azt az esetet,
amikor Oy = F és a ky kor éppen az AB szakasz Thalész-kore, igy sugara 1/2.
Vegyiik észre, hogy ekkor D és E pontok a B-bél ill. A-bél indulé magas-
sagok talppontjai. Ebbél kovetkezik, hogy k; kér megegyezik a C'M szakasz
Thalész-korével. A 3. Allitas szerint ezen kor sugara éppen 1/(2tan+y), ami
v < 45° miatt nagyobb, mint 1/2. Ezzel az allitast belattuk. O

Vélasszuk tehat Oo-t ugy, hogy a két kor ugyanakkora sugari legyen (8.
abra). Ekkor a DBC, = ~, mert ACB, és DC B, ugyanakkora sugart korok-
ben, egyenls hossztisagi koriveken nyugvo keriileti szogek. Igy DBC egyen-
16szart haromszog, amelynek ADB, egy kiils6 szoge, amib6l ADB, = 2v



kovetkezik. A kozépponti és keriileti szogek tétele alapjan pedig AO.B, =
= 4~, és igy AOoF, = 27. Ezek alapjan kiszadmithatjuk a k; és ky korok
koz6s sugarat: tekintsiik az Oy AFa-et. Irjuk fel az AO,F, szinuszéat ebben a
haromszogben definicié szerint.

AF|  1)2 1

9 — _ Whal  |AO,| —
sin 27y A0, ~ TAO] amelybdl  |AOs|

2sin 27y
Ezzel belattuk, hogy v < 45° esetén

< .
7= 2sin2y

8. abra. Haromszog fedése két korrel, ha v < 45°

Megmutatjuk, hogy ha v < 45°, akkor a ~y szarszog(, egyenlészara harom-
sz0g nem fedhetd le, két 1/(2sin 2)-nal kisebb sugara korrel. Jeloljik a ~
szarszogl, egyenlgszarta haromszoget F(v)-val, ennek csicsait rendre A-val,
B-vel és C-vel, tigy hogy C, = . Tegyiik fel, hogy az r < 1/(2sin 2v) sugart
ki és ky korok egyiitt lefedik E(7y)-t. Korabban szamoléssal igazoltuk, hogy
az E(v) haromszog szarai a = b = 1/(sin(7y/2)) hossziuak. Tegyiik fel, hogy
a ky és a ko korok koziil az egyik tartalmazza a C' csicsot, és tartalmaz még
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egy masik csticsot is. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
ez A. Ekkor az r sugar legalabb b/2, hiszen egy r sugart kor tartalmaz egy
b hosszi szakaszt, amibdl

S b S 1 - 1

r —

T 27 2sin(3) T 2sin2y’

mivel a szinusz monoton né a [0°, 90°] intervallumon, és 0° < /2 < 2y < 90°,
ami ellentmondas.

Feltehetjiik tehat, hogy sem a kq, sem a ko kor nem tartalmaz (legalabb)
két cstcsot, amelyek koziil az egyik C. Ez csak tugy lehetséges, ha a k; kor
tartalmazza a C' cstcsot, mig a masik két csicsot nem, mig a ko kor tartal-
mazza az A és B csicsokat, de a C-t nem. Megmutatjuk, hogy az is feltehetd,
hogy a ko kor a keriiletén tartalmazza az A és B cstucsokat. Tekintsiik ehhez

azt az r sugari, O; kozéppontu ki kort, amely keriiletén tartalmazza az A
és B pontokat, és O; € E(7).

4. Allitas.
ky NE(y) 2 k2 N E(7).

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egy G € ko N E(y) pont, ami
nincs benne k% N E(y)-ban. Tekintsiik tovabba az ABG, k koriilirt korét,
ennek kozéppontja legyen P, az AB oldal felez6pontja pedig F, lasd 9. abra.
Mivel a P pont rajta van az AB oldalfelez6 mer6legesén, ezért két eset lehet-
séges, vagy P a C'O} szakaszon van, vagy P a C'F' félegyenesen van. Ha P a
CO} szakaszon van, akkor |PA| > |AO*| = r, mivel AO;C, vilagos mdédon
tompaszog, ellentmondas, mivel ky kor tartalmazza ABGa-t. Ha P a CT
félegyenesen van, akkor pedig |PG| > |O;G|, mert PO3G, tompaszig, ismét
ellentmondéas. Ezzel az allitast belattuk. 0

Ez azt mutatja, hogy a k; kor valasztasatol fiiggetleniil lehet a ko kor
helyett a k3 valasztani, ezzel a fedést nem rontjuk el. Messe a kj kor AC
és BC szarakat rendre D és E pontokban. Vilagos, hogy k; kor lefedi a
CDFEn-t, ezért ky kor r sugara legalabb annyi, mint C'DE . koriilirt korének
o sugara, vagyis r > o. A fels6 becslésnél latott szamolasbol kovetkezik,
hogy r = 1/(2sin27y) valasztassal o = 1/(2sin27v) adodna, és nyilvanvalo
modon ha r-t csokkentjiik, akkor o névekszik. Ebb6l azonnal kévetkezik, hogy
r < 1/(2sin2y) miatt o > 1/(2sin27), s igy r < o, ellentmondés. Ezzel
belattuk, hogy ha v < 45°, akkor R, = 1/(2sin2vy), amivel az (i)-es esetet is
megoldottuk.
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9. abra. A kj kor

6. A hianyzo eset

Végiil ratérhetiink a (iii)-as esetre, amikor 60° < v < 90°! Az eset megoldésa-
nal a korabbi eredményeket fogjuk hasznalni. Elgszor ismét alulrol becsiiljiik
R.,-t a legkisebb oldal korlat segitségével. A v > 90° esettel megegyezGen
kapjuk, hogy
1
R,>——-.
T 4sin 5
A fels6 becslésnél két esetet kiilonboztetiink meg a vizsgalt haromszog
legkisebb szdge szerint. Az eddigiekbdl tudjuk, hogy

~—1_ ha v < 45°
— 2sin 277
iy { 5, ha 45° <~y <60°° (5)

Jegyezziik meg, hogy tovabbra is elegendd nem tompaszogi haromszogekkel
foglalkoznunk. Vilagos, hogy ebben az esetben 7 nem lehet a legkisebb szog
a haromszogben. Ezért tegyiik fel, hogy a a haromszog legkisebb szoge, 0° <
< a < 60°. Két alesetet kiilonboztetiink meg:

[ 0° <o <45°

IT. 45° < a < 60°.
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a
A 1 B

10. Abra. Az z oldal szamithatd szinusz-tétellel

Vizsgaljuk elGszor az 1. alesetet, amikor av < 45°. Tekintsiik tehat az ABCa

haromszoget, amelynek legkisebb szoge a < 45° és 60° < v < 90°. Legyen

a haromszog « szogével szemkozti oldala BC' = x a 10. dbra szerint. Alkal-

mazzuk a Szinusz-tételt erre az AB és BC' oldalakra! Kapjuk, hogy
r  sina sin «v

— = ——, vagyis T =
1 sinvy

(6)

Korabbi eredményiinkbdl, (5)-bél egy x aranyt hasonlosagot alkalmazva ko-
vetkezik, hogy haromszogiink lefedhet6 két

siny

X

Roc - N
v 2sin 2«

sugari korrel. Helyettesitsiik be 2 R,-ba x helyére (6) kifejezést! Ezutan elemi
atalakitasokkal kapjuk, hogy

x sin o 1 1 1 1
TRy = = - <=
2sin2a 2sinysin2a 4sinycosa  4sing 2cosfcosa T 4sing
mert

1

Y

gl V2 V2
2005500504 > 2~7 5=
hiszen v < 90° és o < 45°.

Ezutan térjiink ra a I1. alesetre, amikor 45° < a < 60°! Az I. esetnél mar
lattuk, hogy x = sin «/ siny. Ebbgl és (5)-bol ismét hasonlosagot alkalmazva
nyerjiik, hogy a haromszog lefedhets két R, = x/2 = sin «/2sin~y sugara
korrel. Alakitsuk xR,-t:

T sin «v sin o 1 sin «
zR, = =

= . - . l 1: N 1' 1.
2 2siny 4singcosg  4sing oSy

(7)

Mivel o < 3, ezért a+v/2 < 5+ /2, és igy a < 90° — /2. Ebbdl

sin « sin «
— <1

cos3  sin(90° — 1) ©
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kovetkezik, amit beirva (7)-ba kapjuk, hogy
<t
“ = 4sind’
Mindkét alesetben megmutattuk, hogy a haromszog lefedhets két 1/(4 sin(y/2))
sugarn korrel, ezért

R,

1
R, < —.
7= 4sin%

Ezzel belattuk, hogy 60° < v < 90° esetén
1

K 4sin%'

7. F6 eredmény

A korabbi négy szakaszban leirtak igazoljak a kovetkezd tételt, amely cikkiink
f6 eredménye.

Tétel. A vizsgdlt R, figgvény a kovetkezok szerint szdmithato:

L ha v < 45°,

2sin 2y’
R, = %, ha 45° <~ < 60°,
ﬁ, ha 60° < 7.

)
Az R, figguény viselkedését szemlélteti a 11. dbra.
5!
451
o
351
N

2.51

-10°  [0°10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 100° 110° 120° 130° 140° 150° 160° 170° 180°

11. dbra. Az R, fliggvény grafikonja
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Tovabbi érdekes kérdéseket tehetiink fel a tételiinkkel kapcsolatban. A
legtermészetesebb koziiliik, hogy mi torténik ha kett6 helyett harom, vagy
még tobb kort hasznalunk.

Probléma. Hatdrozzuk meg azt a minimdlis R, (n) sugarat, amire teljesiil,
hogy bdrmely H € H. hdromszdig lefedhetd n darab R.(n) sugard kérrel!

A fenti kérdés mar n = 3-ra is meglehetGsen nehéznek tiinik. A korab-
bi hasonlé eredmények szinte kizarolag szabalyos haromszogre vonatkoznak,
pontosabban a vizsgalt kérdés a kovetkezd: hatarozzuk meg a minimélis r,
sugarat Ugy, hogy az egység oldalhossztsagt szabalyos haromszog lefedhetd
legyen n darab r, sugara korrel. Az r, pontos értéke azokban az esetekben
ismert csak, ha n = 1,2,3,4,5,6 vagy 9, lasd [4]-t illetve 12. abrat. Gazda-
sagos fedéseket talaltak szamitogéppel [5], ha a fed6 korok szama legfeljebb
36, de ezek optimalitasa altalaban nem bizonyitott. Tovabbi érdekes, kiilon-
boz6 alakzatokkal valo kis elemszamu fedéseket és pakolasokat talalhatunk
[7] honlapon.

NNV

12. abra. Szabalyos haromszog optimalis fedése 9 korrel

Szintén érdekes, bar az el6z6ektsl kissé més természetii a kdvetkezs kér-
dés.

Probléma. [Irjuk le az R,(n) sorozat aszimptotikus viselkedését, amint n —
oo/
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Ehhez lényegében éles becslésekre lenne sziikségiink R, (n)-re, ha n "na-

gyon nagy".
Ezeken kiviil haromszogek helyett vizsgalhatunk mas poligonosztalyokat,

s6t akar fedhetiink koroket is korokkel. A téma irant mélyebben érdeklédé
olvasonak ajanljuk [2] monografiat, amelyben hasonlo kérdésekrdl és az ismert
megoldasi technikakrol kaphatunk atfogd képet.
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