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Kivonat

A jegyzet a magasabb dimenzio6s sztochasztikus geometria megértéséhez sziik-
séges legalapvetébb ismereteket gytjti Ossze. Tartalmazza a d-dimenzids

s stz

a konvex geometria legfontosabb eredményeit.

Minden szakasz végén van néhény feladat. Ezek megoldasa a definiciok
és tételek megértését segiti, nem igényelnek sem kiilonleges otletet, sem kii-
16n6sebb elGismeretet. Ezek kozott fontos dolgok is elfordulhatnak, ezért a

feladatok elolvasasa és megértése a megoldasuk nélkiil is hasznos lehet.
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1. fejezet

Az FEuklideszi tér

Korabban taldlkoztunk az Euklidészi sik és az Euklideszi tér axiomatikus
felépitésével. Lathattuk, hogy mar harom dimenziéban is igen koriilményes
a pontos axiomatika, a fogalmak egzakt bevezetése. Az alabbi targyaldasmod

lényegesen egyszertibb, hatranya viszont, hogy nem geometriai szemlélett.

1.1. Euklideszi vektortér

1.1.1. Definicié (Vektortér, linearis tér). Legyen F' test. A V nemiires
halmazt F' feletti vektortérnek nevezziik, ha a V-n értelmezett egy kétvaltozos
osszeadas mivelet (jele: +), valamint egy skalarral valo szorzas, ami egy F' x
V — V fiiggvény, vagyis minden (A, v) € F'x V parhoz hozzarendel pontosan
egy V-beli elemet (jele: Av), és ezek a miveletek a kivetkezd tulajdonsagokat
teljesitik.

A (V,+) kommutativ (Abel-féle) csoport, tovabba

VA€ F ésu,v eV esetén A(u+v) = Au+ \v;

VA, ue FésveVesetén (A+ pu)v) = Av + uv;

VA, e FésveV esetén (Au)v) = ANuv);

Vv € V esetén 1v = v, ahol 1 az F test egysége.



A V halmaz elemeit vektoroknak, az I’ halmaz elemeit skalaroknak nevezziik.

1.1.2. Definicié (Valos Euklideszi vektortér). A valos szamtest feletti E
vektorteret Euklideszi vektortérnek nevezziik, ha adott rajta egy (-,-) : E' X

E — R bels6szorzat (skalarszorzat), amire teljesiil, hogy
e kommutativ: Vx,y € F: (x,y) = (y, X);
e additiv: Vx,y,z€ E: (x+y,z) = (x,2) + (y,2);
e skalar kiemelhets: Vx,y € E, A € R: (Ax,y) = A(x,y);

e Onmagéval vett bels§ szorzat nemnegativ: Vx € E : (x,x) > 0 és

egyenlGség csak a nullvektorra teljesiil.

Megjegyezziik, hogy komlpex Euklideszi vektortér is definidlhato, de ne-

kiink nem lesz ra sziikségiink.

1.1.3. Példa. Tekintsiik az R feletti R? vektorteret, és definidljuk rajta az

d
<X7Y> = Zai : Bz

skalarszorzatot, ahol x = (ai,...,0q) 68y = (B1,...,Bqd). Igy egy d-

dimenziés Euklideszi vektorteret nyeriink.

1.1.4. Tétel. Minden valds, d-dimenzids Fuklideszi vektortér izomorfaz 1.1.3.

példaban szerepld térrel.

A tétel szerint tehat egy valos d-dimenzios Euklideszi vektortérre gondol-
hatunk tgy, mint R%re a szokasos skaldris szorzattal, hiszen izomorfak. Ez
alapjan -némileg pongyola moédon- beszélni fogunk ,a d-dimenzios Euklide-
szi vektortérrdl” (a valos jelzét se hasznaljuk a tovabbiakban), amin mindig
Rt értjiik, az 1.1.3. példaban definialt skalarszorzattal. Ha nem jeldljiik
meg kiilon a dimenziot, akkor d dimenzioban dolgozunk, kivéve, ha a széveg-
kérnyezetbdl més deriil ki (pl. a megadott vektoroknak harom koordinataja

van).



1.1.5. Definici6. Legyen az Euklideszi vektortér egy eleme x. Az x norma-
jan az
[xI] == v {x, %)

mennyiséget értjiik.

1.1.6. Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség). Az Fuklide-

szi vektortér két tetszdleges X €s'y eleme esetén

[ y) | < x| - [yl
Egyenldség csak akkor dll, ha x €és'y linedrisan fliggdek.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy x,y # 0. Ekkor Vu € R : (x+ py,x+py) >0
vagyis (x,x) + 2u(x,y) + p*{y,y) > 0 minden u esetén teljesiil. A kifej-
tést tekintsiik 1 masodfoku polinomjanak; ennek fGegyiitthatoja pozitiv, igy

pontosan akkor nem negativ minden u-re, ha diszkrimindnsa nem pozitiv:
D =4{x,y)* - 4{x,x){y.y) <0,
ami az allitassal ekvivalens. (Lasd még 2. feladat.) O

1.1.7. Tétel (Minkowski-egyenl6tlenség, haromszog-egyenlstlenség). Az Fuk-

lideszi vektortér barmely két x és'y vektordra
[ + [yl = [Ix + Il

Egyenldség csak akkor teljesiil, ha az eqyik vektor a mdsik nem negativ ska-

ldrszorosa.
Bizonyitds.

x+y|? = x+y.x+y)=(xx)+2x,y)+ {y,y) <
< P+ 2yl + y[P = (1] + [ly]])?,

ahol a becslésnél felhasznaltuk az 1.1.6. tételt. (Lasd még 2. feladat.) O



1.1.8. Definicié. Az Euklideszi vektortér két tetszéleges x és y vektora
ortogonalis (merdleges), ha (x,y) = 0, jele: x L y. Egy vektor normaélt,
ha norméja 1. Egy vektorrendszer ortogonélis, ha benne barmely két vek-
tor ortogonalis. Egy vektorrendszer ortonormaélt, ha ortogonalis, és minden

vektora normalt.

1.1.9. Tétel (Gram-Schmidt). Az Fuklideszi vektortér tetszdleges vi,va, . .., Vi

linearisan fiiggetlen vektorrendszere esetén van olyan eq, ..., ex ortonormdlt
vektorrendszer, hogy e, . .., €; ugyanzt a linedris alteret fesziti, mint vy, va, ..., Vj
minden it =1,...,k esetén.

1.1.10. Kovetkezmény. FEuklideszi vektortérben barmely ortonormadlt vek-

torrendszer kiegészithetd ortonormadlt bdzissd.

A kovetkez§ allitas mutatja, hogy a skalarszorzat kiszamitasanak szem-
pontjabol az ortonormalt vektorrendszerek (és specialisan a bazisok) lénye-
gében ekvivalensek. Ebbdl azonnal adodik a tétel masodik része, ami a jol

ismert Pitagorasz-tétel egy formaja.

1.1.11. Lemma. Legyen eq,e€s, ..., ex ortonormdlt vektorrendszer az Eukli-

deszi vektortérben; x := Zlf e, y 1= Z’f Bse;. Ekkor

k k
(x,y) = Z if;  valamint ||x|]* = Za?.
1 1

Bizonyitds. (x,e5) = (O e, e;5) = Y a;(ej,e5) = o (e, e) = a;, majd

ugyanezt a gondolatot ismételve

(x,y) = (z, Zﬂiei> = Z@i(X, ;) = Z@zﬂi-

Ez utobbiboél azonnal jon a masodik allitas is:

[x][* = (x,x) = ) _af.

Az ortogonalitas fogalma kiterjeszthets linearis alterekre is.



1.1.12. Definicié. Egy x vektor ortogonalis egy A linearis altérre, ha annak
barmely vektorara ortogonalis. A és B linearis alterek merélegesek, ha az A

minden vektora ortogonalis B-re. (Lasd: 6. feladat.)

Definicié alapjan konnyen lathato, hogy egy linearis altérre merdéleges

Osszes vektorok is linearis alteret alkotnak. (7. feladat)

1.1.13. Definicié (Ortogonéalis komplementer.). Az A linearis altér ortogo-

nalis komplementerén az A+ := {x|x ortogonalis A-ra} linearis alteret értjiik.

1.1.14. Lemma. Tegyiik fel, hogy a k-dimenzios A linedris altér eqy orto-
gondlis bdzisa eq,...,ex, mig az egész tér eqy ortogondlis bdzisa ey, ..., eq.
Ekkor A+ egy (ortogondlis) bdzisa eyyq, . . .,eq, dimenzidja d — k. (Ldsd 8.
feladat.)

1.1.15. Lemma. Legyen A linedris altér a V Euklideszi vektortérben. Ekkor
barmely v € V wvektor egyértelmien elddll v =x +y alakban, ahol x € A és
y € AL

Bizonyitds. Egyértelmtiség: tegyiik fel, hogy x; +y; = X5+ y2 két megfelels
elsallitas. Ekkor a w = X; —Xg = y2 —y1 vektor benne van A-ban és A+-ben

is, igy merdéleges 6nmagara, vagyis a nullvektor.

Létezés: Valasszunk egy ey, ..., e, ortonormalt bazist A-ban, és egészit-
siik ki, hogy eq,...,eq ortonormélt bazis legyen V-ben. Ekkor v el6all

v = Z'lj o,e; alakban. x = Z]f e ésy = ZiH a;e; megfelelnek a ko-

vetelményeknek. O

Feladatok

1. Feladat. Szamitsuk ki a (3, —2,4) és (1,2, —1) vektorok skalarszorzatét.

Merdlegesek-e ezek a vektorok?

2. Feladat. Vizsgaljuk meg mikor all egyenlgség az 1.1.6. és az 1.1.7. téte-
lekben.



3. Feladat. Tegyiik fel, hogy az x vektor meréleges az a és b vektorok
mindegyikére. Mutassuk meg, hogy ekkor x meréleges a és b minden lineéris

kombinéci6jara is! Altalanositsunk!

4. Feladat. A nullvektortoél kiilonb6z6 x vektor merdleges az a, b és ¢ vek-
torok mindegyikére. Mutassuk meg, hogy x nem &ll el6 az a, b és ¢ vektorok

linearis kombinéciojaként! Altalanositsunk!

5. Feladat. Felhasznélva az 1.1.9. tételt bizonyitsuk be az 1.1.10. kévetkez-

ményt!

6. Feladat. Legyen x vektor, A altér bazisa ey, ..., ey, B altér bazisafy, ... f..
Mutassuk meg, hogy
a, A ortogonalis x-re akkor és csak akkor, haVi=1,... k: x L ey

b, A ortogonélis B-re akkor és csak akkor, ha
Vi=1,...,kVj=1,...,r: ¢ Lfj

7. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy A lineéris altérre mer&leges vektorok

linearis alteret alkotnak!
8. Feladat. Bizonyitsuk be az 1.1.14. lemmat!

9. Feladat. Legyenek vy, ..., vq vektorok a d-dimenzios Fuklideszi vektor-

térben. Mutassuk meg, hogy létezik olyan v # 0 vektor, hogy minden i-re
(v,vy) > 0!

10. Feladat. Adjunk meg vq,...,vqy1 d + 1 darab vektort a d-dimenzio6s
Euklideszi térben, hogy barmely v # 0 vektor esetén léteznek 1 <1,5 < d+1
indexek, hogy (v, v;) > 0 és (v,v;) < 0!

1.2. A d-dimenzi6s Euklideszi tér

A d-dimenzo6s Euklideszi vektortér fogalmanak bevezetése utdn nagyon ,ké-
nyelmesen” definialhatjuk a d-dimenziés Euklideszi teret. Felhivjuk a figyel-

met, hogy kiilonbség van az Euklideszi vektortér és az Euklideszi tér kozott.
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Elsbbi egy specialis strukturajiu vektortér, mig utobbi absztrakt definicioja

a kovetkezd:

1.2.1. Definici6 (Euklideszi tér). A d-dimenzios Euklideszi téren egy (P, V, ©)

harmast értiink, ahol

e P nemiires halmaz, elemeit pontoknak nevezziik;
e I/ a d-dimenziés Euklideszi vektortér;
e O: P x P —V leképezés, amire

— Vx € P rogzitett pontra O(x,-) : P — V bijekcio;
— Va,y,z € P:O(z,y) + O(y, z) = O(x, 2).

Szokasos jelolés az aj = O(a,b). A d-dimenzios Euklideszi teret Ed-vel fogjuk

jelolni. Ha nem félrevezets, akkor a d fels6 index el is maradhat.

Mivel ©(p, -) bijekcio, ezért tetszéleges p € P pont és v € V' vektor esetén
egyértelmten létezik egy ¢ € P pont, amire ﬁ = v. Ezt roviden tgy is irjuk,
hogy ¢ = p + v. (Szemléletesen: ha p-bdl indulva, v-t megytink, ugy ¢-ba
jutunk.) Ertelemszertien, ha W C V, akkor p+ W :={p+v|v e W}

Megjegyezziik, hogy ha az ismert moédon axiomatizéljuk az Euklideszi
stkot, majd a tanult moédon bevezetjiik a vektor fogalmat, és rajta mivele-
teket, akkor éppen egy 2 dimenziés Euklideszi vektorteret nyeriink. Vegyiik
észre, hogy most a szokasos utat visszafelé jarjuk be, hiszen el6bb definialtuk
a vektort, és csak azutan a pontokat és egyéb geometriai objektumokat. A
definicié valojdban azt mondja, hogy E¢ minden pontjabél ,igy néz ki”, mint
R¢, vagyis a d-dimenziés Euklideszi vektortér. Amint lerdgzitiink egy origot
(kijeloliink egy tetszéleges pontot), a © leképezés atjarast biztosit szamunkra
a térbdl a vektortérbe, és vissza. Pongyolan fogalmazva rogzitett origo esetén
a pontok és a vektorok ekvivalensek. Ez (is) magyarazza, miért hasznos az
alabbi példa.

1.2.2. Példa. Ha V a d-dimenziés Euklideszi vektortér, akkor a (V,V,0)

harmas d-dimezios Euklideszi tér, ahol ©(z,y) :=y — x.
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1.2.3. Definicié (Koordinatazas). Legyen E¢ = (P,V,0), rogzitsiink egy
o € P pontot, és egy ey, ...,eq bazist V-ben. Ekkor Vax € P esetén léteznek
aq, . . ., g valos szamok, hogy of = ng a;e;. Ekkor az (aq,. .., ay) rendezett

szamsort az xr pont koordinatainak nevezziik.
Vegyiik észre, hogy a koordinatazés fiigg az origo és a bazis valasztasatol.

1.2.4. Definicié (Altér). Egy S C P halmazt affin altérnek neveziink, ha
%
van olyan x € S pont, hogy S, := {Z{|y € S} linearis altér V-ben.

A kovetkezd allitas szerint x szerepe nem lényeges a definicioban.

%
1.2.5. Lemma. Ha S affin altér, akkor Yy € S esetén S, is linedris altér

V-ben. Tovdbbd az igy kapott linedris alterek egybeesnek.

Bizonyitds. Definicio szerint 1étezik x € S, hogy §; lineéris altér. Elég meg-
mutatni, hogy minden y € S esetén 5_’; = §>y

El6szor legyen T2 € §; Mivel O(y, -) bijekcid, ezért van olyan w € P,
hogy T2 = yﬁ De ekkor 7t = @—l—w = @jta:?, ahol jobb oldalon mindkét
tag eleme z—nek, igy T € gi, ahonnan w € S kovetkezik. Ekkor azonban
Rzyﬁe?y,vagyisgg?y.

Forditva: legyen y? € ST; Ekkor y? = ;ﬁ + 7t = —@ + 7%, ahol a jobb
oldal mindkét eleme benne van g;-ben, ezért y? € §;, vagyis §y> C g; O

Az 1.2.5. lemma szerint helyes az alabbi definici6.

1.2.6. Definicié (Altér vektorizaltja). Az S affin altérhez tartozo (egyértel-
%

miien meghatéarozott) S = S; (x € S) linearis alteret az S vektorizaltjanak

nevezzilk. Az S altér dimenzidjan ? (vektortér) dimenzidjat értjik, jele

dim S.

Az 1 dimenzio6s altereket egyeneseknek, a d — 1-dimenzioés altereket hiper-

sikoknak nevezzik.

1.2.7. Lemma. Bdrmely adott p € P ponthoz L C 'V linedris altérhez létezik
eqy egyértelmd S altér, ami illeszkedik p-re (p € S), és ? =L.



Bizonyitds. S := p + L megfelel, és nyilvanvaléan egyértelm. m

1.2.8. Lemma (Hipersik normalvektoros egyenlete). Rdgzitsink eqgy n nem-
nulla vektort, o skaldrt és eqy o pontot. Ekkor a H := {x € P | (of,n) = a}
halmaz eqy hipersik. Ekkor roviden azt mondjuk, hogy a H hipersik normdl-

vektoros egyenlete (x,n) = .

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy létezik x € H, hogy F[)I = (linn)*. Ebbol
az 1.1.14. lemma alapjan kovetkezik az allitas.

Valasszunk és rogzitsiink egy tetszéleges x € H pontot (az eddigiek alapjan
vilagos, hogy vagy tetszGleges z-re kijon, vagy semmire). Egyrészt legyen
T € F[)z tetszGleges vektor ﬁz—bc’)l (y € H). Mivel z1) = of) — of, ezért

<@’n> = <@—0771’1> = (@,n>—<o7,n> =a—a=0.

Tgy (z, \n) = 0 is nyilvan tejesiil, vagyis ﬁcg C (linn)*.
Forditva: valasszunk egy tetszéleges v € (linn)* vektort. Legyen y := z +v.

Ekkor, mivel v 1 n, azért
(o9, n) = (of + T, n) = (of,n) + (T),n) = a +0 = a.
Igy y € H, amibsl v € ﬁx, vagyis ﬁx D (linn)* kovetkezik. O

1.2.9. Definici6 (Féltér). A H := {z € P | (of,n) = o} hipersik (zért)
féltereinek a Hy := {z € P | (of,n) < a} és a H, := {z € P | (of,n) > o}
halmazokat nevezziik. (A szokasos jelolés szerint o € Hy, vagyis altalaban
a > 0. Ez nem lényeges megszoritas hiszen <07, n) = « akkor és csak akkor
teljesiil ha (of, —n) = —a.)

1.2.10. Lemma. Egy S ponthalmaz pontosan akkor altér, ha birmely két
pontjdval eqyiitt az dket tartalmazd egyenest is tartalmazza. (Ldsd a 11. fel-
adatot.)

Bizonyitds. Az egyik iranyt az olvasora bizzuk (12. feladat).
Tegyiik fel, hogy S altér barmely két x és y pontjaval egyiitt az ry egyenest

is tartalmazza. Rogzitsiink egy tetszéleges a € S pontot. Megmutatjuk,
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hogy g; linearis altér, vagyis hogy zart a skalarral valo szorzasra és az Ossze-
adasra. Legyen at € §>a tetsz6leges. Mivel S tartalmazza ax egyenest, azért
lin (at) C St, amibdl latszik a skalarszorosra valo zartsag. (H C V halmazra
lin (H) a H linearis bukat jeloli.)

Most legyen cﬁ,@ € §Z két tetszGleges vektor. A feltétel szerint xy egye-
nes benne van S-ben, igy 77 szakasz z felez6pontja is (14. feladat). Igy
at = (at+aj)/2 € §>a, ahonnan az Osszeadasra valo zartsa adodik. O

1.2.11. Kovetkezmény. Alterek metszete tres vagy altér. Tovdbbd ha a
metszet nem tres, akkor a vektorizdltak metszete megegyezik a metszet vek-
torizaltjaval. (Lasd 15. feladatot.)

1.2.12. Definicié (Alterek parhuzamosséga és gyenge parhuzamosséaga). Az
S és T alterek parhuzamosak, ha ? = ? Az S és T alterek gyengén
parhuzamosak, ha ? C ? vagy ? ) ?

1.2.13. Lemma. Bdrmely S altér és p pont esetén eqyértelmien létezik olyan

T altér, ami pdrhuzamos S-sel és tartalmazza p-t.
Bizonyitds. T :=p + ? megfelel és egyértelmii. O

1.2.14. Definici6 (Metrika). Az z és y pontok téavolsagan a d(x,y) == ||Z7||
szamot értjiik. Hasznalni fogjuk még a |xy| := d(z,y) jelolést is. (16. feladat)

1.2.15. Definicio (Alterek merglegessége). Az S és T alterek merdlegesek,
ha ? és ? ortogonélisak. Jele: S L T

1.2.16. Tétel. Bdarmely S altér és p pont esetén egyértelmiien létezik eqy T
altér, melynek dimenzidja d — dim S wvalamint S L T ésp € T. Tovabbd
S NT egyetlen x pontbol dll, amire teljestil, hogy

[p| = inf [ps|.

Bizonyitds. Legyen T := p + ?L. Ez nyilvanvaloan j6 és egyértelmid. Ve-
gyiink tetszéleges s € S pontot. Ekkor ]75 az 1.1.15. lemma szerint egyér-
telmien elGall ﬁ% = v + w alakban, ahol v € ? és W € ? Tekintsiik az
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x := p+ v pontot. Nyilvanvaléan xz € T. Mésrészt Tt=we ?, ahonnan
x € 5, mivel s € S. Tehat x € SNT. Tegylik fel, hogy y € T'NS. Ekkor a@
benne van ?—ben és ?—ben is, vagyis merdleges onmagara, tehat nulvekktor.

Igy « = y. Végiil legyen s € S tetszéleges. Ekkor
[ps|® = (P8, b8) = (pF + 8, pt + 8) = ||pt|* + |TBI[* = |prf* + |wpl?,
mivel pf € 7 és Th € ?, ahonnan (ﬁ, ﬁ) = 0 kovetkezik. [

1.2.17. Lemma. Tegyiik fel, hogy @ =37 Aiaﬁ, ahol a,p,p1,...,p, pon-
tok, és A1, ..., \, valds szamok, amikre Y} \i = 1. Ekkor tetszdleges b pontra
o 0
bp = Zl )\szz

Bizonyitds.
ab+bp = ah="3 Naph =3 A(ab+bp) =
1 1
= S nab+ S N = ab+ 3 M.
1 1 1

]

1.2.18. Definici6 (Affin kombinacio). A p € P pont apy,...,p, € P pontok
affin kombindcidja, ha létezik egy a € P pont, és Ay, ..., \, valés szdmok,

melyekre > 7 \; = 1, ugy, hogy
= 3" Aap
1
Az 1.2.17. lemma szerint a lambda egyiitthatok fiiggetlenek az a pont va-
lasztasatol, igy bevezethetjiik a kovetkezd jelolést: p = > 7 Aip;.
Az 1.2.11. kovetkezmény szerint helyes kovetkezd definicio.

1.2.19. Definicioé (Affin burok). Legyen H C P ponthalmaz, H # 0. A H
altal generalt altér (H affin burka) a H-t tartalmazo alterek metszete. Jele:
aft H.

12



Hasonléan a linearis burok és linearis kombinacié kapcsolatdhoz, az affin

burok és az affin kombinaci6 is szoros kapcsolatban &ll.

1.2.20. Lemma. Legyenek x és y kiilonbozé pontok. A z pont pontosan
akkor van rajta az xy egyenesen, ha z = Ax + (1 — Ny alkalmas A valds
szammal.(Lasd a 17. feladatot.)

1.2.21. Tétel. Legyen H nemiires ponthalmaz. Ekkor

aff H = {Zaim zmzl,hiEH}.

A tétel azt allitja, hogy H affin burka megkaphaté a H-bol képezhets

osszes aflin kombinaciok halmazként.

Bizonyitds. Legyen S = {> a;h;| > a; =1,h; € H}. El6szor belatjuk,
hogy S altér. Ehhez felhasznaljuk az 1.2.10. és az 1.2.20. lemmékat. Le-
gyen x = Y a;h; és y = Y aih] két tetszSleges pont S-bél (D a; = 1
és Y ai = 1). Elég belatni, hogy z = Az + (1 — \)y is eleme S-nek.
z = > (Aay)h; + > (1 — N)ad)hl, és ez valoban affin kombinécio, mivel
S(Aa) + > ((1=XNah) =ADa;+ (1 =N D al = A+ (1 —X) = 1. Tehat
S altér.

Vilagos, hogy H C S, igy definici6 szerint afft H C §.

Most legyen T altér, ami tartalmazza H-t: T O H. Belatjuk, hogy tet-
sz6leges > 7 a;h; affin kombinaci6 benne van T-ben. n szerinti indukciot

alkalmazunk. Az n =1 eset trividlis. Tegytik fel, hogy n-re igaz. Ekkor

n+1

;aihi - (i ozi> (i (ZO:Ta> h,») TRV (1.1)

ahol az indukcios feltevés szerint

n >
2 (quaz’) heel

1

13
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egy n tagu affin kombinacié. Innen az 1.2.10. és az 1.2.20. lemmak szerint
kész vagyunk, mivel (1.1) jobb oldala egy két tagt affin kombinéacio. Ezzel
belattuk, hogy S C T, amibdl S C aff H azonnal kovetkezik. O

1.2.22. Definicié (Affin fiiggetlenség). A py,...,p, pontokat affin fiigget-
lennek nevezziik, ha koziiliikk semelyik nincs benne a maradék n — 1 pont affin

burkéban.

1.2.23. Lemma. A pq,...,p, pontok pontosan akkor affin figgetlenek, ha a
DiDb ... ipy vektorok linedrisan fuiggetlenek.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy a pi,...,p, pontok affin fiiggetlenek.
Indirekt tegyiik fel, hogy ﬁp_; cee @ vektorok nem lineérisan fliggetlenek,
vagyis léteznek as,..., o, nem csupa nulla szamok, hogy > aiﬁ?ﬁi = 0.
Ha Y 5 a; # 0, akkor pl=0=Y% i"a@, vagyis p1 = Y o $5L-pi, ami
ellentmond annak, hogy a py,...,p, pontok affin fiiggetlenek. Ha > «; =

0, akkor létezik j index, hogy 0 # a; = —Zi# a;. Ebbdl pedig Ep_; =
D it f‘—%ﬂﬁi, ahol >, foij =1, vagyisp; = >, %pi, tjra ellentmondas.
A masik irdny bizonyitasat az olvasora bizzuk. (18. feladat.) O

1.2.24. Kovetkezmény. Legfeljebb d 4+ 1 affin fiiggetlen pont adhato meg a

d-dimenzids térben.

Feladatok

11. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges a és b pontokhoz egyértelmtien

tartozik egy ket tartalmazo egyenes! (Ennek az egyenesnek a jele: ab.)

12. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy S altér barmely két pontjaval egyiitt

a rajuk illeszkedd egyenest is tartalmazzal

13. Feladat. Irjuk fel a p pontra illeszked$, n normalvektora hipesiik nor-

malvektoros egyenletét!

14. Feladat. Legyenek o, z, y tetsz6leges pontok. Ekkor ©(o, -) bijektivitasa
miatt van olyan z, amire 02 = (07 + @)/2. Mutassuk meg, hogy z € zy (z

14



illeszkedik zy egyenesre)! Mutassuk meg, hogy z fiiggetlen o valasztasatol!
Mutassuk meg, hogy ||Z2|| = ||7%]|! A z pontot az Ty szakasz felezépontjanak
hivijuk.

15. Feladat. Bizonyitsuk be az 1.2.11. kévetkezményt!

16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az 1.2.14. defincoban szerepld d leképezés

teljesiti a metrika axiomait!
17. Feladat. Bizonyitsuk be az 1.2.20. lemmat!

18. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a }Tpg ..., 1Py vektorok linearisan
fiiggetlenek, akkor a pq, ..., p, pontok affin fiiggetlenek!

19. Feladat. Tegyiik fel, hogy a pi,...,p, pontok affin fiiggetlenek. Bizo-
nyitsuk be, hogy egy p € aff {p;} pontra a p = > «a;p; eldallitas egyértelmdi!

15



2. fejezet

Konvex halmazok

2.1. Konvexitas

2.1.1. Definici6é (Szakasz). Az z,y € P pontok altal meghatarozott szaka-
szon az 7y = {z € Pz =Xz + (1 — Ny, A € [0, 1]} halmazt értjiik.

2.1.2. Definicié (Konvexitas). A K C E¢ halmaz konvex, ha minden z,y €
K esetén 7y C K.

2.1.3. Példa. Konvex halmazra példa 1 pont, egy altér vagy egy szakasz.
2.1.4. Lemma. Konvex halmazok metszete konvex.

Bizonyitds. Ha x és y benne vannak a metszetben, akkor minden egyes hal-
mazban is. Mivel minden halmaz konvex, ezért minden halmaz tartalmazza

az Ty szakaszt, igy a metszetiik is. O]

2.1.5. Definicié (Konvex burok). A H C E? halmaz konvex burka a H-t

tartalmazo 6sszes konvex halmazok metszete, jele conv H.

2.1.6. Definici6é (Konvex kombinacié). A py, ..., p, pontok p = > a;p; affin
kombinaciojat konvex kombinédciénak nevezziik, ha a szerepls egyilitthatok

nem negativak, vagyis minden ¢ = 1,...,n esetén «; > 0.

A konvex kombinacié és a konvex burok kozott az affin kombinacional és

a linearis kombinacional mar latott kapcsolat szintén megvan.

16



2.1.7. Lemma. Az dsszes konver kombindciok éppen a konvex burkot adjdk,

vagyis H C E? esetén

conv H = {Z%pﬂ Zai: 1ésVi:p, € H, o ZO}.

Bizonyitds. Vezessik bea J :={> a;p;| Y a; =1ésVi:p; € Hya; > 0} je-
l6lést. Elgszor belatjuk, hogy J konvex.

Tekintsiik J két tetszoleges elemét: > aypi-t és > fiq-t. Az altaluk meg-
hatérozott szakasz egy tetszéleges pontja felirhato A" a;p; + (1 — A) D Bigs
alakban, ahol A € [0, 1]. Ez pedig vilagos modon egyenls > (Ao )p; + > ((1—
A)Bi)qi-vel, ami valoban egy H-bol képzett konvex kombinacio.

Az egy ponbodl képzett konvex kombinédciok éppen H-t adjak, igy H C J,
amibdl conv H C J azonnal kovetkezik.

Utolso lépésként megmutatjuk, hogy ha K konvex halmaz tartalmazza H-t,
akkor J-t is. Ebbé&l J C conv H adodik.

A kombinacioéban szerepl$ tagok szama (n) szerinti indukciot alkalmazunk.
Az egytagu kombinaciok benne vannak K-ban, hiszen ezek épp H elemei és

H C K. Tegyiik, fel hogy az allitas igaz n-re. Ekkor

n+1 n

Z QP = Z QPi + Qn41Pnt1 = (Z a;) Z %pz’ + Qnt1Pn+1,
1 1 1 1 J

ahol az indexelést ugy valasztottuk, hogy >} a; # 0 teljesiiljon. Itt > 7 S Pi €
J

K az indukciés feltevés szerint, igy a jobb oldal tekinthets gy, mint két K-

beli pont altal meghatarozott szakasz egy pontja, ami definicié szerint benne

van K-ban. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Az el6z6 allitasnal tobb is mondhato. Elegendd a legfeljebb d + 1 tagn

konvex kombinécidkat tekinteniink, ezek is kiadjak a teljes konvex burkot.

2.1.8. Tétel (Charatheodory). Legyen H C K4, ekkor

d+1
conv H = {Zamﬂ Zai: 1ésVi:p, € H, o 20}.
1

17



Bizonyitds. Elegendd megmutatni, hogy egy n > d + 1 tagi konvex kombi-
nécio egyenls egy H-bol képzett eggyel kevesebb tagi konvex kombinacidval.
Tekintsiik tehat a >} a;p; H-bol képzett konvex kombinaciot, ahol n > d+1.
Ekkor a {p;} pontok nem affin fiiggetlenek az 1.2.24. kovetkezmény szerint,
vagyis létezik 1 < j < n index, hogy p; = Ei# Bipi, ahol Z#j G =1 A
B; = —1 jeloléssel tekintsiik a > 7 (c; — \G;)p; kifejezést, ami affin kobinécio
minden \ skalarra, hiszen > [ (a; — AG;) = > Ja; =AY [ Bi=1—X0 = 1.
Tovabba vegyiik észre, hogy behelyettesitve p; fenti kifejezését, azt kapjuk,
hogy

n

Z(Oéi — ABi)pi = Z ;. (2.1)

1
A bal oldalon allo kifejezés altalaban nem konvex kombinacié minden A-

ra, hiszen nem minden egyiitthaté sziikségképpen nem negativ. Nyilvan A-t
ugy szeretnénk valasztani, hogy a bal oldalon konvex kombinaci6é alljon, és

legalabb az egyik egyiitthato tiinjon el (legyen 0). Vegyiik észre, hogy a

a;
A= min —
Bi>0 Bl
valasztas jo lesz. Egyrészt van olyan ¢, hogy f; > 0, hiszen 3; = —1 és

> 6; = 0, igy A definicitja értelmes. Masrészt azokra az i-kre, amikre f3;
pozitiv, a; — AS; is nem negativ \ valasztasa miatt. Végil, mivel A > 0,
azért azokra az i-kre, amikre 5; < 0, azokra a; — AfJ; > «a; > 0. Ezekbdl
kovetkezik, hogy (2.1) bal oldalan konvex kombinécio all, tovabba legalabb
egyik egyiitthatoja 0, méghozza éppen arra az indexre, amire a minimum
felvevédik A definiciojaban. O

Feladatok

20. Feladat. Bizonyitsuk be definici6 alapjan, hogy minden szakasz konvex!
21. Feladat. Legyen = € E rogzitett pont, és tekintsiik a
B(x) = {p € B ||zp| <1}

halmazt, az = kdzéppontu egységsugari gombot. Mutassuk meg, hogy B(x)

konvex!
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22. Feladat. Rogzitsiink egy koordinatarendszert E2-ben, és legyen f : R —
R folytonos, minden valosra értelmezett fliggvény. Azt mondjuk, hogy az f

fiiggvény az (a,b) C R intervallumon konvex, ha minden x;, 25 € (a,b) esetén

f(@1) + f(z2) > ¢ (901 +$2) '
2 2
Mutassuk meg, hogy ha f konvex az (a,b) intervallumon, akkor a H :=
{(a, B) € E?| B > f(a)} halmaz konvex!

23. Feladat. Adjunk példat olyan H nem konvex ponthalmazra, ami béar-

mely két = és y pontjaval egyiitt az Ty szakasz felez6pontjat is tartalmazza!

24. Feladat. Rogzitsiink a sikon egy S szakaszt és egy koordinatazast, ugy
hogy S illeszkedjen az x = 1 egyenletii egyenesre. Jeloljiik a sikon e(a,b)-
vel azt az egyenest, melynek egyenlete y = ax + b. Legyen H := {(a,b) €
E? |e(a,b) NS # 0}. Igazoljuk, hogy H konvex.

2.2. Helly tétel

Helly tételének bizonyitasahoz sziikségiink van a kovetkezs, Radontol szar-

mazo6 tételre.

2.2.1. Tétel (Radon). Legyen X C E? véges ponthalmaz aminek elemszdima
legalabb d+ 2. Ekkor léteznek Xy és Xo mem tires, diszjunkt particioir X -nek,
vagyis X = X,UXs, gy, hogy conv X; N conv Xy # ().

Bizonyitds. Legyenek X elemei x1,...,x,, aholn > d+1. Az 1.2.24. kovet-
kezmény szerint ezek nem affin fiiggetlenek. Feltehetjiik, hogy =1 = >3 aux;,
ahol ap < a3 < ... < o <0 < a1 < ... < «p, valamint definidljuk
aj ;= —1. Legyen X; := {x1,..., 23} és X5 := {x41,...,2,}. Ekkor nyil-
van X = X;UX,, elég tehat belatni, hogy konvex burkaik metszete nem {ires.
Ehhez tekintsiik az

k
Q;
T = E T;
k T
T
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pontot. Ez valoban konvex kombinéacié hiszen Elf «; szigortian negativ (nem
pozitiv szamok Osszege, melyek kozt szerepel —1), a szamlalok pedig nem po-
zitiv szamok. Igy « € conv X;. Az x;-re felirt affin kombinaciobol kovetkezik,

hogy

n
Q;
xr = — T
kZ_H ZZ-s-l @i
Hasonlbéan, mint az el¢bb itt is lathato, hogy a jobb oldal konvex kombinéaci6,

vagyis x € conv Xo, amibdl az allitas adodik. O]

Megjegyzés. Radon tételét Tverberg altalanositotta 1966-ban. Ha X C E?
véges ponthalmaz legalabb (d 4 1)(r — 1) + 1 elemt, akkor létezik

X = X;UX,U. . UX,
particionalasa gy, hogy
conv X; N...Nconv X, # 0.

Reészletek [8] konyvben talalhatok.

2.2.2. Tétel (Helly). Legyen Ky, Ks,..., K, legaldibb d + 1 darab konvex
halmaz E-ben 1igy, hogy barmelyik (d + 1)-nek van kézds pontja. Ekkor az

osszesnek van kozos pontja,

(& #0.
=1

Bizonyitds. Az allitas elGszor az n = d + 2 esetben érdekes, ezt bizonyitjuk,
majd n szerinti indukciot alkalmazunk.

Legyen tehat n = d + 2. Ekkor barmely adott j-re (j = 1,...,d + 2) a
Ni»; K; halmaz nem fires a feltétel szerint. Valasszuk a p; pontot tetszéle-
ges ebbdl a halmazbol, p; € N K; (j = 1,...,d + 2). Alkalmazhatjuk a
{p1,...,pare} pontokra a 2.2.1. tételt. Esetleges tjraindexelés utan kapjuk
tehat, hogy valamilyen k (1 < k < d + 1) indexszel az X; := {p1,...,px}
és az Xo = {prs1,--.,Par2} halmazokra conv X; N conv Xy # (). Ekkor

valasszunk tetszélegesen egy p € conv X; N conv Xy pontot. Vegyiik észre,
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hogy a p; pontok definicidja miatt, ha 1 <i<késk+1<j <d+ 2, akkor

pi € K;. Mivel N{T7K; konvex, azért conv X; = conv {py,...p;} C MK,
vagyis p € ﬂgﬁK ;. Ugyanigy megmutathato, hogy p € NfK;. Ezekbdl pedig

az allitas kovetkezik az n = d + 2 esetben.

Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy az allitast igazoltuk n-ig. Legyenek K, ..., K, 1
halmazok a tétel feltételei szerint. Tekintsiik a Ky N K, q,..., K, N K,
halmazokat (Gsszesen n darab). Megmutatjuk, hogy ezek koziil barmelyik

d 4+ 1 metszete nem iires. Szimmetriai okokbodl elég az els6 d + 1-re belatni.

A feltevésiink szerint a K1, ..., K4,1, K, 11 halmazok koziil barmelyik d + 1
metszd, alkalmazva az allitast a fentebb bizonyitott d+2 esetre nyerjiik, hogy

a metszetiikk nem fiires. Viszont igy

d+1 d+1
0 # <ﬂ Ki) mKn-H = ﬂ(Kz N Kpp1).

1

Tehat valoban a K1 N K41, ..., K, N K, 1 halmazok koziil barmelyik d + 1

metszete nem iires. Igy alkalmazva az indukeios hipotézist n-re

n n+1
0 # ﬂ(Kz N Kny1) = m K,
1 1
amivel az allitast belattuk. O

Feladatok

25. Feladat. Bizonyitsuk be Tverberg tételét d = 2, r = 3 és | X| = 7 esetén!
(Vigyazat! Nehéz!)

26. Feladat. Konstrualjunk konvex halmazokat a sikon, hogy barmely 3-
nak legyen kozos pontja, de az Gsszes metszete legyen iires! (Vessiik Ossze a
feladatot a 2.2.2. tétellel.)

27. Feladat. Tegyiik fel, hogy né¢hany zéart féltér lefedi a teljes E-t. Mutas-
suk meg, hogy kivilaszthato koziiliik legfeljebb d + 1, ami szintén lefedi E?-t.
[Tipp: vizsgaljuk a félterek komplementereit. |
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28. Feladat. Adottak a sikon pi,ps, ..., p, pontok. Tudjuk, hogy koziiliik
barmely 3 lefedhet6 egy egységsugara korlappal. Igazoljuk, hogy az Osszes
lefedhetd egy egységsugaru korlappal.

29. Feladat. Adott a sikon n pont, barmely kett tavolsaga legfeljebb 1.
Mutassuk meg, hogy lefedhetSek egy v/3/3 sugart korlappal.

30. Feladat. Adott a sikon n paronként parhuzamos és paronként diszjunkt
szakasz. Koziiliik barmely haromhoz létezik egy olyan egyenes, ami mind-
harmukat metszi. Mutassuk meg, hogy létezik olyan egyenes, ami az Gsszeset
metszi. (Ezt az egyenest Santalo-transzverzalisnak nevezziik.) [Tipp: hasz-
naljuk fel a 24. feladatot.|

2.3. Tamaszhipersik, szeparaci6

2.3.1. Definicié. A H hipersik a K konvex halmaz tamaszhipersikja, ha
HNK #0, és K-t tartalmazza egy H-hoz tartozo féltér. Ez utobbi félteret

K tamaszfélterének nevezziik.

2.3.2. Lemma. Legyen K kompakt, konvex halmaz, n pedig eqy tetszileges

vektor. Ekkor K-nak létezik tamaszhipersikja, melynek normdlvektora n.

Bizonyitds. Tekintsiik az fn : K — R,z ~ (of,n) fiiggvényt valamilyen
rogzitett o pontra. Mivel K kompakt és f folytonos, ezért f felveszi a széls6-
értékeit K-n. Legyen a minimum «,,;,, a hozza tartozo (egyik) minimum hely
Tinin; @ maximum értéke ,q., a hozza tartozd (egyik) maximum hely pedig
Tmaz- Legyen H,,., hipersik egyenlete (z,n) = aynaz; Hpmin hipesik egyenlete
(x,n) = Q. Vilagos, hogy egyrészt Tae € Hppar N K 68 Tppin, € Hppin N K
méasrészt a K konvex test a H,,;, és H,,q, hipersikok egy-egy zart félterében

van azZ gz €S Qumin Skalarok extremalitdsa miatt. O

Célszerd n-t egységnyinek valasztani, hiszen ekkor az q;,qp — Qunin €rték
éppen a két hipersik téavolsaga lesz. Ezt a mennyiséget pedig joggal nevez-

hetjitk K n iranyu szélességének, vagy vastagsaganak. Altalaban egy test n
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irdnyu szélessége fiigg n-t6l, de példaul a gomb esetén minden iranyban 2r
a szélesség. Erdekes kérdés, hogy van-e masik olyan test a gémbon kiviil,
aminek a szélessége allando6. Erre a vélasz igenls. Egyszerd példat gyarthat
mindenki, ha egy 1 oldalu szabalyos haromszog minden csticsa, mint kozép-
pont koré rajzol egy 1 sugara kort, és tekinti ezen korok metszetét. Az igy
kapott alakzat a Relaux-haromszég. Hasonloan gyarthato tetszéleges parat-
lan k-ra k oldali Relaux-poligon, ami szintén allandé szélességd lesz. Az
allando szélességii alakzatoknak komoly irodalma van, mi itt most csak két

egyszeru allitast mondunk ki bizonyitas nélkiil.

2.3.3. Lemma. Eqy d dllando szélességii, konvex, kompakt siklemez keriilete

éppen dr.

2.3.4. Tétel (Blaschke). Ha K C E¢ kompakt, konvex halmaz 1 dllando

szélességt, akkor tartalmaz egy 1/(d + 1) sugari gombot.

Utobbi tétel bizonyitasa a Helly-tétel egy altalanosabb véltozatan alap-

szik.

2.3.5. Definicié. Az A és B ponthalmazokat szeparalja a H hipersik, ha
A C Hyés BC H, (vagy forditva).

A kovetkezd tétel a szeparacios tételek koziil a legegyszeriibb, azt allit-
ja, hogy egy kompakt, konvex halmaz mindig szeparalhatd egy hozza nem

tartozo ponttol egy tamaszhipersikkal.

2.3.6. Tétel (Szeparacios). Legyen K € E? kompakt, konvex halmaz és p ¢
K pont. Ekkor létezik H tamaszhipersikja K-nak, ami szepardlja K-t és p-t
ésp¢ H.

Bizonyitds. Mivel K kompakt ezért létezik olyan ¢ pontja ami minimaélis ta-
volsagra van p-t6l. Ez a t pont egyértelmtien meghatarozott, hiszen két kii-
16nb6z6 t1 # to minimialis tulajdonsagi pont esetén az altaluk meghatarozott
szakasz felez6pontja szigorian kozelebb lenne p-hez (33. feladat). Tekintsiik

azt a H hipersikot, amelyik illeszkedik t-re és normalvektora tp. Az origot
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tegytk t-be, igy p € H,. Tegyiik fel, hogy létezik = € (H, N K)\H, vagyis,
hogy a H nem tamaszhipersikja K-nak. Mivel K konvex, azért tx € K. A
definiciok miatt ¢ := <t_x>, 59)) > 0 teljesiil. A tx szakasz tetszGleges y pontja
felithato y =t 4+ A - i alakban, ahol 0 < A < 1. Ekkor az |yp| tavolsag igy

szamithato:
- = = = S S
lypl> = (ub,ub) = (ty — tp, ty — tp) = (A& — ip, M — tp) =
= Nta)? — 2\(TZ, 1) + [tp|? = N|tx|? — 27 + [tp]*.
Vagyis, ha 0 < \ < % (ilyen X létezik, a fentiek miatt), akkor |yp|? < |tp|?,

ami ellentmond ¢ valasztasanak, hiszen y € K. Igy H tamaszhipersik, ami

szeparélja p-t és K-t, és nyilvanvaloan p ¢ H. ]

2.3.7. Kovetkezmény. Minden kompakt, konvex halmaz eldall tamaszfélte-

reinek metszeteként, vagyis legyen K kompakt, konvex halmaz, ekkor
K= ()| H.
H tdmaszféltér

Bizonyitds. Mivel definicié szerint minden tamaszféltere tartalmazza K-t,
igy a metszetiik is, vagyis K C (| H,. Masrészrol tegyiik fel hogy = €
(N H+)\K. Ekkor a 2.3.6. tétel szerint x tamaszhipersikkal szeparalhato K-
tol, és az ehhez tartozo tamaszféltér nem tartalmazza z-t. Ez ellentmondas,

amivel a kévetkezményt belattuk. O]

A kovetkez§ allitds szintén egy szeparacios tétel, ami az el6z6 allitasbol

azonnal megkaphato.

2.3.8. Kovetkezmény. Ha K kompakt, konvex halmaz, p ¢ K pont, akkor
létezik Oket szigorian szepardalo H hipersik, vagyis olyan szepardlo hipersik,

amelynek K -val vett metszete tres, és nem tartalmazza p-t.
Bizonyitds. Lasd a 34. feladatot. O

A kovetkezd lemmat nem bizonyitjuk.
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2.3.9. Lemma. Ha K kompakt, konvez és p & relint K, akkor p és K szepa-
ralhato. (relint K a K relativ belseje, ami nem mds, mint K belseje aff K-

ban.)

Ez a lemma az el6z6ekhez képest annyi tobbletinforméaciot ad, hogy a re-
lativ hataron 1évé pontok is szeparalhatoak, amibdl azonnal kovetkezik, hogy

nemcsak minden irdnyban, de minden hatarpontban is van tdmaszhipersik.

2.3.10. Kovetkezmény. Konvex halmaz barmely hatdrpontjaban ,hizhato”

tamaszhipersik.

Feladatok

31. Feladat. Adjunk példat olyan korlatos, konvex halmazra, aminek nincs

tamaszhipersikja. (Egy halmaz korlatos, ha lefedhetd egy gdmbbel.)

32. Feladat. Vegyiink egy egységnyi oldald szabalyos 6tszoget, és ,épitsiink”

ré egy Relaux-poligont. Mekkora lesz ennek a keriilete? Mekkora a tertilete?

33. Feladat. Tegyiik fel, hogy |pti| = |pts| valamilyen p és t; # t, pontokra.

Mutassuk meg, hogy t,t, szakasz f felez6pontja kozelebb van p-hez, mint ¢;.
34. Feladat. Bizonyitsuk be a 2.3.8. kovetkezményt.

35. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha K kompakt, konvex halmaz, n pedig
egy tetszGleges vektor, akkor K-nak létezik olyan tamaszhipersikja, aminek

normaélvektora n.

2.4. Dualitas

Ebben a szakaszban végig feltételezziik, hogy rogzitve van egy koordinatazas.

A pontok és a vektorok igy azonosithatoak.

2.4.1. Definicié. Egy H C E¢ halmaz dualisan (vagy més szohasznalattal
polarisan) a
H* ={x ¢ B*|(z,y) <1,¥y € H}.

25



2.4.2. Példa. Az z, pont polarisa az {z € E¢| (x,z¢) < 1} halmaz, ami egy

zéart féltér, kivéve ha xq = o, amikor az egész E9.
2.4.3. Definici6é. H a H halmaz lezartjat jeloli.

2.4.4. Tétel (A dualitas tulajdonsagai). i) H* konvex, zdrt, és tartal-

mazza o-t.
it) H* = (conv H)*, ha H; C Hy ,akkor Hf 2 Hj, (aH)* = ~H"*.
iii) (conv H)* = (conv H)*.
w) (Hy U Hy)* = Hr N Hj.
v) Ha K konver és zdrt, o € K akkor K** := (K*)* = K.

vi) Ha K, és Ky konvexek és zdrtak, o € Ky N Ky, akkor

(K1 N Ky)* = conv (K7 UK3).

Bizonyitds. 1) H* = Nyep{x | (x,y) < 1}, igy H* konvex zart halmazok (fél-
terek, esetleg az egész tér) metszete, vagyis maga is konvex és zart. Vilagos,
hogy o € H*, mivel (o, z) = 0.
ii) Lasd a 36. feladatot.
iii) Egyrészt conv H D conv H, amibél (conv H)* C (conv H)* azonnal jon.
Masrészt tudjuk, hogy a belsszorzat folytonos. Legyen y € (conv H)*, és
x € conv H. Vélasszunk z,, sorozatot conv H-bél, hogy z, — x. Ekkor a
folytonossag miatt (z,,y) — (x,y). Mivel minden x,-re (z,,y) < 1, igy
(z,y) <1, amibél (conv H)* 2 (conv H)*.
iv) A ii) pont alapjan, mivel Hy C HiUH,, azért HY O (H,UH,)*, hasonloan
H; D (Hy U Hy)*, igy

HiNH; O (H UH,)".

Masrészt ha x € Hy N Hy, akkor (z,y) < 1 egyrészt minden y € H;, masrészt
minden y € Hy esetén. Ebbdl x € (Hy U Hs)* adodik, vagyis

H* N H; C (H; U H,)"
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v) Vegyiik észre, hogy K C K** a definiciobol azonnal kovetkezik. Tegytik fel
indirekt, hogy létezik yo € K**\ K pont. Ekkor a 2.3.8. kiovetkezmény szerint
létezik egy H hipersik, ami szigoriian szeparalja Gket, legyen ennek egyenlete
(x,n) = a, ahol K C {z|(x,n) < a} és (yo,n) > a. Mivel 0 € K, azért «
szigortian pozitiv, vagyis K C {z|(z,n/a) < 1}. Igy n/a € K* valamint a
feltevés szerint yo € K**, ahonnan (n/a,yo) < 1, ami ellentmondas a szigoru

szeparacié miatt.

vi) A 37. feladat alapjan conv (K} U K}) konvex, és nyilvanvaloan zart, igy

(conv (K7 U K3))™ = conv (K} U K3). (2.2)

Masrészrdl ii), iii) és iv) alapjan

(conv (KT UK3) = (KUK = K{"N Ky} = KN K.
Utobbi szamitas duélisat Osszevetve (2.2) -vel nyerjiik az allitast. O
2.4.5. Példa. Az origo kozépponti, r sugara gomb dualisa az origo kozép-

ponta 1/r sugart gomb. Speciélisan az egységgémb 6nduélis.

Feladatok

36. Feladat. Bizonyitsuk a 2.4.4. tétel ii) allitasat.

37. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy konvex halmaz lezartja is konvex.
38. Feladat. Szamitsuk ki egy tetszés szerinti négyzet dualisét.

39. Feladat. Szamitsuk ki egy tetszés szerinti haromszog dualisat.
40. Feladat. Milyen alakzatra igaz, hogy K = K*7

41. Feladat. Adjunk példat olyan (legalabb 2-dimenzios) alakzatra, amire
K és K* egybevago, de K nem goémb.
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2.5. Poliéderek, politéopok

A kozépiskoldban szokasostol eltérGen fogjuk hasznalni a poliéder kifejezést.

2.5.1. Definici6. Véges sok zart féltér metszetét poliédernek nevezziik. A

korlatos poliédereket politopoknak hivjuk.

2.5.2. Példa. Poliéderre példa egy féltér. Politop minden szabélyos sokszog

a stkon, a tetraéder a térben.

2.5.3. Példa (Kocka.). A Cyq:={(x1,...,2q) € E?| |z < 1,Vi=1,...,d}
halmaz egy d-dimenzits kocka. Megfigyelhetjiik, hogy a kockat elGallitjak az

x; = £1 egyenletd hipersikokhoz tartozo, origot tartalmazo félterek.

A kovetkezg allitas azonnal mutatja, hogy egy politépra tgy is lehet gon-

dolni, mint véges sok pont konvex burkara. Az egyik iranyt nem bizonyitjuk.

2.5.4. Tétel. Minden politop véges sok pont konvex burka. Véges sok pont

konvex burka politop.

Bizonyitds. Az els6 allitas tobb el6késziiletet igényel, ezért nem bizonyitjuk.
Legyen P = conv{wy,...,7,}. Feltehets, hogy aff P = E¢ és 0 € int P.
Utobbibol kovetkezik, hogy létezik €, amire B(o,e) C P. Tovabba az 1.1.7.
tétel felhasznalasaval konnyd latni, hogy P korlatos, és vildgos, hogy zart.

Tekintsiik a P* halmazt. Erre a dualitas tulajdonsagait felhasznélva kapjuk,

hogy
P* = (conv Ufa,})" = (U{a:})” = N({x:)) = Nfy| (y,) < 1},

vagyis P* véges sok féltér metszete, igy poliéder. Masrészt B(o,e) € P miatt
B(o,1/e) D P*, vagyis P* korlatos, igy politop. Az allitas elss része szerint
igy P* véges sok pont konvex burka, P* = conv {2;}. Innen hasonléan, mint

az el6bb lathato, hogy P** is politop, ez azonban egyenls P-vel. O

Egy d-dimenzios politép lapja szintén nem a szoksasos 3-dimenziés lap

fogalmaval esik egybe.
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2.5.5. Definicié (Lap). Egy politop egy tamaszhipersikjaval vett metszetét
lapnak nevezziik. Az i-dimenzios lapok szamat f;-vel fogjuk jelolni (egy adott

P politop esetén).

Figyeljiik meg, hogy eszerint a 3-dimenziéban szokasos csucsok, élek és
lapok mind lapok lesznek az 1j elnevezés szerint is. Altalaban magasabb
dimenziéban a lap dimenzidjaval jelezziik, hogy milyen laprél van sz6. Mivel
minden lap benne van egy hipersikban, ezért ez a dimenzi6 legfeljebb d — 1
lehet. A 0-dimenzids lapokra, az eddigiekkel 6sszhangban megtartjuk a cstcs
elnevezést. A (d — 1)-dimenzios lapokat altalaban hiperlapoknak hivjuk. Az

¢l mindig 1-dimenziés lapra utal, 3-nal magasabb dimenziéban keriilendé.

Megfigyelhetjiik, hogy egy az egy dimenzios politép nem més, mint egy
szakasz; két dimenzios politopok a jol ismert (konvex) poligonok. Harom
dimenziés politépra az olvasé mar bizonyara szamtalan példat latott. Egy
dimenzioban egy politopnak (szakasznak) csak csticsai vannak, mindig pon-
tosan 2. Két dimenzidoban tudjuk, hogy akdrmennyi cstics és oldal lehet, de
ezek szama mindig egyenlé. Harom dimenzidban is viszonylag kozismert,
hogy 1étezik egy Osszefliggés a politop csiicsai, élei és lapjai szama kozott,
ezt szokas Fuler-formulanak nevezni. A kovetkezs tétel ennek az éllitasnak
az altaldnositasa magasabb dimenziéra. Az el6bbi harom konkrét példabol
méar megsejthets, hogy a bal oldalon valtott elGjellel 6sszeadva a megfeleld
dimenzids lapok szamat 0-t vagy 2-t kapunk aszerint, hogy a dimenzié paros

vagy paratlan.

2.5.6. Tétel (Euler). Legyen P d-dimenzids politép. Ekkor
(=1)'fi =1+ (=1)*

Bizonyitds. Az altaldnos bizonyitas dimenzi6 szerinti indukciéval torténhet,
mi csak a d = 3 esetre adunk egy szemléletre alapozo bizonyitéast. |[Vizsgé-
ra az elGadason elhangzott bizonyitasok és ekoziil elég egy tetszés szerintit

megtanulni.|
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A csiicsok, élek és lapok szaméra megtartjuk a bevett ¢, e és [ jelolést. Ve-
gyiik észre, hogy egy megfelel§ kiilsé pontbol egy megfelel§ sikra vetitve a
test élvazat egy sikgrafot kapunk, aminek ¢ cstucsa, e éle van, és a sikot [
tartomanyra bontja. Ha van olyan tartomany, amit nem harom él hatarol,
akkor ezt a tartoményt egy 1j éllel két tartomanyra vaghatjuk. Ezzel az élek
és a tartomanyok szama is eggyel nétt, Osszességében erre az 1j sikgrafra
pontosan akkor teljestil a tétel ha az eredetire. Ilyen 1j élek hozzaadasa utan
feltehetjiik, hogy minden tartoméany haromszog (harom él hatéarolja). Most
,kiviilrél befelé” lebontjuk a grafunk, gy, hogy torolgetjiik a haromszogeket.
Kétfajta ,kiils” haromszog van, aminek a végtelen tartomannyal egy kozos
oldala van, illetve aminek ketts. Az els6 esetben a k6zos oldalt megsziintetve
eggyel csokken az élek és a tartomanyok szdma, vagyis a tétel érvényessége
nem valtozik. A méasodik esetben két élet torliink, egy csiicsot, és megsziinik
egy tartomany. A tétel érvenyessége ettsl a miivelettdl sem valtozik. Ilyen
lépésekkel eljuthatunk addig, mig mér csak egy haromszog marad, amire a

tétel nyilvan igaz. O

Egy egyszert kdvetkezmény a harom dimenzids szabalyos testek megha-
tarozasa. Legyenek a keresett test lapjai m-szogek, és minden csiicsa legyen
k-adfokid. Innen Im = 2e adodik, hiszen a bal oldalon laponként leszamoljuk
az éleket, de minden él két lapra is illeszkedik. Masrészt ck = 2e is adodik az

éleket csticsonként leszamolva. Behelyettesitve az Euler-formulédba kapjuk,

hogy

2e n 2e 5
— — e+ — =2.
m k
Ezt atrendezve
<2k 4+ 2m — mk)
e =2
mk

adodik. Innen 2k +2m —mk > 0, vagyis (2—m)(2—k) < 4. Az sszes esetet

szisztematikusan megvizsgalva 6t megoldast kapunk az (m, k) parra: (3,3),

(3,4), (4,3), (5,3), (3,5).

2.5.7. Tétel (Szabalyos politopok 3-dimenzioban). A 3-dimenzids Euklideszi

térben 5-féle szabdlyos politop van, méghozzd a tetraéder, a kocka, az oktaéder,

30



a dodekaéder és az ikozaéder.

Legyen P tetsz6leges 3-dimenziés politdép ¢ cstcesal, e éllel és [ lappal.
Mivel minden lapra legalabb 3 él illezskedik, igy 2e > 3[. Masrészt, mivel

minden cstucs legalabb harmadfoku, igy 2e > 3c.

2.5.8. Tétel ((c,e,l) harmasok jellemzése). Pontosan akkor létezik P hd-

romdimenzios politop ¢ csiccsal, e €llel és | lappal, ha

ec—e+l=2,

mindegyike teljesiil.

Bizonyitds. A szikségesség az Euler-formulabdl és az el6zetes megjegyzésbdl
kovetkezik.

Az elégségességet gy latjuk be, hogy minden megfelel harmashoz konst-
rualunk egy politopot, ami realizalja. ElGszor is vegyiik észre, hogy a felté-

telekkel ekvivalens a kovetkezd harom feltétel:
e c—e+l=2,
e 2l >c+4,
e 2c >+ 4.

Ilyen modon elegendd a lapok és a cstucsok szamara figyelni, hiszen az élek
szama az Euler-tétel miatt ,automatikusan” jo lesz. Egyszertien azt mond-
juk, hogy az (a, b) szampar realizalhato, ha létezik 3-politop a darab cstccesal
és b darab lappal. Harom lépésben bizonyitunk.

1, Ha a > 4, akkor (a,a) realizalhato.

2, Ha (a,a) realizalhato, akkor (a + i,a + 2i) is realizalhaté minden nem
negativ 7 esetén.

3, Ha (a,a) realizalhato, akkor (a + 2i,a + i) is realizdlhat6 minden nem
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negativ 7 esetén.

Konnyt meggondolni, hogy ezekbdl az allitas mar kévetkezik.

1, belatashoz elég egy (a — 1)-szog alapu gulara gondolni. 2, belatasahoz, az
el6bb megadott gilabol indulva i-szer ,ragasztunk” egy haromszoglapra kifelé
egy ,lapos” galat. Konnytd latni, hogy mindig lesz haromszog lap, ami hasz-
nalhato. 3, belatasahoz pedig a gulabodl indulva ¢-szer lecsapunk harmadfoku

csucsokat. Konnyt latni, hogy harmadfoku cstics is mindig marad. O

A kovetkez6 tétel szerint minden kompakt, konvex testhez van tetszdle-

gesen ,kozel” egy politop.

2.5.9. Definicio. Legyen K kompakt, konvex test. Ekkor K(¢) := {x €
E|3p e K : d(p,z) < ¢e}.

2.5.10. Tétel (Politop approximéacio.). Legyen K kompakt, konvex test. Ek-
kor barmely € > 0 esetén létezik P politop, hogy

PCKCP(e).

Bizonyitds. Rogzitsiik ¢ > 0-t. Legyen B(x,¢) az x kdzéppontid, € sugart

nyilt gomb. Nyilvanvaléan
K g UCL‘EKB<$7€)'

Mivel K kompakt, ezért ebbdl a nyilt fedésbdl kivalszthato egy véges fedd

rendszer, vagyis léteznek xq, ..., x, pontok K-ban, hogy

Legyen P := conv{xy,...,z,}. P C K teljesiil, mivel K konvex. Masrészt
barmely x € K esetén létezik j index, hogy « € B(x;,¢) a véges fedés miatt.
Igy viszont z € P(e) és K C P(e). O
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