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lgy kezd&détt...

Valamikor 1996 tavaszdn, a Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny
megyei forduldjin, a hetedik osztalyosok versenyén. [Korhii idézet.]

4. feladat

Az ABCD konvex négyszog melyik belsé pontjara igaz, hogy a

négy csicstdl mért tavolsdganak osszege a legkisebb? Allitdsodat
indokold!
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lgy kezd&détt...

Megoldas.

Az atlék metszéspontja legyen M, P pedig tetszéleges. A
haromszog-egyenlétlenséget felhaszndlva ACPa-re és BDP-re:

AP + BP + CP + DP > AC + BD = AM + BM + CM + DM.

Egyenloség csak P = M esetben all, tehat a keresett minimumot
az atlék metszéspontja adja. O

v
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A konvexitds az j6 dolog?

A feladat megolddsaban Iényeges volt, hogy ABCD négyszog
konvex. (Hol?) De l4tszélag sok a feladatban a "felesleges” és
nem is feltétleniil természetes feltevés. Megfogalmazhatjuk a
kovetkezo, altalanosabb kérdést.
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A konvexitds az j6 dolog?

A feladat megolddsaban Iényeges volt, hogy ABCD négyszog
konvex. (Hol?) De l4tszélag sok a feladatban a "felesleges” és
nem is feltétleniil természetes feltevés. Megfogalmazhatjuk a
kovetkezo, altalanosabb kérdést.

Probléma

Adottak az A, B, C és D pontok a sikon. A sik melyik pontjara
igaz, hogy a négy ponttdl mért tavolsdganak osszege a legkisebb?
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A konvexitds az j6 dolog?

A feladat megolddsaban Iényeges volt, hogy ABCD négyszog
konvex. (Hol?) De l4tszélag sok a feladatban a "felesleges” és
nem is feltétleniil természetes feltevés. Megfogalmazhatjuk a
kovetkezo, altalanosabb kérdést.

Probléma

Adottak az A, B, C és D pontok a sikon. A sik melyik pontjara
igaz, hogy a négy ponttdl mért tavolsdganak osszege a legkisebb?

Ha ABCD egy konvex négyszog, akkor el6z6 érvelésiink
természetesen helyes marad. Sét, ha D pont az ABCa hatérédn
van, akkor is. Marad tehdt az az eset, ha a D pont az ABCx
belsejében van.

Vigh Viktor SZTE Bolyai Intézet A Fermat-Torricelli pont



Egy jol ismert, hasonlé feladat...

Igazoljuk, hogy ha P az XYZx egy Z-t6l kiilonbozé pontja, akkor

PX +PY < ZX + ZY.
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Egy jol ismert, hasonlé feladat...

Igazoljuk, hogy ha P az XYZx egy Z-t6l kiilonbozé pontja, akkor

PX +PY < ZX + ZY.

Kvizkérdés a tandroknak: hdnyas feladat ez a Geo. |.-ben?
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Egy jol ismert, hasonlé feladat...

Igazoljuk, hogy ha P az XYZx egy Z-t6l kiilonbozé pontja, akkor

PX +PY < ZX + ZY.

Kvizkérdés a tanaroknak: hdnyas feladat ez a Geo. |.-ben? Vilasz: 172.
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Megoldas

X
4
XTZpn: XT=XP+PT <TZ+XZ.
PYTn : PY < PT +TY.
® : XP + PY < XZ + ZY.
Egyenldség csak akkor all, ha P € YZ és P € XZ egyszerre
teljesul. O
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A nem konvex eset

Térjlink vissza az eredeti feladathoz, amikor D az ABCA
belsejében van, és azt az M pontot keressiik, aminek az adott négy
ponttdl mért tdvolsdgosszege minimalis.
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A nem konvex eset

Térjlink vissza az eredeti feladathoz, amikor D az ABCA
belsejében van, és azt az M pontot keressiik, aminek az adott négy
ponttdl mért tdvolsdgosszege minimalis.

Elészor is vegyiik észre, hogy (tetszéleges P pont esetén) a
PABA, PACA és PBCh egylittesen lefedik az ABCa-t. Ezért
valamelyikéjik, mondjuk PABA, tartalmazza (legalabb a hatdran)
D pontot.
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A nem konvex eset

Térjlink vissza az eredeti feladathoz, amikor D az ABCA
belsejében van, és azt az M pontot keressiik, aminek az adott négy
ponttdl mért tdvolsdgosszege minimalis.

Elészor is vegyiik észre, hogy (tetszéleges P pont esetén) a
PABA, PACA és PBCh egylittesen lefedik az ABCa-t. Ezért
valamelyikéjik, mondjuk PABA, tartalmazza (legalabb a hatdran)
D pontot.

Az el6z6 segédallitas szerint PA + PB > DA LB (7 yen|Oség
csak P = D esetben &llhat.) Mdsrészt PC + PD > DC.
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A nem konvex eset

Osszegezve:
PA+ PB + PC + PD > DA+ DB + DC,

és egyenl6ség csak P = D esetén allhat, igy M = D adja a keresett
a minimumot.
C
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Miért nem csak harom pontra kérdeztiik el6szor?

Probléma

Adottak az A, B és C pontok a sikon. A sik melyik M pontjara
igaz, hogy a hdrom ponttdl mért tavolsaganak osszege a legkisebb?
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Miért nem csak harom pontra kérdeztiik el6szor?

Probléma

Adottak az A, B és C pontok a sikon. A sik melyik M pontjara
igaz, hogy a hdrom ponttdl mért tavolsaganak osszege a legkisebb?

Hazi feladat:
@ az A, B és C kollinearis eset megoldasa;

e megmutatni, ha P ¢ ABCx, akkor P nem lehet a megoldas.
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HA LEGALABB A DELUTANI
ELOADASOKON NEM nnnnl LECKET

"AZNAGYON JO LENNE
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Az izogonalis pont

Legyen tehdt P az ABCa egy pontja, és forgassuk el 60°-kal a CP
szakaszt A korul az dbra szerint.
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Az izogonalis pont

Legyen tehdt P az ABCa egy pontja, és forgassuk el 60°-kal a CP
szakaszt A korul az dbra szerint.

A forgatas miatt C'P’ = CP és PP’ = AP'.
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Az izogonalis pont

Legyen tehdt P az ABCa egy pontja, és forgassuk el 60°-kal a CP
szakaszt A korul az dbra szerint.

A forgatas miatt C'P’ = CP és PP’ = AP'. I,gy a
hdromszog-egyenlStlenség miatt:

AP+ BP + CP = PP+ BP + C'P' > BC'.

Egyenl8ség csak abban az esetben teljesiil, ha B, P, P’ és C’ ebben
a sorrendben egy egyenesen fekszenek.

Vigh Viktor SZTE Bolyai Intézet A Fermat-Torricelli pont



Az izogonalis pont

Nézzik meg, mi kovetkezik abbdl, ha egyenldség teljesiil!
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Az izogonalis pont

Nézzik meg, mi kovetkezik abbdl, ha egyenldség teljesiil!

—p

Mivel, AMM, szabdlyos, igy AMB/ = 120° valamint
AM'C'Z = 120° is teljesiil. Utdbbi a forgatds megyegyezik
AMC /-gel, igy AMC/ = 120°, s végiil BMC/ = 120° is
kovetkezik.

Vigh Viktor SZTE Bolyai Intézet A Fermat-Torricelli pont



Az izogonalis pont

Nézzik meg, mi kovetkezik abbdl, ha egyenldség teljesiil!

—p

Mivel, AMM, szabdlyos, igy AMB/ = 120° valamint

AM'C'Z = 120° is teljesiil. Utdbbi a forgatds megyegyezik

AMC Z-gel, igy AMC/ = 120°, s végil BMC/ = 120° is
kovetkezik.

Ilyen M pont csak akkor létezik, ha nincs a hdromszognek 120°-nal
nagyobb szoge, de olyankor egyértelmii. (lde véve azt a
lehetéséget, hogy M a 120°-ndl 1évd cslics legyen. ) (Biz:
latokorivek.)
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Ha van "nagy” szog...

Ha valamelyik szog tobb, mint 120°, akkor a tompaszogli cslics a
keresett pont. Ennek szabatos kimutatdsa hasonlé a masik esethez

- szintén hazi feladat.
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Altaldban mi a helyzet?

Megfogalmazhatjuk a problémat altalanosan, n pontra is.

Probléma

Adottak az altaldnos helyzetli Aj, Ao, ..., A, pontok a sikon. A sik
melyik M pontjara igaz, hogy az n adott ponttdl mért
tavolsaganak osszege a legkisebb?
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Altaldban mi a helyzet?

Megfogalmazhatjuk a problémat altalanosan, n pontra is.

Probléma

Adottak az altaldnos helyzetli Aj, Ao, ..., A, pontok a sikon. A sik
melyik M pontjara igaz, hogy az n adott ponttdl mért
tavolsaganak osszege a legkisebb?

llyen pont mindig létezik, és egyértelm(i. (Az dssztavolsdgot mérd
f fliggvény a haromszog-egyenlétlenség miatt P futd pont
szigortian konvex fliggvénye, aminek "a végtelenben végtelen a
hatdrértéke” .)

Vigh Viktor SZTE Bolyai Intézet A Fermat-Torricelli pont



A nagy tétel

Jeldlje u;(X) az )W/PHH egységvektort.
Tétel (L. Lindelof (1867), R. Sturm (1884))

A keresett M pont vagy valamelyik A; pont, vagy sem.
Az els6 esetben legyen M = A;,, ekkor

ioy

> uw(M) <1 (1)

1<i<n;i#ig

A masodik esetben
n

Zu,-(l\/l)‘ =0. (2)

i=1

Tovabba, ha (1) teljesiil valamely ip-ra, akkor M = A;,; valamint
ha (2) teljesiil valamely M pontra, akkor az az M adja a keresett
minimumot.

Az M pontot Fermat-Torricelli pontnak szokds nevezni.
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A harom pont esete - Gjratoltve

Ha van izogondlis pont, akkor a tétel szerint az adja a megoldast.

Ay

.A3
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A harom pont esete - Gjratoltve

Ha nincs izogonalis pont, akkor a tétel szerint van egy olyan iy,
ahonnan indulé egységvektorok (esetiinkben két darab) Gsszegének
hossza egynél kisebb - vagyis a vektorok szoge 120°-nél nagyobb.
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A négy pont esete - Ujratoltve

Konvex esetben az atlék metszéspontjabdl induld egységvektorok
osszege trividlisan nulla, mert paronként egymas ellentettjei, igy a
tétel szerint ez a megoldas.

Ay

0A4

o A3
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A négy pont esete - Ujratoltve

A nemkonvex eset:
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A tétel szemléletes bizonyitasa

A Pdlya-féle mechanikai modell
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Megjegyzések

A tétel valdjaban akadrhany dimenzidban szé szerint ugyanigy igaz,
a bizonyitds sem bonyolddik |ényegesen.
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Megjegyzések

A tétel valdjaban akadrhany dimenzidban szé szerint ugyanigy igaz,
a bizonyitds sem bonyolddik |ényegesen.

Magasabb dimenzidban a tétel feltételeinek " geometriai” feloldasa
mar jéval bonyolultabb, mint a sikban.
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Megjegyzések

A tétel valdjaban akadrhany dimenzidban szé szerint ugyanigy igaz,
a bizonyitds sem bonyolddik |ényegesen.

Magasabb dimenzidban a tétel feltételeinek " geometriai” feloldasa
mar jéval bonyolultabb, mint a sikban.

Y. S. Kupitz és H. Martini 1994-ben igazolta, hogy az izogondlis
pontnak van haromdimenzids analdgidja. Lényegében azt mutattdk
meg, hogy ha egy tetraéder minden térszoge legfeljebb 7, akkor
létezik egy belsé pontja, ahonnan minden lapja pontosan 7 térszog
alatt latszik, és ez a pont épp a négy cstics Fermat-Torricelli
pontja. Ha van nagy térszog, akkor a Fermat-Toricelli pont
valamelyik cstcs.
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Megjegyzések

A tétel valdjaban akadrhany dimenzidban szé szerint ugyanigy igaz,
a bizonyitds sem bonyolddik |ényegesen.

Magasabb dimenzidban a tétel feltételeinek " geometriai” feloldasa
mar jéval bonyolultabb, mint a sikban.

Y. S. Kupitz és H. Martini 1994-ben igazolta, hogy az izogondlis
pontnak van haromdimenzids analdgidja. Lényegében azt mutattdk
meg, hogy ha egy tetraéder minden térszoge legfeljebb 7, akkor
létezik egy belsé pontja, ahonnan minden lapja pontosan 7 térszog
alatt latszik, és ez a pont épp a négy cstics Fermat-Torricelli
pontja. Ha van nagy térszog, akkor a Fermat-Toricelli pont
valamelyik cstcs.

Legjobb tudomasom szerint ez az egyetlen |étezé " geometriai”
jellegli magasabb dimenzids allitas.
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Koszonom a figyelmet!

Vigh Viktor SZTE Bolyai Intézet A Fermat-Torricelli pont



