Feladatgytjtemény Geometria I. kurzushoz

Vigh Viktor *

1. Térelemek kolcsonos helyzete, illeszkedés

1.1. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy ha hdrom sik kézil barmely kettd eqy
egyenesben metszi eqymdst, €s a metszeteqyenesek kézil valamely kettd eqy P
pontban metszi eqymdst, akkor a haramdik metszetegyenes is illeszkedik P-re.

1.2. gyakorlat. Adott 3 pdronként egyenesben metszd sik. A hdrom met-
szésvonaluk kozil kettd parhuzamos. Mutassuk meg, hogy ekkor bdrmely két
metszésvonal parhuzamos!

1.3. gyakorlat. Adjunk meg a térben
(a) hdrom

(b) n

(c) végtelen sok

pdaronként kitérd egyenest!

1.4. gyakorlat. Bdrmely hdarom nem kollinedris pont egyértelmiien megha-
taroz eqy sikot. Legfeljebb hdny sikot hatdroz meg

(a) négy
(b) 6t
(c) n
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ktilonbozd pont? Adjunk példdt olyan konfigurdciora, ami a maximumot szol-
gdltatja!

1.5. gyakorlat. Hdny sikot hatdrozhat meg it pont a térben? Minden lehet-
séges kiilonbozd konfigurdciot adjunk meg!

1.6. gyakorlat. Adottak a kiilonbozd sikokban fekvd A1 B1C1/\ és Ay BsCy/A\
hdromszégek. Tudjuk, hogy az A1B; és AsBy egyenesek My, A1Cy és AsCy
eqyenesek My, végil a B1Cy és BoCs egyenesek Ms pontokban metszik egy-
mdast. Mutassuk meg, hogy My, My és Mz pontok kollinedrisak.

1.7. gyakorlat. Adott két kitérd e és f egyenes a térben. Mutassuk meg,
hogy ekkor egyértelmiien létezik eqy harmadik g egyenes, amely e-t és f-t
egyardnt metszi, €s azok mindegyikére merdleges. (Ezt a g egyenest az e és f
egyenesek normdltranszferzdlisanak hivjuk.)

1.8. gyakorlat. Egy tetraéder minden éle eqységnyi. Mennyi két kitérd (szem-
kozti) élének tavolsiga?

1.9. gyakorlat. Az e egyenes pdrhuzamos a metszd S; és Sy sikok mind-
egyikével. Mutassuk meg, hogy e pdarhuzamos S; N Sy egyenessel is.

1.10. gyakorlat. Lehet-e eqy kocka sikmetszete
(a) szabdlyos tszog?

(b) szabdlyos hatszog?

1.11. gyakorlat. Hany részre osztjik a teret eqy
(a) szabdlyos tetraéder

(b) kocka

lapsikjai?

1.12. feladat. Adott négy sik, melyek kézil barmely kettd metszi egymdst.
Lehet-e a sikok 6 metszésvonala kéziil

a, pontosan 3

b, pontosan 4

pdrhuzamos?

1.13. feladat. Adott a skiban négy kérvonal, amik kézil barmely hdrom il-
leszkedik eqy gombfeliiletre. Mutassuk meg, hogy mind a négy illeszkedik eqy
gombfeliiletre!



1.14. feladat. Legfeljebb hdny részre oszthatja a sikot
(a) négy

(b) ot

(c) n

egyenes?

1.15. feladat. Legfeljebb hdny részre oszthatja a teret
(a) négy

(b) ot

(c) n

sik?

1.16. feladat (Gallai-Sylvester tétel). (a) Igazoljuk, hogy ha egy sikon
valasztott véges sok pontra igaz, hogy a sik egyetlen egyenesére sem pon-
tosan kettd kivdlasztott pont illeszkedik, akkor az 6sszes kivdlasztott pont
illeszkedik egyetlen egyenesre.

(b) Adott n nem kollinedris pont a sikon. Mutassuk meg, hogy legaldbb n
olyan egyenes van, amire az adott pontok kozil legalabb kettd illeszkedik!

2. Sikizometridk, szimmetriak

2.1. gyakorlat. Milyen sikizometria két
(a) egymdssal parhuzamos
(b) egymdst o« szogben metszd

egyenesre vett tengelyes tikrozés szorzata?

2.2. gyakorlat. Milyen sikizometria hdrom kiilonbozd, eqymdssal pdarhuza-
mos eqyenesre vett tengelyes tikrézés szorzata?

2.3. gyakorlat. Milyen sikizometria eqy eltolds €s eqy forgatds szorzata?



2.4. gyakorlat. Egy K korldtos alakzat tengelyesen szimmetrikus az e €s f
egyenesekre vonatkozoan is. Igaz-e, hogy ekkor szimmetrikus az € egyenesre
is, ahol € az e egyenes f-re vett tikorképe? Indokoljunk részletesen, vagy
adjunk ellenpélddt!

2.5. feladat. Hova épitsiink a folyora hidat, hogy a két kilonbozd parton
fekvd A és B vdrosok kézott a lehetd legrovidebb 1t legyen? Mi a helyzet tobb
folyd esetén? (A vdrosok pontszeriiek, a folyck pdrhuzamos egyenespdrok dltal
hatdrolt sdvok.)

2.6. feladat. (a) Piroska a nagymamdhoz készil. Mi a legrovidebb 4it, ha
kézben még a folyoparton a korsdjdt is meqg kell téltenie friss vizzel? (Pi-
roska és a nagymama egy-eqy pont, a folyo eqy egyenes dltal hatdrolt
félsik, ami nem tartalmazza Piroskdt és a nagymamdt.)

(b) Egy hegyesszogtartomdnyban adott eqgy P pont. Mi a legrévidebb 1it, ami
a sz0g mindkét szdardt érinti, majd visszatér P-be?

(c) Egy hegyesszigtartomdnyban adottak A és B pontok. Mi a legrovidebb
A-bol B-be vezetd 1ut, ami a szog mindkét szdardt érinti?

2.7. feladat. Adott eqy k kor, eqy | egyenes és eqy A pont. Szerkessziink
olyan e egyenest A ponton keresztil, hogy a l-lel és k-val vett (egyik) met-
széspontja dltal meghatdrozott szakaszt az A pont felezze.

2.8. feladat. Adottak a k kir AB és C'D hirjai, valamint a C'D hiron egy
J pont. Szerkessziink k-n egy olyan X pontot, hogy az AX és BX hirok a
CD hirbol olyan EF szakaszt vagjanak ki, aminek J a felezéspontja.

2.9. feladat. (a) Szerkessziink hdaromsziget, ha ismerjik a hdromszog olda-
laira kifele rajzolt szabdlyos hdaromszogek harmadik csicsait!

(b) Szerkessziink hdromszéget, ha ismerjik a hdromszdg oldalaira kifele raj-
zolt négyzetek kozéppontjait

(c) Szerkessziink kilencszoget, ha ismerjik az oldalak felezépontjait!

(d) Keressiink az elsd hdarom alfeladatra kézos dltaldnositdst, és oldjuk is meg!

2.10. feladat. (a) Egy K korldtos alakzatnak pontosan két szimmetriaten-
gelye van. Igazoljuk, hogy ezek eqymdsra merdlegesek!

(b) Egy L korldtos alakzatnak pdros sok szimmetriatengelye van. Igazoljuk,
hogy L kozéppontosan szimmetrikus!



2.11. feladat. Eqy K korldtos alakzatnak legalabb két szimmetriatengelye
van. Igazoljuk, hogy az dsszes szimmetriatengely eqy kézés ponton halad ke-
resztil!

2.12. feladat (Napoleon-tétel). (a) Bizonyitsuk be, hogy egy hdromszig
oldalaira kifele (befelé) rajzolt szabdlyos hdromszogek kozéppontjai egy
szabdlyos hdaromszog csicsail!

(b) Az ABC hdromszdg oldalaira rajzoljunk egyenldszdri BC'Ay, CAB; és
ABCY hdromszégeket és az Ay, By és C csucsokndl lévd szdrszogeket
jelélje o, B és v. Mutassuk meg, hogy ha o +  + v = 360°, akkor az
A1 B1Cy hdromszog szogei a2, /2 és /2, azaz az ABC' hdromszigtdl
fiiggetlenek.

2.13. feladat. Ismerjik eqy kor AB és C'D hurjait. Keressink a korén
olyan X pontot, hogy az AX és BX hiurok a C'D hiurbol egy adott a hosszi-
sagu E'F szakaszt vagjanak ki.

2.14. feladat. A K korldtos alakzatnak van a-szogid forgdsszimmetridja (0° <
a < 180°). Igaz-e hogy K tengelyesen szimmetrikus? Igaz-e, hogy K kizép-
pontosan szimmetrikus?

2.15. gyakorlat. Az M N egyenes egyazon partjan adva van az A és B pont.
Szerkessziink az M N egyenesen olyan X pontot, amire az AX és BX egye-
nesek ugyanakkora széget zdrnak be M N egyenessel.

2.16. feladat. A bilidrdgolyo az eqyenes falrol ugyanakkora szog alatt verddik
vissza, mint amekkoraban nekititkozott.

(a) Adott a sikban n egyenes, {1, ..., 0, és két pont, A és B. Milyen szdgben
kell elékni a golyot az A pontbol, hogy minden egyenesrdl sorban vissza-
verddjon, és igy a B pontba jusson?

(b) Vizsgdljuk meg az el6z6 kérdést, ha n = 4, az egyenesek egy téglalapot
hatdrolnak, A = B eqy belsd pont. Mutassuk meg, hogy a bilidrdgolyo
dltal megtett it épp a téglalap dtlojanak kétszerese, fiiggetlenil A pont
vdlasztasdtol!  Mi torténik, ha a pontba wvald visszajutds utdn a golyo
tovabbgurul?

2.17. feladat. Az M N egyenes egyazon partjin adva van az A és B pont.
Szerkessziink az M N egyenesen olyan X pontot, amire az AX eqyenes kétszer
akkora szoget zdar be MN egyenessel, mint a BX egyenes.

2.18. feladat. Adott az { egyenes egyik partjan két pont A és B, valamint
eqy a hosszisdgu szakasz. Keressiink az £ egyenesen olyan a hosszisagi XY
szakaszt, hogy az AXY B torottvonal hossza minimdlis legyen.



3. Hasonlbésagok
3.0. beugraté Mi az, ami nagyiton kersztiil nézve is ugyanakkora marad?

3.1. gyakorlat. (a) Egy négyzet oldalait kétszeresére noveljik. Hogyan vdl-
tozik a kertlete és a teriilete?

(b) Egy kocka éleit haromszorosdra néoveljik. Hogyan vdltozik a felszine és a
térfogata?

(¢c) Egy négyzet oldalait A-szorosdra néoveljik. Hogyan vdltozik a kerilete és
a terilete?

(d) Egy kocka éleit \-szorosdra noveljik. Hogyan vdltozik a felszine és a
térfogata?

3.2. gyakorlat. Adott eqy k kor, és rajta [a korvonalon| eqy A pont. Ha-
tdrozzuk meg az A pontra illeszkedd hirok felezéspontjainak mértani helyét!
(Mértani hely: azon pontok halmaza, amelyek az adott tulajdonsdggal rendel-
keznek. Figyeljink oda, hogy nem elég megmutatni, hogy a keresett halmaz
valaminek a részhalmaza, mindig torekedyink a halmaz pontos leirdsdra, pl.:
"A keresett mértani hely az EF' egyenes, kivéve az X és Y pontokat".)

3.3. gyakorlat. Adottak a koncentrikus ki és ko korok. Szerkessziink olyan
0 egyenest ami a két kérvonalat A, B, C' és D pontokban metszi (az egyenesen
ebben a sorrendben), és AB = BC = CD.

3.4. feladat. (a) Irjunk az adott ABC hdromszigbe négyzetet, aminek két
csucsa a hdromszog AB oldaldra, egy-eqy csiucsa pedig a hdromszég AC
ill. BC oldaldra illeszkedik!

(b) Irjunk az adott ABC hdromszigbe olyan hdromszoget, aminek oldalai
pdrhuzamiosak az adott Uy, ly és U3 egyenesekkel. (Az ABC' hdromszdog
minden oldaldra illeszkedik a beirt hdaromszogg egy-egy csicsa.)

(c) Irjunk az adott ABC' hdromszigbe olyan téglalapot, amely oldalainak ard-
nya 2 : 3.

3.5. feladat. Adott egy k kor, és rajta [a korvonalon] hdrom pont A, B és
C. Szerkessziik meg azt az AX hirt, amelyet a BC' hir felez.

3.6. feladat (Feuerbach-kor). (a) Mutassuk meg, hogy egy hegyesszogi ha-
romszog magassagpontjanak az oldalaegyenesekre, illetve az oldalfelezd-
pontokra vett tikorképei mind a hdromszog korilirt korére esnek!
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(b) Mutassuk meg, hogy eqy hegyesszogd hdromszogben a magassigok talpont-
jai, az oldalfelezdpontok és a magassdgpontot a csiucsokkal 0sszekdtd sza-
kaszok felezépontjai mind illeszkednek eqy korre!

3.7. feladat. Adott az (1 egyenesen az A pont, és az ly egyenesen a B pont.
Szerkessziink € egyenest, ami olyan X ill. 'Y pontokban metszi az (1 ill. {o
egyeneseket, amikre AX = BY és

(a) € parhuzamos egy adott e egyenessel.
(b) ¢ dthalad egy rogzitett M ponton.
(c) az XY szakasz adott hosszusdgi.

(d) egy adott f egyenes felezi az XY szakaszt.

3.8. feladat. Az ABC hdromszog AD sulyvonaldnak felezépontja F. A CF
egyenes az AB oldalt az M pontban metszi. Hatdrozzuk meqg az AM : AB
ardnyt!

3.9. feladat. Az ABC hdromszogin beliil tetszdlegesen felvett O ponton dt
hizzunk pdrhuzamosokat a hdromszog oldalaival. Ezek az eqyenesek a hdrom-
szoget hat részre bontjdk, amik kézil harom hdromszog. E kis hdromszogekbe
irt korok sugarai legyenek r1, ro €s r3, mig az ABC' hdromszog beirt korének
sugara r. Mutassuk meg, hogy ri + 1o + 13 =1/

3.10. feladat. Az ABC hdromszog C'Cy silyvonaldn vegyiik fel azt a P pon-
tot amely a silyvonalat m : n ardnyban osztja (m és n pozitiv egészek). Milyen
ardnyban osztja P az AP ill. a BP egyenesnek a hdromszdgbe esé szakaszdit?

3.11. feladat (Magassag- és befogo-tétel). Egy derékszogi hdaromszdog be-
fogdi a és b, dtfogoja c, dtfogohoz tartozé magassiga m, az a és b befogok
datfogora vett merdleges vetiiletei rendre x €s y. Igazoljuk, hogy

(a) m? = zy!
(b) a* = xc, b* = yc!

3.12. feladat. Szerkessziink derékszogii hdaromszdget, ha adott az eqyik he-
gyesszoge €s befogoinak dsszege!

3.13. feladat. Az ABCD trapéz dtloi M pontban metszik eqymdst, alapjai
a €s ¢ hosszuak.Az alapokkal parhuzamos, M -re illeszkedd egyenes a szdrakat
X és'Y pontokban metszik. Fejezziik ki a €s ¢ segitségével az MX és MY
szakaszok hosszdt!



3.14. feladat. Egy trapéz két alapja a és c. Az alapokkal parhuzamosan, egy
vac hosszi szakasszal a trapézt két kisebb trapézra vagjuk. Igaz-e, hogy a két
kisebb trapéz hasonld eqgymdshoz?

3.15. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a trapéz szdaregyeneseinek metszéspontjdat
az dtlok metszéspontjaval dsszekitd eqyenes felezi a trapéz alapjait!

4. Vektorok

4.1. gyakorlat. (a) Adottak az A, B és O pontok, valamint az AB szakaszt

—
A 1 poardnyban oszto X pont. Fejezzik ki a;(}—t OA,O? valamint \ €s
W seqgitségével!

(b) Adottak az A, B, C' és O pontok, valamint az ABC/A hdaromszdg S sily-
) L ? =t ? . ? L
pontja. Fejezziik ki OS-t OA, OB valamint OC' segitségével!

4.2. gyakorlat. Igazoljuk a hdromszégekre vonatkozo cosinus-tételt!

4.3. gyakorlat. Igazoljuk, hogy egy mégyszdg oldalfelezd pontjai paralelog-
rammdt hatdroznak meg! Mi a helyzet, ha négyszégon eqy zdrt, négy csicsi
tordttvonalat értink a térben?

4.4. feladat (Euler-egyenes). (a) Az ABCA kérilirt kérének kézéppontja
anons 54+ OB+ 0C - 01t
O, magassdgpontja M. Mutassuk meg, hogy OA + OB + OC = OM!

(b) Mutassuk meg, hogy egy tetszéleges hdaromszégben a magassdagpont, a sily-
pont és a korilirt kor kozéppontja eqy egyenesre illeszkedik! Ismerink-e
eqyéb nevezetes pontot ezen az eqyenesen?

4.5. feladat. Az ABCA hegyesszogii, nem szabdlyos hdromszigben rendre
a, B ésy jeloli a szogeket a szokdsos modon. Mutassuk meg, hogy a hdromszdg
FEuler-egyenese pontosan akkor parhuzamos az AB oldallal, ha tan o -tan =
3!

4.6. feladat (Minkowski). (a) Egy konvex sokszég minden oldaldra kifelé
merdlegesen dllitunk eqy vektort, amelynek hossza épp a megfeleld oldal
hosszaval egyenld. Mutassuk meg, hogy ezeknek a vektoroknak az dsszege
a nullvektor!

(b) Egy konvex politép (poliéder) minden lapjdra kifelé merdlegesen dllitunk
eqy vektort, amelynek hossza épp a megfeleld lap teriiletével eqyenld. Mu-
tassuk meg, hogy ezeknek a vektoroknak az dsszege a nullvektor!



4.7. feladat. Legyenek az A1AsAsAy, BiBaBsBy és C1CyC3Cy négyszigek:
paralelogrammdk, valamint jelolje S; az A; B;C;/\ hdromszdg sulypontjdt. Mu-
tassuk meg, hogy S15253S54 négyszdg is paralelogramma!

4.8. feladat. Az ABCA hdromszog AB ill. BC' oldaldt 1 : X\ ardnyban
osztja a P ill. @ pont (AP/PB = 1/X és BQ/QC = 1/\). Legyen AQ N
CP =X, AC NBX =Y, S az ABCA silypontja, M pedig a magassdg-
a. A BA €s a B? vektorok, valamint a A szam segitségével fejezziik ki
% BM, B?Xz €s BY vektorokat.

4.9. feladat (Paralelogramma-tétel). Bizonyitsuk be, hogy eqy paralelog-
ramma dtloinak négyzetisszege megegyezik az oldalai négyzetisszegével!

4.10. feladat. Legyen adva eqy O kozépponti ellipszis, és rajla a P és Q)
pontok gy, hogy OP merdleges OQ-ra. Mutassuk meg, hogy PCQ egyenes
tdvolsdga az O-tdl fiiggetlen a P és Q pontok vdlasztdsdtol!

4.11. feladat. Legyen adva ABCA, beirt kérének kézéppontja K és egy tet-
szoleges O pont. Felhaszndlva a szogfelezd-tételt igazoljuk, hogy

— aOA + bOg + COE%
OK =
at+b+c

ahol a,b és ¢ a haromszog oldalait jelols.

4.12. feladat (Euler-képlet). Egy hdromszog beirt korének sugara r, ko-
rilirt korének sugara R, a két kér kézéppontjanak tdvolsdga d. Igazoljuk,
hogy

d* = R?> — 2rR!

(Haszndljuk a 4.11 feladatot.)

4.13. feladat. Az ABC hdromszog k korilirt korének kozéppontja O. A k
kor BC, AC és AB "rovidebb" (rendre az A, B és C' pontokat nem tar-
talmazo) tveinek felezéspontjai rendre A’, B' és C'. Mutassuk meg, hogy

OA"+ OB +0C" = OK, ahol K az ABC/\-be irt kér kézéppontja.

4.14. feladat. Eqy eqységkorbe irt hurnégyszog dtloi merdlegesek eqymdsra.
Mutassuk meg, hogy oldalainak négyzetisszege 8!

4.15. feladat. FEgy hirnégyszog dtlor merdlegesek eqgymdsra. Mutassuk meg,
hogy a korilirt kor kozéppontjdnak eqy oldaltol mért tavolsdaga épp a szemkdozi
oldal fele!



4.16. feladat. Az ABCA beirt kore az oldalakat rendre Ay, By és Cy pon-
tokban érinti. Mutassuk meg, hogy AA,, BBy és C'C} szakaszok egy pontban
metszik eqymdst? Mi a helyzet, ha a megfelelé oldalkon a megfeleld hozzdirt
korok érintési pontjat vessziik?

4.17. feladat. Mutassuk meg, hogy eqy tetszdleges hdaromszog siulypontja eqy-
beesik a kozépvonal-hdromszoge sulypontjdval!

4.18. feladat. Az ABC/A magassdgpontja M, kérilirt kérének kozéppontja
O, ennek AB egyenesre vett tikorképe O'. Milyen négyszég COMO'?

4.19. feladat (Magassagpont). Mutassuk meg, hogy a hdromszdg magas-
sagvonalai eqy pontban metszik eqymdst!

5. Vektorialis szorzat, koordindtageometria

- = -
5.1. gyakorlat. Legyen i, j és k hdrom, egymdsra pdronként merdleges
egyséquektor, a pedig tetszdleges vektor a térben. Mutassuk meg, hogy

— T

— - = —
ad=(i,d)i +(j,ad)j +(k,d) k.

5.2. gyakorlat. Vezessiik le az eqyenes és a sik normdlvektoros egyenletét!

5.3. gyakorlat. Adott e eqyséquektor és eqy rd merdleges a wektor. Mivel
egyenld @ x (€ x (... € x (€ x @))) szorzat, ahol az € vektor 2013-szor
szerepel tényezdként?

5.4. gyakorlat. Tegyiik fel, hogy @ + b + @ = 0. Igazoljuk, hogy

b
b

_>
X b = K

X X

5.5. gyakorlat. Legyen e egységuektor. Igazoljuk, hogy

q=(¢, )¢ +(¢xd)x ¢!

[Megjegyzés: a formula lényegében azt mutatja, hogy egy adott a vek-
tor hogyan bonthato fel az e eqyséquektorral parhuzamos és arra merdleges
komponensre. Mdsképpen gy is gondolhatunk rd, hogy a skaldris és a vekto-
ridlis szorzds segitségével leirtuk az egyenesre ill. sikra vonatkozo merdleges
vetitést, lasd még 5.1 gyakorlatot.]
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_>
5.6. gyakorlat. Igazoljuk, hogy tetszdleges d, b és ¢ vektorokra

(@ x 0,7)=(T, 1 x @)

_>—>

Az (@ x b ) = (d, T x ?) szorzatot az b és @ vektorok vegyesszor-

zatanak hwjuk, €s eqyszerien d b7 -vel jeloljuk.

5.7. gyakorlat. Az A(0,1,0), B(2,0,0), C(3,1,1) és D pontok konvex bur-
kdnak térfogata 4! Irja fel D mértani helyének egyenletét!

5.8. gyakorlat. Szamitsuk ki az A(0,1,0), B(2,1,0), C(3,2,1), D(1,2,1)
és FE(2,0,3) pontok konvex burkdnak térfogatat!

5.9. gyakorlat. Mekkora szog alatt ldtszik az AB szakasz a C pontbdl, ha
A(1,2,4), B(11,3,7) és C(—1,10,11)?

5.10. gyakorlat. Szamitsuk ki az v — 2y + 4z = 10 és v — 2y + 4z = 31
eqyenlett sikok tdvolsdgat!

5.11. gyakorlat. Adjuk meg annak az eqgyenesnek eqy paraméterezését, ame-
lyikre illeszkedik a P(2,—1,3) pont és metszi a (2t — 3, —t + 1,5t — 7) és
(3t + 1,t,2t) paraméterzési eqyenesek mindegyikét!

5.12. gyakorlat. Adjuk meg annak az eqyenesnek eqy paraméterezését, ame-
lyik merdlegesen metszi a (2t—3, —t+1,5t—7) és (3t+1,t,2t) paraméterzési
egyenesek mindeqyikét!

5.13. gyakorlat. Szamitsuk ki a (2t — 3,—t + 1,5t — 7) és (3t + 1,t,2t)
paraméterzési egyenesek tdavolsdgadt!

5.14. gyakorlat. Szamitsuk ki a P(10,11,12) pontnak az x + 2y + 2z = 7
eqyenlett sikra vonatkozo merdleges vetiiletét!

5.15. gyakorlat. Adjuk meg az (u —2v + 1,v,3u — 3) és (u,u + v,2u — 1)
parameéterezési sikok metszésvonalanak eqy paraméterezését.

5.16. gyakorlat. Szamitsuk ki a (3t —1,2t+2,t) paraméterezési egyenes és
az x — 2y + z = 17 egyenletd sik metszéspontjainak koordindtdit!

5.17. gyakorlat. [rjuk fel annak a siknak az egyenletét, ami illeszkedik a
(t, =3t + 1,7) egyenesre és parhuzamos a (—t, —t,3t + 2) egyenessel!
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5.18. feladat. Irjuk fel a (t,3t, —2t+1) egyenes x—y-+z = 1 sikra vonatkozo
tiikorképének eqy paraméterezését!

5.19. feladat. A P, QQ és R pontok gy helyezkednek el az O kézépponti
22 2 22

egyenleti ellipszoidon, hogy az OP, OQ, OR szakaszok pdronként merdlege-

sek eqgymdsra. Mutassuk meg, hogy a PQR sik és O tdvolsiga nem figg P,

Q, és R meguvdlasztdsdtol. (Nehéz!)

6. Parabola, hiperbola, ellipszis

6.1. gyakorlat. Adott eqy P pont és eqy e egyenes, P ¢ e. Mi a P pontot
a keriiletén tartalmazo, e-t érintd korok kozéppontjainak mértant helye?

6.2. gyakorlat. Adott eqy eqy k kor, és eqy k keriiletére nem illeszkedd P
pont. Mv Mi a P pontot a keriletén tartalmazo, k-t érintd korok kézéppont-
jainak mértani helye?

6.3. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy a parabola érintdje rendelkezik a ko-
vetkezd tulajdonsdgokkal:

a) a fokuszbol az érintdre huzott merdleges talppontja a tengelyponthoz hizott
érintore illeszkedik.

b) a fokusznak az érintdre vett tikirképe a vezéregyenesre illeszkedik.

c¢) az y* = 2px parabola barmelyik a tengelyponthoz hizott érintétdl kiilon-
b6zd érintdje az y tengelybdl feleakkora szakaszt vdg le, mint amekkora az
érintési pont ordindtdja.

d) az y? = 2px parabola barmelyik érintdje az x tengelyt olyan pontban met-
szi, amelynek az origotol vett tdvolsdga eqyenld az érintési pont abszcisszd-
javal.

6.4. gyakorlat. Szdmitsuk ki az

2 2
2 v
9 16

ellipszis kis- és nagytengelyének hosszdt, valamint fokuszpontjai koordindtdit!
Irjuk fel a (4,5) pontbdl az ellipszishez huzott érintdk egyenleteit!
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6.5. gyakorlat. Szdmitsuk ki az x®>—4y? = 144 hiperbola tengelyeinek hosszt,
valamint fokuszainak koordindtdit. Huzzunk érintdt a hiperboldhoz a (0,1)
pontbol!

6.6. gyakorlat. Milyen messze van a 3x+4y+46 = 0 egyenes az y = 2% /64
paraboldtol?

6.7. gyakorlat. Bizonyitsuk, hogy eqy ellipszis eqyik fokuszpontjanak tikor-
képe eqy érintdre illeszkedik a mdsik fokuszponthoz tartozo vezérkorre.

6.8. feladat. Két ellipszis eqyik fokusza kozos. Mutassuk meg, hogy legfel-
jebb 2 kizds kiilsd érintdyik van!

6.9. gyakorlat. Igazoljuk, hogy eqy merdleges szdri hiperbola barmely érin-
tdje ugyanakkora teriletd hdaromszéoget hatdrol az aszimptotdkkal!

6.10. gyakorlat. Igazoljuk, hogy eqy merdleges szdari hiperbola barmely érin-
tdjének az aszimptotik kézé esd szakaszdt felezi az érintési pont!

6.11. feladat. Igazoljuk, hogy ha eqy kiilsé P pontbol érintdket huzunk a
kupszelethez, akkor a P-t az érintési pontokkal 0sszekdtd szakaszok a kiupsze-
let fokuszdabol vagy eqyenld, vagy pedig eqymdst 180°-ra kiegészitd szdgekben
latszanak. Az utobbi eset csak akkor fordul eld, ha a kipszelet hiperbola és a
két érintd annak két kilonbozd dagahoz tartozik.

6.12. feladat. Legyen IC egy hiperboldtdl kiilonbozd kiupszelet, e; és ey pedig
két rogzitett érintdje. Igazoljuk, hogy ekkor IC tetszdleges érintdjének ey €s ey

kozé esd szakasza K fokuszabol allando szog alatt ldtszik.

6.13. feladat. Legyen adva K kupszelet az F' fokuszdval és v vezéralakzatd-
val. Szerkessziik meg IKC és egy adott e egyenes metszéspontjait!

6.14. feladat. Legyen adva IC kipszelet az F' fokuszdval €és v vezéralakzatd-
val. Szerkessziink KC-hoz érintdt eqy adott P pontbol!

6.15. feladat. Legyen adva KC kipszelet az F' fokuszdval és v vezéralakzatd-
val. Szerkessziink K-hoz érintdt eqy adott e egyenessel parhuzamosan!

13



7. A haromszog

7.1. feladat. Vegyiink egy hegyesszogi ABC hdromsziget, a szokdsos jeldlé-
sekkel: a, b, c jeloli az oldalakat, o, B, v a szdgeket, r a beirt, R a korilirt,
Ta, Ty €8 1. a megfeleld hozzdairt korok sugarai. Jelolje tovdbbd my,, my €s m,
a magassdagokat, T a teriiletet és s a félkeriiletet. A beirt és korilirt kirok
kézéppontjanak tdvolsdga legyen d.

lgazoljuk, hogy

11t , 1 4 1y
a’r_ma_l_mb_l_mc'

ine.sin8 . sin2 = 8=a)=b)(=0)
b, sin§ -sing -sing = - /

T

1 1 1 _ 1
Ot tn=5

in2.gin8.5in2 = =/
d, sin§ -sing -sin g = /=

(s=b)(s—c) /

[
e, tan 5 = So—a)

f, ha a haromszog nem derékszégi, akkor tan a+tan f+tany = tan a tan 3 tan~y/

7.2. feladat. Mutassuk meg, hogy cosa + cos 5 + cosy < 3/2! [Lasd: 8.6.
feladat]

7.3. feladat. Eqy hdromszdg beirt kérének sugara r, hozzdirt kéreinek suga-
rai rendre rq, 1y €S r.. Mutassuk meg, hogy

r T T
—+—+—=1

Tq p e

7.4. feladat. Eqgy hdromszog belsd szogei o, 3,y. Mutassuk meg, hogy
1
cosa - cos - cosy < 3
7.5. feladat. Mutassuk meg, hogy

! = LS

sin 5 sing  sing

[Ldsd: 8.6. feladat]

7.6. feladat. Igazoljuk, hogy egy hdaromszog a,b, c oldalaira

(a) a®b(a — b) + b*c(b — c) + alc — a) > 0!
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(b) (—a+b+c)a—b+c)(a+b—c) < abe!

7.7. feladat. Mutassuk meg, hogy ha P az ABCA belsd pontja, akkor a
PABZ, PBCZ és PCAZ szogek kéziil legaldbb az egyik nem nagyobb 30°-
nal! [Lasd: 8.6. feladat]

7.8. feladat. Igazoljuk, hogy egy hdaromszog a,b, c oldalaira

§< (a+b+c)
8 ~ (a+b)(b+c)(c+a)

<4

7.9. feladat. Egy hdromszog oldalai a,b, c. Mutassuk meg, hogy
a*(—a+b+c)+b*(a—b+c)+c(a+b—c) < 3abe.

7.10. feladat. Az ABC/A hdromszog ¢ oldala egységnyi, vele szemben fekvd
szoge v = 45°. Mutassuk meg, hogy ABC/A lefedhetd kettd darab, egységnyi
atmérdji korrel!

7.11. feladat. Egy derékszogi haromszog befogoi a €s b, beirt korének sugara
r. Mutassuk meg, hogy

2ab 4
(a+b)r ’

7.12. feladat. Az ABCx hdromszdog belsejében levd P pontra PAB/Z =
PBC/Z = PCAZ = ¢. Mutassuk meg, hogy ha a hdromszog szégei o , 3
€s vy , akkor

2+V2<

1 1 1 1

- =~ + = . .
sin?p  sina  sin?fB  sin’y

8. Nevezetes egyenlStlenségek, széls6értékfel-
adatok

8.1. feladat (Izogonalis pont, Fermat-Toricelli pont). Adott ABC' he-
gyesszogi hdaromszogben keressiik meg azt pontot, aminek a csicsoktol mért
tdvolsdgdsszege minimalis! Mutassuk meg, hogy ez a pont eqyértelmd, beldle
minden oldal ugyanakkora szég alatt ldtszik!

8.2. feladat (Talpponti haromszo6g). Adott a hegyesszogi ABC' hdrom-
szog, eqy H hdromszioget az ABC'-ba irtnak mondunk, ha H egy-egy csiucsa
illeszkedik ABC' egy-eqy oldaldra. Tekintsiik az ABC hdromszog magassdg-
vonalainak talppontjai dltal meghatdrozott haromszéoget. Mutassuk meg, hogy
az ABC-be irt haromszdgek kézil a talpponti hdaromszog keriilete a legkisebb!
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8.3. feladat. Egy konver négyszog oldalai rendre a kériljdrds szerint a,b, ¢
és d, terilete T. Igazoljuk, hogy

ac + bd > 2T

8.4. feladat (Ptolemaiosz-tétel (Nehéz!)). Egy konvex négyszog oldalai
a koriljards szerint a, b, ¢ és d, dtlov e és f. Igazoljuk, hogy

ac+bd > ef.
8.5. feladat. Irjunk félgombbe mazimdlis térfogati téglatestet!

8.6. feladat (Erdds-Mordell egyenlStlenség (Nehéz!)). Legyen P az ABCA
belsé vagy hatdrpontja, az oldalegyenesktdl mért tavolsdgai rendre x,y €s z,
mig a csucsoktol mért tavolsagar u,w és v. Ekkor

u+v+w>2x+y+2),

€s egqyenldség csak akkor teljesiil, ha P az ABC/ szabdlyos hdromszog ko-
zéppontja.

8.7. feladat (SugaregyenlGtlenség). Mutassuk meg, hogy egy hdromszig
beirt korének sugara legfeljebb fele akkora, mint a kérilirt kérének sugara!

8.8. feladat. Mutassuk meg, hogy eqy hegyesszogi haromszog beirt korének r
sugardra, My, My €S m. magassagaira, valamint korilirt korének R sugardra

fenndll, hogy
9R
9r <mg+mp +me < 5
8.9. feladat. Irjunk adott kirbe mazimdlis teriletd n-széget! Irjunk adott

kér kéré minimalis teriletd n-széget!

8.10. feladat. Irjunk adott kérbe mazimdlis keriiletd n-széget! Irjunk adott
kor koré minimalis kertlettd n-szdget!

9. Nevezetes illeszkedési és aranyossagi tételek

9.1. feladat (Ceva-tétel). Az ABC hegyesszogi hdaromszog megfeleld csicesal
szemkozti oldalain adottak az Ay, By és Cy pontok. Mutassuk meg, hogy AAq,
BB, és CCy egy pontban metszi eqymdast pontosan akkor, ha

BA, CBy, AB

. =1.
A.C BA B C
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9.2. feladat (Desargues-tétel). Mutassuk meg, hogy két hdaromszdg pon-
tosan akkor perspektiv pontra nézve, ha egyenesre nézve is az!

9.3. feladat. Jeloljiik a klasszikus Fuklideszi sikon az A1AsA3A4As 6tszdg
A;-vel szemkézti oldalegyenesét a;-vel. Legyen By az ay tetszdleges pontja,
majd By = AsB1 Nay; By = A3BsNao; By = A1BsNas; Bs = AyByNas €s
Bs = AsBs Nay. Mutassuk meg, hogy By és Bg egybeesnek. (Minden pontrol
feltessziik, hogy létezik. Haszndljuk a Desargues-tételt!)

9.4. feladat. Mondjuk ki pontosan majd bizonyitsuk Meneldosz tételét!
9.5. feladat. Mondjuk ki Pascal és Brianchon tételeit! Vizsgdljuk meg mi-
lyen esetek lehetségesek az Euklideszi sikon!

10. Teriilet, keriilet, térfogat, felszin

10.1. feladat (Brahmagupta-tétel). Legyenck N hirnégyszdg oldalai a, b,
és d, félkeriilete s, terilete T'. Igazoljuk, hogy

T=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

10.2. feladat. Igazoljuk, hogy eqy konvex négyszog oldalfelezépontjai dltal
meghatdrozott négyszog teriilete éppen fele az eredeti négyszogének!

10.3. feladat. Az ABCA szabdlyos hdromszag terilete 1, eqy belsd pontja
P. A P-bél minden oldalra merdlegest dllitunk, ezek talppontjai Ty, Tg €s
Te. Mutassuk meg, hogy T(ATcP) + T(BTAP)+T(CTgP) =1/2.

10.4. feladat. Egy téglalapot hat négyzetre osztottunk. Hatdrozzuk meg a
legnagyobb négyzet teriletét, ha a legkisebbé 1. ((Nehéz!))

10.5. gyakorlat. Valasszuk ki az egységkocka hdrom kitérd élét. Mekkora
teriiletd az ezen élek felezépontjai dltal meghatdrozott haromszdog?

10.6. feladat (Steiner-képlet). (a) Egy L konvex sokszdg kerilete K, te-
rilete T'. Tekintsiik azon pontok halmazdt, amelyek L-t6l legfeljebb d
tdvolsagra vannak. Mennyi ennek a ponthalmaznak a terilete?

(b) Egy P konvex, korldtos poliéder (politop) élei a hozzdjuk tartozd kilsd
szogekkel {(e;, ;) } parok (i =1,...,k), felszine A, térfogata V. Tekint-
stik azon pontok halmazdt, amelyek legfeljebb d tdvolsagra vannak P-tdl.
Mekkora ennek a ponthalmaznak a térfogata?
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10.7. feladat. Egy 100 egység sugari kiorben adott 10250 pont. Mutassuk
meg, hogy van kozottik kettd, amelyek tdvolsaga kisebb, mint 2.

10.8. feladat. FEgy sdvon két parhuzamos egyenes dltal hatdrolt sikrészt ért-
Juk, szélességén az egyenesek tavolsdgdt. Eqy egqységnyi dtmérdji kort lefed
néhany sdv. Mutassuk meg, hogy a sdvok szélességeinek Osszege legaldabb eqy.

10.9. feladat. Mutassuk meg, hogy az eqységkdrbe irt n-szogek kézil a sza-
balyosnak maximdlis a terilete!

10.10. feladat. Egy K konvex d6tszog minden oldaldt belilrdl érint egy 5
eqység sugari kor, K keriilete 60. Az dtszdqg oldalait kifele 1 eqységgel eltoljuk,
gy kapjuk a K' otszdget. Igazoljuk, hogy T(K') > 213.

10.11. feladat. Egy R sugari kerek asztalon elhelyeztink n darab r sugard
pénzérmét ugy, hogy minden érme eqy teljes lapjaval az asztalon fekszik. Az
asztalra 1ijabb érme mdr nem helyezhetd el. Mutassuk meg, hogy

s(F-1)svast
2\r T

11. "Szokatlan" transzformacidk
Inverzié
11.1. gyakorlat. Keressiik meg az inverzio invaridns alakzatait!

11.2. feladat. Legyen A, B és O hdrom nem kollinedris pont. Eqy O pdlusi
inverzio az A és B pontokat rendre az A’ és B’ pontokba viszi.

(a) Igazoljuk, hogy ABA'B’ hirnégyszog!

(b) Igazoljuk, hogy ABA'B’ hirnégyszdg korilirt kore merdlegesen metszi az
inverzio alapkorét!

11.3. feladat. (a) Hdrom egységnyi sugari kor egy kézds ponton megy dt.
lgazoljuk, hogy a hdrom darab, pdronkénti mdsodik metszésponjuk dltal
meghatdrozott kér sugara is eqységnyi!

(b) (Zdardddasi-tétel, 0. verzid) Legyen az ABC' hdromszdg korilirt kire ky,
beirt kore ky. Vdlasszunk egy tetszdleges P pontot a ky koron, és hizzuk
meg az érintdket P-bol a ko korhéz. FEzek az érintdk ky kort X és'Y
pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy XY egyenes érinti ko-t!
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11.4. feladat (Euler-képlet). Egy hdromszog beirt kérének sugara r, ko-
rulirt korének sugara R, a két kor kozéppontjanak tdvolsiga d. Igazoljuk,

hogy
d> = R* — 2rR)

(Haszndljuk o Zdréddsi-tétel 0. wverzigjat annak igazoldsdra, hogy elegendd
egyenldszdri hdaromszioggel foglalkozni.)

11.5. feladat. (a) (Simson-egyenes, aka. Wallace-egyenes) Mutassuk meg,
hogy egy P pont ABC' hegyesszogi hdromszog oldalegyeneseire vett ve-
tileter pontosan akkor kollinedrisak, ha P illeszkedik az ABC' kérilirt
korére!

(b) (Salmon-tétel) Adott eqy c kior és rajta négy pont: A, B, C' és P. Szer-
kessziik meg a PA, PB és PC' dtmérdji koroket: ci-et, co-t és cz-at. A
kérok paronkénti mdsodik (P-n kivili) metszéspontjai legyenek X, Y és
Z. 1gazoljuk, hogy az X, Y és Z pontok eqy egyenesen vannak!

11.6. feladat (Apolloniusz szerkesztések). Szerkessziink kort, amely érint
(kor és egyenes esetén) / tartalmaz (pont esetén)

(a) hdrom adott pontot.

(b) két adott pontot, és egy adott egyenest.

(c) egy adott pontot és két adott egyenest.

(d) hdrom adott egyenest.

(e) két adott pontot és egy adott kort.

(f) egy adott pontot, eqy adott eqgyenest és eqy adott kirt.
(g9) két adott eqyenest és eqy adott kirt.

(h) egy adott pontot és két adott kort.

(i) egy adott egyenest és két adott kort.

(j) hdrom adott kort.

11.7. feladat. Adott eqy k kir és a belsejében az A és B pontok. Mutassuk
meg, hogy van olyan kor, ami a keriletén tartalmazza A-t és B-1, és teljesen
a k kor belsejében fekszik!

19



11.8. feladat (Feuerbach-tétel (Nehéz!)). Mutassuk meg, hogy egy hd-
romsz6q Feuerbach-kore érinti a beirt és hozzdirt kéroket!

Merdleges affinitas

11.9. gyakorlat. Adott egy t egyenes és eqy A > 0 szdm. Tekintsiik a ko-
vetkezd transzformdciot: a t tengely pontjai fixek. Legyen P ¢ t pont, és T
a P-bdl t-re bocsdjtott merdleges talppontja. A P pont képe az a P’ pont a T
kezddpontu T'P félegyenesen, amire |P'T|/|PT| = X\. A definidlt transzformd-
ciot t tengelyre vonatkozo, X aranyi merdleges affinitasnak hivjuk. Mutassuk
meg, hogy a merdleges affinitds eqyenest eqyenesbe visz!

11.10. feladat. Legyen & egy ellipszis 2a és 2b tengelyekkel (a > b). Mu-
tassuk meg, hogy a nagytengely egyenesére vonatkozo, a/b ardnyi merdleges
affinitds E-t eqy a sugari korbe transzformdlja!

11.11. feladat. Adott egy ellipszis a két tengelyével és eqy kiilsd pont. Szer-
kessziink a pontbdl érintdt az ellipszishez!

11.12. feladat. Adott egy ellipszis a két tengelyével és eqy egyenes. Szer-
kessziik meg az ellipszis és az eqyenes metszéspontjait!

12. Konvexitas, ors6konvexitas

12.1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy konvex halmazok metszete konvez!

12.2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy eqy konvex lemeznek (konvez, korld-
tos és zdrt halmaz) létezik barmilyen irdnyd tamaszegyenese!

12.3. gyakorlat. Adott eqy K konvex lemez €és rajta kivil eqy P pont. Mu-
tassuk meg, hogy egyértelmien létezik M € K pont, amire PM tdavolsdg
manimadlis!

12.4. feladat. Rigzitsiink eqy koordindtarendszert E2-ben, és legyen f : R —
R folytonos, minden valdsra értelmezett fligguény. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény az (a,b) C R intervallumon konvex, ha minden x1, s € (a,b) esetén

f($1)+f(952>2f Tt T
2 2
Mutassuk meg, hogy ha f konver az (a,b) intervallumon, akkor a H :=

{(a, B) € E*| B8 > f(a)} halmaz konvex!
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12.5. feladat. Adjunk példdt olyan H nem konvex ponthalmazra, ami bdr-
mely két x és y pontjdval eqyiitt az Ty szakasz felezépontjdt is tartalmazza!

12.6. feladat. Rogzitsink a sikon eqy S szakaszt és egqy koordindtdzast, gy
hogy S illeszkedjen az x = 1 egyenletd egyenesre. Jeldljik a sikon e(a,b)-
vel azt az egyenest, melynek egyenlete y = ax +b. Legyen H = {(a,b) €
E? |e(a,b) NS # 0}. Igazoljuk, hogy H konver.

12.7. feladat. Legyenek u1, 03, 03 vektorok a 3-dimenzids Euklideszi térben.
Mutassuk meg, hogy létezik olyan o # 0 wektor, hogy minden i-re

(¥, v7) >0l
12.8. feladat. Adjunk meg Ui,..., 04 vektorokat a 3-dimenzids Euklideszi

— o .
térben, hogy bdarmely o # 0 wvektor esetén léteznek 1 < i,7 < 4 indexek,

hogy (U, 0) >0 és (U, 0]) < 0!
Orsokonvexitas

12.9. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy orsokonvex halmazok metszete orso-
konvex!

12.10. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha eqy S orsokonvex lemeznek e td-
maszegyenese a P pontban, akkor az e-t S-sel megyegezd oldalon érintd eqy-
ségkor tartalmazza S-t!

12.11. gyakorlat. Legyen S orsckonvex lemez, és jeldljik S*-gal az S-t tar-
talmazo egységkorlapok kozéppontjainak halmazdt. Mutassuk meg, hogy S*
orsokonvex.

12.12. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy S** = S.

12.13. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy S orsckonvex lemez barmely két pdr-
huzamos tamaszegyenesének tdavolsiga eqy pontosan akkor, ha S* = S.
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