Feladatok Elemi matematika IV. kurzushoz

1. gyakorlat (2012. februar 6.), Sikizometriak

1.1. gyakorlat. Milyen sikizometria két
(a) egymdssal parhuzamos
(b) egymdst v szdghen metszd

egyenesre vett tengelyes tikrozés szorzata?

1.2. gyakorlat. Milyen sikizometria hdrom kilonbézd, eqymdssal pdrhuza-
mos eqyenesre vett tengelyes tiikrozés szorzata?

1.3. gyakorlat. Milyen sikizometria egy eltolds és eqy forgatds szorzata?

1.4. gyakorlat. Fqgy K korldtos alakzat tengelyesen szimmetrikus az e és f
eqyenesekre vonatkozoan is. Igaz-e, hogy ekkor szimmetrikus az €' egyenesre
is, ahol €' az e egyenes f-re vett tikorképe? Indokoljunk részletesen, vagy
adjunk ellenpélddt!

1.5. feladat. Howa épitsiink a folyora hidat, hogy a két kilonbézd parton
fekvd A és B vdrosok kézétt a lehetd legrévidebb it legyen? Mi a helyzet tobb
folyo esetén? (A vdrosok pontszeriek, a folyok pdrhuzamos egyenespdrok dltal
hatdrolt sdvok.)

1.6. feladat. Piroska a nagymamdahoz készil. Mi a legrovidebb 1it, ha kdzben
még a folydparton a korsdjdt is meq kell téltenie friss vizzel? (Piroska és a
nagymama eqy-eqy pont, a folyo eqy egyenes dltal hatdrolt félsik, ami nem
tartalmazza Piroskdt és a nagymamdt.)

1.7. feladat. Adott eqy k kir, eqy | eqyenes és eqy A pont. Szerkessziink
olyan e egyenest A ponton keresztil, hogy a l-lel és k-val vett (egyik) met-
széspontja dltal meghatdrozott szakaszt az A pont felezze.



1.8. feladat. Adottak a k kor AB és C'D hirjai, valamint a C'D hiron eqy
J pont. Szerkessziink k-n egy olyan X pontot, hogy az AX és BX hirok a
CD hirbol olyan EF szakaszt vagjanak ki, aminek J a felezéspontja.

1.9. feladat. (a) Szerkessziink hdromszoget, ha ismerjik a hdromszig olda-
laira kifele rajzolt szabdlyos hdromszogek harmadik csicsait!

(b) Szerkessziink hdromszdget, ha ismerjik a hdromszog oldalaira kifele raj-
zolt négyzetek kézéppontjait

(¢) Szerkessziink kilencszoget, ha ismerjik az oldalak felezépontjait!

(d) Keressiink az elsé harom alfeladatra kézds dltaldnositdst, és oldjuk is meg!

1.10. feladat. (a) Egy K korldtos alakzatnak pontosan két szimmetriaten-
gelye van. Igazoljuk, hogy ezek egymdsra merdlegesek!

(b) Egy L korldtos alakzatnak pdros sok szimmetriatengelye van. Igazoljuk,
hogy L kdzéppontosan szimmetrikus!

1.11. feladat. Eqy K korldtos alakzatnak legalabb két szimmetriatengelye
van. Igazoljuk, hogy az 6sszes szimmetriatengely eqy kézos ponton halad ke-
resztil!

1.12. feladat (Napoleon-tétel). (a) Bizonyitsuk be, hogy egy hdromszdg
oldalaira kifele (befelé) rajzolt szabilyos hdromszogek kézéppontjai egy
szabdlyos hdromszog csucsai!

(b) Az ABC hdromszig oldalaira rajzoljunk egyenldsziri BC A, CAB; és
ABCY hdromsziogeket és az Ay, By és C csucsokndl lévd szdrszigeket
jelélje o, B és v. Mutassuk meg, hogy ha o +  + v = 360°, akkor az
A1 B1Cy hdromszig szogei a2, 5/2 és v/2, azaz az ABC' hdromszigtdl
fuiggetlenek.

1.1. Beadhato feladatok

1.13. feladat. Ismerjik eqy kir AB és CD hurjait. Keressiink a kérin
olyan X pontot, hogy az AX és BX hirok a C'D hirbdl egy adott a hosszi-
sagu E'F szakaszt vagjanak ki.

1.14. feladat. A K korldtos alakzatnak van a-szogt forgdsszimmetridja (0° <
a < 180°). Igaz-e hogy K tengelyesen szimmetrikus? Igaz-e, hogy K kozép-
pontosan szimmetrikus?



2. gyakorlat (2012. februar 13.), Sikizomet-
riak, hasonl6sagok

2.1. gyakorlat. Az M N egyenes egyazon partjin adva van az A és B pont.
Szerkessziink az M N egyenesen olyan X pontot, amire az AX és BX egye-
nesek ugyanakkora széget zdarnak be M N egyenessel.

2.2. feladat. A bilidrdgolyo az eqyenes falrol ugyanakkora szog alatt verddik
vissza, mint amekkoraban nekiitkozott.

(a) Adott a sikban n egyenes, b1, ..., 0, és két pont, A és B. Milyen szigben
kell elokni a golyct az A pontbdl, hogy minden egyenesrdl sorban vissza-
verddjon, és igy a B pontba jusson?

(b) Vizsgdljuk meg az el6zd kérdést, ha n = 4, az egyenesek eqy téglalapot
hatdrolnak, A = B eqy belsd pont. Mutassuk meg, hogy a bilidrdgolyd
dltal megtett it épp a téglalap datldjanak kétszerese, fiiggetlenil A pont
vdlasztdsdtol!  Mi torténik, ha a pontba vald visszajutds utdn a golyo
tovdabbgurul?

2.3. feladat. Az M N egyenes egyazon partjin adva van az A és B pont.
Szerkessziink az M N egyenesen olyan X pontot, amire az AX egyenes kétszer
akkora szoget zdar be M N egyenessel, mint a BX egyenes.

2.4. feladat. Adott az { egyenes eqyik partjin két pont A és B, wvalamint
eqy a hosszisdgiu szakasz. Keressiink az 0 egyenesen olyan a hosszisagi XY
szakaszt, hogy az AXY B tordttvonal hossza minimdlis legyen.

Hasonlosdagok

2.5. gyakorlat. Adott eqy k kior, és rajta [a kérvonalon] egy A pont. Ha-
tdrozzuk meg az A pontra illeszkedd hiurok felezéspontjainak mértani helyét!
(Mértani hely: azon pontok halmaza, amelyek az adott tulajdonsdggal rendel-
keznek. Figyeljink oda, hogy nem elég megmutatni, hogy a keresett halmaz
valaminek a részhalmaza, mindig torekedjink a halmaz pontos leirdsdra, pl.:
"A keresett mértani hely az EF egyenes, kivéve az X és Y pontokat".)

2.6. gyakorlat. Adottak a koncentrikus ki és ko kordk. Szerkesszink olyan
0 egyenest ami a két kérvonalat A, B, C' és D pontokban metszi (az eqgyenesen

ebben a sorrendben), és AB = BC = CD.



2.7. feladat. (a) Irjunk az adott ABC hdromszigbe négyzetet, aminek két
csticsa a hdromszég AB oldaldra, egy-egy csicsa pedig a hdromszég AC

ill. BC oldaldra illeszkedik!

(b) Irjunk az adott ABC hdromszégbe olyan hdromsziget, aminek oldalai
parhuzamiosak az adott by, ly és U3 egyenesekkel. (Az ABC' hdromszog
minden oldaldra illeszkedik a beirt hdromsziogg egy-eqy csicsa.)

2.8. feladat. Adott egy k kér, és rajta [a korvonalon| hdrom pont A, B és
C. Szerkessziik meq azt az AX hurt, amelyet a BC' hir felez.

2.9. feladat (Feuerbach-kor). (a) Mutassuk meg, hogy eqy hegyesszogi hd-
romszog magassagpontjanak az oldalaegyenesekre, illetve az oldalfelezd-
pontokra vett tikérképer mind a hdromszog korilirt kirére esnek!

(b) Mutassuk meg, hogy eqy hegyesszigd haromszogben a magassdagok talpont-
jati, az oldalfelezdpontok és a magassdigpontot a csucsokkal dsszekitd sza-
kaszok felezdpontjar mind illeszkednek eqy kirre!

2.10. feladat (Ptolemaiosz-tétel (Nehéz!)). Egy konvex négyszig olda-
lai a kériljdrds szerint a, b, ¢ és d, dtloi e és f. Igazoljuk, hogy

ac+bd > ef.

2.1. Beadhat6 feladatok

[Két alfeladat ér egy normal feladatnyit, vagyis egy pontért két jo alfeladat
kell, két pontért mind a négy. Fél pontot nem adok.|

2.11. feladat. Adott az {1 eqyenesen az A pont, és az {y eqyenesen a B pont.
Szerkessziink € egyenest, ami olyan X ll. 'Y pontokban metszi az 01 ill. (s
egyeneseket, amikre AX = BY és

(a) € pdarhuzamos egy adott e egyenessel.
(b) € dthalad egy rogzitett M ponton.
(c) az XY szakasz adott hosszisdagi.

(d) eqy adott [ egyenes felezi az XY szakaszt.



3. gyakorlat (2012. februar 20.), Hasonlosa-
gok, inverzi6

3.1. feladat. Az ABC hdromszig AD silyvonaldnak felezépontja F. A CF
eqyenes az AB oldalt az M pontban metszi. Hatdrozzuk meg az AM : AB
ardnyt!

3.2. feladat. Az ABC hdromszdogin belil tetszdlegesen felvett O ponton dt
hizzunk pdrhuzamosokat a hdaromszég oldalaival. Ezek az eqyenesek a hdarom-
szoget hat részre bontjak, amik kézil hdrom hdromszog. F kis hdromszégekbe
irt korok sugarai legyenek r1, ro é€s r3, mig az ABC hdromszdg beirt korének
sugara r. Mutassuk meg, hogy r +1ry + 13 =1/

3.3. feladat. Az ABC' hdromszig C'Cy sulyvonaldn vegyik fel azt a P pontot
amely a sulyvonalat m : n ardnyban osztja (m és n pozitiv egészek). Milyen
ardnyban osztja P az AP ill. a BP egyenesnek a hdromszigbe esd szakaszdt?

Nevezetes feladatok inverziora
3.4. gyakorlat. Keressik meg az inverzid invaridins alakzatait!

3.5. feladat. (a) Hdarom egységnyi sugard kor egy kiézos ponton megy dt.
Igazoljuk, hogy a hdrom darab, pdronkénti mdsodik metszésponjuk dltal
meghatdrozott kér sugara is eqységniyi!

(b) (Zdrddasi-tétel, 0. wverzid) Legyen az ABC hdromszdg kérilirt kire ky,
beirt kore ko. Vilasszunk eqy tetszdleges P pontot a ki koron, és huzzuk
meg az érintéket P-bol a ko korhoz. FEzek az érintdk ki kort X és'Y
pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy XY egyenes érinti ko-t!

3.6. feladat. (a) (Simson-egyenes, aka. Wallace-egyenes) Mutassuk meg,
hogy eqy P pont ABC' hegyesszogl hdromszog oldalegyeneseire vett ve-
tileter pontosan akkor kollinedrisak, ha P illeszkedik az ABC' kérilirt
kérére!

(b) (Salmon-tétel) Adott egy c kir és rajta négy pont: A, B, C' és P. Szer-
kessziik meg a PA, PB és PC dtmérdji kéroket: cq-et, co-t és c3-at. A
korok paronkénti mdsodik (P-n kivili) metszéspontjai legyenek X, Y és
Z. igazoljuk, hogy az X, Y és Z pontok eqy egyenesen vannak!

3.7. feladat (Apolléniusz szerkesztések). Szerkesszink kort, amely érint
(kor és egyenes esetén) / tartalmaz (pont esetén)
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(a) hdrom adott pontot.

(b) két adott pontot, és egy adott egyenest.

(c) egy adott pontot és két adott egyenest.

(d) hdrom adott egyenest.

(e) két adott pontot és egy adott kort.

(f) eqy adott pontot, eqy adott egyenest és eqy adott kort.
(g9) két adott egyenest és egy adott kirt.

(h) eqy adott pontot és két adott kirt.

(i) egy adott egyenest és két adott kort.

(j) hdrom adott kort.

3.1. Beadhato6 feladatok

3.8. feladat (Magassag- és befogo-tétel). Egy derékszigi haromszdg be-
fogdi a és b, dtfogdja c, dtfogohoz tartozé magassiga m, az a és b befogok
datfogora vett merdleges vetiiletei rendre x és y. Igazoljuk, hogy

(a) m?* = zy!
(b) a* = zc, b* = yc!

3.9. feladat. Adott eqy k kor és a belsejében az A és B pontok. Mutassuk
meg, hogy van olyan kir, ami a keriletén tartalmazza A-t és B-t, és teljesen
a k kor belsejében fekszik!



4. gyakorlat (2012. februar 27.), Merdleges af-
finitas

4.1. gyakorlat. Adott eqy t egyenes és eqy A > 0 szam. Tekintsiik a kévet-
kezd transzformdcidt: a t tengely pontjai fizek. Legyen P & t pont, ésT a
P-bél t-re bocsdjtott merdleges talppontja. A P pont képe az a P’ pont a T
kezddpontu T'P félegyenesen, amire |P'T|/|PT| = X\. A definidlt transzformd-
ciot t tengelyre vonatkozo, A ardnyi merdleges affinitdsnak hivjuk. Mutassuk
meg, hogy a merdleges affinitds egyenest eqyenesbe visz!

4.2. feladat. Legyen & egy ellipszis 2a és 2b tengelyekkel (a > b). Mutassuk
meg, hogy a nagytengely eqyenesére vonatkozd, a/b ardnyi merdleges affinitds
E-t eqy a sugaru kérbe transzformdljal!

4.1. Beadhato6 feladatok

Otlet: mersleges affinitassal vigyiik az ellipszist kérbe, oldjuk meg arra a
feladatot, majd transzformaljuk vissza.

4.3. feladat. Adott eqy ellipszis a két tengelyével és eqy kiilsd pont. Szer-
kessziink a pontbol érintdt az ellipszishez!

4.4. feladat. Adott egy ellipszis a két tengelyével és egy egyenes. Szerkessziik
meq az ellipszis €s az egyenes metszéspontjait!



5. gyakorlat (2012. marcius 5.), Vektorok al-
kalmazasa

5.1. gyakorlat. (a) Adottak az A, B és O pontok, valamint az AB szakaszt

—
A 1 poardnyban oszto X pont. Fejezziik ki O*Xk—t OA,O? valamint \ és
1 segitségével!

(b) Adottak az A, B, C és O pontok, valamint az ABC/\ hdromszig S sily-
pontja. Fejezziik ki O?—t OA, OB valamint OC' segitségével!

5.2. gyakorlat. Igazoljuk a hdromszdgekre vonatkozo cosinus-tételt!

5.3. gyakorlat. Igazoljuk, hogy egy négyszég oldalfelezd pontjai paralelog-
rammdt hatdroznak meg! Mi o helyzet, ha négyszégon eqy zdrt, négy csticsi
tordttvonalat értiink a térben?

5.4. gyakorlat. Vezessiik le az egyenes és a sik normdlvektoros egyenletét!

5.5. feladat. (a) Az ABCA kérilirt korének kizéppontja O, magassdgpontja
OA+ 0B +0C = OM
M. Mutassuk meg, hogy OA+ OB + OC = OM!

(b) (Euler-egyenes) Mutassuk meg, hogy egy tetszéleges hdaromszogben a ma-
gassdagpont, a sulypont és a korilirt kor kozéppontja eqy eqyenesre illesz-
kedik! Ismeriink-e eqyéb nevezetes pontot ezen az egyenesen?

5.6. feladat (Minkowski). (a) Egy konvex sokszog minden oldaldra kifelé
merdlegesen dllitunk eqy vektort, amelynek hossza épp a megfeleld oldal
hosszaval eqyenld. Mutassuk meg, hogy ezeknek a vektoroknak az dsszege
a nullvektor!

(b) Egy konvex politdp (poliéder) minden lapjdra kifelé merdlegesen dllitunk
eqy vektort, amelynek hossza épp a megfeleld lap teriletével eqyenld. Mu-
tassuk meg, hogy ezeknek a vektoroknak az dsszege a nullvektor!

5.1. Beadhat6 feladatok

(Ketts vektor elGallitasa ér egy pontot, mind a négyé két pontot.)

5.7. feladat. Az ABCA hdromszég AB ill. BC oldaldt 1 : X\ ardnyban
osztja a P ill. Q pont (AP/PB = 1/X\ és BQ/QC = 1/\). Legyen AQ N
CP =X, ig NBX =Y, S az ABCA silypontja, M pedig a magassdg-
po%t'a. i}BA €s a @ vektorok, valamint a \ szdm segitségével fejezziik ki
a BS, BM, ﬁz és BY wvektorokat.



6. gyakorlat (2012. marcius 12.), Vektorok al-
kalmazasa

6.1. feladat (Paralelogramma-tétel). Bizonyitsuk be, hogy egy paralelog-
ramma dtldinak négyzetisszege megeqyezik az oldalai négyzetisszegével!

6.2. feladat. Legyen adva eqy O kizépponti ellipszis, €s rajta a P és Q)
pontok gy, hogy OP merdleges OQ-ra. Mutassuk meg, hogy PCQ) egyenes
tdvolsdga az O-tdl fiiggetlen a P és Q) pontok vdlasztdsdtol!

6.3. feladat. Legyen adva ABCA, beirt kiorének kézéppontja K és eqy tet-
szdleges O pont. Felhaszndlva a szogfelezd-tételt igazoljuk, hogy

s 4OA + OB + cOC
OF — ,
a+b+c

ahol a,b és ¢ a hdaromszdg oldalait jeloli.

6.4. feladat. Az ABC hdaromszog k kdrilirt korének kozéppontja O. A k kir
BC, AC és AB "rovidebb" (rendre az A, B és C pontokat nemﬂz’tal@fd)
z’v_ez')nek filizéspontjai rendre A', B" és C'. Mutassuk meg, hogy OA'+ OB’ +
OC" = OK, ahol K az ABCA-be irt kor kézéppontja.

6.5. feladat. Fqy eqgységkorbe irt hirnéqyszog dtloi merdlegesek eqymdsra.
Mutassuk meg, hogy oldalainak négyzetisszege 8!

6.6. feladat. Fqy hirnégyszog dtloi merdlegesek eqgymdsra. Mutassuk meg,

hogy a korilirt kér kozéppontjanak eqy oldaltol mért tavolsdaga épp a szemkozi
oldal fele!

6.7. feladat. Az ABCA beirt kore az oldalakat rendre Ay, By és C pon-
tokban érinti. Mutassuk meg, hogy AA,, BB, és CC\ szakaszok eqy pontban
metszik eqymdst? Mi a helyzet, ha a megfeleld oldalkon a megfeleld hozzdirt
korik érintési pontjdt vesszik?

6.1. Beadhato feladatok

6.8. feladat. Mutassuk meg, hogy eqy tetszdleges hdromsziog sulypontja eqy-
beesik a kiézépvonal-hdromszioge sulypontjdval!

6.9. feladat. Az ABCA magassagpontja M, kdrilirt kérének kizéppontja
O, ennek AB egyenesre vett tikorképe O'. Milyen négyszog COMO'?



7. gyakorlat (2012. marcius 19.), Nevezetes
elemi tételek

7.1. feladat (Magassagpont). Mutassuk meg, hogy a hdromszog magas-
sdgvonalai eqy pontban metszik eqymdst!

7.2. feladat (Izogonalis pont, Fermat-Toricelli pont). Adott ABC he-
qyesszoqgu hdaromszogben keressiik meg azt pontot, aminek a csucsoktol mért
tdvolsdgdsszege minimalis! Mutassuk meg, hogy ez a pont eqyértelmi, beldle
minden oldal ugyanakkora szog alatt ldtszik!

7.3. feladat (Talpponti haromszog). Adott a hegyesszogi ABC hdrom-
sz0g, eqy H hdromszdget az ABC-ba irtnak mondunk, ha H egy-eqy csicsa
illeszkedik ABC' eqy-eqy oldaldra. Tekintsik az ABC' hdromszdg magassdg-
vonalainak talppontjai dltal meghatdrozott haromsziget. Mutassuk meg, hogy
az ABC'-be irt hdromszégek kizil a talpponti hdromszég keriilete a legkisebb!

7.4. feladat (Ceva-tétel). Az ABC hegyesszogi hdaromszog megfeleld csicesal
szemkozti oldalain adottak az Ay, By és Cy pontok. Mutassuk meg, hogy AA;,
BB, és CCy egy pontban metszi eqymdst pontosan akkor, ha

BA, CBy AB

. : =1.
AlC BlA BlC

7.5. feladat (Desargues-tétel). Mutassuk meg, hogy két hdromszog pon-
tosan akkor perspektiv pontra nézve, ha egyenesre nézve is az!

7.1. Beadhato6 feladatok
7.6. feladat. Mondjuk ki pontosan majd bizonyitsuk Meneldosz tételét!

7.7. feladat. Mondjuk ki Pascal és Brianchon tételeit! Vizsgdljuk meg mi-
lyen esetek lehetségesek az Euklideszi sikon!
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8. gyakorlat (2012. marcius 26.), 1.ZH

8.1. feladat. Adott az { egyenes eqyik partjin két pont A és B, wvalamint
eqy a hosszusdgu szakasz. Keressiink az { egyenesen olyan a hosszisdgu XY
szakaszt, hogy az AXY B torottvonal hossza minimdlis legyen.

8.2. feladat. Szerkessziink kort, ami érint egy adott k kort és egy adott e
egyenest, valamint dthalad egqy adott P ponton. Hdny megoldds lehet leg-
feljebb? (A szerkesztést nem kell elvégezni, de sziikséges annak helyességét
igazolni.)

8.3. feladat. Eqgy konvex négyszog oldalai rendre a koriljards szerint a, b, c
és d, terilete T. Igazoljuk, hogy

ac+bd > 2T

8.4. feladat. Legyenek az A1AsAsAy, B1ByBsBy és C1CyC3Cy négyszégek
paralelogrammdk, valamint jelolje S; az A; B;C;/\ hdromszdg sulypontjdt. Mu-
tassuk meg, hogy S1595354 négyszog is paralelogrammal

8.5. feladat. Eqgy hdromszdg beirt kérének sugara r, korilirt kérének sugara
R, a két kor kozéppontjanak tdvolsdga d. lgazoljuk, hogy

d*> = R?> - 2rR!

8.6. feladat. Az ABCA hegyesszdgi, nem szabdlyos hdromszogben rendre
a, B ésy jeldli a szégeket a szokdsos modon. Mutassuk meg, hogy a hdromszog
FEuler-egyenese pontosan akkor parhuzamos az AB oldallal, ha tan o -tan =
3!
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9. gyakorlat (2012. aprilis 2.), Feuerbach tétel,
Erdés-Mordell egyenl6tlenség
e ZH megbeszélése, korabbrol elmaradt feladatok megoldéasa
e Feuerbach-tétel bizonyitasa (kisel6adas)

e Erddgs-Mordell egyenlGtlenség (kiselGadas)

9.1. Beadhato feladatok

9.1. feladat. Az ABC/A hdromszdg c oldala egységnyi, vele szemben fekvd
szoge v = 45°. Mutassuk meg, hogy ABCA lefedhetd kettd darab, eqységnyi
atmérdja korrel!

9.2. feladat. Jeldljik o klasszikus Fuklideszi sikon az A1 AyAsA4As Gtszig
A;-vel szemkozti oldalegyenesét a;-vel. Legyen By az ay tetszdleges pontja,
majd BQ = A5B1 N Ay, B3 == AgBQ N asg, B4 = AlBg N as; B5 == A4B4 N as €s
Bs = AyBs Nay. Mutassuk meg, hogy By és Bg egybeesnek. (Minden pontrol
feltessziik, hogy létezik. Haszndljuk a Desargues-tételt!)
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10. gyakorlat (2012. aprilis 16.), Haromszogre
vonatkozo egyenlGtlenségek

10.1. feladat. Mutassuk meg, hogy cos o + cos 8 + cosy < 3/2!

10.2. feladat. Mutassuk meg, hogy

1 1 1>6!

S1n D) Sin 3 S1n 3

10.3. feladat. Igazoljuk, hogy egy hdromszég a, b, c oldalaira
(a) a*b(a — b) + b*c(b — ¢) + c*a(c — a) > 0!

(b) (—a+b+c)la—b+c)(la+b—c) < abc!

10.1. Beadhato feladatok

10.4. feladat. Mutassuk meg, hogy ha P az ABC/\ belsé pontja, akkor a
PAB/Z, PBCZ és PCAZ szigek kozil legaldbb az egyik nem nagyobb 30°-
nal!

10.5. feladat. Igazoljuk, hogy eqy hdromszég a,b, c oldalaira

27 _ (a+b+c)

3 St diera 1

(Mindkét egyenldtlenség kilon-kilén 2 pontot ér.)
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11. gyakorlat (2012. aprilis 23.), Teriilet

11.1. feladat (Brahmagupta-tétel). Legyenek N hirnégyszdg oldalai a,b, c
és d, félkeriilete s, terilete T'. Igazoljuk, hogy

T=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).

11.2. feladat. Igazoljuk, hogy egy konvexr négyszog oldalfelezdpontjai dltal
meghatdrozott négyszdg terilete éppen fele az eredeti négyszogének!

11.3. feladat. Az ABCA szabdlyos hdromszég teriilete 1, eqy belsd pontja
P. A P-bél minden oldalra merdlegest dllitunk, ezek talppontjai Ty, Tg és
Te. Mutassuk meg, hogy T(ATcP) + T(BT4P) +T(CTpP) =1/2.

11.4. feladat. Eqgy téglalapot hat négyzetre osztottunk. Hatdrozzuk meg a
legnagyobb négyzet teriletét, ha a legkisebbé 1. ((Nehéz, nem lesz szamon-
kérve.))

11.1. Beadhato feladatok

11.5. feladat. Vegyiink egy hegyesszogi ABC' hdromsziget, a szokdsos jeld-
lésekkel: a, b, ¢ jeloli az oldalakat, o, B, v a szdgeket, v a beirt, R a kérilirt,
Ta, Ty €S 1. a megfeleld hozzdirt kérok sugarai. Jeldlje tovabbd m,, my €s m,
a magassdgokat, T a teriiletet és s a félkeriiletet. A beirt és korilirt kordk
kézéppontjanak tdvolsdga legyen d.

lgazoljuk, hogy

a, r_ 1,1 4 1y

T M mp me’
12 ain B . gin 2 = (8=a)(s=b)(s=c) 4
b, sing -sing -sin g = - /

1 1 1 _ 1
G ntutn=7

in2.gin8.5in2 = =/
d, sin g -sin g -sin g = /5!

(s=b)(s—c) /

[6
e, tan 5 = o)

f, ha a hdromszég nem derékszogi, akkor tan a+tan S+tany = tan o tan g tan v/

[Kettd alfeladat ér egy pontot.|
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12. gyakorlat (2012. majus 7.), Teriilet, kerii-
let, felszin, térfogat, egyebek

12.1. feladat (Steiner-képlet). a, Egy L konvex sokszdg kerilete K, terii-
lete T'. Tekintsiik azon pontok halmazat, amelyek L-tél legfeljebb d tdvolsdgra
vannak. Mennyi ennek a ponthalmaznak o terilete?

b, Egy P konvex, korldtos poliéder (politdp) élei a hozzdjuk tartozo kilsé
szogekkel {(e;,v:)} parok (i = 1,...,k), felszine A, térfogata V. Tekintsiik
azon pontok halmazdt, amelyek legfeljebb d tdvolsdigra vannak P-t6l. Mekkora
ennek a ponthalmaznak a térfogata?

12.2. feladat. Egy 100 egység sugari kérben adott 10250 pont. Mutassuk
meg, hogy van kozottik kettd, amelyek tavolsdiga kisebb, mint 2.

12.3. feladat. FEqy sdvon két pdrhuzamos eqyenes dltal hatdrolt sikrészt ért-
Jik, szélességén az egyenesek tavolsdgdat. Egy egységnyi dtmérdjd kort lefed

néhany sdv. Mutassuk meg, hogy a sdvok szélességeinek dsszege legaldbb eqy.

12.4. feladat. Mutassuk meg, hogy az eqységkirbe irt n-szégek kizil a sza-
bdlyosnak maximdlis a terilete!

12.5. feladat. Irjunk félgombbe mazimdlis térfogati téglatestet!
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13. gyakorlat (2012. majus 14.), 2. ZH

Az orai feladatok bizonyitas nélkiil felhasznalhatdéak, amennyiben pontosan
kimondasra keriilnek. Munkaid6 80 perc, minden feladat 10 pontot ér.

13.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy hdromszog magassdigvonalai eqy pont-
ban metszik eqymdst!

13.2. feladat. Eqy hdromszdig beirt kiorének sugara v, hozzdirt kéreinek su-
garai rendre rq,ry, €s r.. Mutassuk meg, hogy

r r T
—+—+—=1
Tq Ty Te

13.3. feladat. Egy hdromszdg belsd szogei o, 5,~. Mutassuk meg, hogy
cosa - cosf-cosy < 3

13.4. feladat. Egy K konvex dtszég minden oldaldt belilrdl érint eqy 5 egy-
ség sugari kéor, K kerilete 60. Az 6tszog oldalait kifele 1 egységgel eltoljuk,
gy kapjuk a K' otszoget. lgazoljuk, hogy T(K') > 213.

13.5. feladat. Eqy sdvon két pdrhuzamos egqyenes dltal hatdrolt sikrészt ért-
Jltik, szélességén az eqyenesek tdvolsdgat. Eqy egységnyi dtmérdjd kort lefed
néhdny sdv. Mutassuk meg, hogy a sdavok szélességeinek dsszege legaldabb egy.

13.6. feladat. Eqy hdromszog oldalai a,b, c. Mutassuk meg, hogy

a*(—a+b+c)+b*(a—b+c)+cF(at+b—c) < 3abe.
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14. Egyéb kiadott paldak

14.1. feladat. Eqgy derékszogi hdaromszog befogor a és b, beirt kérének sugara
r. Mutassuk meg, hogy

2
0B 2y
(a+b)r

14.2. feladat. Eqy R sugari kerek asztalon elhelyeztink n darab r sugari
pénzérmét gy, hogy minden érme eqy teljes lapjdval az asztalon fekszik. Az
asztalra djabb érme mdr nem helyezhetd el. Mutassuk meg, hogy

l(ﬁ_1>§\/ﬁ§§_
2\r T

14.3. feladat. A P, Q és R pontok gy helyezkednek el az O kézépponti

ZCQ y2 22

E—i'——l-g:l

egyenlett ellipszoidon, hogy az OP, OQ, OR szakaszok pdronként merdlege-
sek egymdsra. Mutassuk meg, hogy a PQR sik és O tavolsiga nem figg P,
Q, és R megudlasztdsdtol.

14.4. feladat. Az ABCA hdromszog belsejében levd P pontra PAB/Z =
PBC/Z = PCAZ = ¢. Mutassuk meg, hogy ha a hdromszig szégei o , 3

és vy , akkor
1 1 1 1

: =~ + = + = .
sin?p  sina  sin?fB  sin’y
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