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Motivacié

Jol ismert a keriileti szogek tétele, vagy mas megfogalmazasban a
latokoriv tétel.
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Motivacié

A tételbdl a kovetkezs allitas adodik:
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Motivacié

A tételbdl a kovetkezs allitas adodik:

Definicié

Jeléljiik azon haromszdgek halamzat, amelyeknek egységnyi
oldalukkal szemben ~ szég van H,-val,

H,={ABCA|c=1és CL=1~}.
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Motivacié

A tételbdl a kovetkezs allitas adodik:

Definicié

Jeléljiik azon haromszdgek halamzat, amelyeknek egységnyi
oldalukkal szemben ~ szég van H,-val,

H,={ABCA|c=1és CL=1~}.

Allitas
Minden H € H., haromszog lefedhetd egy 1/(2sin~y) sugard kérrel.
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Motivacié

Allitas
Minden H € H., haromszog lefedhetd egy 1/(2sin~y) sugari kérrel.

Magyarazat:
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Motivacié

Allitas
Minden H € H., haromszog lefedhetd egy 1/(2sin~y) sugari kérrel.

Magyarazat:

Definici6 = siny = 45 = &
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Problémafelvetés

Kérdés
Mit mondhatunk akkor, ha nem egy, hanem két kért hasznalunk?

Pontosabban: hatarozzuk meg azt a legkisebb R, sugarat, amire

teljesiil, hogy ketté R, sugarii kérrel minden H,-beli haromszog
lefedhets!
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Problémafelvetés

Kérdés

Mit mondhatunk akkor, ha nem egy, hanem két kért hasznalunk?
Pontosabban: hatarozzuk meg azt a legkisebb R, sugarat, amire
teljesiil, hogy ketté R, sugarii kérrel minden H,-beli haromszog
lefedhets!

Kérdés

Specialisan: igazoljuk, hogy két 1/2 sugari kérrel minden olyan
haromszég lefedhets, amelynek egyik oldala egységnyi, és ezzel az
oldallal szemben 45°-o0s szog van! (Arany Daniel
Matematikaverseny, 1999.)
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Ertsiik meg a problémat

Haromszdgek egy csaladjanak minden elemét akarjuk lefedni
minimalis sugar( korparral. Ertelmes a kérdés? Mindig lefedheté a
csalad minden eleme két korrel? Van minimalis?
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Ertsiik meg a problémat

Haromszdgek egy csaladjanak minden elemét akarjuk lefedni
minimalis sugar( korparral. Ertelmes a kérdés? Mindig lefedheté a
csalad minden eleme két korrel? Van minimalis?

Vilagos, hogy
1
R, <
7= 2siny
Masrészt 1
R, > -.
T4

A minimalis sugar létezése ezek alapjan legalabbis ,hihet&".
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Ertsiik meg a problémat

Haromszdgek egy csaladjanak minden elemét akarjuk lefedni
minimalis sugar( korparral. Ertelmes a kérdés? Mindig lefedheté a
csalad minden eleme két korrel? Van minimalis?

Vilagos, hogy
1
R, <
7= 2siny
Masrészt 1
R, > -.
T4

A minimalis sugar létezése ezek alapjan legalabbis ,hihet&".
R, meghatarozasahoz két dolgot kell ellendrizniink:

@ valéban minden elemet le lehet fedni ekkora sugara korokkel,

o legalabb egy haromszoghéz kellenek is ekkora korok.
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A megoldas vazlata

A megoldas soran négy kiildnbdzs esetet célszerii targyalni:
(1) v < 45°,

(2) 45° < y < 60°,

(3) 60° <~ <90°,

(4) 90° < ~.
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A megoldas vazlata

A megoldas soran négy kiildnbdzs esetet célszerii targyalni:
(1) v < 45°,

(2) 45° < v < 60°,

(3) 60° <~ <90°,

(4) 90° < ~.

Jegyezziik Gjra meg, hogy a teljes megoldashoz az eddig
elmondottak szerint dsszesen 8 lépést kell ellenérizniink.
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A megoldas vazlata

A megoldas soran négy kiildnbdzs esetet célszerii targyalni:

(1) v < 45°,

(2) 45° < v < 60°,

(3) 60° <~ <90°,

(4) 90° < ~.

Jegyezziik Gjra meg, hogy a teljes megoldashoz az eddig
elmondottak szerint dsszesen 8 lépést kell ellenérizniink.
El6rebocsajtjuk, hogy mindig a v szarszogii egyenlészari haromszog
lesz az, amivel alsé becslést adunk R,-ra.
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Eszrevétel

A skatulya-elv miatt van olyan kdr, ami a haromszdg legalabb két
cstcsat lefedi. Ebbdl a kdvetkezd hasznos allitas adodik.

Allitas (A legrdvidebb oldal korlat)

Ha egy haromszoget két egyforma sugari kérrel lefediink, akkor a
kérék atmérdje legalabb akkora, mint a haromszég (egyik)
legrévidebb oldala.
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Eszrevétel

A skatulya-elv miatt van olyan kdr, ami a haromszdg legalabb két
cstcsat lefedi. Ebbdl a kdvetkezd hasznos allitas adodik.

Allitas (A legrdvidebb oldal korlat)

Ha egy haromszoget két egyforma sugari kérrel lefediink, akkor a
kérék atmérdje legalabb akkora, mint a haromszég (egyik)
legrévidebb oldala.

Ezt az allitast H, egy specialis elemére alkalmazva alsé korlatot
kapunk R,-ra.
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A tompaszogii eset (v > 90°)

El6szor megoldjuk a (4)-es alesetet, vagyis ha v > 90°. Ehhez
szamitsuk ki el8szor a v szarszogii egyenlszari haromszog
szaranak hosszat.
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A tompaszogii eset (v > 90°)

El6szor megoldjuk a (4)-es alesetet, vagyis ha v > 90°. Ehhez
szamitsuk ki el8szor a v szarszogii egyenlszari haromszog
szaranak hosszat.

C

A 5 B
Az abrarél leolvashaté, hogy BC = 71 Innen adédik a
1
= 4sin 13-

N

legrovidebb oldal korlat miatt, hogy R, >
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A tompaszogii eset (v > 90°)

Masrészt ket TorT sugard korrel valéban barmelyik H,-beli

haromszog Iefedheto.
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A tompaszogii eset (v > 90°)

Masrészt ket TorT sugard korrel valéban barmelyik H,-beli

haromszég Iefedheto. Ehhez tekintsiik a kdvetkez6 abrat:

A 5 B

Itt AFBZ > =y ésigy BF <

5o -
2S|n2
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A tompaszogii eset (v > 90°)

Igy az AF és BF szakaszok folé rajzolt Thalész-kérok sugara

legfeljebb ;—-—, &s ketten egyiitt lefedik a haromszoget.
C
Y
A . B

1
4S|n'2Y

Az eddigiekbd| kovetkezik, hogy v > 90° esetén R,
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Hegyesszog kontra tompaszog

Most megmutatjuk, hogy v < 90° esetben elegendé nem
tompaszdgii haromszdgekre szoritkozni. Ez hasznos lesz a tovabbi
elemzés roviditéséhez, mivel majd a magassagpontot hasznalni
fogjuk.
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Hegyesszog kontra tompaszog

Most megmutatjuk, hogy v < 90° esetben elegendé nem
tompaszdgii haromszdgekre szoritkozni. Ez hasznos lesz a tovabbi
elemzés roviditéséhez, mivel majd a magassagpontot hasznalni
fogjuk.

Vegyiik észre, hogy ha A1 C Ay, akkor a Ap-t fedd kordk vilagos
moédon fedik Ag-t is, masrészt A\, fedéséhez legalabb akkor kordk
kellenek, mint A1-hez. Ezért ha A1, A\>, € H,, és A1 C /5, akkor
R, meghatarozasa szempontjabol Ay irrelevans, figyelmen kiviil
hagyhaté.
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Hegyesszog kontra tompaszog

Allitas
Ha v < 90° és Ay € Hy haromszég tompaszogti, akkor létezik
Ny € H, hegyesszogii haromszég, hogy Ay C A».
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Hegyesszog kontra tompaszog

Allitas
Ha v < 90° és Ay € Hy haromszég tompaszogti, akkor létezik
Ny € H, hegyesszogii haromszég, hogy Ay C A».

Bizonyitas:

Legyen 3 > 90°, az abra
szerint. Az AB'CA € H,,
szogei vy, 180° — G és 5 —~v. A
tompaszdg vy-val csékkent.
Addig ismételjiik, amig
hegyeszogii lesz.
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Egy hasznos lemma

Allitas
Az ABCA hegyesszégii haromszégben a C csiicsnal levé v széggel
szemben fekvd oldal egységnyi, M a magassagpont. Ekkor

1

CM = :
tan vy
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Egy hasznos lemma

Allitas
Az ABCA hegyesszégii haromszégben a C csiicsnal levé v széggel
szemben fekvd oldal egységnyi, M a magassagpont. Ekkor

CM = L .
tan vy
Bizonyitas:
C
CE _AE
™ 17
CE 1 E
M=—= .
¢ AE  tanvy
A
D B
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JKover' haromszogek (45° < v < 60°)

Ratérhetiink a (2)-es esetre, amikor 45° < v < 60°. (Ez az eset
tartalmazza az Arany Daniel feladat megoldasat.)
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JKover' haromszogek (45° < v < 60°)

Ratérhetiink a (2)-es esetre, amikor 45° < v < 60°. (Ez az eset
tartalmazza az Arany Daniel feladat megoldasat.)

ElGszor is jegyezzitk meg, hogy «y szaszdgii egyenl&szari haromszog
legkisebb szbge v, igy a vele szemben fekvd egységnyi oldala a
legrévidebb oldala. Ebbgl kdvetkezik a legrévidebb oldal korlat
miatt, hogy R, > 1/2.
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JKover' haromszogek (45° < v < 60°)

Ratérhetiink a (2)-es esetre, amikor 45° < v < 60°. (Ez az eset
tartalmazza az Arany Daniel feladat megoldasat.)

ElGszor is jegyezzitk meg, hogy «y szaszdgii egyenl&szari haromszog
legkisebb szbge v, igy a vele szemben fekvd egységnyi oldala a
legrévidebb oldala. Ebbgl kdvetkezik a legrévidebb oldal korlat
miatt, hogy R, > 1/2.

Vegyiik észre, hogy tan45° =1, ésigy tan~y > 1, ha

45° < v < 60°. Ezt beirva az el6z8 lemmankba nyerjiik, hogy

M = L

= <1
tan~y
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JKover' haromszogek (45° < v < 60°)

Igy az AB és CM szakaszok Thalész-korei lefednek tetszéleges
H,-beli haromszoget, ha 45° < v < 60°.
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JKover' haromszogek (45° < v < 60°)

Az eddigiekbdl| kovetkezik, hogy R, = 1/2 minden 45° < v < 60°
esetén! Vegyiik tovabba azt is észre, hogy ezek a haromszdgek nem
fedheték le ,,gazdasagosan” két egyforma sugari korrel, a fedések
mindig ,|5tyognek”. Ennek szemléletes oka, hogy a vizsgalt
haromszdgek , koverek”.
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JKover' haromszogek (45° < v < 60°)

Az eddigiekbdl| kovetkezik, hogy R, = 1/2 minden 45° < v < 60°
esetén! Vegyiik tovabba azt is észre, hogy ezek a haromszdgek nem
fedheték le ,,gazdasagosan” két egyforma sugari korrel, a fedések

mindig ,|5tyognek”. Ennek szemléletes oka, hogy a vizsgalt
haromszdgek , koverek”.

Térjiink ra (1)-es esetre, vagyis amikor v < 45°!
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A v < 45° esetrdl

Vigh Viktor Haromszogek fedése két korrel



A v < 45° esetrdl




A v < 45° esetrdl

AO,D/ =2y = AO, = ﬁ
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A v < 45° esetrdl

Ezekbél latszik, hogy minden H,-beli haromszég lefedhets két

1 . .-
Tsn2 sugard korrel.
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A v < 45° esetrdl

Ezekbél latszik, hogy minden H,-beli haromszég lefedhets két
m sugar( korrel.

Annak a preciz bizonyitasa, hogy ekkora sugar kell is egy kicsit
nehezebb. (Itt is az egyenlGszari haromszogre érdemes
végiggondolni, de megjegyezziik, hogy az el6z&ekbdl ugy tiinik,

hogy minden hegyesszdgii haromszghdz legalabb ekkora kell.)

Kapjuk, hogy Ry ha v < 45°.

2sm 2y
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A 60° < v < 90° eset megoldasa kijon az eddigiekbél és a
sinus-tételbél. Az alsé becsléshez hasznalhatjuk a legrévidebb oldal
korlatot az egyenlGszari haromszogre.
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A 60° < v < 90° eset megoldasa kijon az eddigiekbél és a
sinus-tételbél. Az alsé becsléshez hasznalhatjuk a legrévidebb oldal
korlatot az egyenlGszari haromszogre.

Osszefoglalva:

1 o
m ,ha'y<45

R, = %1 ,ha452§’y<60°
m ,ha60 S"}/
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Hogyan tovabb?

Oldjuk meg a nyitva hagyott kérdéseket, tegyiik teljessé a
megoldast!
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Hogyan tovabb?

Oldjuk meg a nyitva hagyott kérdéseket, tegyiik teljessé a
megoldast!

Nehezithetiink a probléman agy, hogy lényegében minden
haromszogre kiilon tessziik fel a kérdést. Célszerii két szoggel
jellemezni a haromszdgeket, igy felhasznalhatjuk eddigi
eredményeinket.
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Hogyan tovabb?

Oldjuk meg a nyitva hagyott kérdéseket, tegyiik teljessé a
megoldast!

Nehezithetiink a probléman agy, hogy lényegében minden
haromszogre kiilon tessziik fel a kérdést. Célszerii két szoggel
jellemezni a haromszdgeket, igy felhasznalhatjuk eddigi
eredményeinket.

Mi torténik, ha nem feltétlen egyforma kéroket hasznalunk, és a
sugarak Osszegét akarjuk a lehets legkisebbé tenni? (Nehéznek
tiinik.)
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Hogyan tovabb?

Oldjuk meg a nyitva hagyott kérdéseket, tegyiik teljessé a
megoldast!

Nehezithetiink a probléman agy, hogy lényegében minden
haromszogre kiilon tessziik fel a kérdést. Célszerii két szoggel
jellemezni a haromszdgeket, igy felhasznalhatjuk eddigi
eredményeinket.

Mi torténik, ha nem feltétlen egyforma kéroket hasznalunk, és a
sugarak Osszegét akarjuk a lehets legkisebbé tenni? (Nehéznek
tiinik.)

Az igazi nehézségek altalaban akkor kezd6dnek, ha 3 alakzattal
(korrel) fediink, a teriileten még szamtalan megoldatlan probléma
van.
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K&sz6ndm a megtiszteld figyelmet!

*http://www.math.u-szeged.hu/ ~vigvik /egytavasz2010.pdf
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