Feladatok sorozatokra

1. Vizsgaljuk a (z,) -

_, sorozatot monotonitas, korlatossidg, konvergencia szempont-

jabol, ha
a)x—l—i—% b) x, =5 ; c) xn:—l—l—%n;
d) x,= (—%)n, e) x, =log,n; )z, =(-2)";
1, ha n paratlan
g) T, = —n?; h) x, = ’ P Td) x, = 107
2, ha n paros;
) 1, han <100,
Jj) an =
2, ha n > 100.
2. Mi a hatarérték?
a) lim, . 47:_“;1 =7 b) limy, o0 7:32—+210 =
¢) limy, o d3t =2 d) lim, o =550 =7
e) lim,, o0 fgiﬁ, =7 f) lim,, 00 (421_;1 + nST:_Q) =7
¢)* lim,_e0 Vlfﬁ =7 h)* limy, e Y2 =7
)% 1imy, e Hvlj% =7 J) lim, (\/n +1-— n) =7

k) lim, o /1 (\/n—l— 1—+v/n—1)=7 1) lim,_ e W—L =7

3. Tovéabbi példak gyakorlashoz.

—n34+2n+11 _9

C) 11mn—>oo n21+3n -

In+11
6) lim,, 00 nitd =7
: V1+2n

h)* lim,, o, V242 =7

limy, o0 (VN2 +1—vn2—1) =7
AEETT o
o0 2n -



4. Egy rovarpopulacié néstény egyedinek szamat az n-dik generacidban az a, =
[fr (1 —m)]" ap egyenlet adja, ahol a m a fiatal egyedek haldlozasi aranyat jeloli, f
egy atlagos néstény utédainak szama, r pedig a n@stény rovarok ardnya a populéacio-
ban.

a) Legyen m = 0,8 és r = 0,5. Hogyan valasszuk f-et, hogy a populacio ne csokkenjen?
b) Adjunk altalanos feltételt arra, hogy adott m és r esetén milyen f termékenységi

mutato biztositja, hogy a populacié ne csckkenjen.

5. Egy populécité egyedszama minden évben g-szorosa az el6z6 évinek (¢ > 0). Az els6
évben az egyedszam x; > 0. ElérhetG-e ¢ alkalmas valasztasaval, hogy az egyedszam

2x1-hez konvergaljon, midén az évek szama végtelenhez tart?

6. Gyogyszeradagolasi probléma. Egy beteg minden reggel kap egy adott gyogyszerbdl
4 tablettat (4 dozist). A hatoanyag 2/3-a elbomlik 24 ora alatt. Hatarozzuk meg
tetszbleges n > 1-re, hogy mennyi hatéanyag van a beteg szervezetében az n-dik napon,
ha korabban nem kapott a gyogyszerbdl (azaz ha o = 0)! Mi a szervezetben talalhato

hatoanyag mennyiségének hatarértéke, ha a napok szama tart a végtelenbe?

7. Gyobgyszeradagolasi probléma. Gyobgykezelésének kezdetén egy beteg egy adott
gyogyszerbdl 10 tablettat (10 dozist) kap, majd ezutan minden reggel kap 2 tablet-
tat (2 dozist). A hatoanyag fele elbomlik 24 o6ra alatt. Hatarozzuk meg tetszéleges
n > 1-re, hogy mennyi hatdéanyag van a szervezetében az n-dik napon! Mi a hatéanyag

mennyiségének hatarértéke, ha a napok szama tart a végtelenbe?

8.*

a) Teljes indukcioval igazoljuk, hogy az z,.1 = ax, +b (a > 0, a # 1 ésb > 0
paraméterek, o adott) probléma megoldasa az az (z,,),., sorozat, ahol minden n > 0-
ra xr, = roa” + b%.

b) Az a = 1 eset. Teljes indukcioval igazoljuk, hogy az x, 1 = z,, +b (b > 0 paraméter,

o adott) probléma megoldasa az az (z,,),- , sorozat, ahol minden n > O-ra z,, = x¢+nb.



Megoldéasok

l.a) korlatos, szig. mon. csokken, limz, = 1; b) korlatos, monoton né és mon. csokken,
lim x,, = 5; ¢) korlatos, szig. mon. csékken, lim z,, = —1; d) korlatos, nem monoton, lim z,, =
0; e) alulrol korlatos, felilr6l nem korlatos, szig. mon. nd, limzx, = oo; f) alulr6l nem
korlatos, felilr6l nem korlatos, nem monoton, nincs hatarértéke, azaz divergens; g) feliilrél
korlatos, alulrol nem korlatos, szig. mon. csokken, limx,, = —o0; h) korlatos, nem monoton,
divergens; i) szig. monoton nd, alulrél korlatos, feliilr6l nem korlatos, lim x,, = oo; j) korlatos,

monoton né (nem szigoruan), limz, = 2.

2.a) 4; b) 1; ¢) 00; d) —oo; €) 0; f) 4; g) V2; h) 1;4) 1/4; j) 0; k) 1; 1) +o0.
3.a) 00; b) 1/5; ¢) —o0; d) 0; €) 0; f) 1; g) 0; k) 05 2) o0; j) 05 k) 1/251) 0.

4. Mivel a, > 0 (az a, = 0 eset nem érdekes, a,, < 0-nak a példdban nincs értelme), az
fr (1 —m) kifejezés is pozitiv. Ismert: Ha A € R és A > 1, akkor az x,, = A" sorozat szig.
mon né és lim,,_,.c A" = co. Ha A =1, akkor az x,, = A" a konstans 1 sorozat. Ha 0 < A < 1,
akkor az x, = A" sorozat szig. mon cstkken és lim,_,, A" = 0. Tehat a populacié nem
cso6kken pontosan akkor, ha fr (1 —m) > 1. Innen a) f > 10;0) f > 1/(r (1 —m)).

5. Nem. Az egyedszam az (n + 1)-dik évben z, 11 = ¢"x1. Ha 0 < ¢ < 1, akkor lim,,_, o ¢"21 =

0, ha ¢ = 1, akkor lim,,_,» q"x1 = x1, és ha ¢ > 1, akkor lim,_ .., ¢"x1 = 0.

6. A feladat szerint o = 0 és minden n > O-ra z,41 = 3 + 4. Ebbdl igazolhatd, hogy
Ty, =6{1— (%)n} minden n > 1-re (lasd hasonlé példa el6adason). Hossza tava viselkedés:

My o0 Ty = limp0e 6 {1 — (3)"} = 6.

T2, =10(3)"+4(1-(3)"), limy oo 2, = 4.



