Nemlinearis differenciaegyenletek

1. Hatérozzuk meg az

(Cl> Tnt+l = Tn (2 - l‘n) ) (b) Tnt+l = 2+1:En

differenciaegyenlet egyensilyi helyzeteit. Adjuk meg a kapott egyensilyi helyzetek stabilitasat

kétféle modon:

e vazoljuk az
(a) f(z) = x(2 — ) fiiggvény grafikonjat (parabola)

_ 1

= o7 fiiggvény grafikonjit (hiperbola)

(b) az fo(z) = L, majd ez alapjan az f (z)

és alkalmazzuk a pékhélé modszert;

e tekintsiik f differencidlhanyadosanak abszolutértékét f fixpontjaiban.
2. Vizsgaljuk az

(@) Zny =3 (1+ xn)2 ) (0) @1 =4z, (2 - xn)Q

differenciaegyenlet egyensilyi helyzeteinek stabilitasét a derivalt segitségével.

3. Tekintsiik az
Ny

Nip1 = Nper1-%)

differenciaegyenletet, ahol N; > 0 a populécié mérete a t-dik generaciéban, K > 0 a maximalis

-t

egyedszam, amit a kornyezet eltart, » > 0 konstans. Az e (=% tényez6 mutatja, hogy a

szaporodés lelassul, ha N; megkozeliti K —t.

(a) Mutassuk meg, hogy N = K egyenslyi helyzete az egyenletnek. Milyen paramétervalasz-

tas mellett lesz N aszimptotikusan stabil?

(b) Mutassuk meg, hogy a populacié pontosan addig né, amig a mérete K alatt marad (azaz
Niy1 > N; pontosan akkor teljesiil, ha N; < K). Feltehetd, hogy Ny > 0.

4. Hatarozzuk meg az

axy
a) Tprl = , a>0,b>0,

(b) apy1 = r—2a2, r>0,

(¢) ZTpt1 = axpe " +bx,, a>0,0<b<1

differenciaegyenlet egyensilyi helyzeteit és azok stabilitasat az a és b illetve r paraméterek

fliggvényében.



5. (a) Varley—Gradwell-Hassel modell rovarpopulciokra (1973):

1
aNtb '

Nip1 = AN;

N; a populécié stirtisége a t-dik generdcidéban, A > 1 a szaporodasi rata, a > 0, b > 0 konstan-
sok. A AN; tag a szaporulat, az 1/ (aNtb) tag adja meg, hogy a fiatal egyedek hanyadrésze
éri meg a felnétt kort. Hatarozzuk meg az egyensulyi helyzeteket és vizsgaljuk a nemtrivialis

egyensulyi helyzet stabilitdsast!

(b)* Az el6z6 modellel az a probléma, hogy ha N, kicsi, akkor a tulélési rata, 1/ (aNtb) nagyobb

1-nél, ami biolégiailag értelmetlen. Hassell 1975-ben javasolta az aldbbi mdédositast:

1

Nijp = ANy——————.
(14 aN,)?

Itt is NV, a populacioé stirtisége a t-dik generaciéban, A > 1 a szaporodasi rata, a > 0, b > 0
konstansok. Hatarozzuk meg az egyensilyi helyzeteket és vizsgaljuk a nemtrividlis egyensulyi

helyzet stabilitasast!

6. Populaciédinamikabo6l ismert az
Tyl =12n (1 —xp)

diszkrét logisztikus egyenlet.
(a) Legyen r > 1. Keressiik az egyensulyi helyzeteket és azok stabilitasat.

(b)* Mivel r = 3-ban a nemtrividlis egyensulyi helyzet elvesziti stabilitasat, keressiink r >
3 esetén 2-periodikus megolddsokat. Segitség: az = r?z(1 — ) (1 —rx(1 — 1)) egyenlet

atrendezhetd a kovetkezd alakura:

xre— (r—1)] [r2$2—r(r+1)x+r+1] =0.



Megoldasok

1. (a) Két egyensulyi helyzet van: Z; = 0 és Zo = 1; Z; instabil, Zo aszimptotikusan stabil.

Megjegyzés: a kovetkezd dbran kell a pokhalé modszert alkalmazni:
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1. (b) Két egyensulyi helyzet van: Z; = —14 /2 és To = —1 — /2, Z1 aszimptotikusan stabil,

Zo instabil. A kdvetkezG dbran kell a pokhalé modszert alkalmazni:

2. (a) Harom egyenstlyi helyzet van: o = 0 aszimtotikusan stabil, Z; = —1 + /2 instabil,
tovabba Ty = —1 — /2 instabil.

2. (b) Harom egyensulyi helyzet van: Zo = 0 instabil, Z; = 1,5 instabil, Zo = 2,5 instabil.

3. (a) Az egyenletbe val6 behelyettesitéssel az elss éllitas ellendrizhets. Stabilitas:

f(z)= xer(l_%) — ze’TKE = fl(x) = (1 — IT(J:> er(l_%) = f(K)y=1-r

alapjan N = K aszimptotikusan stabil, ha |1 —r|[<1& -1<1-r<1&0<7r<2.

(b)

N
Nii1 Nt€r(177)
N, Ny & 1l —>1 &
t+1 > 1V¢ N, > N, >
er(l_%) >1 & er(l_%) >e) o r (1 - ??) > 0.

Mivel r > 0, ez pontosan akkor teljesiil, ha

Ny
1-—>0 < K>N;.
K t



4. (a) Egyensulyi helyzetek: 1 =0 és Zo = a — b. Most

ax ab

f(w):b+x és f’(ﬂf)zm~

Mivel f'(0) = a/b, T aszimptotikusan stabil, ha —1 < a/b < 1. Az a és b paraméterek
pozitivitdsa miatt az els§ egyenlétlenség mindig teljesiil. Tehat z; aszimptotikusan stabil, ha
a/b<1<= a<b. Z instabil, ha a/b > 1 vagy a/b < —1. Mivel a és b is pozitiv, a mésodik
egyenlGtlenség sosem teljesiilhet. Tehat Zp instabil a > b esetén. Az a = b esetben nincs
informéciénk a stabilitasrol.

Hasonléan megmutathaté: Zo aszimptotikusan stabil, ha a > b és instabil, ha a < b. Az a =15

esetben megint nincs informacionk a stabilitasrol.

4.(b) Egyensulyi helyzetek:

I R a4 s

I1=———/7/—/¥—— éS Io
2 2

Most f (x) = r—az?és f'(z) = —2z. Innen f' (Z1) = 1++/1+ 4r > 1 adddik, ezért 7, instabil.

Mésrészt f/ (Z2) = 1 — /1 + 4r. Tehat ZTo aszimptotikusan stabil, ha —1 <1 —+/1+4r < 1
& —2 < —/1+4r < 0. A mésodik egyenltlenség mindig teljesiil. Az els6b6l jon: o
aszimptotikusan stabil, ha 2 > /1 +4r & 4 > 1 +4r & r < 3/4. Az Ty egyenstlyi helyzet
instabil, ha 1 — /1 +4r > 1 vagy 1 — /1 +4r < —1 . Ez r > 3/4 esetén fordul el6.

4.(c) Egyensulyi helyzetek:

l—b_ln a
o 1=b

T1=0és 79 =—1n

Most f (z) = axe ™™ + bz, f'(x) =ae ™ (1 —xz)+ b és

1-b 1-5

f (71) = a+billetve f'(z3) = (1—0b) (1 +1n )+b=(1-0b)ln +1.

Azt kapjuk, hogy Z; aszimptotikusan stabil, ha —1 < a+b < 1. Mivel a és b is pozitiv, az els§
egyenl6tlenség mindig teljesiil. Tehat Z; aszimptotikusan stabil, ha a + b < 1. Z; instabil, ha
a+b>1vagy a+b < —1. Mivel a és b is pozitlv, a masodik egyenl6tlenség sosem teljesiil.
Tehat z; instabil, ha a +b > 1. Az a + b = 1 esetben nem tudjuk eldénteni a stabilitést.

Miésrészt T aszimptotikusan stabil, ha

1- 1-
b+1<1<:>—2<(1—b)1n b
a a

—-1<(1-b)ln <0,

és instabil, ha
1-— 1-—
b>0vagy (1-0)In b

(1—->0)In < —2.
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5. (a) Egy egyensulyi helyzet van: N = (7> . Itt

o

>

f(z)= )\a;L = ixlfb és  f' (o)

axT o o

Yoop L

(67 T

(1—b)x="

Behelyettesitéssel f/ (N) = 1—b adédik. Tehat N aszimptotikusan stabil, ha |1 — b| < 1, azaz
0 < b < 2, és instabil, ha |1 —b| > 1, azaz b > 2. A b = 2 esetrdl nincs informacionk.

5. (b) Két egyenstlyi helyzet van: Ng = 0 és

A
1= —".
e
Most )
AT ) A=dzb(l+ax) «
Fla)= 20w f ()= 220N 0D a
(1+ ax) (1+ ax)

Behelyettesitéssel kapjuk, hogy
F(N)=1-b(1-277).
Tehat Ny aszimptotikusan stabil, ha

—1<1—b(1—A—%)<1, azaz 0<b(1—>\—%)<2.

6. (a) A trivialis egyensilyi helyzet, Z = 0 barmilyen r > 1 estén instabil. A mésik egyensulyi

helyzet, £ = (r — 1) /r aszimptotikusan stabil, ha 1 < r < 3, és instabil, ha r > 3.

(b) nemtrivialis 2-periodikus megoldasok: Zi,Z2,Z1, To, ... és T2, T1, T2, Z1, ..., ahol
_ r+1+/(r—3)(r+1)
xr12 = o .



