Masodrendd linearis differenciaegyenletek

1. Oldjuk meg a differenciaegyenleteket:

a) Tpio — 2T+, =0, x9=2, x1 =5

b) Tpio — Tpi1 + x, =0, To = —2, x1 =1,
) Tpyo — x, =0, To=3, r1 =5
d) 62y — Dxpi1 + 2, =0, xo =10, 21 =5;
e) Tpio + 4z, =0, xo = 10, z; = 10;

Mi az (z,,),-, sorozat hatarértéke, ha n — oo?

2. Egy adott faj ndstény egyedei minden év adott szakaszdban utodokat hoznak a
vilagra. Az utédok egy része eléri a felnGttkort, felnéttként szaporodik és életének
valamelyik évében végiil elpusztul. A fajhoz tartozo élglények életiik elsé évében nem
szaporodoképesek (azaz az n-dik évben sziilets egyed az n+1-dik évben még nem hozhat
utodokat a vilagra). Adjuk meg a problémat leiré masodrend differenciaegyenletet a,,-
re a kovetkezd jelolésekkel:

a, a felnétt néstény egyedek szama az n-dik évben,

b, a fiatal (jsziilott) egyedek szama az n-dik évben,

p paraméter adja meg, hogy a fiatal egyedek hanyadrésze éri meg a felnéttkort,

q adja meg, hogy a feln6tt ndstény egyedek hanyadrésze éri meg a kovetkezd évet,
f egy nénemi egyed utddainak atlagos szdma,

r a néstények aranya a populacioban.

3. A kovetkezs probléma vizsgalatat olyan szelvényes élGlények (algdk vagy gom-
bak) motivaljak, amelyek tjabb szelvények létrehozasaval gyarapodnak. Hipotetikus
szelvényes él6lényilink 24 6ranként az alabbi 3 moédon névekszik:

(a) a terminéalis (széls§) szelvények p hanyada létrehoz 1 1j szelvényt,
(b) a terminalis szelvények ¢ = 1 — p hanyada létrehoz 2 1j szelvényt,
(c) a terminéalis melletti szelvények r hanyada létrehoz egy 1j szelvényt (lasd abra).

Nem vessziik figyelembe, hogy a novekedés a rendelkezésre allo taplalék mennyiségétdl,
az él6lény belsd tartalékaitol, illetve mas tényezdktdl is fiigghet. Legyen a, /b, a ter-
minalis/terminélis melletti szelvények szama az n-dik napon. Hany terminéalis szelvény

1



lesz n nap mulva? Irjunk fel egy elsérendd egyenletrendszert a,-re és b,-re, illetve egy
masodrendii egyenletet a,-re!

XTI e XD = YRR D

(a)

— [T, = o'rl:(l)m

(b)

©

4. Egy adott egynyari virdg esetén a kovetkez§ paramétereket mértiik: o = 0,6, § =
0,30625, 0 = 0,5, v = 16. Hogyan alakul a populacié egyedszama az évek soran, ha
kezdetben (a 0. évben) 100, az 1. évben pedig 390 névényt szamoltunk?

5.% Egynyari novények talélése. A pnio — acyppir — B (1 — @) o?yp, = 0 egyenletben
hogyan kell -t valasztanunk (mint «, 5 és o fiiggvényét) ahhoz, hogy az egyik sajatérték
1-nél nagyobb legyen? (Ez kell ahhoz, hogy a populacié névekedjen.)

Segitség a feladatokhoz

2. Hogyan fiigg b, a,-t6l, illetve a,1 az a, és b, tagoktol?

3. Vegyiik észre, hogy az Osszes n-dik napon terminélis szelvény sziikségképpen ter-
minalis melletti lesz a kovetkezd napon, a széls6 melletti szelvények pedig ,beljebb”
keriilnek. Ebb6l azonnal adodik egy Osszefiiggés b, 1 és a, kozott. Masodik 1épésként

szamoljuk 6ssze, hogy hogyan sziiletnek 4j terminélis szelvények.



Megoldasok

1. a) egy sajatértékek van: A\ = 1, a megoldas: z,, = 2+ 3n, lim,_, x, = 00; b) A\j 2 =
k- i?, amibol r = 1, ¢ = 60°, z,, = —2cos (n60°) + %sin (n60°), lim,, e , nem
letezik, ez a sorozat oszcilldl; )\, = +1, Ay = —1, 2, = 4—(—1)" = 4+(—1)""!, szintén
nincs hatarérték d) A\, = %, Ay = %, x, = 10 (%)n, lim, yoo x, = 0; €) A\; = 21 és \y =
—2i, amib6l r = 2, ¢ = 90°, a megoldas: x,, = 2" {10 cos (n90°) + 5sin (n90°)} oszcillalo
sorozat.

2. byi1 = fqan, any1 = rpb, + qa,, ahonnan a,,, = rpfqa,_1 + qa,.

3. Elsérendii egyenletrendszer:

but1 = Qn, Qpy1 = Payp + 2qa, + rb, = pa, + 2 (1 —p) a, + rb, = (2 — p) a,, + rby.
Masodrendii egyenlet: a,.1 = (2 —p) a, + ra,_1 vagy anio = (2 — p) aps1 + ra,.

4. pp = 80-4,9" 4+ 20(—0,1)" - a mésodik tagnak oszcillalo hatésa van, ez azon-
ban egyre kisebb ahogy n-t egyre nagyobbra valasztjuk. Mivel lim,, .., 4,9" = oo és
lim,, o (—0,1)" = 0, ezért lim,,_,o. p, = 00, a populacié mérete minden hataron til nd.
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5. A nagyobb sajatérték, aa'y+\/(aa'y)2+4ﬁ(lfa)o'2’y >1evy> m




