Linearis differenciaegyenletek

1. Oldjuk meg a differenciaegyenleteket:

a) Tpio —2&pi1 + 2, =0, xg=2, 1 =D5;
)
)
d) 642 — Dxpi1 + 2, =0, xo =10, 21 = 5;
e) Tpio + 4z, =0, xo = 10, z; = 10;

=

Tpt2 — Tpy1 + 2 =0, rg=—-2, xt1 =15

C) Tpio — Ty =0, To=3, T1 =05

Mi az (z,,),-, sorozat hatarértéke, ha n — oo?

2. Egy adott egynyéri virag esetén a kovetkez6 paramétereket mértiik: o = 0,6, g =
0,30625, 0 = 0,5, v = 16. Hogyan alakul a populaci6 egyedszama az évek soran, ha
kezdetben (a 0. évben) 100, az 1. évben pedig 390 névényt szamoltunk?

3.* Egynyari novények talélése. A p,io — acypni1 — B (1 — ) o?yp, = 0 egyenletben
hogyan kell -t valasztanunk (mint «, § és o fiiggvényét) ahhoz, hogy az egyik sajatérték
1-nél nagyobb legyen? (Ez kell ahhoz, hogy a populacié névekedjen.)

Biologiai modellek felirasa

4. Egy fat iiltetiink, melynek egyetlen 0j dga van. Novekedése az alabbi szabalyok
szerint torténik. Minden 1j g a létrejottét kovets évben csak novekszik, majd az azt
kovets évtol kezdve minden évben egy 1Gj dgat hajt. Héany aga lesz a fanak az egyes
években (az els6 vizsgalt év az iiltetés éve)? Adjunk masodrendi differenciaegyenletet
az agak szamara!

5. Egy adott faj egyedi tavasszal parzanak és nyaron utdédokat hoznak a vildgra. Az
utodok egy része megéri kovetkezs tavasszal a felnGttkort. A felnGttek a masodik ta-
vasztol szaporoddképesek és életiik valamelyik évében végiil elpusztulnak. Adjuk meg
a problémat leir6é masodrendi differenciaegyenletet a,-re a kévetkezd jelolések segitsé-
gével:

a, a felnétt ndstény egyedek szama az n-dik év tavaszan,

b, a fiatal (jsziilott) egyedek szama az n-dik év nyaran,

p paraméter adja meg, hogy a fiatal egyedek hanyadrésze éri meg a felnGttkort,



q adja meg, hogy a feln6tt nGstény egyedek hanyadrésze éri meg a kovetkezd tavasszt,
f egy néstény egyed utddainak atlagos széma,

r a ndstények aranya a populécioban.

6. Irjunk fel egy modellt olyan egynyari névények szaporodasara, amelyek magjai 3
évig életképesek. A kovetkezG paramétereket vegyiik figyelembe:

f: atlagos maghozam /névény,

a/B/vy: az 1/2/3 éves magok hanyadrésze csirazik ki,

o : tulélési rata (az alvo allapotin magok hanyadrésze éri meg a kovetkezs évet).
Jeldlje p, a novények szaméat az n-dik évben!

7*. A kovetkez$ probléma vizsgalatat olyan szelvényes él6lények (algak vagy gombék)

motivaljak, amelyek Gjabb szelvények létrehozasaval gyarapodnak. Hipotetikus szelvé-
nyes él6lényiink 24 6ranként az alabbi 3 moédon novekszik:

(a) a terminalis (széls§) szelvények p hanyada létrehoz 1 1 szelvényt,
(b) a terminalis szelvények ¢ = 1 — p hanyada létrehoz 2 1j szelvényt,
(c) a terminéalis melletti szelvények r hanyada létrehoz egy 1j szelvényt (lasd abra).

Nem vessziik figyelembe, hogy a novekedés a rendelkezésre allo taplalék mennyiségétdl,
az él6lény belsd tartalékaitol, illetve mas tényezdktdl is fiigghet. Legyen a, /b, a ter-
minalis/terminalis melletti szelvények szama az n-dik napon. Hany terminéalis szelvény
lesz n nap mulva? Irjunk fel egy elsérendd egyenletrendszert a,-re és b,-re, illetve egy
masodrendi egyenletet a,-re!
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Segitség a feladatokhoz

4. Egyszer( észrevétel: az n-dik évben az aga szama = a tavalyi agak szama + 1j agak.
Ebbdl induljunk ki.

5. Hogyan fiigg b,,1 a,-t6l, illetve a, 1 az a, és b, tagoktol?
6. Egy harmadrend( differenciaegyenletet irjunk fel!

7. Vegyiik észre, hogy az Osszes n-dik napon terminalis szelvény sziikségképpen ter-
mindlis melletti lesz a kovetkezd napon, a szélsé melletti szelvények pedig ,beljebb”
keriilnek. Ebbél azonnal adodik egy Gsszefiiggés b, 1 és a, kozott. Masodik 1épésként

szamoljuk 6ssze, hogy hogyan sziiletnek 1j terminélis szelvények.

Megoldasok

1. a) egy sajatértékek van: A = 1, a megoldas: =, = 2+ 3n, lim,_, x, = 00; b) A\j 2 =

LB amibl r = 1, ¢ = 60°, x,, = —2cos (n60°) + Z=8in (n60°), limy, o0 2, nem
letezik, ez a sorozat oszcilldl; c)\; = +1, Ay = —1, 2, = 4—(—1)" = 4+(—1)""!, szintén

nincs hatarérték d) Ay = %, Aoy = é, r, = 10 (%)n, lim, ooz, = 0; €) A\p = 20 és \y =
—2i, amib6l r = 2, ¢ = 90°, a megoldas: x,, = 2" {10 cos (n90°) + 5sin (n90°)} oszcillalo
sorozat.

2. p, = 80-4,9"+20(—0,1)" - a masodik tagnak oszcillilo hatasa van, ez azon-
ban egyre kisebb ahogy n-t egyre nagyobbra valasztjuk. Mivel lim, .., 4,9" = oo és
lim,, o (—0,1)" = 0, ezért lim,, o, p, = 00, a populdci6é mérete minden hataron tul nd.

aocy+ \/(aaﬁ/)2+4ﬂ(lfa)o2'y
2

3. A nagyobb sajatérték,

>1ey> m.

4. Jelolje x,, az n-dik évben az dgak szamét, n > 1. A feladat szerint xqg =1 és z; = 1.
Minden évben az egy évesnél iddsebb dgak hajtanak 1j dgat, az egyévesek nem. Igy az
n-dik évben annyi Gj 4g lesz, amennyi volt az (n — 2)-dikben. Igy z, = 2,1 + 2o

minden n > 2-re. A Fibonacci-sorozatot kaptuk!
5. byy1 = fqan, ans1 = rpb, + qa,, ahonnan a,.1 = rpfqa,_1 + qa,.

6. puys = ao fpui2+ Bo (1 —a)ofpur +7y0 (1 —B)o(l—a)ofp,.

7. Els6rendii egyenletrendszer:

bui1 = Qn, Qpy1 = Pay, + 2qa, + rb, = pa, + 2 (1 —p)a, + rb, = (2 — p) a, + rby,.
Masodrendii egyenlet: a,.1 = (2 —p) a, + ra,_1 vagy anio = (2 — p) aps1 + ra,.



