Elemi val6szintiségszamitas I1I.

Példak a teljes valdsziniiség tételére illetve a Bayes-tételre

1.Tiid6sztres alkalmaval a betegek 90%-nal a vizsgalat kimutatja a tbe betegséget. Egészséges
embereknél a vizsgalat 1% gyakorisdggal -hamisan- beteget jelez. A tbc gyakorisdga a sztirésre
keriilok korében: 10000 ember koziil atlagosan Gten betegek. Mi a valdszintisége annak, hogy
valakit véletlenszertien kivilasztva

(a) betegséget allapitunk meg ES az illets valoban beteg,

(b) betegséget allapitunk meg ES az illet6 nem beteg,

(c) a vizsgalt személy valoban the-s, HA a vizsgalati eredmény pozitiv? Alkalmazzuk a Bayes-
tételt.

2. Egy patkany két labirintus kéziil taldlomra valaszt. Annak a valdszintisége, hogy 3 perc alatt
keresztiiljut a labirintuson, 0,6 illetve 0, 3.

(a) Mennyi a valoszintisége annak, hogy a patkany harom perc alatt atjut? Hasznaljuk a teljes
valoszintség tételét.

(b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az els6 labirintust valasztotta, HA harom perc elteltével
azt latjuk, hogy a patkiany atjutott a labirintuson? Alkalmazzuk a Bayes-tételt.

3. Egy varosban ugyanannyi férfi van, mint ng. A szinvaksag valoszintisége férfiaknal 5/100,
ndknél 25/1000.

(a) Mennyi a valészintisége annak, hogy hogy az utcan el6szor szembejovs ember szinvak?

(b) Mennyi a valészintisége, hogy egy szinvakokrol vezetett nyilvantartasban egy taldlomra vélasz-

tott karton egy férfi adatait tartalmazza?

4.x Biomatematika vizsgdn minden vizsgakérdéshez harom lehetséges valasz van megadva, egy
helyes koziiliik. A vizsgazo p valoszintdséggel tudja a vilaszt, ha nem tudja, 1/3 valoszintiséggel
jeloli meg a 3 valasz valamelyikét. Az egyik valaszt megnézve azt latjuk, hogy helyes. Mi a
valészintisége, hogy a hallgaté valéban tudta a valaszt?

Valoszintiség a genetikdban (djabb példak a teljes valdszintiség tételére illetve a
Bayes-tételre)

1. Autoszomas recessziv betegség oroklését vizsgaljuk. Tudjuk, hogy az egészséges felnétt lakosség
6%-a hordozo6 (heterozigota).

(a) Mi a valosziniisége annak, hogy egészséges anya és beteg apa hézassagabol egy egészséges
gyermek sziiletik? Alkalmazzuk a teljes valoszintiség tételét.

(b) Mi a valosziniisége annak, hogy az anya nem hordozé annak ismeretében, hogy egészséges
gyermekiik sziiletett? Vegyiik észre, hogy a Bayes-tételt kell hasznélnunk.

2. 1. Autoszomas recessziv betegség oroklését vizsgaljuk. Tudjuk, hogy az egészséges felnétt
lakossag 6%-a hordozo (heterozigota).

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy egészséges anya és beteg apa hézassagabol két egészséges
gyermek sziiletik (nem egypetéjii ikrek)?

(b) Mi a valoszintisége annak, hogy az anya Aa genotipusi annak ismeretében, hogy két egészséges
gyermekiik sziiletett?



3. Autoszomas recessziven 6rokl6ds betegséget vizsgalunk az alabbi csaladfan. Az (1), (3) és (4)
személyek egészséges fenotipusuak, (2) beteg. Tudjuk, hogy az egészséges felnétt lakossag 8%-a
hordozo (Aa).

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy (3) és (4) els gyermeke egészséges?

(b) Mi a valoszintisége annak, hogy (3) hordoz6 annak ismeretében, hogy (4) harom egészséges
gyermeket sziilt neki, akik k6zott nincsenek egypeteji ikrek?

4. Autoszomés dominansan(!) 6rokl6ds betegséget vizsgalunk olyan csaldadban, ahol az anya
beteg fenotipust (AA vagy Aa), az apa egészséges (aa). Tudjuk, hogy a beteg felnétt lakossag
96%-a hordozza a recessziv (egészséges) a allélt.

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy a par sziiletendd els6 gyermeke beteg? (b) Mi a valoszintisége
annak, hogy az anya homozigota, ha beteg gyermekiik sziiletett?

Megoldasok

Példak a teljes valdszintiség tételére illetve a Bayes-tételre

1. Legyen A, Ao, B az alabbi hiarom esemény:
Aj @ egy véletlenszertien kivilasztott ember tbe beteg,
Ag : egy véletlenszertien kivilasztott ember nem beteg,
B : a tidészirés alkalmaval betegséget allapitunk meg.
Ekkor A; és Aj teljes eseményrendszert alkot, P (A;) = 5/10000 = 0,0005, P (Az) = 0,9995,
P (BJA;) =0,9, P(B|A2) =0,01.
(a) P(BNAy) =P (B|A;) P (A1) =0,00045.
(b) P(BNAy) =P (B|A3) P(Az2) = 0,009995.
)

(c) Bayes tételének alkalmazasaval:

P (B|A1) P (A1)
(B|A1) P (A1) + P (B|A2) P (A2)

P(A41|B) = ~ 0,043

2. Legyen A;/As az az esemény, hogy a patkany az 1./2. labirintust valasztotta, B az az esemény,
hogy 3 perc alatt kijut. Ay és As teljes eseményrendszert alkot. Mivel a patkiny a labirintusok
koziil taldlomra valaszt, P (A1) = P (A2) = 0,5. A feladat szerint P (B|A;) = 0,6 és P (B|A2) =
0,3.

(a) A teljes valoszintiség tétele szerint P (B) = P (B|A1) P (A1) + P (B|A2) P (Ag2) = 0,45.

(b) Kell P (A;|B). Bayes tételének alkalmazéaséval

P (B|A1) P (A1)
(B|A1) P (A1) + P (B|A2) P (Ag)

P(A1]B) = 5 ~ 0, 67.

3. Legyen A, Ay, B az alabbi harom esemény:



Ay : egy véletlenszertien kivalasztott ember férfi,
Ag : egy véletlenszertien kivalasztott ember né,
B : egy véletlenszertien kivalasztott ember szinvak.

Ekkor Ekkor A; és As teljes eseményrendszert alkot, P (A;) = 0,5, P(Az) = 0,5, P(B|4;) =
5/100 = 0,05, P (B|As) = 25/1000 = 0, 025.

(a) A teljes valosziniiség tételével:
P (B) = P(B|A;) P (A1) + P (B|As) P (A2) = 0,05 - 0,5+ 0,025 - 0,5 = 0, 0375.
(b) A Bayes-tételbdl:

P (B|A1) P (A1)
(B|A1) P (A1) + P (B|A2) P (A2)

P(A4|B) = 5 ~ 0, 67.

4. Jelolje H azt az eseményt, hogy a vélasz helyes, T azt az eseményt, hogy a hallgaté tudja a
valaszt. Feltehets, hogy P (H|T) = 1. Ekkor A Bayes-tételbél:

P(T|\H) = 1'p+%(1—p)'

Valo6szintiség a genetikdban (ujabb példak a teljes valdszintiség tételére illetve a
Bayes-tételre)

1. Legyen Aj, Az, B az alabbi harom esemény:

Aj : az anya nem hordozo, azaz AA a genotipusa,

Ag : az anya hordoz6, azaz Aa a genotipusa,

B : a gyermek egészséges.

Ekkor Ekkor A; és Aj teljes eseményrendszert alkot, P (A;) = 0,94, P (As) = 0,06, és a szokéasos
tablazatok segitségével lathato, hogy P (B|A1) =1, P(B|A2) =0,5.

(a) : A teljes valoszintiség tételébol

P(B)=P(B|A1))P(A))+ P (B|A2) P(A3) =1-0,94+0,5-0,06.

(b) Meg kell hataroznunk P (A;|B)-t. A Bayes-tételbol:

P (B|A1) P (4Ay) B 10,94
(B|A1) P (A1) + P (B|A2) P(As)  1-0,94+0,5-0,06

P(A1|B) = Iz

2. Az el6z6 feladathoz hasonléan legyen Ap, Ao, C' az aldbbi harom esemény:
Aj : az anya nem hordozo, azaz AA a genotipusa,

Ao : az anya hordozo, azaz Aa a genotipusa,

C : mindkét gyermek egészséges, azaz az anya mind a kétszer A allélt adott.

Ekkor Ekkor A; és As teljes eseményrendszert alkot, P (A1) = 0,94 és P (As) = 0,06. A szokésos
tablazatok segitségével lathato, hogy P (az anya A allélt ad egy gyermeknek|As) = 0,5. Mivel a
két gyermek fogantatasa fiiggetlen, P (C|As) = 0,52, Emellett nyilvanvalé: P (C|A;) = 1.

(a) : A teljes valoszintiség tételébdl

P(B) = P(B|A;) P (A;) + P (B|As) P(A3) =12-0,94 +0,5%- 0,06 = 0, 955.



(b) Meg kell hataroznunk P (As|B)-t. A Bayes-tételbol:

P (B|A3) P (Ay) _ 0,52 -0,06
(B|A1) P (A1) + P (B|As) P(A3)  12.0,94+0,5%-0,06

P(A2|B) = ~ 0,016.

3. (1) genotipusa AA vagy Aa, (2) genotipusa aa, {gy sziikségképpen az egészséges (4) genotipusa
Aa. (3) genotipusa lehet AA vagy Aa. Legyen Aj, A, B az alabbi harom esemény:

Aj : a (3) apa nem hordozo, azaz AA a genotipusa,

Ag : (3) hordozo, azaz Aa a genotipusa,

B : az els6 gyermek egészséges.

Ekkor P(A) = 0,92, P (Ay) = 0,08, P (B|A;) = 1, P(B|As) = 0,75.

(a) A teljes valosziniiség tételét alkalmazzuk.

P (B) = P (B|A)) P (A;) + P (B|As) P (A3) = 1-0,92+0,75 - 0,08 = 0, 98.

(b) Legyen C' az az esemény, hogy mind a harom gyermek egészséges. Kell P (A3|C). Ekkor
P(C|A;) = 13 = 1, P(C|As) = 0,753 a gyermekek fogantatisanak fiiggetlensége miatt. A
Bayes-tételbdl:

P(ClAy) P (A 0,75%-0,08
Pi4:|C) = P (C|Ay) PEAyl) 21350]2,)42) P(As)  1-0,98+0,75%-0,08 0,034
4. Legyen Ay, Ao, B az alabbi harom esemény:
Ay : az anya genotipusa AA,
Ag : az anya genotipusa Aa,
B : az els6 gyermek beteg.
Ekkor P(Al) = 0,04, P (AQ) = 0,96, P(B’Al) = 1, P(B‘Ag) = 0,5.
(a) P(B) =P (B|A;)P(A;)+ P(B|A2) P(A2) =1-0,04+0,5-0,96 = 0, 52.
(b)
P(A1|B) = & PB4 P () 1-0,04 ~ 0,077.

(B|A1) P (Ay) + P (B|A3) P(A3)  1-0,04+0,5-0,96



