Matrixok és alkalmazasaik (Leslie-matrixok)

1. Végezziik el a kijelolt mtveleteket (ha ez lehetséges):
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2. Adott egy allatpopuléacio. A ndéstények két korcsoportjat kiilonboztetjiik meg: az elsGbe
tartoznak az 1 évnél fiatalabbak, a mésodikba az 1 évnél idGsebbek. Az elsé korcsoportbeliek
tulélési rataja pi1, a méasodik korcsoportbeliek tilélési ratdja po. Az elsé korcsoport tagjai nem
szaporodoképesek, a masodik korcsoport szaporodési ratéja (azaz egy ndstény altal évente
nemzett ndstény utodok atlagos szama) f. Tegyiik fel, hogy ha az n-dik évben egy ndstény
a 2. korcsoportba tartozik és szaporodik, az utédok az (n + 1)-dik évben sziiletnek. Adjuk
meg a Leslie-matrixot és adjunk becslést a koreloszlasra hossz tdvon sajatérték-sajatvektor

kalkulator segitségével!, ha
a) f=T7,p1=0,15p> =0,8;
b) f=8,5p1 =0,5 py=0,8.

3. Egy adott lazacfajta legfeljebb 3 évig él, és ezért 3 korcsoportba osztjuk Sket. Az els6
életévet a lazacok 5%-a, a masodik évet a megmaradt halak 10%-a éli tal. A 3. évben
egy atlagos néstény lazac 2000 néstény utdédot nemz. A lazacok az els§ két évben még nem

szaporodoképesek.

a) Irjuk fel a populaci6 3 x 3-as Leslie métrixat.

b) Mi a koreloszlas egy illetve két év mulva, ha kezdetben minden korcsoportban 1000 ndstény
lazac van?

c) Sajatérték-sajatvektor kalkulator segitségével adjuk meg a Leslie-matrix sajatértékeit és

sajatvektorait. Kapunk informaciot a hosszi tava koreloszlasrol?
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4. Egy adott lazacfajta legfeljebb 4 évig él, ezért 4 korcsoportba osztjuk Sket. Az elsd életévet
a lazacok 0,5%-a, a masodik évet a megmaradt halak 7%-a éli tul. A harmadik évet megérd
halak 15%-a a negyedik évet is megéri. A 4. évben egy atlagos néstény lazac 5000 néstény

utodot nemz. A lazacok az els6 harom évben még nem szaporodoképesek.
a) Irjuk fel a populacio 4 x 4-es Leslie matrixat.
b) Mi a koreloszlas egy év mulva, ha kezdetben minden korcsoportban 1000 néstény lazac van?

c) Sajatérték-sajatvektor kalkulator segitségével adjuk meg a Leslie-méatrix sajatértékeit és

sajatvektorait. Kapunk informaciot a hossza tava koreloszlasrol?

5. A Strix occidentalis bagolyrol azt tudjuk, hogy a altalaban 2 éves kortél szaporodik és
akar 20 évet is élhet. 3 korcsoportba osztjuk a (ndstény) baglyokat: az 1. korcsoportba
tartoznak az egy évnél fiatalabb egyedek, a 2. korcsoportba tartoznak a mésodik életéviikben
jaro egyedek, mig a 3. csoportba keriilnek a két évnél idGsebb példanyok. Jeldlje f; az i.
korcsoport szaporodési ratajat (egy ndstény atlagosan hany olyan tojast rak, amibgl néstény
kel ki), és p; a tulélesi ratat (azaz azt a hanyadost, amely megadja, hogy az i. korcsoportba
tartozé példanyok mekkora hanyada éri meg a kovetkezs évet). Tekintsiik ugy, hogy az 4]
esztendd kezdete mindig a tojésrakas idejére esik, azaz ha az n-dik évben egy ngstény lerakja
a tojasait, akkor a fiokak az (n + 1)-dik évben kelnek ki.

a) Irjuk fel a Leslie-matrixot, ha fi = fo =0, f3 =3, p1 = 0,24, py = 0,86 és p3 = 0,87. Mi
lesz a koreloszlas a kovetkez illetve a rakévetkezs évben, ha kezdetben 200db két évnél idésebb
ngstény bagollyal szamolunk és nincsenek fiatalabb egyedek? Sajatérték-sajatvektor kalkulator
segitségével becsiiljiilk a populacié éves novekedését vagy csokkenését illetve a koreloszlast

hossza tavon.

b) Ismeteljiik a feladatot kovetkezd (a kaliforniai Klamath tartomanyban mért) paraméterek-
kel: f1 = 0,09, f2 = 0, 2, f3 = 0, 33, pP1 = 0, 325, P2 = Pp3 = 0,8677.



Megoldasok:

-4 -1 1 3 4
1. a) ; b) nem értelemzziik; c) ; d) nem értelemzziik;
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2. a) Leslie-matrix:

(0 7 ;
0,15 0,8

sajatértékek: \; = 1,5, Ao = —0,7; A\;-hez tartozé sajatvektor:

(%)

(vagy ennek tetsz6leges konstansszorosa); becslés a koreloszlasra: 1. korcsoport: 82,35%, 2. kor-

csoport: 17,65%.
I_ 0 8,5 ;
0,5 0,8

sajatértékek: \; = 2,5, Ay = —1,7; A\;-hez tartozé sajatvektor:

17

5
(vagy ennek tetszoleges konstansszorosa); becslés a koreolszlasra: 1. korcsoport: 77,27% , 2. kor-
csoport: 22, 73%.

b) Leslie-matrix:

3. a) A Leslie-matrix:

0 0 2000
L=1 0,05 0 0
0 0,1 0
b) A koreloszlas 1 illetve 2 év milva:
1000 2-10° 2-10° 2-10°
L] 1000 | = 50 illetve L 50 = 10°
1000 100 100 5

¢) L sajatértékei: A\; ~ 2,154434690031884 és Ao 3 ~ —1,077217345015942 + 1,865795172362064i. A
komplex gyokok abszolat értéke:

TR \/(—1, 077217345015942)2 +1,8657951723620642 = 2,154434690031884.

Nincs informéaciénk a hosszu tavia koreloszlasrél, mert minden sajatérték abszolit értéke egyenld.



4. a) A Leslie-méatrix:

b) A koreloszlas 1 év mulva:

1000 5- 106
1

I 000 _ )
1000 70
1000 150

¢) Nem, mert minden sajatérték abszolut értéke egyenld.

5. a) A Leslie-matrix:
0 0 3
L= 024 0 0
0 0,8 0,87

A koreloszlas 1 év mulva:

0 0 3 0 600
0,24 0 0 0 = 0 ,
0 0,8 0,87 200 174
2 év mulva:
0 0 3 600 522
0,24 0 0 0 = 144
0 0,8 0,87 174 151, 38

(Senkit ne zavarjon meg, ha valamelyik korosztalyra nem egész szamu egyedet kapunk: ez csak egy
matematikai modell, csak becsiilheti, de nem hatarozhatja meg a populécié pontos alakulasat.) A
sajatértékek: A\; ~ 1,26, Ao 3 ~ —0,1950 £0,6733¢. A komplex gyokok abszolut értéke:

wzJ@ﬁJ%m2+mﬁmyz0jm.

A1 olyan pozitiv valés gyok, amelynek abszolit értéke nagyobb a tobbi gydknél = hosszi tavon évi

26%-0s novekedés varhaté. Sajatvektor Ai-hez:

0,9081
v | 0,173
0,3814

(vagy ennek tetszoleges konstansszorosa). Igy a kovetkezd koreloszlas varhaté hossza tavon: 1. kor-
csoport: 62,09%, 2. korcsoport: 11,83%, 3. korcsoport: 26,08%.

5. b) A Leslie-matrix:
0,09 0,2 0,33
L=1]1035 0 0
0 0,8 0,87



A koreloszlas 1 év mulva:

0,09 0,2 0,33 0 66
0,325 0 0 0 = 0 ,
0 0,86 0,87 200 174
2 év mulva:
0,09 0,2 0,33 66 63, 36
0,325 0 0 0 = 21,45
0 0,86 0,87 174 151,38

(Senkit ne zavarjon meg, ha valamelyik korosztalyra nem egész szamu egyedet kapunk: ez egy matema-
tikai modell, csak becsiilheti, de nem hatarozhatja meg a populécié pontos alakulaséat.) A sajatértékek:
A1~ 0,9834, A2 3~ 0,0117 £0,19017. A komplex gyokok abszolit értéke:

r~+/0,01172 +0,19012 ~ 0, 1905.

A1 olyan pozitiv valdés gyok, amelynek abszolit értéke nagyobb a tobbi gyoknél = \; segitségével

becsiilhetjiik a populacio jovéjét: hossza tavon évi 1,66%-os csokkenés varhato. Sajatvektor Ai-hez:

0, 3678
va | 0,1215
0,9219

(vagy ennek tetszoleges konstansszorosa). Igy a kovetkezd koreloszlas varhaté hosszi tavon: 1. kor-
csoport: 26,06%, 2. korcsoport: 8,61%, 3. korcsoport: 65, 33%.



