Kongruenciarelacié, faktoralgebra, homomorfizmus J




Legyen x egy kétvaltozds miivelet a nemiires A halmazon:
x: AxA— A, (a,b)— axb. Ekkor az A = (A; *) algebrai
struktdrat grupoidnak nevezziik.

Legyen ~ egy ekvivalenciareldcié az A halmazon. Azt mondjuk,
hogy ~ kongruenciarelacidja az A grupoidnak, ha tetszéleges
ai, ap, by, by € A elemek esetén

ap~b

1 1}:>a1*a2~b1>kb2.
dp ~ b2

Ekkor az A/~ osztalyozds kompatibilis a * miivelettel, azaz
tetszbleges C;, C; € A/~ ekvivalenciaosztalyokhoz létezik egy
olyan D € A/~ osztaly, amelyre

{a1*xaxy | 1€ C,ape G} C



Példa
Kompatibilis osztalyozdsa-e C = {{a, b}, {c,d},{e}} az aldbbi
grupoidnak?

* | a c d e
alc b ¢ ¢ e
bla ¢ ¢ e c
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Példa
Kompatibilis osztalyozdsa-e C = {{a, b}, {c,d},{e}} az aldbbi
grupoidnak?

* | a c d e
alc b ¢ c e
G:baccec
cla e ¢ c e
d|la d ¢ d d
ela ¢ ¢ e c




Példa
Kompatibilis osztalyozdsa-e C = {{a, b}, {c,d},{e}} az aldbbi
grupoidnak?

* | a c d
alc c c
G:bacc c
cl|a c ¢
d|la d c d
a ¢ c c

Nem, pl. a~ bésc~d,deaxcw bxd
(azaz M x« W nem jéldefinidlt).



Példa
Kompatibilis osztalyozdsa-e C = {{a},{b, c,d, e}} az aldbbi
grupoidnak?

* | a c d e
alc b ¢ ¢ e
bla ¢ ¢ e c
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Példa
Kompatibilis osztalyozdsa-e C = {{a},{b, c,d, e}} az aldbbi
grupoidnak?

x| a c d e
alc b ¢ c e
G:baccec
cla e ¢ c e
d|la d ¢ d d
ela ¢ c e c




Példa
Kompatibilis osztalyozdsa-e C = {{a},{b, c,d, e}} az aldbbi
grupoidnak?

x| a c d e

alc b ¢ ¢ e

bla ¢ ¢ e c
G =

cla e ¢ ¢ e

Q.
[\S)
Q.
9}
Q.
Q.

Igen, barmely két szin szorzata jéldefinialt:

E:<E-NH HNH:E-NH N:E-N HN:E-=-NL



Legyen A = (A; %) egy grupoid, legyen ~ egy kongruenciarelacidja
A-nak, és legyen C = A/~ a megfeleld kompatibilis osztalyozas.
Ertelmezziik a kongruenciaosztalyok halmazan a ® miiveletet a
kovetkezOképpen: tetszéleges C1, C; € A/~ esetén legyen C; ® G,
az az egyértelmiien meghatdrozott D € A/~ kongruenciaosztily,
amelyre

{31*32 ’ al € Cl, a € C2} -

Az igy kapott A/~ = (A/~;®) algebrat nevezziik az A algebra ~
kongruencia szerinti faktoralgebrajanak.

Altaldban 3 jeloli az a € A elem ~ szerinti ekvivalenciaosztélyat.
Ezzel a jeloléssel a faktoralgebra mivelete igy definidlhaté:
a®ay = ap *ap.

Az osztalyozads kompatibilitdsa garantélja, hogy ez a miivelet
joldefinialt, azaz az eredmény nem fiigg a reprezentansok
vélasztdsatdl.



Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|la b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

a
bla ¢ ¢ e c¢
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Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

a
bla ¢ ¢ e c¢
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Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

a
bla ¢ ¢ e c¢

G =
cla e ¢c ¢ e
dla d ¢ d d
ela ¢c ¢c e c
* ‘ {a} {b,c,d, e}
G/~ = {a} {b,c,d,e} {b,c,d, e}

{b,c,d, e} {a} {b,c,d, e}



Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

a b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

*

o L
[\
(9]
(9]
(1)
(9]

G =
cla e ¢ c e
dia d c d d
e|la ¢ c e c
*x | A B
G/~ = A|B B, ahol A={a}és B={b,c,d, e}
B|A B




Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C={{a,c},{b,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|la b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

a
bla ¢ ¢ e c¢
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Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C={{a.c},{b,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

a
bla ¢ ¢ e c
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Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C={{a.c},{b,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|la b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

a
bla ¢ ¢ e c
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Példa

Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C={{a.c},{b,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

xa b c d e
alc b ¢ c e
G - bla ¢c ¢ e c
cla e ¢ ¢ e
dla d ¢ d d
ela ¢ ¢ e ¢
« | f{ac) {be} (d)
G/ — {a,c} | {a,c} {b,e} {a, c}
{b,e} | {a,c} {a,c} {b,e}
{d} |{act A{d} {d}



Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C={{a.c},{b,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

a
bla ¢ ¢ e c

G =
cla e ¢ c e
dia d c d d
ela ¢ c e c
«|A B D
AlA B A
G/~= ,ahol A={a,c},B={b,e}ésD = {d}
B|A A B
DA D D



Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a,b,c,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

a b ¢ d e

c b ¢ c¢c e
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Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a,b,c,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

a b ¢ d e

c b ¢ ¢ e

*

L

o
L
(o)
(9]

e c
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L
D
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Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a,b,c,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b c d e

alc b ¢ c¢c e

bla ¢ ¢ e c
G =

c|a c ¢ e




Példa
Hatarozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a,b,c,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b c d e
alc b ¢ c¢c e
bla ¢ ¢ e c

(9]
L
(9]
(@}
D

Ez nem kongruencia, pl. d ~d ésa~ b, de d*xan~dxb.



A szamelméleti kongruencia is kongruencia(!):

ay = by (mod m)

a = by (modm)} = a1 +ax= by + by (modm),

ay-apy = by - by (modm).

Példa

Modulo 7 maradékosztalyok &sszeadasa:

{...,-5,2,9,16,...} +{...,—-3,4/11,18,...} =2+4=6=
={...,-1,6,13,20,...}

{...,-5,2,9,16,...} +{...,-3,4,11,18,...} =9+11=20=
={...,-1,6,13,20,...}

Az eredmény nem fiigg a reprezentansok valasztasatol.



Példa
A (Z3;+,-) gyiirii miivelettiblazatai:

zZ={...,-3,-2,-1,01,2,3,4,56,7,8,9,10,11,...}

el
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m={.,-3,03609,...}
m={..,-21,4710,..}

m={.., 1,2,58,11,...}



Példa

Hatdrozzuk meg az (RR;-) algebra ~ szerinti faktoralgebrdjat, ahol

a~b < sgna=sgnb.

R/N = {RJrv R™, {O}}

{0} R* R~ 012

(R;") j~ = {Oj’ {o} {0} {0}’ ~ 9 9 9 9
Rt | {0} Rt R 1|0 1 2

R-| {0} R~ R+ 2|0 2 1
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N
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Példa
Hatarozzuk meg az (R; +) algebra ~ szerinti faktoralgebrajat, ahol

a~b <= sgna=sgnb.

Ez nem kongruencia, mert az Osszeg el6jelét nem hatdrozza meg
egyértelmilen az Gsszeadanddk eldjele.

Példdul 2 ~ 5 és —6 ~ —4, de (2 + (—6)) = (5 + (—4)).



<> | igaz hamis
igaz | igaz hamis
hamis | hamis igaz

izomorf struktdrak
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AzA=({@,% };2) ésaB=({0,1};+) algebrik

szerkezete ugyanaz: ha A miivelettabldzatdban
minden ‘ -t dtneveziink 0-ra, és minden % -ot 4tneveziink 1-ra,

akkor éppen B miivelettablazatat kapjuk:

R
“% a’trﬁ)zés
‘v @

Ezt az ,atnevezést” a

»{®. %101, @-0 %-1

leképezéssel irhatjuk le. Az atnevezés , jogossdga” pedig a
kovetkezoképpen fogalmazhatd meg:

Val,aze{.,%}: (a1 ®@a)p = (a19) + (a29) -




Definicio
Legyen A = (A; %) és B = (B; @) két grupoid. Azt mondjuk, hogy
a ¢: A — B leképezés izomorfizmus A-bdl B-be, ha

1. ¢ bijektiv leképezés, és

2.  felcserélhetd a miiveletekkel, azaz

Vai,ar € A: (al * 32)(p = a1p D arp.

Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
A és B izomorf . Jelolés: A = B.

Megjegyzés

Az izomorfizmus tetszdleges algebridkra hasonlé médon
definidlhaté: a ¢ leképezésnek az algebrak minden miiveletével
felcserélhet6nek kell lennie.

Példdul A = (A;+,-) és B = (B; +, -) esetén:

Vaj,ap € A: (a1 +a)p = a1¢ + axp, és
Vaj,ap € A: (a1 -a2)e = a1p - axp.



Definicié
Legyen A = (A; %) és B = (B; @) két grupoid. Azt mondjuk, hogy
a ¢: A — B leképezés beagyazas A-bdl B-be, ha

1. ¢ injektiv leképezés, és

2.  felcserélhetd a miiveletekkel, azaz

Vai,ar € A: (al * 32)(p = a1p D arp.

Ha létezik ¢: A — B bedgyazds, akkor A izomorf a B algebra Ay
részalgebrdjaval: A = Ap < B. Jelolés: A — B.

Példa
» Ng2Z—>Q—R—=C
> R« R™"
» R — R[x]

» D, —= S,



Definicié
Legyen A = (A; %) és B = (B; @) két grupoid. Azt mondjuk, hogy
a p: A— B leképezés homomorfizmus A-bél B-be, ha

1.
2. ¢ felcserélhetd a miiveletekkel, azaz

Vaij,a2 € A: (a1xax)p = aip @ axp.

Ha létezik ¢: A — B sziirjektiv homomorfizmus, akkor azt
mondjuk, hogy B homomorf képe A-nak.

Tétel (homomorfiatétel)
A homomorf képek és a faktoralgebrak lényegében ugyanazok:

> Ha ¢: A — B sziirjektiv homomorfizmus, akkor Iétezik olyan
~ kongruenciarelaciéja A-nak, amelyre A/~ = B.

» Ha ~ kongruenciareldcidja A-nak, akkor létezik p: A — A/~
sziirjektiv homomorfizmus.



