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Tartalom

1. Komplex szamok



A komplex szamok teste

Definicid.
Definidljuk a valds szamparok halmazan az 6sszeadds és a szorzas miiveletét a
kovetkez6képpen:

(a,b) +(c,d):=(a+c,b+d);
(a,b) - (c.d) := (ac — bd, ad + bc).

Tétel.
A fenti miveletekkel (]RZ; -+, ) test.

> additiv egységelem: (0,0)
» additiv inverz: — (a, b) = (—a, —b)
» multiplikativ egységelem: (1,0)

> multiplikativ inverz: (a, b) ' = (W ﬁ) ha (a, b) # (0,0)



A komplex szamok teste

Tétel.
Az alabbi leképezés bedgyazza a valds szamok testét az (]Rz; +, ) testbe:

]R—)]Rz,a»—>(a,0).

Definicid.
> Az (R? +,) test a komplex szdmok teste, amit ezentdl C-vel jeldliink,
elemeit (azaz a valds szdmpdarokat) pedig komplex szdmoknak nevezziik.

> Tetszéleges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t frunk,
és nem is kiilonboztetjilk meg az a valds szamtdl. lgy a valds szdmtest
részteste lesz a komplex szamtestnek.

» A (0,1) komplex szémot i jeldli a tovabbiakban (képzetes egység).

Allitas.
A képzetes egység négyzete: i = —1.



Kanonikus alak

Tétel.
Minden komplex szdm el&all, mégpedig egyértelmii médon, x + yi (x,y € R)
alakban. Az (a, b) komplex szam ilyen felirdsandl x = a és y = b, azaz

(a, b) = a+ bi.
Definicid.
A z = (a, b) komplex szdm a + bi alakban valé felirdsat z kanonikus alakjénak, az

a valds szdmot z valds részének (jeldlése: Rez), a b valés szamot z képzetes
részének (jelélése: Im z) nevezziik.

Megjegyzés.
Ezutdn a komplex szdmokat nem valds szamokbdl allé6 szamparokként, hanem

a+ bi alakd formalis kifejezésekként kezeljiik.
A szorzds és a reciprokképzés igy fest kanonikus alakban:

(a+ bi)- (c+ di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc) i;
1 1 a—bi a—bi a —b

a+bi_a+bi.a—bi_a2—|—b2_32+b2+32+b2l (

ha a+ bi # 0).



Rendezés

Tétel.
A komplex szamok teste nem elrendezhetd, azaz nincs a C halmazon olyan linedris
rendezés, amellyel rendezett testet alkotna.

Bizonyitas.

i2=—1



Konjugalt, abszolut érték

Definicid.

A z = a+ bi komplex szdm konjugdltjdn a Z = a — bi komplex szamot értjiik,
abszolt értéke pedig a |z| = v/'a%2 + b% nemnegativ valds szdm.

Tétel.

Barmely u, v komplex szdmokra érvényesek az alabbiak:

(1) uFv=1u+V; (8) u-1=|u?;

2) u—v=1-v; (9) 1/u=1a/|u* ha u#0;
@) ov=v-u (10) [@] = ful;

(4) 1/v=1/V, hav #0; (A1) |u-v|=u|-|v|;

(5) T =u; (12) |u/v|=|u|/|v| ha v #0;
(6) T=u < uveER; (13) |u+v| < |u|+]v].

(7) u+T7=2Reu;



A komplex szamsik

Definicid.

Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogli koordinatarendszer, és
feleltessiik meg az a + bi komplex szamnak az (a, b) koordinataju pontot.
igy kapjuk a komplex szamsikot , mas néven Gauss-féle szamsikot.

Az elsd tengelyt (abszcissza) valds tengelynek, a masodik tengelyt (ordindta) pedig
képzetes tengelynek hivjuk. A valds tengelyen taldlhatdk a valds szamok, a képzetes
tengelyen pedig az Ggynevezett tiszta képzetes szamok.

Megjegyzés.

A komplex szdmsikon az abszoliit érték az origétdl (nullstdl) vald tavolsigot jelenti,
a konjugdlas nem mads, mint a valds tengelyre vald tiikrozés, az Gsszeadds pedig
(hely)vektorok Gsszeadaséval irhaté le geometriailag.



A komplex szamtest polinomos konstrukcidja

Tétel.
A komplex szémok teste izomorf az R [x] / (x? + 1) maradékosztélytesttel. Az
izomorfizmust az alabbi leképezés szolgaltatja:

a+ bx— a—+bi.
Megjegyzés.

» Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom. Ekkor K = T [x] / (m) olyan
test, amelyben az m polinomnak van gyoke, mégpedig o = X.

> A K test minden eleme egyértelmien felirhatd

ap_1x" 14 fax—tag=ap1a" T+ +aa+ag (an—1,...,a € T)
kanonikus alakban”. Az a szimbdlumrdl elég annyit tudni, hogy m («) = 0.

» Azt mondjuk, hogy a K test T-bdl az m polinom egy a gyokének
adjungéldsdval keletkezik: K = T ().

» A komplex szadmtestet a valés szamtestbdl az m = x? + 1 egy gyokének
adjungdlasaval kapjuk: C =R (/).



A komplex szamtest matrixos konstrukcidja

Tétel.
a b L ‘ e wa .
Az (—b a) alaki matrixok egy résztestet alkotnak az IR?*2 matrixgyiiriiben, és

ez a résztest izomorf a komplex szamok testével. Az izomorfizmust az aldbbi
leképezés szolgéltatja:
a b .
(_ ) — a+ bi.

b a
Megjegyzés.

» A fenti izomorfizmusnal egy komplex szam konjugéltjdnak a neki megfeleld
matrix transzponiltja felel meg, az abszoliit értéknek pedig a determinans
négyzetgyoke.

» Tudjuk, hogy az e/? = cis ¢ = cos @ + isin ¢ komplex szdmmal valé szorzds a
komplex szamsikon az origé koriili ¢ szogli forgatast adja. Ezzel 6sszhangban
cos@ sing
—sing cosg
linedris transzformacié szintén az origd koriili ¢ szogu forgatés.

az e'? komplex szdmhoz tartozé ( ) matrixnak megfeleld
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2. Hiperkomplex szdmok



Study-féle szamok

Definicié.
A Study-féle szamok (parabolikus komplex szamok, dudlis szamok) olyan a + be
alakd formidlis kifejezések, ahol a és b valds szamok, ¢ pedig egy olyan szimbdlum,
amelyre €2 = 0. Az 6sszeaddst és a szorzast természetes médon értelmezziik:
(a+be)+ (c+de) =(a+c)+ (b+d)e,
(a+ be) - (c+de) = ac+ (ad + bc) e.

Tétel.
A Study-féle szamok kommutativ egységelemes gyliriit alkotnak (van zérusosztd!).

Bizonyitas.
HF =

Allitas.
» A hatvanyozas ilyen egyszer(i: (a+ be)” = a” + na"Lbe.

> Tetszbleges f € R [x] polinomra f (a+ be) = f (a) + ' (a) be.



A Study-féle szamok polinomos és matrixos konstrukcidja

Tétel.
A Study-féle szdmok gyiiriije izomorf az R [x] / (x?) maradékosztaly-gyiirivel.
Az izomorfizmust az aldbbi leképezés szolgaltatja:

a—+ bx — a-+ be.

Bizonyitas.
HF .

Tétel.

0
a részgylirli izomorf a Study-féle szamok gyirijével. Az izomorfizmust az aldbbi

leképezés szolgiltatja:
(a b) — a4 be.
0 a
Bizonyitas.

HF -

a b N . e .
Az ( a) alakii matrixok egy részgyiiriit alkotnak az IR?*? mitrixgyliriiben, és ez



Hiperbolikus komplex szamok

Definicié.

A hiperbolikus komplex szdmok (hasitott komplex szdmok, kettés szamok) olyan
a+ bj alakd formalis kifejezések, ahol a és b valds szamok, j pedig egy olyan
szimbdlum, amelyre j> = 1. Az 6sszeaddst és a szorzast természetes médon
értelmezziik:

(a+bj)+(c+dj)=(a+c)+ (b+d)J,
(a+ bj) - (c+ dj) = (ac + bd) + (ad + bc) j.

Tétel.
A hiperbolikus komplex szdmok kommutativ egységelemes gyiiriit alkotnak (van
zérusosztd!).

Bizonyitas.
HF



A hiperbolikus komplex szamok polinomos és matrixos konstrukcidja

Tétel.
A hiperbolikus komplex szémok gytiriije izomorf az R [x] / (x*> — 1) maradékosz-
taly-gylrivel. Az izomorfizmust az aldbbi leképezés szolgaltatja:

a—+ bx— a+ bj.

Bizonyitas.
HF 0

Tétel.

b
a részgylirli izomorf a hiperbolikus komplex szamok gylriijével. Az izomorfizmust
az alabbi leképezés szolgiltatja:

a b .
(b a) —a-+bj.
Bizonyitas.

HF O

a b L ) fei nw .
Az < a> alakd matrixok egy részgyiiriit alkotnak az R2*2 matrixgyliriiben, és ez



Gondolkozivaldk

» Hogyan lehetne definidlni a konjugdldst a Study-féle, illetve a hiperbolikus
szamok korében?

» Rendelkezik-e a konjugdlt a komplex szdmoknal megszokott tulajdonsagokkal?

> Ertelmezziik az ,abszolit értéket” a |z| = \/|zz] képlettel. Milyen
tulajdonsdgai vannak az abszolit értéknek? Hogy néz ki a sikon az

{z: 2P =1}

halmaz (ami az egységkdr megfeleldje)?

» Mely szamoknak van reciproka, és hogyan lehet azt kiszdmolni? (Lehet a
komplex szamoknal megszokott médon a nevezd konjugaltjaval boviteni a
tortet?)

> Hainy négyzetgydke (n-edik gydke) van egy szdmnak, és hogy lehet ket
kiszamolni?



Algebrak

Definicié.
Egy T test feletti asszociativ algebran olyan A nemiires halmazt értiink, melynek
elemeit lehet egymassal 0sszeadni, szorozni, és T elemeivel szorozni:

+:AxXxA— A (ab)— a+b;
e: AXA— A (a,b)— aeb;
2 TxA—=A (Ab)—A-a

dgy, hogy
> (A;+, o) gyliri;

> az Osszeaddssal és a T elemeivel val6 szorzasokkal A vektorteret alkot
(A elemei a vektorok, T elemei a skaldrok);

» minden a, b€ Aés A € T esetén A-(aeb) = (A-a)eb=ae(A-b).



Algebrak

Részletesebben:

(1) Va, b, c € A: (a+b)+c=a+(b+c)
(2) Va,be A: a+b=b+a

(3) d3ze AVac A: atz=a

(4) Yae Adb e A: at+b=z

(5) Va, b, ce A: (aeb)ec=ae(bec)
(6) Va,b,cec A: (a+b)ec=aec+bec
(7) Va,b,c € A: ae(b+c)=aeb+aec
(8) Va,be AVAET: A-(a+b)=A-a+A-b
(9) Vae AVA,ueT: (A+u)-a=A-atpu-a
(10) Yac AVA,ueT: (Ap)-a=A-(u-a)

(11) Yae A: l-a=a

(12) Va,be AVA € T: A-(aeb)=(A-a)eb=ae(A-b)



Algebrak

Definicid.

>

>

Ha a szorzas asszociativitdsa kivételével minden tulajdonsdg teljesiil, akkor A-t
nemasszociativ algebranak nevezziik.

Ha a szorzds kommutativ, akkor A-t kommutativ algebranak nevezziik.

Ha a szorzdsra nézve is van egységelem, akkor A-t egységelemes algebranak
nevezziik.

Ha A-ban nincsenek zérusoszték (azaz minden a, b € A esetén
aeb=7z = a=zvagy b= z), akkor A-t zérososztomentes algebranak
nevezziik.

Mivel A vektortér T felett, beszélhetiink a dimenziéjardl, és ezt a dimenziét az
A algebra rangjanak nevezziik.

Ha A nemtrividlis végesrangli egységelemes algebra R fol6tt, akkor
hiperkomplex rendszernek, elemeit pedig hiperkomplex szimoknak nevezziik.

Ha A-nak csak egy eleme van, akkor trividlis algebranak nevezziik.



Példak

» Minden test 1 rangl asszociativ, kommutativ, egységelemes, zérusosztémentes
algebra sajat maga folott.

> A komplex szamok 2 rangi asszociativ, kommutativ, egységelemes,
zérusosztomentes algebrat alkotnak a valds szamtest folott.

P A Study-féle szdmok és a hiperbolikus komplex szdmok 2 rangl asszociativ,
kommutativ, egységelemes algebrat alkotnak a valds szamtest folott.

> Az n X n-es valés matrixok n > 2 esetén n?

algebrat alkotnak a valds szdmtest folott.

rangl asszociativ, egységelemes

> A T feletti polinomok végtelen rangl asszociativ, kommutativ, egységelemes,
zérusosztomentes algebrat alkotnak T folott.

P A folytonos valds fliggvények végtelen rangl asszociativ, kommutativ,
egységelemes algebrat alkotnak R folott.

» A differencidlhaté valds fliggvények végtelen rangll asszociativ, kommutativ,
egységelemes algebrat alkotnak R folott.



Az alaptest beagyazasa

Tétel.
Ha A nemtrividlis egységelemes algebra T felett, akkor A tartalmaz T-vel (mint
sajat maga feletti 1 rangd algebrdval) izomorf részalgebrat.

Bizonyitas.
Jeldlje z az A algebra additiv egységelemét, e pedig a multiplikativ egységelemet.
Mivel A nemtrividlis, e # z. A kdvetkez6 leképezés bedgyazza T-t A-ba:
p: T =>A A=A
P injektivitas:
pA)=¢(p)<=Ae=pe<=A—p)e=z<=A-u=0<= A=y
P felcserélhetéség a + miivelettel:
M) +o(p)=A-etpu-e=A+pu)-e=9A+p
P felcserélhetoség a @ miivelettel:
pA)eg(p)=(A-e)o(u-e)=(Ap)-(eoe) = (Au)-e= g (An)
P felcserélhetoség a - ,,miivelettel™

Apu)=A-(n-e)=(Ap)-e=¢(An)



Az alaptest beagyazasa

Megjegyzés.
Ha az algebra szorzdsa nem is kommutativ, a A - e alakl elemek akkor is minden
elemmel felcserélhetdek:

(A-e)ea=A-(eea)=A-a=A-(aee)=ae(A-e).
Ez azt jelenti, hogy ¢ (T) C C (A), ahol C (A) jeldli az A algebra centrumat:

C(A)={c€A:cea=aecminden a € Aesetén}.

Megjegyzés.

Ezentdl csak egységelemes algebrakkal foglalkozunk és az alaptest elemeit
azonositjuk az el6z6 tételbeli bedgyazas melletti képiikkel. Tehat gy tekintjiik,
hogy A-e= A, igy példaule=1-e=1ész=0-e=0. fgyaz alaptest
részalgebrdja lesz A-nak: T C A.

Tovabbi egyszerlisitésként a @ b helyett csak a - b-t vagy ab-t irunk.



2 rangu hiperkomplex rendszerek

Tétel.
Minden 2 rangi hiperkomplex rendszer izomorf a komplex szamok, a Study-féle
szamok vagy a hiperbolikus komplex szamok algebrajaval.

Bizonyitas.

Legyan A egy 2 rangl hiperkomplex rendszer. Ekkor A kétdimenzids vektortér IR
folott; tehat barmely két linedrisan fiiggetlen vektora bazist alkot; példdul 1, a bazis,
ha a ¢ R. Ekkor A barmely eleme egyértelmiien felirhaté A -1+ p-a (A, p € R)

alakban. Specislisan a2 is ilyen alakba frhaté: a®> = A + pa. Célunk olyan
1,¢ (¢ ¢ R) bazist taldlni, amelyre e {-1,0,1}. Ab:=a— % € R elemre

2
b2 = A+ VT = B € R, tehdt az 1, b bazis mar ,majdnem” jé.

(a) Ha B =0, akkor nincs semmi teendénk (c := b), rogton latszik, hogy A
izomorf a Study-féle szamok algebréjaval.

(b) Ha B > 0, akkor legyen ¢ = Lﬁ' Ekkor c? = 1, tehat A izomorf a hiper-

bolikus komplex szamok algebrajaval.

b

(c) Ha B < 0, akkor legyen ¢ = . Ekkor c? = —1, tehat A izomorf a komplex

E

szamok algebrajaval. ]
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3. Magasabb dimenzids ,szamok”



Kvaternidk

Definicid.
A kvaternidk olyan a + bi + ¢j + dk alaki formalis kifejezések, ahol a, b, ¢, d valds
szamok, i, j, k pedig egy olyan szimbdlum, amelyekre teljesiilnek az aldbbiak:

P=72=K=-1 ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.




A kvaternidk ferdeteste

Definicié.
Aqgr=a1+ bii+cij+ dik és go = ax + boi + coj + dok kvaternidk Ssszegét és
szorzatat természetes médon definidljuk:

g1+ g = (al+az)+(b1+b2)i+(C1+C2)j+(d1+d2) k,
g1 q2 = (a1ap — bibp — c1cp — dida) + (a1bo + bras + c1do — di )i
+(a1cp — bidh + craz + dib2)j + (a1da + bico — c1by + draz) k.

Tétel.

A fent definialt miiveletekkel a kvaternidk ferdetestet alkotnak (IH mindent tud,
amit egy testnek tudnia kell, kivéve a szorzds kommutativitdsat). Egyuittal H
négydimenzids vektortér is a valds szdmtest folott. Kovetkezésképp a kvaternidk
egy 4 rangl asszociativ, egységelemes, zérusosztdmentes algebrat alkotnak R fol6tt.



Kvaterniécsoport

Megjegyzés.
A {:I:l, +i, £j, :i:k} halmaz csoportot alkot a szorzassal. Ezt a csoportot
kvaterniécsoportnak nevezziik.

1 -1 i =i =k —k
1 1 -1 i =i j —-j k —«k
1| -1 1 —i i —j j —k k
il - -1 1k -k —j
—i| =i i 1 -1 —k k j —j
il = -k ok -1 1 i =i

Pk -k 1 -1 —i i
k| k —k j —j —i i -1 1
k| -k kK = G i - 1 -1




Valds rész, képzetes rész, konjugalt, abszollt érték

Definicié.
A g = a—+ bi + ¢j + dk kvaternid valds és képzetes része, konjugaltja és abszollt
értéke:

Re(q) = a,
bi + ¢j + dk,
G=Re(q) —Im(q) =a— bi — ¢ — dk,

lq| = Va? + b2 + 2 + d2.

3
—
Q
~—

I

Tétel.

A kvaternidk konjugiltja és abszolit értéke rendelkezik a komplex szamoknal tanult
13 tulajdonséggal. Specidlisan g € H \ {0} esetén qg = qq = |q|2 € R™, igy
minden nemnulla kvaterniénak van multiplikativ inverze:



A kvaternidk matrixos konstrukcidja

Tétel.
A kvaternidk algebraja izomorf az R**# matrixalgebra egy részalgebrajaval az
alabbi izomorfizmus mellett:

a+bi+ ¢+ dk—

Bizonyitas.
HF



Erdekességek

Megjegyzés.
A |q1]? - |q2]? = |q1g2|* azonossaghdl kévetkezik, hogy ha m és n el8all négy
négyzetszam Osszegeként akkor mn is elGall igy:

m=lq?=d+bi+d+df n=|@=8+0B+3+d
4
_ 2 2 _ 2
m-n=|ql|"-|q|" = |qq]

= (ayap — biby — c1cy — d1db)? + (arby + bray + c1do — d12)?

+(a1cr — bida + crap + chbp)® + (arda + bica — c1by + diaz)?.
Ezt az azonossdgot mar Euler is tudta, és ezt hasznilva Lagrange bebizonyitotta,
hogy minden természetes szam el6all négy négyzetszam Osszegeként. Erre a tételre

az ,egész kvaternidk” gyirijének irreducibilis elemeit vizsgalva is lehet bizonyitast
adni.



Erdekességek

Megjegyzés.

Ha az i, j, k kvaternidkat harom egymdsra merdleges haromdimenzids egység-
vektornak tekintjiik (igy, hogy ebben a sorrendben jobbsodrésti rendszert alkos-
sanak), akkor a g = a+ bi + ¢j + dk valds része és képzetes része egy skaldr,
illetve egy vektor:

Re(q) =a=:A €R, Im (q) = bi + ¢j + dk =: v € R,

Tehat minden kvaternid felfoghatd egy skaldr és egy vektor dsszegeként. Ebben az
alakban egyszeriibben felirhaté a szorzas képlete:

A+V)-(u+w)=Ap— (v, W)+ (Aw+uv+v x w).
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4. Nincs tovabb



Frobenius tétele

Tétel.
Izomorfia erejéig csak hadrom nemtrividlis, végesrangt, zérusosztdmentes, asszociativ
algebra létezik a valds szdmok teste folott:

> a valds szamok teste (1 rangi algebra);
> a komplex szdmok teste (2 rangd algebra);

> a kvaternidk ferdeteste (4 rangt algebra).



Mégis van tovabb!

Legyen A a valds vagy a komplex szamok algebraja, és legyen A’ az a + bE alakd
formilis kifejezések halmaza, ahol a, b € A és E egy szimbdlum. Az &sszeadast és a
szorzast a kovetkezoképpen értelmezziik:

(a+bE)+ (c+dE)=(a+c)+(b+d)E,
(a+ bE) - (c + dE) = (ac — db) + (da+ bc) E.

Az igy kapott A’ algebrit az A algebra megkettézottjének nevezziik (Cayley-Dickson
konstrukcié). Ha A =R, akkor A" 2 C, és ha A = C, akkor A’ =~ H.

A kvaternidk algebrajdnak megkettézottje a Cayley-féle szamok (oktonidk)
algebrdja, amely 8 rangli nemasszociativ, egységelemes, zérusosztémentes algebra
R foldtt. Itt az asszociativitds aldbbi gyengébb formdaja (alternativitds) teljesiil:

a-(a-b)=(a-a)-b, a-(b-b)=1(a-b)-b, a-(b-a)=(a-b)-a

Ha ismét alkalmazzuk a Cayley-Dickson konstrukciét, akkor egy 16 rangu
egységelemes algebrat kapunk (szedenidk), amely mar nem is alternativ, minden
nemnulla elemének van inverze, de mégis vannak benne zérusosztok!



Altaldnos Frobenius-tétel

Tétel.
Izomorfia erejéig csak négy nemtrividlis, végesrangu, zérusosztémentes, alternativ
algebra létezik a valds szdmok teste folott:

> a valds szdmok teste (1 rangt algebra);
» a komplex szamok teste (2 rangi algebra);
> a kvaternidk ferdeteste (4 rangi algebra);

> a Cayley-féle szdmok alternativ algebrdja (8 rangd algebra).



Kompozicidalgebrak

Legyen A egy R folstti algebra, és legyen (,) : A2 — R egy szimmetrikus bilinedris
alak:

Va, b e A: (a,b) = (b, a);
Va,b,c e A (a+b,c) = (a,c)+(bc);
Va,b € AVA € R: (Aa,b) = A(a,b).

Tegyiik fel, hogy az N (a) = (a, a) kvadratikus alak pozitiv definit:
VacA: (a,a)>0 é (aa)=0 < a=0.

Az N (a) nemnegativ valés szdmot az a elem normdajanak nevezziik. A norma
multiplikativ, ha
Va,be A: N(ab)=N(a)N(b).

Ha a fentiek mind teljesiilnek, akkor A-t kompozicidalgebranak nevezziik.



Hurwitz tétele

Tétel.
Izomorfia erejéig csak négy nemtrividlis, végesrangl, egységelemes
kompozicidalgebra létezik a valds szamok teste folott:

> a valds szdmok teste (1 rangt algebra);
» a komplex szamok teste (2 rangi algebra);
> a kvaternidk ferdeteste (4 rangt algebra)

> a Cayley-féle szdmok alternativ algebrija (8 rangd algebra).

Kovetkezmény.
Csak n =1, 2,4, 8 esetén létezik

(G4 4xd) - (D) =Rt + 22

alakd azonossag, ahol mindegyik z; egy 3 cjx;y; alakd kifejezés.
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