A valds szamokon tul




Tartalom

1. Arkhimédeszi testek
2. Teljesség
3. Tizedes tortek

4. Hipervalds szamok



Tartalom

1. Arkhimédeszi testek



Korlatok

TetszOleges T rendezett testben definidlhatunk intervallumokat:
» (a,b):={xeT:a<x<b};

» [a, b :={xeT:a<x<b};
» [a,b):={xe T:a<x<b};
» (a,00):={x€ T:a<x}.
A H C T halmaz alulrdl korltos, ha létezik olyan a € T elem (alsé korlat), amelyre

minden h € H esetén a < h teljesiil. Ha az alsé korlatok kozott van legnagyobb,
akkor azt H infimumanak nevezziik:

infH=max{ae T :Vhe H: a<h}.

Hasonldan értelmezhetd egy feliilrdl korlatos H C T halmaz szuprémuma, vagyis
legkisebb fels6 korldtja:

supH=min{ae T :VYhe H: a> h}.



A raciondlis szdmtest bedgyazasa

Legyen T egy rendezett test, e multiplikativ egységelemmel, P pozitivitasi
tartomannyal, és legyen

Tt={acT:a>0}="P\{0}, T-={aeT:a<0}.
Emlékezteto:
> Vay,...,an€T: a%+---+a%€P;

> Vay,...,an€T: a%—0—~--+a?,:O << a1 =---=a,=0.

Ebbol kovetkezik, hogy minden n € IN esetén
>»ne=e+---fe=e’+..-+e2ecTH
n n
» (—n)-e=—(n-e) e T".
Ezek alapjan kénnyen lathatd, hogy a ¢: Z — T, n— n- e leképezés bedgyazza
az egész szamok gylirlijét T-be, sét, ezt kiterjesztve a

p:Q—T, % — ae- (be) !

leképezéssel bedgyazhatjuk a raciondlis szamok testét is T-be (char T = 0).



Nagysagrendi viszonyok

Azonositsuk az ae - (be) ' € T elemet az $ raciondlis szammal (pl. e = 1).
fgy ezentul mindig feltehetjiik, hogy Q részteste T-nek.

A ¢ leképezés nem csak a miiveletekkel cserélhetd fel, de monoton is, azaz
T rendezett résztestként tartalmazza Q-t (vagyis Q szokdsos rendezése egybeesik
T rendezésének Q-ra valé megszoritasaval).

Definicié.

Ertelmezziik a TT halmazon a ,végteleniil kisebb” reldciét a kovetkezdképpen:
akb < VnelN:na<b

< VneN:n<

Sk Lo

< VnelN: i<

A fentiekbdl vildgos, hogy

b a



Végteleniil kicsi és végteleniil nagy elemek

Definicié.
A T7 halmaz elemeit harom csoportba sorolhatjuk az 1-hez valé viszonyuk szerint:
= 1
> ti=faeTr a1} = (0, 2) (infinitezimalis elemek)
n
n=1
[e0]
> vii={aeTr:ax>1}= ) (m, oo) (végtelen elemek)
m=1
<ol
> Fr.=T"\(Ituvh) = {J [ : m} (véges elemek)
n
n,m=1

Az Gsszeg és szorzat nagysagrendje igy alakul (HF):

+ || i FY vt ol P v
I+ I~ | Ft | vt T T ?

F+ |l F+ | F+ | v+ F+ |+ | F+ | vt
VT || vt | vt | vT VT 2 | vt | vT




Az arkhimédeszi axidma

Definicid.
A T rendezett test arkhimédeszi test, ha teljesiilnek rd az aldbbi ekvivalens
feltételek:

> VaeTdnelN: n> g

> vVt =0

> |t =Q;

> <=0.
Tétel.

Minden rendezett T testre ekvivalensek a kovetkezok:

1. T arkhimédeszi test;
2. Q siiri részhalmaz T-ben: Va,be T: a<b — dreQ: a<r < b;
3.VaeT: a=inf{reQ:r>a};

4. VaeT: a=sup{reQ:r<a}.



Példa nem arkhimédeszi testre

Bévitsiik a val6s szamok testét egy e infinitezimdlis elemmel. Az R U {e} halmaz
persze nem lesz test; hozzd kell venniink minden olyan kifejezést, amit a négy
alapmlivelet (&sszeadds, kivonds, szorzds, osztds) véges szami alkalmazdsdval fel
tudunk épiteni e-bdl és valds szamokbdl. Ezek mind igy festenek:

ane" + -+ ae+ ao
bme™ + -+ - - + bre + bo

(n,mE]No, a,-,bje]R, bm#O).

Az ilyen alaki elemek mar testet alkotnak; jeldljiik ezt R (€)-nal.

Az a tény, hogy 0 < & < % minden n € IN-re, egyértelmiien meghatarozza a
rendezést az R (¢) testen. Példdul (HF):

1+e¢ 1

5 + 100¢? 6 — 37 — =
+ e < £<<£2+2£<<82

Node |étezik-e egyaltalan €7



Nem kell hinni epszilonban

Tekintsiik az R feletti raciondlis tortek testét (ez nem mds, mint az R [x] gyiirii
hanyadosteste):

]R(x):{;: flg e R[x, g;&O}.

[

racionalis tortek halmaza, amelyeknél f és g legkisebb foku
vagy pedig f = 0). Masképpen:

Legyen P azon t =

—~0q

tagja azonos elGjelii

teP < FeR"Vaec (0,6): t(x)>0.

Kénnyen meggondolhaté (HF), hogy P teljesiti a pozitivitdsi tartomanyok
tulajdonsdgait, tehdt R (x) linedrisan rendezett test: t1 > tr <= t; —t2 € P.

Az x € R (x) elem infinitezimalis:

1_
Xep v

Dexcl o x0=Xcpest _x=
n 1 n

Tehat csak at kell nevezni x-et e-ra, és maris megkapjuk az el6z6 példdban
szereplO testet.



Tartalom

2. Teljesség



Dedekind-teljesség

Definicié.
A T rendezett test Dedekind-teljes, ha teljesiilnek ra az aldbbi ekvivalens feltételek:
» minden nem dlires alulrél korldtos H C T halmaznak van infimuma;

» minden nem iires feliilrdl korlatos H C T halmaznak van szuprémuma;

» ha T = AUF gy, hogy A minden eleme kisebb F minden eleménél, akkor
vagy A-nak van legnagyobb eleme vagy F-nek van legkisebb eleme.

Tétel.
Minden Dedekind-teljes rendezett test arkhimédeszi.

Bizonyitas.
Ha T nem arkhimédeszi, akkor IN C T feliilrdl korlatos. Ha T Dedekind-teljes,
akkor létezik supIN =: a. Node

VneN:a>n — VneN:a>n+1 — VneN:a—1>n.

Ez azt jelenti, hogy a — 1 is fels6 korlatja IN-nek, ami ellentmondds (miért?). O



A valds szamok teljessége

Tétel.
A valés szamok teste Dedekind-teljes.

Bizonyitas.

A valés szamok Dedekind-féle konstrukcidjat hasznéljuk. Legyen H C R nem iires
alulrdl korlatos halmaz; be kell latnunk, hogy létezik H-nak infimuma. Mivel a valds
szamok rendezése éppen a Dedekind szeletek forditott irdnyu tartalmazasa, ha az
(R; <) rendezett halmazrdl attériink a (R; C) rendezett halmazra, akkor minden a
feje tetejére all: H feliilrél korldtos, és a szuprémumat keressiik.

Legyen X C Q az 6sszes H-beli elem uniéja. Ekkor X vagy szelet vagy X = Q.
Node az utébbi lehetetlen, hiszen H-nak van felsé korlatja R-ben, és az valédi
részhalmaza Q-nak. Ezzel belattuk, hogy X € R.

Vildgos, hogy X a legsziikebb olyan halmaz, ami tartalmazza H minden elemét,
tehdt X lesz H szuprémuma a C rendezésre nézve, és igy X lesz H infimuma a <
rendezésre nézve. O

Kovetkezmény.
A valds szamok teste arkhimédeszi.



Csak egy maradhat

Tétel.
Ha T Dedekind-teljes rendezett test, akkor T = R.

Bizonyitas.
Legyen T Dedekind-teljes (és igy arkimédeszi) rendezett test; a szokott médon

feltehetjiik, hogy Q C T. Tetszbleges a € T esetén legyen U, az a-ndl nagyobb
racionalis szdmok halmaza:

U,={reQ:r>a}.
Mivel T arkhimédeszi, Ua Dedekind-szelet:

(NVRH): a¢ VT = U, #©;
ag V- = U, #Q;

(FSZ): trivialis;

(NLK): a=inf U, miatt a legkisebb elem csak a lehetne, de a ¢ U,.



Csak egy maradhat

Bizonyités. (folyt.)
Tehst kaptunk egy U: T — R, a+> U, leképezést. Ez a leképezés injektiv:

a<b = dreQ: a<r<b
— JreQ: rel,\U, = U,#A0, (6t U, D Up).

Meg lehet mutatni, hogy U felcserélhetd az Gsszeaddssal és a szorzdssal:

Uspp =U,+U, é  Uup=U,-Up minden a, b € T esetén.
Ezzel belttuk, hogy U (monoton) bedgyazas.

Be kell még latni, hogy U sziirjektiv. Tetszéleges X € R Dedekind-szeletet
tekinthetiink T részhalmazanak (hiszen X C Q C T). Mivel T Dedekind-teljes,
létezik a := inf X € T. Vilagos, hogy ekkor U, = X. ]

Kovetkezmény.

Ha T arkhimédeszi rendezett test, akkor T izomorf a valds szamok egy résztestével.
Forditva, R minden részteste arkhimédeszi.



Cauchy-teljesség

Definicid.
Az {ap}0_; C T sorozat konvergens, ha

JaeTV6e T IWENVNEN: n>v = |a,—a| < 4.
Definicid.
Az {a,,}ff:l C T sorozat Cauchy-sorozat, ha

VoeTTIeNVnmeN: nm>v = lan — am| < 0.

Kdnnyen lathatd, hogy minden Cauchy-sorozat konvergens, de forditva ez nem
mindig igaz.

Definicid.

A T rendezett test Cauchy-teljes, ha minden {a,} C T Cauchy-sorozat konvergens.



Teljességi axidomak (nem) teljes listaja

Tétel.
Tetszoleges T arkhimédeszi rendezett test esetén ekvivalensek az alabbiak:

(1) T Dedekind-teljes;

(2) T-ben minden monoton korlatos sorozat konvergens;

(3) T2 [ar,b1] D[az, b2] 2+ = [ [an. bn] # O;
n=1

(4) T-ben minden korldtos sorozatnak van torlédasi pontja;

(5) T Cauchy-teljes.

Megjegyzés.

A tétel egy része igaz marad akkor is, ha nem tessziik fel, hogy T arkhimédeszi.
Példaul (1) = (5) igaz marad, mert (1)-b8l tigyis kdvetkezik az arkhimédeszi
tulajdonség. De példdul (5) = (1) &ltaldban nem igaz (majd késébb ldtunk
ellenpéldat).
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3. Tizedes tortek



Tizedes tort

Tizedes torton egy

1 1
C_n...C_1C0,C1C2...:C_n.10n+...+c_1.1O+CO+C1.E+C2.W+...
E (i)
g 10

alakd Ssszeget értiink, ahol ¢, € {0,1,...9} minden k > —n esetén.

Jeldlje sy az N-edik részletdsszeget:
N 1 k
sy = = .
! k—Z: * (10)
=—n

A tizedes tort értékét a részletdsszegek sorozatdanak limpy e Sy hatarértékeként
értelmezziik.

Ha a ¢, szamjegyek valahonnan kezdve végig nulldk, akkor a tizedes tort véges,
egyébként pedig végtelen.

Ha van olyan p, hogy di, = dx minden elég nagy k-ra, akkor azt mondjuk, hogy
a tizedes tort periodikus (szakaszos).



Minden tizedes tort valds szam

Tétel.
A részletosszegek sorozata konvergens minden tizedes tortnél.

Bizonyitas.
AAMNTFH c ,=---=c 1 = ¢ = 0. Vildgos, hogy sy monoton névekvo
sorozat, ezért elég belatni, hogy feliilrél korlatos (hiszen R teljes):

N k 1\N N
1 9 1-(15) 1
<YYo (=) == —1 —1_ () <1
"’—k; (10> 0 1-4 10) =

Megjegyzés.

A valés szamok testében ﬁ — 0, ésigy 0,999 ... = 1. Egy nem arkhimédeszi
testben viszont ez nincs igy! Tehat nem teljesen 6rdogtdl vald az a ,megérzés”,
hogy 0,999 --- < 1 (csak épp a valds szdmtestben nem igaz).



Minden valds szam tizedes tort

Tétel.
Minden z valds szamhoz vannak olyan ¢, szamjegyek, hogy az azokbdl felépitett
tizedes tortre limy_ 00 Sy = 2.

Bizonyitas.

AAMNTFH 0 < z < 1. Van (egyetlen) olyan ¢; € {0,1,...,9} szamjegy, amelyre
z € [, 5%+ ). Hasonlé médon folytatva a ,tizedelést”, kapjuk szdmjegyeknek
egy ci1, C2, ... sorozatat, és z-t tartalmazd egymasba skatulyazott intervallumoknak
egy [a1, b1) D [a2, b2) D - - - sorozatét, ahol

3 1
a,=0,c1¢c0---¢c, és bn:an—f—ﬁ.

Az aj, sorozat éppen a 0, c1 ¢ - - - tizedes tort részletdsszegeinak sorozata, ezért
limpseoan = 0,c1cp---. Masrészt

1
an§z<an+rm

miatt z = liMp_c0an = 0, C1C2 - . D



Minden periodikus tizedes tort racionalis szam

Példa.
z = 12,3456767 - - -
1000z = 12345,6767 - - - 1222222 611111
ZzZ = =
100000z = 1234567,67--- 99000 49500

99000z = 1234567 — 12345 = 1222222

Tétel.
Minden periodikus tizedes tort racionalis szam.

Bizonyitas.

Z = O,al...amc:lc?...CPCICZ...CPC1C2...CP...

10m-z= ar--am,CiCo - CpClCo - CpCiCo- - Cp- -

10mtP . z — 31 amCiCa - Cp ClCa - CpCiCa  Cp- -

(10mtP —10™) .z = 31,00 G, —a - amEZ O



Minden raciondlis szam periodikus tizedes tort

Tétel.
Minden raciondlis szdm periodikus tizedes tort.

Bizonyitas.
Az 3llitas bizonyithaté az ,irdsbeli” osztds algoritmusdanak elemzésével (el6bb-ut6bb
lesz ismétl8dd maradék). Ime egy mdsik bizonyitas: ,
10mp
Inko (b, 10) = 1. Az Euler—Fermat-tétel szerint ekkor 109(5) =1 (mod b), azaz
b | 109(P) — 1. Ebb&l kévetkezik, hogy

Minden z raciondlis szdmot a tort bovitésével z =

alakra lehet hozni, ahol

a 1090 —1 1 109(h) — 1
27 10mp 1090 —1 107 (109(6) — 1) a b
—_——

cZ

Tehat (10m+"’(b) —10™) -z € Z, ami azt jelenti, hogy r tizedes tért alakja
periodikus. ]



Periddushossz

Megjegyzés.
A bizonyitdsbdl kideriilt, hogy Inko (b, 10) = 1 esetén az % tort tizedes tort alakja
@ (b)-periodikus. De nem mindig ez a legkisebb periédus. Péld3ul

1

i 0,024390243902439- - -
legkisebb periédusa 5, mig ¢ (41) = 40. A bizonyitds gondolatmenetének kis
mddositdsaval belathatd, hogy a legkisebb periédus nem mds, mint a legkisebb
olyan ¢ pozitiv egész kitevd, amelyre 10/ =1 (mod b). Ezt az ¢ kitevét nevezziik
10 modulo b rendjének.

Megjegyzés.

Mindezek 10-es helyett tetszéleges szamrendszerben is meggondolhatdk.

Példaul % legkisebb periédusa a szamrendszer alapszamanak modulo b rendje lesz.
A szamrendszer alapjanak fliggvényében azt is meg lehet allapitani, hogy mely
racionalis szdmok kifejtése lesz tiszta, illetve vegyes szakaszos (HF).



E\'-‘ ;‘H I\HJ"“ ﬁ"“ S"“ Ol 00l N OV Ul Bl W= Nl ==

= 1,000000000000000000000000000000000000... .
= 0,5 0000000000000000000000000000000000. . .
= 0, 333333333333333333333333333333333333.. ..
= 0,25 000000000000000000000000000000000. . .
= 0,2 0000000000000000000000000000000000. . .
= 0,1 6666666666666666666666666666666666 . . .
= 0,142857 142857 142857 142857 142857 14...
= 0,125 00000000000000000000000000000000. . .
=0,111111111111111111111111111111111111...
= 0,1 0000000000000000000000000000000000. ..
=0,090909 09 0909090909090909090...
= 0, 08 333333333333333333333333333333333...
= 0,076923 076923 076923 076923 076923 076. ..
= 0,0 714285 714285 714285 714285 714285 7 ...

A A A N A

o2 N =) T = S NS T S R S e S o R S N = T e T e T



B X B B B Bl Nl B B e B S 5 5

= 0,0 6666666666666666666666666666666666 . . .
= 0, 0625 0000000000000000000000000000000. ..
= 0,0588235294117647 0588235294117647 05. ..
= 0, 0 5555555555555555555555555555555555 . . .
= 0,052631578947368421 05263157894736842. ..
= 0, 05 000000000000000000000000000000000. ..
= 0,047619 047619 047619 047619 047619 04...
= 0,0 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 . ..
= 0,0434782608695652173913 0434782608695. ..
= 0,041 66666666666666666666666666666666 . . .
= 0,04 000000000000000000000000000000000. . .
= 0,0 384615 384615 384615 384615 384615. ..

= 0,03 703 703 703 703 703 703 703 703 703...
= 0,03 571428 571428 571428 571428 571428. ..

A A A A A

DD W o =

16

18

22



% = 0,0344827586206896551724137931 03448275. ..
= 0,0 33333333333333333333333333333333333....
= 0,032258064516129 032258064516129 03225. ..
= 0,03125 0000000000000000000000000000000. . .
=0,0303030303030303030303030303...
= 0,0 2941176470588235 2941176470588235 29...
= 0,0 285714 285714 285714 285714 285714 28...
= 0,02 7777777777777777777777777777777777 ..

= 0, 02439 02439 02439 02439 02439 02439 024...
= 0,0 238095 238095 238095 238095 238095 23...

Rl Bl Bl gl &= Q= &l &l L= &= Bl B gl

= 0,027 027 027 027 027 027 027 027 027 027 O...
= 0,0 263157894736842105 26315789473684210. ..
= 0,025641 025641 025641 025641 025641 0255. ..
= 0, 025 0000000000000000000000000000000000. . .

N e e

28

15

16

w

18

S 1 = O
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4. Hipervalds szamok



Laurent-sorok

Az R (¢) test (raciondlis tortek megfelelé rendezéssel) nem Cauchy-teljes. Hogy
teljessé tegyiik, polinomok (véges Gsszegek) helyett Laurent-sorokat (végtelen
Osszegeket) kell tekinteniink.

Definicié.
A valés szdmtest feletti formélis Laurent-soron olyan ¥ axxX (ak € R) alaki

formalis kifejezést értiink, amelyben az aj egyiitthatd csak véges sok negativ k
index esetén nem nulla (pozitiv indexii egyiitthatébdl lehet végtelen sok nem nulla):

A formdlis Laurent-sorok halmazit R ((x)) jeloli.

Tétel.
A formalis Laurent-sorok testet alkotnak.

Példa.

(1—x)t=14x+x2+--.



A Laurent-sorok rendezése

Azt szeretnénk, hogy x infinitezimalisan kicsi legyen, ezért ezentdl e-t irunk helyette:

1 1 )
52a—n'f+~~+af1'g—l—ao+a1'£+a2~s +e

SI‘I

Legyen P azon Laurent-sorok halmaza, amelyekben a legkisebb fokszamu tag
egyiitthatéja nemnegativ, és definidljuk a rendezést szokdsos médon:

U1 >0y < (1 —1r € P.

Tétel.

A fent definidlt rendezéssel R ((¢)) Cauchy-teljes rendezett test, amelyben
e infinitezimdlis elem.

Megjegyzés.
Mivel R ((¢)) tartalmaz infinitezimalis elemet, nem arkhimédeszi, igy nem lehet
Dedekind-teljes sem. Ez a példa mutatja, hogy a Cauchy-teljességbdl nem

kdvetkezik a Dedekind-teljeség (csak akkor, ha feltessziik még az arkhimédeszi
tulajdonsagot is).



A Laurent-sorok kevesen vannak

A Laurent-sorok testében a kovetkezé ,,nagysagrendek” fordulnak elé:
1 1 5
"'>>g>>g>>1>>€>>€ >

Hidnyolhatjuk /e-t (és még sok minden mdst); nem is csak mint nagysdgrendet,
hanem konkrétan, mint az € elem négyzetgyokét: az R ((€)) testben nincs minden
pozitiv elemnek négyzetgyoke. Ezen lehet segiteni tjabb (nagyon sok) elem
hozzavételével. . .



Ultraszurok

Definicié.
Legyen U C P (IN), azaz U természetes szamokbdl all6 halmazok egy csalddja.
Azt mondjuk, hogy U ultrasziird, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

> O¢UéEIN el

> YVUeUVICN: IDU = el

> VU, Ubel: UiNlr e U;

> VICIN: | el vagy N\ I €U.
Allitas.
Ha U ultrasziiré, I,J CIN és U J € U, akkor | és J koziil az egyik U-ban van.
Példa.

Tetszlleges rogzitett n € IN esetén az n-et tartalmazé halmazok halmaza
ultrasziiré. Az ilyen sz(ir6t trividlisnak nevezziik.

Allitas.
Ha U nemtrividlis ultrasziiré, akkor {/-ban csak végtelen halmazok vannak.



Ultrahatvany

Definicié.
Bevezetiink egy ekvivalenciareldciét a valés szamsorozatok RN halmazén:

{an} ) ~ {12, <= {n€N:a,=b,} €U

Tétel.
Ha U nemtrividlis ultrasziir, akkor ~ ekvivalenciarelacio, sét kongruencidja az

(RN +, ) gyiiriinek, és a megfelelé faktorgyiirii rendezett test a kovetkezd
rendezéssel:

{an}i 1 <A{bn}p.1 < {n€N:a,< by} el

Az a— {a}}’ | leképezés bedgyazza R-et ebbe a testbe.

Megjegyzés.
Ha igaz a kontinuumbhipotézis, akkor a kapott faktortest (izomorfia erejéig)
figgetlen az ultrasz(iré megvalasztasatdl.



Hipervalds szamok

Az el6z8 konstrukcié altal szolgltatott testet (vagy azok barmelyikét) *IR-rel
jeldljiik; ez a hipervalés szamok teste. Ezen a testen pontosan ugyanazok az
elsérend(i kijelentések igazak, mint a valds szamok testén; példaul

Vx: x>0 = Jy: y? =x.
Nem csak /x, hanem minden valds fiiggvény egyértelmiien kiterjed *R-ra.

Minden h véges hipervalds szamhoz (|h| < 1) Iétezik egy egyértelmiien
meghatdrozott st(h) valés szdm, amely infinitezimalisan kézel van h-hoz:

st(h) =inf{ac€R:a> h}.

Az st(h) valds szdmot a h hipervalés szdm standard részének nevezziik.
A hipervalésakra épiil6 nemstandard analizisben példaul igy fest a derivalt fogalma:
Az f fiiggvény derivéltja az a pontban b, ha

bzst(f(a—i—el—f(a))

teljesiil minden nullatdl kiilonbozd infinitezimalis e-ra.
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