Algebrai és transzcendens szdmok




Algebrai szamok

Definicié.

Az « komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gycke valamely nemzéré
raciondlis/egész egyiitthatés polinomnak. A nem algebrai szimokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

Tétel.
Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

Tétel.

Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/w is algebrai szim (a gyéknek mind az n
értékére).

Definicié.

Az o komplex szdmot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionalis

szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (dsszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitevos gyokvonds véges szamu alkalmazasaval.

Kovetkezmény.
A gybkmennyiségek algebrai szamok.



Algebrai szamok

Példa.

Ez a szdm algebrai:
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Tétel.
Van olyan algebrai szam, ami nem gy6kmennyiség.

A fenti artatlannak I4tsz6 tétel azt mutatja, hogy nem minden egyenlet oldhaté
meg gydkjelek segitségével. Az &todfokid egyenletnek mar nincs 4ltaldnos
megolddképlete, sét, példaul az x> — 4x 4 2 = 0 egyenletnek még ,.ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gydkei nem gyokmennyiségek.






Transzcendens szamok

Tétel (Cantor (1874)).

Létezik transzcendens szam.

Bizonyitas.

Az algebrai szdmok halmazanak szdmossiga (Rg), kisebb, mint a komplex szdmok

halmazanak szamossaga (¢ = 2%0), igy a komplex szdmok ,tdlnyomé tobbsége”
transzcendens. ]

Példa.
» Liouville (1844, 1851): ﬁ transzcendens szam.
> Hermite (1873): e transzcendens szam.

> Lindemann (1882): Ha a # 0 algebrai szdm, akkor e* transzcendens szam.
Kovetkezésképp 7T transzcendens.

> Gelfond, Schneider (1934): Ha a # 0,1 és B ¢ Q algebrai szdmok,
akkor &P transzcendens szam.
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Példaul 2\/5, ﬂf gs il = e~ 7/2, (—1)" = € transzcendens szdmok.

» Nem tudjuk, hogy m+ e, m—e, 7T e, 71/e transzcendensek-e.



Diofantoszi approximacié

A transzcendencia-bizonyitasok fontos eszkdze az a tény, hogy algebrai szamokat
nem lehet nagyon jél kozeliteni racionalis szimokkal. Ez a diofantoszi approximdacio
témakdre: adott a valds szamhoz szeretnénk olyan s kozelito tortet talalni

(g€ Z,q9>0,p L q), amelyre ‘uc — s) kicsi, és g nem tdl nagy.

Tétel (Dirichlet approximacids tétele (1842)).

Minden « valés szam és minden N természetes szam esetén van a-nak olyan g

kézelitése, amelyre p 1
’ —‘< és q< N.
q| Ng
Kovetkezmény.
Ha o ¢ Q, akkor végtelen sok olyan g kézelitése van, amelyre ‘tX — g‘ < %.
Tétel.

Ha a € Q, akkor csak véges sok olyan g kézelitése van, amelyre ‘tx — g‘ < 5.



Diofantoszi approximacié

Tétel (Hurwitz (1891)).

Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre
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Haa = 1+2‘/§, akkor az allitds nem javithatd: nem irhatunk a nevez6be semmilyen

\/g—nél nagyobb szamot.
Tétel (Liouville (1844), Thue (1909), Siegel (1921), Roth (1955)).

Ha w irraciondlis algebrai szam és € > 0, akkor csak véges sok olyan s kézelitése
van, amelyre




