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Sajatérték, sajatvektor

Definicié
1. A v eV vektor a A € T sajatérékhez tartozé sajatvektora a
¢ € Hom(V, V) linearis transzformaciénak, ha vp = Av és v # 0.

2. A v e T" vektor a A\ € T sajatérékhez tartoz6 sajatvektora az
A € T"™" matrixnak, ha vA = A\v és v # 0.

Allitss

Legyen V vektortér a T test felett, legyen £ egy bazisa V-nek, és legyen
¢ € Hom(V, V) egy linearis transzformacié.

Ekkor tetszéleges v € V vektorra és \ skalarra ekv:valens az alabbiak:

1. v a A sajatérékhez tartozé sajatvektora a ¢ transzforméacionak;

2. [v]e a X sajatérékhez tartozé sajatvektora a [p]e matrixnak.

Bizonyitas.
[SzL: 14.2] [ |



Karakterisztikus polinom

Definicié
Az A € T™" matrix karakterisztikus polinomjan a pa(x) = det(A — xE)
polinomot értjiik:

aip — X a2 Spic aln
a1 APk DG azn
pa(x) =
danl dn2 sssiet i dnn e X

Megjegyzés
Figyeljiik meg, hogy pa(x) € T[x] egy n-edfokd polinom:

PAlxY = (=17 (1)L tr(A) St eiA).

Itt tr(A) = a11 + - - - + app @z A matrix nyoma.



Karakterisztikus polinom

Allitas

Hasonlé matrixok karakterisztikus polinomja megegyezik.
Bizonyitas.

[SzL: 14.3]

Megjegyzés

A fenti allitas szerint van értelme linearis transzformacié karakterisztikus
polinomjardl beszélni, hiszen a transzformacié kiilonbozé bazisokhoz
tartozé matrixainak ugyanaz a karakterisztikus polinomja.

Tétel

A X\ € T skalar akkor és csak akkor sajatértéke az A € T"*" matrixnak,
ha gyoke A karakterisztikus polinomjanak.

(Ugyanez érvényes matrixok helyett linearis transzformacidkra is.)

Bizonyitas.
[SzL: 14.2]



Sajataltér

Definicié
A ¢ € Hom(V, V) linearis transzformacié \ sajatértékhez tartozé
sajatalterén az Sy = {v € V : v = Av} halmazt értjiik.

Allitas
Az S, sajataltér. ..
1. valdban altere V-nek;

2. invarians p-re.

Bizonyitas.
1. S\ =ker(p— A-id);

2. veS\, = vp=Av ES,.



Invarians alterek direkt dsszege

Tétel

e Tth. ¢: V — V lineéaris transzformacio;

e V=UDU® & Uy, ahol az U; < V alterek invariansak -re;
B; bazis U;-ben; tudjuk, hogy ekkor B := B U - - - U By bazisa V-nek;
* ¢|y, € Hom(U;, U;) matrixa a B; bazisban A;.

Ekkor ¢ matrixa a B bazisban:

A |

Ar

lels =

Ak

Bizonyitas.
A tablan (volt). ]



Sajatalterek direkt 6sszege

Tétel
Ha a .y linearis transzformacionak A1, ..., A\x paronként kiilonbozs
sajatértékei, akkor a hozzajuk tartozé sajatalterek dsszege direkt Gsszeg:

5/\1+..._|_5)\k:5/\1@...@5)\k.

Bizonyitas.
A tablan (lesz). [ |

Megjegyzés .
A fenti tételnek egy ekvivalens atfogalmazasa: kilonb6zé sajatértékekhez
tartozé sajatvektorok mindig linearisan fliggetlenek.

Megjegyzés

Ha van ,elég sok” sajatvektor, akkor a sajatalterek Gsszege kiadja az egész
V vektorteret. Ekkor van sajatvektorokbdl all6 bazis (sajatbazis), és ebben
a bazisban ¢ matrixa diagonalis. Ha nem, akkor. . .



Sajatalterek direkt 6sszege

Vegyiink egy B, bazist mindegyik Sy, sajataltérben, és egészitsiik ki a
B1U---UBy halmazt V egy B bazisava. Ebben a bazisban ¢ matrixa:

A1

A2

A2

>
I

lels =




Geometriai és algebrai multiplicitas

Definicié
® A )\; sajatérték geometriai multiplicitasan az Sy sajataltér
dimenzigjat értjik. Jelolés: g;.
® A )\; sajatérték algebrai multiplicitasan azt értjiik, hogy hanyszoros
gyoke a karakterisztikus polinomnak. Jeldlés: a;.

Példa
s gl
oo 1
Ale 16 2| =% pa=x*+x=x(x-2)°
g

So=[0121], S, = [2210,2201]
Tehat két sajatérték van:

® )\; = 0, algebrai mult. a; = 1, geometriai mult. g1 = 1;

® )\> = 2, algebrai mult. a, = 3, geometriai mult. e — 2



Diagonalizalasi kisérlet

Példa (folyt.)
Egészitsiik ki a sajatalterekben talalt bazisokat Z% egy B bazisava:

by = 0121, by =2210, bs=2201, b, = 1000.

A bazisatmenetek matrixai (£ a standard bazis):
¢ e BRI 000 1
200 112 0
Bk 500 |- Bl 5 5
i 00 0 ‘ el 001

A p: v — VA lineéris transzformacié matrixa a B bazisban:

0
[Pls=[B—£]-A-[€ = Bl =

Q. O

N D% N 5D
= N O O
N HED DD



Geometriai és algebrai multiplicitas

Tétel

A geometriai multiplicitds nem nagyobb, mint az algebrai multiplicitas:
giSai (’:lvak)

Bizonyitas.

Vegyiik észre, hogy az A matrixban g; db \; szerepel.

Irjuk fel o karakterisztikus polinomjat az A — xE matrix determinansaként,
és fejtsiik ki a determinanst az elsé g1 + - - - + gx sora szerint:

*— X - *

pa(X) EA — xE[~ (x — A8 - . L - (x = A )5« -

Innen lathato, hogy a pa(x) polinomnak \; legalabb gj-szeres gydke,
tehat a; > g;. |



Diagonalizalhatosag

Definicié
Azt mondjuk, hogy. ..

® a p € Hom(V, V) linearis transzformacié diagonalizalhato, ha van

V-nek olyan bazisa, melyben ¢ matrixa diagonalis;

® az A € T"" matrix diagonalizalhato, ha hasonlé egy diagonalis

matrixhoz (van olyan @ nemelfajulé matrix, hogy @ *AQ diagonalis).

Tétel
Ha ¢ € Hom(V, V), és dim V = n, akkor ¢ diagonalizalhatésagnak. . .

i

sziikséges és elegend6 feltétele: > gi = n;

. sziikséges és elegendd feltétele: >~ a; = n és g; = a; (minden i-re);

2
3
4
5

sziikséges feltétele: Y a; = n;

. sziikséges feltétele: g; = a; (minden i-re);

. elegendé feltétele: k =nésay=---=a,=1.



Diagonalizalhatosag

Tétel
Ha A € T"™" diagonalizalhatd, akkor. ..

1. A karakterisztikus polinom linearis tényezékre bomlik T felett:

Pl (= A0 - (x

Itt A1,..., Ak az A maétrix sajatérékei; a \; sajatérték algebrai és
geometriai multiplicitasa is m; (és persze my + - - - + my = n).

2. A sajatértékek szorzata a determinans, Gsszegiik pedig a nyom:
Mgy o xF =det(A), & mp-M oo d mi A = tr(A).
3. Van olyan @ € T"*" nemelfajulé matrix, amelyre
QAQ Y—didaplhy A, . o B

4. A @ matrix sorai A-nak bal oldali sajatvektorai, a @1 matrix
oszlopai A-nak jobb oldali sajatvektorai.



Diagonalizalhaté matrix hatvanyai
Tth. A diagonalizalhaté, és

QAQ - =B diapg(la, A i dinefag .., 0,).

(Itt aq,...,ap is a sajatértékek listaja, csak most nem figyeliink arra,
hogy melyek egyeznek meg.)

Ekkor A= Q1DQ, sé6t

A" = Q1DQ - Q7DQ-...-Q71DQ
= Q71DQ-Q'DQ-...-Q"1DQ
g m D L D)
=Q1.pm.Q
= Q1 - diag(af,...,al) - Q.



Alkalmazasok

e linearis rekurzidk: tavaly
® Markov-lancok: most

e képtomorités: késsbb



Markov-lancok
Diszkrét idejii, véges, homogén Markov-lanc:
® olyan rendszer, ami n-féle allapotban lehet;

® ha most az i-edik allapotban van, akkor pj; valészintiséggel lép a
J-edik allapotba.

Az atmenetvalésziniiségek egy P = (pjj) € R™*" sztochasztikus matrixot
alkotnak:

1. 0 < pj <1 minden i és j esetén;

2. pi1+ -+ pin = 1 minden i esetén (azaz minden sordsszeg 1).
Fontos észrevételek:

1. a k-léepéses atmenetvaldszintségeket a PX matrix elemei adjak;

2. P-1=1, tehat 1 jobb oldali sajatvektora P-nek,

3. ezért 1 sajatértéke P-nek, azaz gyoke a karakterisztikus polinomnak,

4

. és igy van megfelel§ bal oldali sajatvektor is (v - P = v).



Markov-lancok

A pozitiv (nemnegativ) elemi matrixoknak kiilon elmélete van.
Egy nevezetes tétel:

Tétel (Perron-Frobenius)
Ha A € R™*" csupa pozitiv szambdl all, akkor

1. van egy pozitiv \ sajatértéke, amelynél minden mas (komplex)
sajatérték abszolat értékben kisebb (spektralsugar);

2. a ) sajatérték algebrai multiplicitdsa 1 (és igy a geometriai is 1);

3. van olyan \-hoz tartozé sajatvektor, amelynek minden eleme pozitiv.

Pozitiv sztochasztikus matrixoknal A = 1, és a megfelel6 pozitiv bal oldali
sajatvektor valaszthat6 gy, hogy elemeinek 6sszege 1 legyen:

v={(q1,.-.,qn), O< g <1 g +:  +tg, lives P v

A v vektort a Markov-lanc stacionarius eloszlasanak nevezziik.



