LINEARIS ALGEBRA II

gyakorl6 és hazi feladatok
2022 6szi félév, BSc

1. feladat. Tekintsiik az R® vektortérben az alabbi W alteret:
W = {(xl,IQ,xg,z4,x5) ER iz —a4 =0, 21 — 20 — 23 =0, 321 — 25 = O}.
Adjon meg bazist a W altérben.

Megoldas. Felirjuk az egyenletrendszer matrixat (mivel homogén, a konstansok oszlopat nem kell kiirni), és elemi soratala-
kitasokkal redukalt 1épcs6s alakra hozzuk:

1 0 0 -1 0 00 0 —-1/3
1 -1 -1 0 0] ~10 1 0 -1/3
3 0 0 0 -1 0 0 O -1/3

A redukalt lépcs6s alakbol latszik, hogy x1, x2, x4 lehet kotott valtozo, s, x5 pedig szabad valtozok:
Tl = %1'5, $2:—.’E3+%ZL’5, 1'4:%
Tehat a W altér paraméteres felirasa (az x3 = a, x5 = b paraméterekkel):

W ={ (3, ~a+4b,a, 5b,0) iabeR |,

Ts (.’E3,$5 S R)

A paraméterck egyikének 1 értéket adunk, a tobbinek nullat, minden lehetséges modon. Igy kapunk egy bazist W-ben:

w1 = (Oa _17 17 07 0)7 Wz = (%7 %7 07 %7 1)
Megjegyzés. Az, hogy az eliminacié soran nem keletkezett csupa nulla sor, azt jelenti, hogy a feladatban megadott harom
egyenlet fliggetlen; kevesebb egyenlettel nem lehet W-t leirni.

2. feladat. Tekintsiik az R® vektortérben az alabbi harom vektort:
up =(1,4,-3,1,3), wus=1(-2,1,0,1,0), wus=(3,-2,—1,1,1).

Irja le az uy,us, us vektorok altal kifeszitett U alteret, vagyis adja meg, hogy milyen osszefiiggéseknek kell teljesiilniiik
az x1,%2, T3, T4, x5 szamok kozott ahhoz, hogy az (r1, 9, 23,24, x5) vektor elalljon uq,us, us linedris kombinaciojaként.
Masképp fogalmazva: adjon meg olyan homogén linearis egyenletrendszert, amelynek megoldastere éppen U.

Megoldas. Irjuk egymas ala a harom vektort, és oldjuk meg az igy kapott matrixhoz tartozo homogén linearis egyenletrend-
szert. Ehhez hozzuk elemi soratalakitasokkal redukalt lépcsés alakra a matrixot:

1 4 -3 1 3 1 o 0 -1 0
-2 1 01 0]~0TM@ o -1 o0
3 -2 -1 1 1 0 0 [ -2 -1

A redukalt lépcs6s alakbol latszik, hogy x1, x2, x3 lehet kotott valtozo, x4, x5 pedig szabad valtozok:
Ty =24, To=24, x3=2x4+x5 (4,25 € R).
Tehat az egyenletrendszer megoldasterének paraméteres felirasa (az x4 = a, x5 = b paraméterekkel):

W;:ULz{ (a,a,2a+b,a,b):a,b€R}.

A paraméterek egyikének 1 értéket adunk, a tobbinek nullat, minden lehetséges modon. Igy kapunk egy bazist U-+-ben:
wy = (1, 1,21, O), Wy = (O7 0, 1,0, 1).
Ez a két vektor az x1 + w2 + 2x3 + ©4 = 0 és x3 + x5 = 0 egyenleteknek felel meg. Tehéat
U = {(z1, 22,3, 34,75) € R®:z+xo+ 2034124 =0, 23 +25 = 0}.

Megjegyzés. A redukalt lépcsGs alak sorai megadnak egy bazist U-ban. Innen latszik, hogy dimU = 3, és a feladatban
megadott uy, ug, us generatorrendszer is bazis. (Masképp fogalmazva: abbol, hogy az eliminécio soran nem keletkezett csupa
nulla sor, kovetkezik, hogy uy, us, us linearisan fliggetlen vektorrendszer.)




3. feladat. Tekintsiik az el6z6 két feladatbeli W és U altereket R®-ben, és hatarozzuk meg az dsszegiiket és a metszetiiket.
Mindkettst adjuk meg bazissal és egyenletrendszer megoldastereként is.

Megoldas. Ha a két bazist egymas mellé (vagy inkdbb ald) tessziik, akkor méris megvan W + U egy generatorrendszere
(W-nél wy helyett 3ws-t hasznaljuk, hogy ne legyenek tortek, U-nal pedig a 2. feladatban kapott redukalt lépcsds alaka
matrix sorait). Hogy kideriiljon, lehet-e 6tnél kevesebb vektorral generélni, illetve, hogy megkapjuk az .egyenletrendszeres”
lefrast, hozzuk a méatrixot redukalt lépcsds alakra:

0 -1 1 0 0 10 0 01
1 1 0 1 3 01 0 01
1 0 0 -1 Of~|0 0 1 0 1
0 1 0 -1 0 00 0 11
0 01 -2 -1

Ebbdl latszik, hogy W+ U négydimenzios, a kapott matrix elsé négy sora ad egy bézist, valamint — a 2. feladat megoldésahoz
hasonléan — kiolvashato a redukalt lépcsds alakbol W + U egyenletrendszeres” lefrasa is:

W+U: [(170’0707 1)7 (O’ 170707 1)’ (07071707 1)’ (050707 1’ 1)]
= {(21, 22, 23,24, 35) € R® : 21 + m3 + w3 + 24 — x5 = 0}.

A W NU altérnél az altereket leir6 egyenleteket kell 6sszerakni:

1000 —1/3 1000 —1/3
0110 -1/3 010 0 —4/3
0001 —1/3[~]0 01 0 1
1121 0 0001 —1/3
0010 1

Tehat nem kell 6t egyenlet, elég négy is (a méatrix els§ négy sora adja az egyenletekbeli egyiitthatokat), és — az 1. feladat
megoldasahoz hasonléan — kapunk egy bazist is (beszoroztunk mindent 3-mal, hogy elttinjenek a tortek):

wnU = {(xl,xg,xg,z4,x5) €ER%:321 —25 =0, 3z — 425 =0, 23425 =0, 34 — 25 = 0}
= [(1347737133)]'

4. feladat. Tekintsiik most az 1. és 2. feladatbeli W, U altereket Zs felett, és hatarozzuk meg az Osszegiiket és metszetiiket.
Mind a négy alteret adjuk meg bézissal és egyenletrendszerrel is.

Megoldas. Az 1. feladatbeli métrixot most Zs felett tekintjiik, és redukalt lépcsds alakra hozzuk:

10010 M o0 01
1 1100|~0@1 01
1 0001 0 00 [J 1

Ebbdl kiolvashatjuk W kétféle leirasat:
W = {(z1,22,23,24,25) €Z3 w1+ x5 =0, 22+ 23+ 25 =0, 24 + 25 =0}
= [(07 17 1a 07 0)7 (17 17 Oa 1) 1)} .
A 2. feladatbeli méatrixot is redukalt lépcsés alakra hozzuk Zs felett:

1 01 11 01 11
01 010]~[0T]oO0OT1TO0
1 01 11

Ebbdl kiolvashatjuk U kétféle lefrasét:
U =[(1,0,1,1,1), (0,1,0,1,0)]

= {(,’1,‘1,3?2756’3,1]47375) EZgZ.’L‘l +23=0, 21 +x20+24=0, 1 + 25 :0}.

Irjuk egymas ala W és U bézisat, és hozzuk a matrixot redukalt lépcsés alakra:

01 100 0 0 01
11011 0 010
101 11 0 0 10
01 010

Ebbdl kiolvashatjuk W + U kétféle leirasat:
W +U = [(1,0,0,0,1), (0,1,0,1,0), (0,0,1,1,0)]

= {(xl,x27:r3,x4,w5) € Zg 2o+ 23+ =0, 21 +25 = 0}.



Irjuk egymas ala W és U egyenleteit, és hozzuk a matrixot redukalt lépcsds alakra:

1000 1 M o o o0 1
0110 1 0@ 0 00
000 1 1 0 0 o1
1t ot1oofl7]lo o o[d1
11010
1000 1

Ebbdl kiolvashatjuk W N U kétféle leirasat:
WnU = {(xl,xg,xg,x4,m5) IS Zg cx1+25=0, 10=0, x3+x5 =0, x4 + T5 :O}
= [(1,0,1,1,1)].
Megjegyzések.
1. A W altérre ugyanazt kaptuk, mintha az 1. feladat végeredményét vettiik volna modulo 2 (hogyan kell az % tortet

Zs-ben értelmezni?). Az U altérnél viszont nem ugyanazt kaptuk, mintha a 2. feladat végeredményét vettiik volna
modulo 2 (még a dimenzi6 se stimmel!). Mi lehet ennek az oka?

2. Tanulségos lehet felsorolni a négy altér elemeit, és ellendrizni a metszetet meg az Gsszeget:
W = {00000,10111,01100,11011};
U = {00000,10111,01010,11101};
W NU = {00000,10111};
W + U = {00000,10111,01100,11011,01010,11101,00110, 10001 }.

5. feladat. Tekintsiik a Z$ vektortérben az alabbi U és V altereket:
U = [100011,010010,001010,000111]
V= {(xl,xg,xg,x4,x5,x6) € Zg 1+ xa+ =0, x0+23=0, To+ 24 + 25 = 0}.
Hatarozza meg az U + V és U NV altereket. Mindkett6t adja meg bézissal is és egyenletrendszer megoldastereként is.
6. feladat. Igazolja, hogy a pozitiv valos szamok halmaza vektorteret alkot R felett, ha az ,0Osszeadast” és a ,skalarral valo
szorzast” a kovetkezdképpen definialjuk:
uPv=uv, AOvV=0v" (u,v € RT, A €R).

7. feladat. Igazolja, hogy barmely halmaz hatvanyhalmaza vektorteret alkot Zs felett, ha ,0sszeadasnak” a szimmetrikus
differencia képzését tekintjiik. (A Zo-beli skalarokkal valé szorzéast miért nem kell kiilon definialni?)

8. feladat. Irja le a Z3 vektortér Gsszes alterét, és rajzolja fel az altérhalot.

9. feladat. Alteret alkotnak-e a valos szamsorozatok RF vektorterében az alabbi halmazok? A nemleges valaszt konkrét
ellenpéldéaval indokolja!

(a) U;: korlatos sorozatok halmaza (¢) Us: szamtani sorozatok halmaza

(b) Us: monoton sorozatok halmaza (d) Uy: meértani sorozatok halmaza

10. feladat. Alteret alkotnak-e a valés n x n-es matrixok R™*™ vektorterében az alabbi halmazok? A nemleges valaszt
konkrét ellenpéldaval indokolja!

(a) Uy ={A:|A] =0} (¢c) U3 ={A: AB = BA}, ahol B egy adott matrix
(b) Uy ={A: AT = A} (d) Uy ={A: AB = B}, ahol B egy adott matrix

11. feladat. Mutassa meg, hogy az {a sin(x + 8) : o, B € R} halmaz alteret alkot a valos fiiggvények RE vektorterében.
12. feladat. Igazolja, hogy egy vektortér soha nem allhat el két valodi alterének unidjaként.
13. feladat. Igazolja, hogy n > 2 esetén a ZJ vektortér elGall harom valodi alterének unidjaként.

14. feladat. Tekintsiik a valos szamok halmazat vektortérnek Q felett, a szokasos miiveletekkel (mit jelent ez?). Mi lesz a
{ logp:p primszém} halmaz altal generalt altér ebben a vektortérben?

15. feladat. Legyen u,v,w harom vektor egy tetszéleges vektortérben. Mit lehet mondani az u vektorrol, ha tudjuk, hogy
w ¢ [u,v], v ¢ [u,w], de u € [v,w]?

16. feladat. Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges vektortér tetszéleges U, V, W altereire
UCW = (U+V)NnW=U+(VnNnW).




17. feladat. Tekintsiik a Z3 vektortérben az aldbbi by, b, bs, by bazist:

by = 1011, by = 1112, by = 2002, by = 1121.

Szamitsuk ki a v = 1222 vektor koordinatait ebben a bazisban.

Megoldas. A \1b; + Aabs + A3bs 4+ \sbsy = v egyenletet kell megoldanunk a A1, Ao, A3, A4 € Z3 ismeretlenekre nézve. Irjuk fel
az egyenletrendszer matrixat, és hozzuk elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcsds alakra.

by by b3 b

N
N — — =N
N O O DNDW
— N = =
N NN =S

0
0
0

OOHO
OHOO
HOOO
— O = N

Tehat a koordinatak: Ay =2, Ao =1, A3 =0, \y = 1.

18. feladat. Sziikitsiik a [v1,ve, v3, v4] altér bazisava a vy, va, v3, v4 vektorrendszert.

U1 = (1727471)’ V2 = (_27_4a _57_3)a v3 = (_17_27_770)7 Vg = (1727_273)

Megoldas. A vektorokat oszlopvektorokként egyméas mellé irjuk, és a kapott matrixot elemi soratalakitasokkal redukalt
lépcsds alakra hozzuk:

v V2 vz U4 v vy v vy
1 -2 -1 1 0 -3 -3
9 4 -2 2 - 0 -1 -2
4 -5 =7 =2 0 0 0 0
1 -3 0 3 0 0 0 0

A kapott matrixrol latszik, hogy els6 két oszlopa linearisan fiiggetlen, a tobbi pedig kifejezhets az elsé két oszlop linearis
kombinaciojaként. Mivel az elemi soratalakitdsok nem valtoztatjak meg az oszlopok kozotti lineéaris Osszefiiggéseket, ugyanez
érvényes az eredeti méatrixra is. Tehat vy, vy linearisan fiiggetlen, vs és vy pedig kifejezhetS vy, vo linearis kombinécidjaként

(konkrétan vy = —3vy — vy és vy = —3v; — 202). Ezért vy, vy bézisa a [v1,va,vs,v4] altérnek (amirsl igy kideriilt, hogy
kétdimenzios).

19. feladat. Sziikitsiik a [v1,va, v3, V4, U5, V] altér bazisava a vy, ve, v3, v4, Vs, Vg vektorrendszert.

v; = (1,-1,2,0), wy=(—1,2,-5,—1), w3=(0,1,-3,—1), wvy=(2,-1,2,0), v5=(1,2-6,-2), vg=(—3,3 —4,3)

Megoldas. A vektorokat oszlopvektorokként egymés mellé irjuk, és a kapott matrixot elemi soratalakitasokkal redukalt
lépcsds alakra hozzuk:

vi Uy V3 Ui Us Vg vpovh vh vy vh o v
1 -1 0 2 1 -3 0 1 0 1 o0
-1 2 1 -1 2 3 ~ 0 1 0 2 0
2 -5 -3 2 —6 -4 0 0 O 1 0
0o -1 -1 0 -2 3 0 0 0 0 O

Az el6z6 feladathoz hasonloan leolvashato, hogy vy, ve, vy, vg linearisan fliggetlen, tovabba vs = vy + vg és v5 = vy + 209 + v4.
Ezért vy, v, vy, v6 bazisa a [v1,v2, v3, v4, s, V6] altérnek (amirsl igy kideriilt, hogy nem mas, mint R%).

20. feladat. Bévitsiik R* bazisava a v, vs vektorrendszert.

U1 = (3727273)’ Vg = (6a15253)

Megoldas. A vektorokat oszlopvektorokként egymas mellé irjuk, melléjiik tessziikk még R* egy tetszleges bazisat (pl. az
e1, ea, es, e4 standard bazist) és a kapott matrixot elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcsds alakra hozzuk:

V1 Uy e ey e3 ey v vy ey el eh e}
3 6 1 0 0 O 0 0 1 0 -1/3
21 0 1 0 0  ~ 0 0 -1 0 2/3
2 2 0 0 1 0 0 O 3 0 -3
3 3 0 0 0 1 0O 0 O 0 —2/3

Az el6z6 feladathoz hasonléan leolvashato, hogy vy, va, €1, e3 bazisa a [v1, v, €1, €2, €3, e4] = R* (al)térnek.

21. feladat. Legyen uq,...,u, linearisan fliggetlen vektorrendszer a V' valés vektortérben, és legyen v = Ajuy + - - - + Aguk.
Bizonyitsa be, hogy amennyiben A1 + --- + Ag # 1, akkor az u; — v, ..., ur — v vektorrendszer is linearisan fiiggetlen.



22. feladat. Adjon meg bazist a feladatban szerepl6 Us és Uj alterekben és allapitsa meg a dimenziojukat, ha az Us
altérnél B az alabbi matrix.

000 --- 01

1 0O --- 0 0

010 --- 00
B =

000 --- 00

000 --- 10

23. feladat. Az S C R™ halmazt linearis sokasagnak nevezziik, ha van olyan U < R™ altér és vy € R" vektor, hogy
S=U+vy ={u+wvy:u € U}. Ezszemléletesen azt jelenti, hogy S ugy keletkezik, hogy az U alteret a vy vektorral eltoljuk.
Ha dimU = 1, akkor S egy egyenes, ha dimU = 2, akkor S egy sik. Mutassa meg, hogy barmely két sikhoz lehet talalni
olyan legfeljebb 6tdimenzios sokasagot, ami mindkét sikot tartalmazza.

24. feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi pg, p1, p2, p3 polinomok bézist alkotnak a legfeljebb harmadfokid valés polinomok

vektorterében, és hatdrozza meg az Lz — 322 — Xz 4+ 2 polinom koordinétait ebben a bazisban.

x(x2— 1), Dy = x(x — lg(x -2)

A megoldashoz szabad szamitégépet hasznélni, de pontosan le kell irni, hogy mit és hogyan szamittatott ki géppel, és hogyan
értelmezi a gép altal adott eredményt.

p0:17 1=, Pp2=

25. feladat. Létezik-e olyan végtelen vektorrendszer az R™ vektortérben, amelynek minden n-elemt részrendszere linearisan
fliggetlen?

26. feladat. Az R? halmaz nemcsak R felett, hanem Q felett is vektorteret alkot (ugye?).
(a) Igaz-e, hogy ha vy, vs € R? linedrisan fiiggetlen R felett, akkor linearisan fiiggetlen Q felett is? Ha igaz, bizonyitsa be;
ha nem, adjon egy konkrét ellenpéldat.

(b) Igaz-e, hogy ha vy, vy € R? lineérisan fiiggetlen Q felett, akkor linearisan fiiggetlen R felett is? Ha igaz, bizonyitsa be;
ha nem, adjon egy konkrét ellenpéldat.

27. feladat. Tekintsiik a Z$ vektortérben az U = [uy,u2, u] és V = [v1, v, v3,v4] altereket.
u; = 100210, ug = 010002, ug = 001000, v1 = 102001, v, = 011002, v3 = 000100, v4 = 000010
Adjunk meg egy bazist az U NV altérben, majd egészitsiik ki ezt U, illetve V' bazisava.

Megoldas. A metszet meghatarozasahoz mindkét alteret le kell irnunk egy-egy egyenletrendszerrel. A bazisvektorokat egymas
ala frva maris redukalt lépcsds alakt méatrixot kapunk (mindkét altérnél), ezért rogton le tudjuk olvasni az egyenletrendsze-
reket.

Ll ! '
w=T1 0 02 1 0 =1 0 2 0 0 1
w= 01 0 0 0 2 ve= 0 1 0 0 2
us= 0 0[] 0 0 0 vs= 0 0 0 I 0 0
ER(U): 1 0 0 I 0 0 wu= 0 00 0 [0 0

2 0 00 1 0 ER(V): 1 2 1 0 0 0

01 00 0 1 2 10 0 01

Egymas alé irjuk a két egyenletrendszert, és elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcs@s alakra hozzuk a matrixot.

10 01 00O 0 0 0 00
2 00010 0 0 0 0 1
01 0 0 01 ~ 0 0 0 0 1
121 0 00 0 0 O 0 0
21 0 0 01 0 0 0 O 0
Ebbdl ki tudjuk olvasni U NV egy bazisat.

+

ER(UNV): 0 0 0 00

0 0 0 01

0 O 0 0 1

0 0 O 0 0

0 0 0 O 0

w= 0 2 2 0 01

Tehat U NV = [w] egydimenzios altér.



Hogy megkapjuk U egy olyan bazisat, amely tartalmazza a w vektort, irjuk egymas mellé oszlopvektorként a w, w1, us,us
vektorokat tgy, hogy w legyen az els§, és hozzuk elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcsés alakra a matrixot.

wooup up  ug wouy uh ub
0 1 0 0 0 0 2
2 0 1 O 0 0 O
2 0 0 1 ~ 0 0 2
0 2 0 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 0 0 O
1 0 2 0 0 0 0 O

Innen latszik, hogy w, u1, us linearisan fiiggetlen vektorrendszer, és igy bazisa U-nak.
Hasonl6 médon kaphatunk V-ben egy olyan bézist, amely tartalmazza a w vektort.

wo vy Va2 U3 U4 w v vl vh vl
0 1 0 0 O 0 2 0 O
2 0 1 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 ~ 0 0 O 0
0 o 0 1 0 0 0 0 O
o 0 0 0 1 0 0 0 0 O
1 1 2 0 0 0O 0 0 0 0

Innen latszik, hogy pl. w,v1,vs,v4 bazisa V-nek. (Az is lathato, hogy ve = 2w, tehat v semmiképp nem lehet w mellett a
béazisban.)

Megjegyzés. Az alterek dimenzidtételének bizonyitasabol tudjuk, hogy w, w1, us, v1,v3,v4 bazisa az U + V altérnek. Tehat
U + V hatdimenzids, és igy U + V = Z§.

28. feladat. Tekintsiik az R vektortérben az U = [u1, uz, ug) és V = [v1, vo] altereket.
up = (1,0,2,3,2), up = (3,—1,5,4,1), uz = (2,1,0,1,—1), v = (=2,3,0,1,1), vo = (4,1,3,0,1)
Igaz-e, hogy R® =U @ V?

Megoldas. Elsszor ellendrizziik, hogy egyaltalan R® = U 4 V teljesiil-e, vagyis az uq, ug, us, v1, vy vektorok kifeszitik-e az
RS vektorteret. Ehhez sorvektorrokként egymés alé irjuk a vektorokat, és elemi soratalakitasokkal redukalt lépcsés alakra
hozzuk a matrixot:

1 0 2 3 2 @ o 0 0 0
3 -1 5 4 1 0 I 0 0 0
2 1 0 1 -1 ~ 0 0 [ o o
-2 3 01 1 0 0 0 [1 o
4 1 3 0 1 0 0 0 o0 [1]

Az elemi soratalakitasok nem valtoztatjak meg a sorvektorok altal kifeszitett alteret, ezért az eredeti métrix sorai ugyanazt az
alteret generaljak, mint a kapott egységmatrix sorai, tehat U+V = [uq, ug, uz, v1, ve] = R®. Innen a megoldast t&bbféleképpen
lehet folytatni:

(a) A direkt Osszeg definicidja szerint ellendrizni kellene, hogy U NV = {0}. A metszet kiszamitasahoz fel kellene frnunk
mindkét alteret homogén linearis egyenletrendszer megoldastereként, majd a két egyenletrendszert egyesiteni, és az
egysitett egyenletrendszert megoldani. Ha elvégezziik a szdmolést, kideriil, hogy az egyesitett egyenletrendszernek csak
trividlis megoldésa van, ezért UNV = {0}, ésfgy RS =U @ V.

(b) A fenti eliminacié soran kideriilt, hogy az wui,us,us,v1,ve vektorrendszer bazisa R%-nek. Ebbél kivetkezik, hogy
uy, Uz, ug is linedrisan fliggetlen, és igy bézisa U-nak. Hasonléan vy, vs is linearisan fiiggetlen, és igy bazisa V-nek.
Tehat U és V bazisanak egyesitése bazisa az R® = U + V altérnek, ezért (a direkt dsszeg tulajdonsag egyik ekvivalens
atfogalmazésa szerint) RS =U @ V.

(¢c) Hamar a (b) részhez hasonloan észrevettiik a fiiggetlenségeket és a bazisokat, akkor az alterek dimenziotételét hasznéalva
is befejezhetjiik a megoldast: dim(UNV) =dimU +dimV —dim(U +V) =342 -5 =0, ezért U NV = {0}.

29. feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi A € R**4 matrix (oszlop)rangjat, és adjunk meg r(A) darab oszlopvektort, amelyek
linearisan fiiggetlenek.

1 2 -1 0

2 1 3 2

A= -1 -2 2 1
1 4 3

Megoldas. A matrixot elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcsGs alakra hozva a kovetkezs matrixot kapjuk:

I o o -1
s 0 [a o 1
“lo o [1] 1

0 0 0 O



Szemlatoméast r(A’) = 3, és az A’ matrix els6 harom oszlopa linearisan fiiggetlen. Mivel az elemi soratalakitasok nem
valtoztatjak meg az oszlopok kozotti linearis Osszefiiggéseket, ugyanez érvényes az eredeti matrixra is. Tehat r(A) = 3, és az
A matrix els§ harom oszlopa lineéarisan fiiggetlen.

30. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A € ZgX4 matrix (sor)rangjat, és adjunk meg r(A) darab sorvektort, amelyek
linearisan fiiggetlenek.

b

Il
OR Rk O~
== NN O
NO N ==
=N O N

Megoldas. Elemi soratalakitasok nem valtoztatjak meg a matrix rangjat, de a sorokat (a sorok kozotti linearis osszefliggéseket)
osszekutyulhatjak. Ezért most vagy elemi oszlopatalakitdsokat kell végezniink, vagy a maétrix transzponaltjan kell elemi
soratalakitasokat végezniink. Tegyiik az utobbit:

1 01 10 .0101

r o2 211 , o @m1 o1
AT=111 2 0 2 WA_0002
2 1 0 2 1 0 00 00

Lathato, hogy r(A’) = 3, és az A’ matrix elsd, masodik és negyedik oszlopa linearisan fiiggetlen. Ugyanez érvényes az AT
matrixra is, az eredeti A matrixrol pedig ennek alapjan azt mondhatjuk, hogy r(A) = 3, és A els, masodik és negyedik sora
linearisan fiiggetlen.

31. feladat. Bontsa a valos fliggvények vektorterét két nemtrivialis altér direkt Gsszegére.

32. feladat. Mekkora lehet egy tizdimenzios térben egy nyolcdimenzios és egy kilencdimenzids altér metszetének dimenzidja?
Adjon konkrét példat az Gsszes lehetséges értékre, a tobbirsl meg bizonyitsa be, hogy valoban nem lehetséges.

33. feladat. Egy végesdimenzios vektortér A, B, C altereirdl a kovetkezdket tudjuk: A+ B=A+C, ANB=ANC és
B < C. Bizonyitsa be, hogy ekkor B = C.

34. feladat. Hany nemnulla determininst n x n-es matrix van Zs felett?

35. feladat. Egy adott A € R™*™ matrixot szeretnénk két minél kisebb matrix szorzatara felbontatni. Tekintsiik az Osszes
A = BC alaku felbontast, ahol B € R"** &5 C' € R¥*™. Bizonyitsa be, hogy k lehetséges legkisebb értéke éppen r(A).

36. feladat. Melyek linearisak az alabbi leképezések koziil? Amelyik linearis, annak hatarozzuk meg a képterét és a magterét
(bazissal is és egyenletrendszerrel is), illetve ezek dimenziojat.

0:RZ 5 R3, (z,y)— (z+y,y+1,1)
R = R?, (2,9) = (¢ +y,2y)

x: R = R2, (z,9,2) = (z—y,z+y)
w:RP = RY (z,9,2) = (x—y,y—2,0—2,2—2)

Megoldas. Az vilagos, hogy ¢ nem linearis, hiszen a nullvektort nem a nullvektorba viszi: (0,0)¢ = (0,1,0). A ¢ leképezés
sem lineéris, mert pl. u = (1,1) és v = (1,2) esetén uy) + vip = (2,1) + (3,2) = (5, 3), mig (u + v)y = (2,3)¢ = (5,6).
A x leképezés linearis, ami kozvetlen szdmolassal ellendrizhets, vagy visszavezethet§ a matrixszorzas megfelels tulajdonsé-
gaira, hiszen (oszlopvektorokkal dolgozva):
AT A SO
=1 1 0)
z

z

A Ker y altér azokbol az (z,y, z) vektorokbol all, amelyekre z —y = 0 és x +y = 0, ez pedig csak x = y = 0 esetén lehetséges.
Tehat Ker xy = {(0,0, 2) : z € R} = [(0,0, 1)], ami egydimenziés altér R3-ben. Az Im y altér az (r—y, z+y) = z(1,1)+y(—1,1)
alakt vektorokbol all. Tehat Imx = [(1,1), (—1,1)] = R? (miért?), ami kétdimenzios (al)tér. Figyeljiik meg, hogy Im x éppen
a fenti métrix oszlopai altal kifeszitett altér R2-ben.

Az w leképezés is linearis, ami szintén kozvetlen szamoléssal ellendérizhetd, de kovetkezik az alabbi matrixos felirasbol is:

; 1 -1 0

o= 0 11,
1 0 -1

z 1 0 1 z



A Kerw altér azokbdl az (z,y, z) vektorokbol all, amelyekre z —y = 0, y —2 =0, . — 2z = 0 és z — x = 0, ez pedig
akkor és csak akkor teljesiil, ha z = y = 2. Tehat Kerw = {(z,7,2) : z € R} = [(1,1,1)], ami egydimenzios altér R3-
ben. Az Imw altér a fenti méatrix oszlopvektorai altal generalt altér: Imw = [(1,0,1,-1), (—1,1,0,0), (0,—1,—1,1)] =
[(1,0,1,—1), (—1,1,0,0)] = {(w1, 72,23, 24) : —T4 = 3 = o1 + T2} (miért?), ami kétdimenzios altér R*-ben.

37. feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi linearis leképezés magterét és képterét. Mindegyiket adjuk meg bazissal is, egyenlet-
rendszerrel is, és elemeik felsorolasaval is.

©: 75 — 73, (w1, T2, T3, 24) > (21 + 20 + 233 + 24, T1 + 220 + T3, 220 + T3 + 24)

Megoldas. Ugyan a feladat nem kérte, de azért irjuk fel a leképezést méatrixszorzassal:

il 11 2 1 il

2o =11 21 0 2

T3 T3
02 1 1

T4 T4

Jeloljiik a fenti matrixot A-val.
A mag az aldbbi homogén linearis egyenletrendszer megoldastere:

1T + o + 223 + x4 = 0
r1 + 2290 + 3 =0
229 + x3 + x4 = 0
Vegyiik észre, hogy ennek az egyenletrendszernek a matrixa éppen A. Tehat az A matrixot elemi soratalakitasokkal redukalt
lépcsts alakra hozva meg tudjuk oldani az egyenletrendszert:

112 1 M o o0 2
A=11 2 1 0|l~[0 1O 2 2
02 1 1

Innen kiolvashaté a megoldastér egy bazisa (0110, 1101), valamint az is, hogy elég lenne két egyenlet is harom helyett (a
redukalt métrix elss két sora). Tehat a mag a kovetkezd kétdimenzios altér lesz Z3-ben:
Kerp = {(x1, 2, x3, x4) : 1 + 224 = 0, 29 + 223 + 224 = 0} =
= [0110,1101] = {0000, 0110, 0220, 1101, 1211, 1021, 2202, 2012, 2122} < Z3.
A képtér az (z1 + w2 + 223 + T4, T1 + 272 + T3, 279 + T3 + 4) = 71 - 110 + 22 - 122 + 23 - 211 + 24 - 101 alaka Z3-beli
vektorokbdl 4ll, azaz Im ¢ = [110, 122,211, 101]. Figyeljiik meg, hogy ezek a vektorok éppen a fenti A matrix oszlopvektorai.

Most azonban sorvektorokként kell egymés ala irnunk Sket, hogy (redukalt 1épcsGs alakra hozas utan) megkapjuk Im ¢ egy
bézisat és egyenletrendszeres felirasat:

1 10 m o 1
AT_122 0 [1] 2

2 1 1

1 0 1

Innen kiolvashato a képtér egyenletrendszeres felirdsa (a 211 vektornak megfelel§ egyenlet), valamint az is, hogy elég két
generator is négy helyett (a redukalt matrix elsé két sora). Tehat a képtér a kovetkezd kétdimenzios altér lesz Z3-ban:

Imp = {(x1, 2, x3) : 201 + 20 + 23 =0} =
= [101,012] = {000, 101,202,012, 110, 211,021, 122,220} < Z3.

38. feladat. Legyen V a legfeljebb n-edfoki valés polinomok vektortere. Ellenérizze, hogy a ¢: V. — V, f — f’ leképezés
linearis, és hatarozza meg a képterét és a magterét. Adjon meg bazist a képtérben és a magtérben, és allapitsa meg, hogy
hany dimenziosak. (Itt f’ az f polinom derivaltjat jeloli.)

39. feladat. Tekintsiikk R%-ben az U = {(z,z) : # € R} és W = {(x,—x) : z € R} altereket. Adjon meg egy olyan
¢ € Hom(R?,R?) lineéris transzforméaciot, amelyre Ker ¢ = U és Im ¢ = W. Adjon meg egy olyan 1 lineéris transzformaciot
is, amelyre Kery = W és Im¢ = U. (Képlettel irja le, hogy mit rendel ¢, illetve 1) egy tetszéleges (z,y) vektorhoz.)

40. feladat. Legyen V egy kétdimenzios vektortér, és ¢ € Hom(V, V) egy linearis transzformécio, amelyre p? = . Bizonyitsa
be, hogy léteznek olyan K,I < V alterek, amelyekre K N[ = {0} és K+ 1 =V (azaz V = K @& I), tovabba tetsz6leges
u € K,w e I esetén (u+ w)p = w. (Ilyenkor -t projekcionak (vetitésnek) nevezziik. Vajon miért?)

41. feladat. Legyen V egy kétdimenzios vektortér, és ¢ € Hom(V, V) egy linearis transzformécio. Bizonyitsa be, hogy ha
3 =0, akkor p? = 0. (Itt 0 az azonosan nulla linearis transzformaciot jeldli, amely minden V-beli vektorhoz a nullvektort
rendeli.)




42. feladat. Legyen P5 a legfeljebb harmadfoka valés polinomok vektortere, és tekintsiik ebben a vektortérben az A =
{1, 2,22, 23} bazist. Hasonloképpen, legyen Py a legfeljebb masodfoki valés polinomok vektortere a B = {1,z, 22} bazissal.
Hatarozzuk meg a ¢: P3 — Pa, f — f’ linearis leképezés matrixat az A, B bazisparban.

Megoldas. Szamitsuk ki az A béazis elemeinek képeit, és a képek koordinatéit a B bazisban:

lo=0 =0-1+0-2+ 0-22 = [lg]s = (0,0,0)
=1 =1-1+0-2+ 0-22 = [ap]s = (1,0,0)
2o =21 =0-1+ 2.2+ 0-22 = [2%¢]p = (0,2,0)
wp =322 =014 0-2+ 3-22 = [2%¢]5 = (0,0,3)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ méatrixat az A, B bazisparban:

0 0 O

1 0 O
ﬂsﬁ]]A,B =

0 0 3

Ellenérzésképpen nézziik meg, hogy az f = cg+cix+caz? +c32® polinom koordinatasorabdl valéban az f/ = c; +2cox + 3czx?
polinom koordinatasorat kapjuk-e a [¢] 4,3 matrixszal valo szorzaskor:

0 00
1 0 0

(co,c1,c2,c3) - = (¢1,2¢9,3¢3). v
0 0 3

Megjegyzés. Ha oszlopvektorokkal szeretnénk dolgozni, akkor az [1¢]gs, [z¢]s, [v?¢]s, [13¢]s koordinatasorokat oszlopok-
ként egymas mellé kell irnunk:
0 1 0
0 O 0
0 0 3

Az igy kapott matrix a fenti [¢] 4,5 matrix transzponaltja (ez mindig igy van).

43. feladat. Irjuk fel az y = 2z egyenletti egyenesre valé tiikrézésnek (mint ¢: R? — R? linedris transzforméacionak) a
méatrixat az F = {f1, fo} bazisban, majd az & = {e1, ea} bazisban is, ahol

fi=(1,2), fo=(-21)
€1 = (1,0), €y = (O, 1).

Megoldas. Szamitsuk ki az F béazis elemeinek képeit, és a képek koordinatait az F béazisban. Mivel f; a tiikrozés tengelyére
esik, fo pedig merdleges a tengelyre, nem nehéz meghatarozni a tiikérképeiket:

he= hH=1H+ 0fs = [fielr=(1,0)
fap=~fo=0fi+ (1) f2 = [faplr=(0,-1)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ méatrixat az F, F béazisparban:
1 0
el =Tl = (5 _})-

A [ple,e matrix felirdsahoz az e1p és eap vektorokat kell meghataroznunk. Ehhez hasznos lesz kifejezni az e, ez vektorokat
f1, fo segitségével (hiszen az utobbiak képeit méar ismerjiik). Ez két kis konnyd egyenletrendszer megoldasat jelenti; a
szamolast mell6zziik, ime az eredmény:

1 2 2 1
ey = gfl - 5f2, ez = 5f1 + gf2~

Ennek alapjan ki tudjuk szamolni az [e1¢]e és [ea]e koordinatasorokat:

erp=tfip—2fap = Lfi+2fr = (-3/5,4/5) = —2e1+ 2es = [erp]e = (—3/5,4/5)

e2p = 2fip+gfp=3f—5f= (4/53/5) set ser = [eaple = (4/5,3/5)
A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ méatrixat az £, £ bazisparban:

_ _(-3/5 4/5
fole =lellee = (372 32)
Igy kapunk egy képletet tetsz6leges (x,y) pont tiikorképének koordinataira:
-3/5 4/5 3., 4, 4. 3
(z,y)p = (1‘ y) ) ( 4/5 3/5) = (—5x—|— 5Y, 5T+ Ey)'

Megjegyzés. Ha oszlopvektorokkal szeretnénk dolgozni, akkor a koordinatasorokat oszlopokként kellene egymés mellé irni:

(Tis #73)



A két matrix ,véletleniil” ugyanaz, de a szinek jelzik, hogy masképpen vannak elrendezve a bazisvektorok képeinek koordinatéai.
Az el6z6 feladatban lattunk olyan példat, ahol leképezés ,soros” és ,oszlopos” matrixa nem ugyanaz (még a méretiik sem
egyforma).

44. feladat. Irjuk fel az y = 2x egyenletti egyenesre valé6 mercleges vetitésnek (mint ¢: R? — R? linearis transzformacionak)
a matrixat az F = {f1, fo} bazisban, majd az £ = {e1, ex} bézisban is, ahol

f1:<172)7 f2:(_2>1)§
€1 = (1,0), €y = (0, 1).

Megoldas. Szamitsuk ki az F bézis elemeinek képeit, és a képek koordinatait az F bazisban. Az el6z6 feladathoz hasonloan
ez konnyd, mert az F bazis ,,jo helyzetben” van:

fie = fi=1fA+0fr = [fivlr =(1,0)
frop= 0=0f+0fr = [fap]r=(0,0)
A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ méatrixat az F, F bazisparban:

lelr = [elrF = (é 8) :

A [¢le,e matrix felirasahoz hasznaljuk az ejp és eap vektorok fi, fo segitségével valo felirdsat, amit az el6z6 feladatban
kiszamoltunk.

eip = sfip—3fp = sfi +0fo = (1/5,2/5) = seit 2 = [erple = (1/5,2/5)

exo = 2fip+ Afop = 2 +0fs = (2/5,4/5) = Zert ter = [eagle = (2/5,4/5)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ méatrixat az £, £ bazisparban:
_ _(1/5 2/5

[[4,0]]5 = [90]]5’5 - (2/5 4/5) :
Igy kapunk egy képletet tetsz6leges (x,y) pont vetiiletének koordinataira:

ko= te 0) (g 1js) = (b ot

45. feladat. Hatérozzuk meg az alabbi ¢ linearis transzformacié métrixat R3 standard £ = {e1, 2, e3} béaziséaban.
0: R =R (2,y,2) = (22 —y, © + 2, 30 — 2y — 2)
1= (17070)a €2 = (07 1,0), €3 = (070a 1)

Megoldas. Elgszor a bazisvektorok képeinek koordinatait kell meghatarozni. A standard béazisban kénnyt szamolni:

erp = (2,1,3) = 2e1+ lex+ 3es = [e1¢]e = (2,1,3)
eap = (=1,0,-2) = (=1)e1+ Oea+ (—2)es = [eap]e = (—1,0,-2)
€3 = (07 L _1) = Oei+ leot (_1) €3 — [[63‘P]]5 = (07 1, _1)
A koordinatasorokat sorokként egymaés ala irva kapjuk ¢ matrixat az € béazisban:
2 1 3
[ele = [plee=|-1 0 -2
0 1 -1

Ellen6rzésképpen irjuk fel a fenti matrixhoz tartozd matrixleképezést, hogy tényleg ¢ jon-e ki:
2 1 3 T
(,9,2)- (-1 0 =2| - |y| =@e—pa+z32-2—2)=@y2)e v
01 -1 z
Megjegyzés. Ha oszlopvektorokkal szeretnénk dolgozni, akkor az [e1¢]e, [ea¢]e, [es¢]e koordinatasorokat oszlopokként
egymas mellé kell irnunk:

2 -1 0 T 20 —y T
1 0 11-{yl=1] = +z |l =yl V
3 -2 -1 z 3r -2y —=z z

46. feladat. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatbeli ¢ linearis transzformécio matrixat az F = {f1, f2, f3} bazisban.
fi= (2’0a0)7 2= (07 171)7 fz= (07 17_1)

Megoldas. Ebben a bazisban mar szamolni kell ahhoz, hogy megkapjuk a bazisvektorok képeinek koordinatéit; ezt nem
részletezziik, csak a végeredményt adjuk meg:

f1$0 = (4a276) = 2f1+ 4f2+ (_2) f3 - [fl@ﬂ]" = (2747 _2)
fop = (=1,1,-3) = (=1/2) fi+ (-1) fot+t  2fs = [fev]r = (~1/2,-1,2)
fz3p = (=1,-1,-1) = (=1/2) fi+ (1) fo+  Ofs = [f3¢]r = (~1/2,-1,0)



A koordinatasorokat sorokként egymaés ala irva kapjuk ¢ matrixat az F bazisban:

2 4 -2
[Plr=lelrr={-1/2 -1 2
~1/2 -1 0

47. feladat. Hatéarozzuk meg az [€ — F] és [F — £] bazisattérés-méatrixokat, ahol € = {ej,ea} és F = {f1, f2} az alabbi
bazisai az R? vektortérnek:

61:(170)7 62:(())1) f1:(1,2), f2:(_271)'
Megoldas. Az £ — F bazisattéréshez ki kell fejezniink £ elemeit F elemeibol (ezt a feladatban mar megtettiik):

e = %fl-f— (—%) fo = [[61]]]:: (1/5,—2/5)
e2 = 2 fit+ s fo = [ea 7 =(2/5,1/5)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk az &€ — F bazisattérés métrixat:

e1- (1 )

Az F — £ bazisattéréshez nem is kell szamolni:
f1 = 161—|— 262 — [[fl]]g = (172)
fo = 2e1+ lea = [fo]e = (-2,1)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk az F — £ bazisattérés méatrixat:

[F €] = (_; f)

Megjegyzés. A két bazisattérés-matrix egymaés inverze (ez mindig igy van). Ezért az [€ — F] matrixot megkaphattuk volna
a konnyen felirt [F — £] matrix inverzeként is. A feladatban a [¢] 7 matrixot konnytd volt felirni; ebbdl megkaphattuk
volna a [p]e matrixot a bazisattérés-matrixszal valo konjugéalassal:

e~ e bl el= (4 1) (5 )+ (4 7)-
“( ) ) ()
:(—3/5 4/5>.
4/5 3/5

48. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékeit, adjunk meg béazist mindegyik sajataltérben (sorvektorokkal),
és hozzuk a matrixot diagonalis alakra.

02 1
A=(2 0 1|ezZy®
001

Megoldas. A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel a karakterisztikus polinomot:

—x 2 1
2 —x 1 |=—(x—1>3*z-2).
0 0 l-uz

Tehat két sajatérték van: Ay =1 és Ay = 2.
A )\ = 1 sajatértékhez tartozo sajataltér a v(A — A\ E) = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldastere. Mivel sorvek-
torokkal dolgozunk, az egyenleteket ,fiigg6legesen” kellene kiolvasni a matrixbol. Ezért transzponaljuk a maéatrixot, hogy a
szokésos soratalakitasokkal dolgozhassunk:

2 2 1 2 20
A-ME=A-E=(2 2 1], A-ME)T'=[2 2 0
00 0 110

Ez utobbi matrixot hozzuk elemi soratalakitéasokkal redukalt lépcsSs alakra, majd abbol kiolvassuk a megoldastér egy bazisat:

2 20 1 0
2 2 0]~ = U; = [210, 001].
1 10

Az A — Mo F matrixot is transzponaljuk:

121 1 20
A-NME=A-2E=12 1 1], (A-E)T=(2 1 0
00 2 11 2



Elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcsds alakra hozzuk, majd kiolvassuk a sajataltér egy bazisat:

1 20 1 o 1
2 1 0)~([0 [1] 1 = Uy =[221].
1 1 2

A kiilonbozs sajatértékekhez tartozo sajatvektorok mindig linearisan fliggetlenek, tehat f; = 210, fo = 001, f3 = 221
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a Zj3 vektortérben. Szerencsénk van: a vektorteriink csak haromdimenzios, ezért az
F = {f1, f2, f3} vektorrendszer bazis, igy az A matrix diagonalizalhato (hasonlo egy diagonalis matrixhoz). A matrix
diagonalizalasdhoz tekintsiik a p: Z3 — Z3, v + vA linearis leképezést. Ennek matrixa a standard £ bazisban éppen A,
az F sajatbazisban pedig diagonalis matrix lesz. Az [F — £]] matrixot egyszertien az f1, fa, f3 vektorokat egymés ala irva
kapjuk, az [€ — F] matrix pedig ennek inverze:

-1

210 210 1 21
[F=&=(0 0 1], [E—=F]=(0 0 1 =12 2 1
2 21 2 21 010
Ezek segitségével igy hozhato diagonalis alakra az A métrix:
210 0 2 1 1 21 1 0 0
lelr =[F = &) - [ele - [E—=F]=10 0 1|-[2 0 1 2 2 1|=(0 1 0
2 21 0 0 1 010 0 0 2

TehétaP:(%%
01

O

) matrixszal P~1AP = diag(1,1,2).

49. feladat. Legyen V egy kétdimenzios vektortér és ¢: V' — V nem azonosan nulla lineéris transzformaci6. Bizonyitsa be,
hogy ha ¢? = 0, akkor van V-nek olyan B bazisa, amelyre

[¢ls, = (8 (1)) :

50. feladat. Tegyiik fel, hogy u és v is sajatvektora a ¢ € Hom(V, V) linearis transzformécionak (mondjuk X és p sajatér-
tekekkel). Mi a sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy u + v is sajatvektor legyen?

51. feladat. Hatarozza meg az alabbi A matrix sajatértékeit, adjon meg egy sajatbazist (sorvektorokkall), majd ennek
segitségével adjon meg olyan P € R?*2 nemelfajulé matrixot, amelyre P~' AP diagonalis métrix.

0,9 0,1
A= (0, 5 0, 5)
Bonusz kérdések: mi lesz a lim,, ., A™ hatarérték? Mit jelent mindez az alabbi egyszeri idgjarasi modellben?

e Ha ma szép id6 van, akkor 90% valosziniiséggel holnap is az lesz, és 10% valosziniiséggel elromlik az id6 holnapra.
e Ha ma rossz id6 van, akkor 50% valosziniiséggel holnap is az lesz, és 50% valoszintiséggel kidertil az idé holnapra.

52. feladat. Legyen ¢ € Hom(R? R3) az [(1,1, —1)] egyenes koriili 180 fokos forgatas. Irja fel a ¢ transzformacié matrixat
el6szor az F = {f1, fo, f3} bazisban, majd — bazisattérést hasznalva — az £ = {e1, ea, 3} bazisban is, ahol

f1:(1717_1)5 61:(17070)7
f2=(—2,3, 1), 62:(0,170),
f3 (1771a0); 63:(05071)'
Megjegyzés. Vegylik észre, hogy épp az f; vektor egyenese koriil forgatunk, tovabba fo és f3 merdleges erre az egyenes-

re. Ezért a [p]r matrixot konnyd felirni. A bézisatmenetnél az inverzméatrix és a méatrixszorzat kiszamolaséhoz szabad
szamitogépet hasznalni.

53. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A méatrix sajatértékeit, minden sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasat, és
diagonalizaljuk a matrixot, amennyire lehet:

Y/

SO O W
=0 o
= O NN
_ N =

Megoldas. El6szor szamitsuk ki a karakterisztikus polinomot (érdemes az els§ oszlop szerint kifejteni, mert akkor mindjart
ki lesz emelve egy gyoktényezs):

92—z 0 2 1
. 0 —x 2 1
Pa=1 "9 1 -z 2
o 1 1 1-z

=2-2)22° + 22 +22) = (z — 2)x(z? + 22 + 1) = (v — 2)x(z + 1)? = 2(x — 2)°.

Tehat két sajatérték van: Ay = 0 (algebrai multiplicitdsa: aq = 1), illetve Ao = 2 (algebrai multiplicitdsa: ag = 3).



Most keressiink bazist mindkét sajétaltérben. Ehhez az (A — AE)T métrixi homogén linearis egyenletrendszert kell megol-
danunk mindkét sajatértékre:

2000
0011
_ T _ T —

1121

— Sy = [0121]

o o[
oo

Flo o
=N O

0000
0111
2211
1122

<[]

o
— =
—_ =

I
$

(A= XE)T = (A—2E)T — Sy = [2210,2201]

Foglaljuk 6ssze az eddigieket. Két sajatérték van:
e )\; = 0, algebrai multiplicitdsa a; = 1, geometriai multiplicitdsa g1 = 1;
e )\, = 2, algebrai multiplicitdsa as = 3, geometriai multiplicitasa g, = 2.
Mivel a geometriai multiplicitasok Gsszege kisebb, mint 4, a matrix nem diagonalizalhatd. A legtébb, amit tehetiink, hogy a
sajatalterekben talalt bazisok egyesitését kibovitjiik Z3 egy B bazisava (a feladat modszerével):
by = 0121, by = 2210, by =2201, b, = 1000.

Tekintsiik a ¢: Z3 — Z3, v+ vA linearis transzformaciot. Ennek matrixa a standard € bazisban éppen A. Térjiink at errsl
a B bazisra:

01 2 1 0 0 0 1
. 12 210 1 11 20
[B=El=0=15 5 o 1| [E=2Bl=07 =1, 5 5,
1 0 00 11 01
A ¢ linearis transzformacié méatrixa a B bazisban ,majdnem” diagonalis:
0
_ 2
[els = 1B — €] - [¢le - [€ = B] = QAQ™" = 9
0 2 1 2

A diagonalis részben minden sajatérték annyiszor 1ép fel, amennyi a geometriai multiplicitasa. Mivel a kapott matrix trian-
gularis, konnyen leolvashato a karakterisztikus polinomja, a sajatértékei, és ezek algebrai multiplicitdsai. Ezek természetesen
ugyanazok, mint az eredeti A méatrixnal, hiszen a két méatrix hasonlo.

Megjegyzés. Ha elrontottuk volna a sajatalterekben talalt bazisok egyesitésének kibdvitését az egész tér bazisava (azaz by
nem lenne fiiggetlen a by, by, by vektoroktol), akkor a [B — €] matrixnak nem lenne inverze. Tehét a[20] feladat (hosszadal-
mas) modszere helyett megtehetjiik azt, hogy ,érzésbdl” valasztunk egy by vektort, és a matrixinvertalassal mutatjuk meg,
hogy jo volt a megérzésiink. Ha tényleg jo volt, akkor ezzel megtakaritottunk némi munkat (az inverz kiszamitasat agysem
uszhatjuk meg). Ha nem volt jo a megérzésiink, akkor viszont egy masik by vektorral kell probalkozni.

54. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A méatrix sajatértékeit, minden sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasat, és
diagonalizaljuk a matrixot, amennyire lehet:

10 —-12 -5
A= 4 -3 —2] eR3*3,
11 -18 —4

Megoldas. Elgszor szamitsuk ki a karakterisztikus polinomot:
10—z —12 -5
pa=| 4 B3—z -2 |=-23432>-92+27=—(2—-3)(z?+9).
11 -18 —4-z
Tehat csak egy sajatérték van: A = 3, algebrai multiplicitdsa: 1, és igy a geometriai multiplicitadsa is csak 1 lehet. Ezért a
matrix nem diagonalizalhaté. De azért keressiink bazist az Ss sajataltérben:

74 11 0 1
(A= AE)T=(A-3E)T = -12 -6 —18] ~ 0 1| = S3=[(—1,-1,1)].
-5 -2 -7

Bévitsiik ezt az egyetlen sajatvektort R3 bazisava:
by =(—1,-1,1), b =(1,0,0), b3 =1(0,1,0).

Tekintsiik a ¢: R3 — R3, v — vA linearis transzformaciot. Ennek matrixa a standard £ bazisban éppen A. Térjiink at errcl
alB= {bl7 bg, bg} bazisra:

1 1 010
B=E&l=Q=1] 1 0], [E—-B=Q'=]0 0 1
0 0 111



A ¢ linearis transzformacié méatrixa a B bazisban:

3
[els =B — €] [ele - [€ = Bl=QAQ™ = | -5 5 17
-2 2 -5

Ez a matrix sajnos nem sokkal szebb, mint az eredeti A matrix, de ,vigasztalasképp” lasd az[56] feladatot.

55. feladat. Tekintsiik az €l6z6 feladatbeli matrixot a komplex szamtest felett, azaz vizsgaljuk a ¢: C2 — C3, v — vA
linearis transzformaciét. Diagonalizalhato-e ez a transzformacié? Ha igen, akkor adjunk meg egy sajatbazist.

Megoldas. A karakterisztikus polinom C felett mar persze els6foki tényezSkre bomlik:
pa = —x3 +32% — 92+ 27 = —(z — 3)(x — 3i)(x + 3i).

Tehat harom sajatérték van: A = 3, Ay = 3¢, és A3 = —3¢. Mindegyiknek 1 az algebrai multiplicitasa, és igy a geometriai
multiplicitasuk is 1. A geometriai multiplicitasok Osszege 3, ezért az A matrix C felett mar diagonalizalhatd. Az Ss
sajataltérben mar meghataroztunk egy béazist, igy most mar csak az S3; és S_3; sajatalterekkel kell foglalkoznunk:

10-3i 4 11 Mo 2+i

(A—ME)T = (A-3iE)T = | -12 —-3-3i -18 ~ [0@M-3-i| = Ssi=(-2—14,3+i,1)
-5 -2 —4-3i
10+3i 4 11 A0 2—i

(A= XE)T = (A+3iE)T = | —12 —3+3i —18 w [0 -3+i| = S5 =(-2+i,3—14,1)
5 -2 —4+3i

Ezzel meg is van a B sajatbazis:
blz(fla 71, 1)7 b2:(727i>3+i7 1)3 b3:(72+i73713 1)

Ha nem szamoltunk el semmit, akkor ebben a bazisban 1) méatrixa diagonalis: [¢]s = diag(3, 3¢, —3i). Ellensrzésképpen (és
a moka kedvéeért) végezziik el a bazisattérest:

-1 -1 1 1 -2 1+4i 1-—4i
B—€&l=P=|-2—i 3+i 1 E=B=P'=--|-2 1+i 1-i
[ , :
—24i 3—1¢ 1 2 245i 2-05i
Tehat a 1) linearis transzformacié matrixa a B bazisban:
3
[Wls=[B— €] -[V]e - [€ — B] = PAP™! = 3i

-3t

56. feladat. Adjon meg R3-ban egy olyan F bézist, amelyben az feladatbeli ¢ linearis transzformécié matrixa ilyen szép:

3 0 0
[el==(0 0 3
0 -3 0

Milyen geometriai transzformacio lehet ez? (Erdemes ezen a kérdésen elgondolkozni mér a feladat megoldasa el6tt, mert adhat
Otletet a megoldashoz.) A megoldashoz szabad szamitogépet hasznalni, ellendrizni pedig mindenképp célszert szamitogéppel.

57. feladat. Tekintsiik az alabbi méatrixszal megadott Markov-lancot:

0.7 03 O 0 0
06 04 O 0 0
P={0 0 02 04 04
0 0 04 02 04
0 0 03 03 04

Adjon meg egy bazist a A = 1 sajatértékhez tartozé sajataltérben. Mekkora ennek a sajatértéknek a geometriai mul-
tiplicitasa? Héany stacionérius eloszlas van? Hogyan lehet ezt a Markov-lanc grafja alapjan megmagyarazni? Nincs ez
ellentmondésban a Perron—Frobenius-tétellel? A megoldashoz szabad szamitogépet hasznélni, ellendrizni pedig mindenképp
célszerd szamitogéppel.

58. feladat. Adjon meg egy olyan A € R7*7 matrixot, melynek egyetlen sajatértéke A = 2, és ennek a sajatértéknek az
algebrai multiplicitasa 7, a geometriai multiplicitasa viszont csak 3.




59. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A € R?*2 méatrix minimalpolinomjat:
0,9 0,1
A= <0,5 0,5) ’
Megoldas. Mivel a 2 x 2-es matrixok tere 4-dimenziés, az E, A, A%, A3, A* méatrixok kozott biztosan teljesiil valamilyen
nemtrivialis lineéris 6sszefiiggés. Szamitsuk ki a matrixokat:

(10 (0,9 0,1 2 (0,86 0,14 3 (0,844 0,156 4+ _ {0,8376 0,1624
E_<0 1)’ A_<0,5 0,5)’ 4 _<0,7 0,3)’ 4 _<0,78 0,22)’ A= 0,812 0,188 /-
Irjuk oszlopvektorokként egymés mellé a matrixokat, és végezziink elemi soratalakitasokat, hogy redukalt 1épcsGs alakot

kapjunk:
E A A2 A3 At

1 0,9 0,86 0,844 0,8376 0 —0,4 —0,56 —0,624
0 0,1 0,14 0,156 0,1624 o 0 1,4 1,56 1,624
0 05 0,7 0,78 0,812
1 0,5 0,3 0,22 0,188

Lathato, hogy az elsé két oszlop (azaz E és A) linearisan fiiggetlen, de a harmadik oszlop (azaz A2?) mar kikombinalhato
ezekbdl: A2 = —0,4F + 1,4A, vagyis A2 — 1,4A + 0,4F = 0. Tehat az A matrix miniméalpolinomja: m = z? — 1,4z + 0,4.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ma = 22 — tr(A)z + det(A) = p4, vagyis a minimalpolinom megegyezik a karakterisztikus
polinommal (ez persze nem igaz minden matrixra).

60. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A € Z3*® maétrix esetén a standard béazisvektorok rendjét, majd ennek segitségével
A miniméalpolinomjat:

2 21
A=10 1 0
2 10

Megoldas. Mivel Z3 haromdimenziés vektortér, az eq, e1 A, e1 A%, e; A% vektorok kozitt biztosan teljesiil valamilyen nemtri-
vialis linearis Gsszefliggés. Irjuk oszlopvektorokként egymés mellé ezeket a vektorokat, és végezziink elemi soratalakitasokat,
hogy redukalt lépcsds alakot kapjunk:

€1 61A 61A2 €1A3

1 2 0 1

0 2 1 0 ~
0 1 2 0

Az els6 két oszlop linearisan fiiggetlen, de a harmadik méar kifejezhets belsliik (persze a negyedik is, de a lehets legki-
sebb foku polinomot akkor kapjuk, ha az els§ olyan oszlopot vessziik, amely kifejezhets a téle balra 4llo oszlopok linearis
kombinaciojaként): e; A2 = 2e; + 2e1 A, vagyis e1(A% + A+ E) = 0. Tehét az e; vektor rendje: o4(e1) = 2% +x + 1.
Ugyanigy jarunk el az ey vektorral is:

Si=
B DO

==
O =

€9 6214 €2A2 62143

0 0 0 0

1 1 1 1

0 o0 0 0
Itt nem is kell redukalni, hiszen minden oszlop ugyanaz. Az ,els¢” Gsszefliggés: ea A = eq, vagyis ea(A — E) = 0, tehat az ey
vektor rendje: 04(e2) =z — 1.
Lassuk az es vektort:

€3 €3A €3A2 63A3

0 2 1 0 i o 2 1
0 1 2 0 ~ 0 [1] 2 0
1 0 2 1

Itt ugyanazt kaptuk, mint az e; vektornal: oa(e3) = 2% +z + 1.

A minimalpolinom oszthaté minden vektor rendjével, ezért oszthatd az oa(e1), oa(e2), oa(es) polinomok legkisebb kozos
tobbszordsével. Mivel Zsz folott o — 1 | 22 4+ + 1, a legkisebb kozds tobbszords maga x2 + x + 1 lesz, ezért 22 +x + 1| ma.
Masrészt, az A2+ A+ E métrix mar annullalja az eq, es, es vektorokat, igy azok linearis kombinaciéit is. Tehat A24+A+F =0,
ezért my | 22 + x + 1. Ezzel belattuk, hogy ma = 22 + z + 1.

Megjegyzés. A fenti szamoldsokbol észrevehetjiik, hogy A% = E, azaz A gyoke az 23 — 1 polinomnak (némi szamoléssal
az is ellendrizhets, hogy A karakterisztikus polinomja ps = 1 — 2%). Ez a polinom t6bbszérése a minimalpolinomnak:
2 —1=@—-1)(2®>+z+1).




61. feladat. Tekintsiik a legfeljebb n-edfoku valés polinomok V' vektorterén a ¢: V — V, f +— f’ linearis transzforméaciot.
(a) (2 pont) Hatarozza meg ¢ karakterisztikus polinomjat és minimalpolinomjat.

(b) (2 pont) Mutassa meg, hogy nem lehet a V' vektorteret nemtrivialis modon két p-re invarians altér direkt Osszegére
bontani.

62. feladat. Legyen A € R™*"™ a csupa l-esekbdl allo matrix.
(a) (2 pont) Hatarozza meg A miniméalpolinomjat.

(b) (2 pont) Hatarozza meg A sajatértékeit, és a sajatértékek algebrai és geometriai multiplicitasat.

63. feladat. Legyen A € R™*™ diagonéalis matrix, amelyben a f6atlon a nem feltétleniil kiillonboz6 aq, . . . , a, szdmok szere-
pelnek: A = diag(as,...,a,). Hatdrozza meg A minimalpolinomjat.
64. feladat. TetszSleges ™ € S,, permutéciora tekinthetjik a ¢,: C* — C*, (x1,...,2n) = (T1x,- .., Tny) linearis transz-

formaciot. (Ennek métrixa a standard bazisban tigynevezett permutacios matrix.)

(a) (2 pont) Hatarozza meg a m = (123)(45) € S5 permutacié esetén ¢, miniméalpolinomjat.

(b) (2 pont) Hatarozza meg a m = (123) € S3 permutécio esetén o, sajatértékeit, és adjon meg egy sajatbazist. (Figyelem:
nem a valos, hanem a komplex szamtest felett dolgozunk!)

(c) (2 pont) Altalanositsa a (b) feladatot: mutassa meg, hogy minden 7 € S,, permutaci6 esetén ¢, diagonalizalhaté. Mik
lesznek a sajatértékek, és mi lesz az egyes sajatértékek multiplicitasa?

65. feladat. Legyen A egy 2 x 2-es valos matrix, és legyen J a Jordan-normalalakja. Figyelem: A valoés métrix, de J-ben
(valamint az A-rol J-re valé bazisdtmenet méatrixdban) nem biztos, hogy csak valos szamok szerepelnek! Hanyféle lehetGség
van a J matrixra, ha csak arra vagyunk kivancsiak, hogy a sajatértékek kozott hany valés van, kiilonbozéek-e a sajatértékek
vagy sem, illetve, hogy hény Jordan-blokk van és mekkorak? Mindegyik esetre adjon egy konkrét példat, és vazolja, hogy a
v — vJ leképezés milyen geometriai transzforméacioja az R? siknak, példaul mit csinal a macskéval.

66. feladat. Vesézze ki az alabbi A € R?*” matrixot, azaz hatérozza meg a sajatértékeit, a sajatértékek algebrai és geometriai
multiplicitasat, a matrix karakterisztikus polinomjat és minimalpolinomjat (indokléassal).

21 0 0 0 0 0 0 O
021 00 0O0O0O0
00 2 00 0O0O0O0
00 0 2 0 0 0 0O
A=]0 0 0 0 2 0 0O O O
00 0 0O0 3100
00 0 000 3 00
00 0 00 O0 o0 31
00 0 00000 3
67. feladat. Tekintsiik az alabbi A € R3*3 matrixot:

A1 O

A=10 X 1

0 0 A

(a) (2 pont) Hatarozza meg az A™ hatvanyt. (A megsejtett képletet természetesen bizonyitani is kell, pl. teljes indukcioval.)

(b) (2 pont) Hatérozza meg az f(A) méatrixot tetszéleges f(z) € Rlx] polinom esetén. (Ezt fel lehet irni elegansan, agy,
hogy az f polinom egyiitthat6i nem is szerepelnek a végeredményben. A végeredményhez elvezetd szadmolasban persze
valoszintileg nem lehet meguszni, hogy kifrjuk f egylitthatoit.)

(¢) (2 pont) Hogyan lehetne értelmezni az A méatrix szinuszat?

68. feladat. Hozzuk nemelfajulé linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi g kvadratikus alakot és allapitsuk meg
a definitségi osztalyéat:

q= 33% + x% + 33@% + dx1x9 + 220123 + 2T273.
Megoldas. Alakitsuk teljes négyzetté az x1-et tartalmazo tagokat:

q= (21 + 2x9 + x3)? — 323 + 223 — 22923.
Vezessiik be x1 helyett a z; = x1 + 225 + x3 Gj valtozot. Ez nemelfajuld helyettesités, mert ,vissza lehet csinalni”: x; =
zZ1 — 2.%'2 — X3.
q=22 -3z + 29::2,) — 2z913.
Alakitsuk teljes négyzetté az xo-t tartalmazo tagokat:

2 LN? LT o
q:Z1_3($2+§$3) +§m3.


https://www.geogebra.org/m/ypvhpswk

Vezessiik be xo helyett a 20 = x5 + %333 1j valtozot, és — csak a szépség kedvéért — nevezziik 4t xs-at zs-ra. Ez is nyilvan
nemelfajul6 helyettesités. Fzzel meg is kapjuk ¢ egy kanonikus alakjat:

7
q:zf—?)z%—i—gz%.

Mivel pozitiv és negativ egytlitthato is szerepel, ¢ pozitiv és negativ értékeket is felvesz, tehat indefinit.

Ellenérzés. Mindkét helyettesités, amit elvégeztiink, nemelfajulo volt, ezért az ,eredsjik” is az. Ellendrzésképpen azért irjuk
fel a helyettesités matrixéat:

1 0 O
(21722,23) = (l’l,l'g,xg) . 2 1 0
1 1/3 1

A matrix determinansa 1, ezért a helyettesités valoban nemelfajulé. Ellendrizzitk magat a kanonikus alakot is (lehet szami-
togéppel is):

7 1 2 7
22 — 322 + gzg = (z1 + 229 + 23)% — 3(372 + ga:g) + ga:% = 2?2 4+ 2% + 323 + 4x120 + 22123 + 22073 V

69. feladat. Hozzuk nemelfajulé linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi g kvadratikus alakot és allapitsuk meg
a definitségi osztalyéat:
q =4x129 + 42123 + 42003,
Megoldas. Elgszor hozzunk létre négyzeteket a 4xqxo tagbhol:
q=(z1 +22)* — (21 — 22)% + w123 + 42923,

Vezessiik be x1 helyett az y; = x1 + 2, és x5 helyett az yo = x1 — x2 Gj valtozokat. Ez nemelfajuld helyettesités, mert ,yissza
lehet csindlni”: x1 = (y1 + y2)/2 és x2 = (y1 — y2)/2. Az utdbbi kifejezésekre sziikségiink is van, hogy el tudjuk tiintetni az
Ldejétmult” x1 és xo valtozokat:

4=yt —y3 +2(y1 +y2)w3 + 20y — y2)a3 = yi — Y + Ay,
Alakitsuk teljes négyzetté az y;-et tartalmazo tagokat:
q= (y1 +223)* — y3 — 4a.

Vezessiik be y; helyett a z; = y; + 2x3 1) valtozot, és — csak a szépség kedvéért — nevezziik at yo-t zo-re és x3-at z3-ra. (Ez
is nyilvan nemelfajulé helyettesités.) Ezzel meg is kapjuk ¢ egy kanonikus alakjat:

q:zf—zg—élzg.
Mivel pozitiv és negativ egyiitthato is szerepel, ¢ pozitiv és negativ értékeket is felvesz, tehat indefinit.

Ellendrzés. Mindkét helyettesités, amit elvégeztiink, nemelfajulé volt, ezért az ,ereddjik” is az. Ellendrzésképpen azért irjuk
fel a helyettesités matrixat. Ehhez el6szor fejezziik ki a z; valtozokat az eredeti x; valtozokbol:

z1 =11+ 223 =1 + 22 + 223
22 = Y2 = T1 — X2

zZ3 = I3

Ennek alapjan a helyettesités igy irhatoé le matrixszorzéasként:

1 1 0
(21722723) = ($1,$2,$3) {1 -1 0
2 0 1

A matrix determindnsa —2, ezért a helyettesités valoban nemelfajulo. Ellendrizziik magat a kanonikus alakot is (lehet
szamitogéppel is):

z% — z% — 42% =(r1 + 22+ 2963)2 — (21 — x2)2 — 4:5% =4dx119 + 42123 + 41923, V

70. feladat. Egy A € R?*2 matrix Jordan-normalalakja négyféle lehet:

, ahol A\ val6s szam;
, ahol X\ és p két kiilonb6zd valos szam;

)

(@ »)
(©) (A 1), ahol \ valés szém:

(@ %)

, ahol A nemval6s komplex szam.



Vizsgalja meg, hogy az egyes esetekben hogyan ,bolyong” a sikon egy tetszSleges v vektor, ha iteraljuk rajta az A matrixhoz
tartozo linearis leképezést, vagyis hogyan viselkedik a v,vA,vA2, ... sorozat. Véges hatérértékhez konvergal? Periodikusan
ismétlsdik? Végtelenbe tart? Ha igen, milyen irdnyban, vagy milyen gérbe mentén? A valasz fiigghet a v kezdGpont
megvalasztasatol, és attol is, hogy a sajatértékek milyen elGjeliek, és mekkora az abszolut értékiik (1-nél nagyobb, vagy
kisebb, vagy éppen 1). Az (a) eset trivialis (ugye?), azzal nem kell foglalkozni; a (b), (c) és (d) esetek kiilon-kiilén 2-2 pontot
érnek. Ezen a linken lehet GeoGebraban kisérletezni: https://www.geogebra.org/m /kd8esmzm

71. feladat. Hozza nemelfajulo linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi g kvadratikus alakot és allapitsa meg a
definitségi osztalyat:

q =4r1209 + 42123 + dx1204 + 42003 + 404 + dT324.
Irja fel a helyettesités matrixat, és ellendrizze a szamolast (szamitogeéppel), tigy, ahogy a (68| és 69| feladatokban tettiik. (Sok
megoldas van, egyik szebb, mint a masik; érdemes az egyikre utazni. .. )

72. feladat. Az R? vektortéren definialt ¢ kvadratikus alak normalalakja 9-féleképpen festhet, de a két valtozé megcserélése
erejéig csak 6 eset van. Irja fel a 6 lehetéséget, és mindegyiknek allapitsa meg a definitségi osztalyat, valamint vazolja, hogy
milyen gorbéket adnak a kvadratikus alak szintvonalai, vagyis hogyan néznek ki az {(x,v) : ¢(z,y) = ¢} € R? ponthalmazok
(és hogyan valtoznak, ha a ¢ paraméter végigfut a szamegyenesen).

73. feladat. Hatarozzuk meg az R* euklideszi térben az u = (1,1,1,1) és v = (3, —1,3, —1) vektorok hosszat és az altaluk
bezart szoget.

Megoldas.

(u, v) 1 o
|ul| = V4 =2, vl = V20 = 2V/5, (u,v) =4, £ (u,v) = arccos ———— = arccos — ~ 63
[l - ol V5

74. feladat. Legyen S < R* az alabbi u, us, ug vektorok altal kifeszitett altér:

u = (1,1,1,1), ug=(3,-1,3,—1), us=(6,2,2,-2).
Adjunk meg egy ortonormalt bazist az S altérben.
Megoldas. Hajtsuk végre a Gram—Schmidt-féle ortogonalizécios eljarast:

1. V1 = U = (1,1,1,1)

(ug,v1)
2. V2 = U — V1 =U2 — — V1 = U2 — V1 = 27—2,27—2
(v1,v1) 4 ( )
(uz,v1) (uz, v2) 8 16
3. v3 = ug — -v1 — SV =U3— — VL — — -V =uUg — 201 — v = (2,2,-2,-2
<’U1,Ul> <U2,1)2> 4 16 ( )
A kapott vq, v, v3 vektorrendszer ortogonalis, és kifesziti az S alteret. (S6t, nemcsak [v1, v, v3] = [u1,ug, us] teljesiil, hanem
[v1,v2] = [u1,us] és [v1] = [u1] is.) Tehat vy, vq, v3 ortogonalis bazisa S-nek. Hogy ortonormalt bazist kapjunk, ,norméaljuk
le” a vektorokat:
1 1 1111
1. €l = +——F V] = =+ VU1 = (7,77777>
[EAl 2 2727272
9 1 1 (1 11 1)
ey = —— Vg =— Vg ==, ——, =, — =
2 ||U2H 2 4 2 27 27 27 2
3 1 (1 1 1 1)
Ly = " P =— " V23 =|-\ -, ——, ——
3 ||'U3H 3 4 3 27 27 2? 2

Az ey, eg, e3 vektorrendszer ortonormaélt bazisa S-nek (az ortonormaéltsag fejben is konnyen ellendrizhetd).

75. feladat. Bontsuk a w vektort az S = [vy, vo] sikkal parhuzamos w) és S-re meréleges w, vektor Gsszegére, ahol

o1 = (1,2,3), vy =(1,1,-1), w=(21,2).

Megoldas. ,Szerencsére” a v1 és vy vektorok merdlegesek, azaz ortogonalis bazist alkotnak S-ben, igy w) egyszertien meg-
kaphato:

(w,v1) (w, va) 10 n 1 (22 37 38)
W =-——--0 cvpg=— v+ - ve=—,—,— ).
TS R (S B VI B O Y RO TRDY |
A w, vektor pedig a ,maradék” (ellendrizziik fejben, hogy ez a vektor valoban mergleges vi-re és va-rel):
20 —16 4
w :U)—w“ = (7’7,7>'
21° 21 21

Megjegyzés. A szamolés gyakorlatilag egy Gram—Schmidt-féle eljaras utols6 lépése volt; az elejét megsporolhattuk, mert
v1 és vo mar eleve meréleges volt. Ha nem igy lett volna, akkor az egész Gram—Schmidt-ortogonalizaciot le kellett volna
futtatni a vq, ve, w vektorrendszerre (fontos a vektorok sorrendje, legalabbis az, hogy w legyen az utolsé vektor!). Alternativ
megoldéasként kereshetjiik a w) vektort w) = Ajv1 + Agvz alakban. Ekkor a <w—w|‘,v1> =0és (w —’LUH,’U2> = 0 ortogonalitési
feltételek adnak egy linearis egyenletrendszert, amelynek megoldasaként megkapjuk a A1, Ay egyiitthatokat.



https://www.geogebra.org/m/kd8esmzm

76. feladat. Mekkora szoget zar be az n-dimenzios kocka testatloja a kocka éleivel? Mi ennek a szognek a hatarértéke, ha
n tart végtelenbe?

77. feladat. Legyen S < R3 az z + 2y — z = 0 egyenletii sik, és legyen a ¢: R® — R3 linearis transzforméacié az S-re valo
tiikrozés. Hatarozza meg a vy vektort tetszdleges v = (a,b,c) € R? esetén. (Ezzel lényegében ekvivalens feladat felirni ¢
méatrixat a standard béazisban.)

78. feladat. Legyen V' a legfeljebb harmadfoka valos polinomok euklideszi tere az alabbi bels6 szorzattal:

1
()= | sl
-1
Ortogonalizalja a Gram-Schmidt-eljaras segitségével az 1, x, 22, 2% vektorrendszert (igy kapunk egy ortogonalis bazist V-ben).

79. feladat. Tekintsiik az R™ euklideszi térben az a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,) és ¢ = (c1,...,c,) vektorokat, és tegyilik
fel, hogy a és b lineéarisan fiiggetlen.

(a) (2 pont) Bontsa a ¢ vektort az S = [a, b] sikkal parhuzamos és S-re merdleges Osszetevs Osszegére. (A feladat természete-
sen megoldhat6 a Gram-Schmidt-eljarassal, de talan kénnyebben kijon a[75} feladat megoldasahoz fizott megjegyzésben
vazolt alternativ modszerrel.)

(b) (2 pont) Adottak (a1,¢1),. .., (an, ¢,) valos szamparok (mérési adatok), és ezekhez szeretnénk kozelits egyenest illeszteni.
Pontosabban: azt az f(x) = Az + u els6foku fiiggvényt keressiik, amelyre az f(a;) — ¢; hibak négyzetdsszege minimalis.
Vezesse le az (a) rész megoldasabol (alkalmasan megvalasztva a b vektort), hogy az egyenes meredeksége

_ 2(ai—a)(e =7
Y S

ahol @ az ay,...,a, szdmok atlaga, ¢ pedig a cy,...,c, szdmok atlaga.




