A komplex szamok definiciéja

1.1. Definicid.

A valds szamokbdl &ll6 szampdrokat komplex szamoknak nevezziik.

Jelolés.
A komplex szamok halmazat C jeldli, tehat C = R x R.

1.2. Definicié.
Az (a, b) és (c, d) komplex szdmok Gsszegét és szorzatat a kévetkezdképpen
értelmezziik:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d);
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc) .

A miveletek tulajdonsagai

1.3. Tétel.

Bérmely u, v, w komplex szamokra teljesiilnek az aldbbiak:

(1) (u+v)+w=u+(v+w); (6) u-v=v-u

2) u+v=v+u (7) u-(1,0) =u;

(3) u+(0,0)=u; (8) u# (0,00 = Fu*€C:u-uv*=(1,0);
(4) W eC:u+d =(00); (9 u-(v+w)=u-v+u-w;

(5) (u-v)-w=u-(v-w); (10) w-(0,0) = (0,0).

1. feladat. Fejezze be az 1.3. Tétel bizonyitdsat.

1.4. Megjegyzés.

Az el6z8 tételbeli v’ komplex szdmot (ami egyértelmiien meghatarozott) u additiv
inverzének nevezziik és a tovadbbiakban —u-val jeldljiik. Hasonl6an u* is
egyértelmiien meghatdrozott, neve u multiplikativ inverze, jeldlése u=?.

Két komplex szdm kiilénbségét a v — u = v + (—u) képlettel definidlhatjuk,

u # (0,0) esetén pedig v és u hanyadosa v/u = v-u~1. A kivonas és osztds
miiveletére is érvényesek a valds szamoknal megszokott tulajdonsdgok (példdul a
szorzas disztributiv a kivondsra, stb.).

A valés szamok bedgyazasa

1.5. Allitas.
Minden a, b € R esetén
(a,0) + (b,0) = (a+ b,0);
(2,0) - (b,0) = (ab,0).

Jeldlés.

Tetsz8leges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t irunk, és
nem is kiildnboztetjilk meg az a valés szamtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C C.)

A (0,1) komplex szédmot pedig i jel8li a tovabbiakban.

Kanonikus alak

1.6. Tétel.
Minden komplex szam el83ll, mégpedig egyértelmii médon, x +yi (x,y € R)
alakban. Az (a, b) komplex szdm ilyen felirdsandl x = a és y = b, azaz

(a,b) =a+bi.

1.7. Definicié.

A z = (a, b) komplex szédm a+ bi alakban valé felirdsat z kanonikus alakjanak, az
a valds szamot z valds részének, a b valds szdmot z képzetes részének nevezziik.
Az i komplex szdm neve képzetes egység.

Jelolés.
A z komplex szam valds részét Re z, képzetes részét Im z jeldli. Tehdt z = a+ bi
esetén Rez =aésImz = b.

1.8. Allités.

Szdmoldas kanonikus alakban

1.9. Megjegyzés.

Ezutdn a komplex szdmokat nem valds szdmokbdl allé szamparokként, hanem

a—+ bi alakd formdlis kifejezésekként kezeljiik. Ezekkel ugyanigy lehet szdmolni,
ahogyan betiis kifejezésekkel szoktunk, de i2 helyett szabad (s6t, tébbnyire kell is!)
—1-et irni. Az Gsszeadds és a kivonds elég természetes ebben az alakban, a szorzas
és a reciprokképzés pedig a kdvetkezé médon végezhetd el:

(a+ bi) - (c+ di) = ac + adi + bci + bdi?> = (ac — bd) + (ad + bc) i;
1 1 a—bi a—bi a —b

atbi atb 2 b FIR 2Ip ZiR

(ha a+ bi #0).

1 i 1 -1
2. feladat. Szémitsa ki kanonikus alakban: Ir;/gl = \/§2+ + \/52 i
i

Konjugalt

1.10. Definicié.

A z = a+ bi komplex szdm konjugdltjan az a — bi komplex szamot értjiik.
Jel6lés.

A z komplex szam konjugéltjat Z jeldli. Tehdt Z =Rez —Imz-i.

1.11. Tétel.

Barmely u, v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:

(5) u/v=1/v, hav#0;

T=u <= uck;

4. feladat. Fejezze be az 1.11. Tétel bizonyitdsat.

L . 243 5—7i
A képzetes egység négyzete: i2 — —1. 3. feladat. Szédmitsa ki kanonikus alakban: Tra =% 5=
A komplex szamsik Az abszoldt érték tulajdonsagai Argumentum
1.12. Definicid. .
p s P s 5 1.15. Tétel.
Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogli koordinatarendszer, és , B L, .
feleltessiik meg az a+ bi komplex szdmnak az (a, b) koordinitdju pontot. Bérmely u, v komplex szémokra érvényesek az alébbiak:
igy kapjuk a komplex szamsikot, mas néven Gauss-féle szamsikot. (1) |ul =V, (4) |u/v|=|u|/|v| hav #0; 1.16. Definicid.
/-\% els6 tengelyt (abSZfi§SZa) va/ds, tengelynek, a tﬂésof“k tengfelyt gOTdiﬂéta),PEdig (2) 1/u=71/|ul® hau#0; (5) [@] = |ul; Egy nemnulla z komplex szdm argumentumdn olyan szdget értiink, amellyel a valés
képzetes tengelynek hivjuk. A valds tengelyen taldlhatdk a valds szamok, a képzetes _ . tengely pozitiv felét az origd kériil elforgatva dtmegy a z-nek megfeleld ponton.
) , ) > ) 3) |u-v|=lul-|v|; (6) |u+v| < |u|l+|v|.
tengelyen pedig az (gynevezett tiszta képzetes szamok.

1.13. Definicid.

A z = a+ bi komplex szdm abszoliit értékén a /a2 + b2 nemnegativ valés szdmot
értjiik.

Jeldlés.

A z komplex szdm abszolit értékét |z| jeldli. Tehdt |z| = 2

(Rez)? + (Imz)%.
1.14. Megjegyzés.
A komplex szadmsikon az abszolit érték az origétdl (nullatdl) valé tavolsigot jelenti,

a konjugdlds nem mds, mint a valds tengelyre vald titkrozés, az dsszeadds pedig
(hely)vektorok 8sszeaddséval irhaté le geometriailag.

5. feladat. Fejezze be az 1.15. Tétel bizonyitasat.

6. feladat. Szamitsa ki az uv + Tv, €+ <, |uv|,
u=2-3iésv=1+1.

%! komplex szdmokat, ahol

7. feladat. Abrazolja a Gauss-féle szdmsikon azon z komplex szémok halmazat,
amelyekre 0 < Re(z+3) < 1, illetve |iz —i| = 1.

8. feladat. Abrazolja a Gauss-féle szdmsikon azon z komplex szémok halmazat,
amelyekre Re (iz) =2, Im (z—i) > 1, [z+2—i| <2, illetve |iz—1—i] > 1.

Jelolés.
A z komplex szadm argumentumdt arg z jeldli.

1.17. Megjegyzés.

A nulldnak nincs argumentuma, a nulldtdl kiilonb6zé komplex szémok
argumentuma pedig csak ,modulo 271", azaz 27T egész szdmu tobbszoréseitd|
eltekintve meghatdrozott.




Trigonometrikus alak

1.18. Allités.

Bérmely 0 # z € C esetén az r = |z| és ¢ = arg z jeléléssel

z=r(cos @+ ising@) = rcis¢.

1.19. Definicid.

A nemnulla komplex szémok fenti (azaz |z| - (cosarg z + isinarg z) alakd) felirdsat
trigonometrikus alaknak nevezziik.

1.20. Megjegyzés.

A nulldnak nincs trigonometrikus alakja, hiszen argumentuma sincs, de r = 0 és
barmely ¢ € R esetén nyilvdn 0 = r (cos ¢ + isin ¢).

1.21. Allitas.
Bdrmely r,r' € RT és ¢, ¢’ € R esetén

r(cosg+ising)=r'(cosq' +ising') < r=résIkeZ: ¢ =¢+2kn.

Szdmolds trigonometrikus alakban

1.22. Tétel.

Tetsz8leges nulldtdl kiilonbz8 u = r (cos ¢ + isin @) és v = s (cosp + isinip)
komplex szamokra

(1) a=r(cos(—¢) +isin(—¢));

(2) uv = rs(cos (¢ +¢) +isin (¢ +¢));

(3) & =3 (cos (=) +isin (—));

(4) ¥ =5 (cos(@—y) +isin(p—¢)).

1.23. Megjegyzés.

A szorzat trigonometrikus alakjara vonatkozé képletbdl latszik, hogy rogzitett
v = cost +isiny esetén azu +— uv leképezés nem mds, mint az origé koriili ¢
szogli forgatds a komplex szamsikon.

1+V3i

9. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban: e V2cis %
!

10. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus és kanonikus alakban is:

) (2 2i) =7, V2HEV2I_
(3—V3i)(2-2i) =2, A

?

Szdmolds trigonometrikus alakban

1.24. Tétel (Moivre-képlet).

Bdrmely nemzéré z = r (cos ¢ + isin @) komplex szdm és n € Z esetén
z" = r" (cos (ng) + isin (ng)) .
11. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt

kanonikus alakban is: (—1 + i)2%%% = ﬁ2422 cis Z = 21211

12. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt
kanonikus alakban is: (v/3 4 i)1208 =2, (2 +21/3/)0% =2

13. feladat. Abrézolja a Gauss-féle szamsikon azon z komplex szamok halmazat,
amelyekre arg (z 4 zi) = 7.

14. feladat. Abra’zolja a Gauss-féle szdmsikon azon z komplex szamok halmazat,
amelyekre 0 < arg (zi) < %, illetve § <arg(z) < 7.

Gyodkvonas

1.25. Definicié.

Tetszéleges n pozitiv egész szdm és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex
szam n-edik gyoke z-nek, ha u" = z.

1.26. Tétel.

Minden nemnulla komplex szimnak pontosan n kiilbnbézé n-edik gyske van. A

z = r(cos ¢ + isin @) trigonometrikus alakban megadott komplex szam n-edik
gyokei:

(f:W(cos¢+n2kn+isin¢+n2kn> (k=01,....n=1).

15. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt
kanonikus alakban is: /—2+2i =...

V2dsT =1+i, V2cis i = Y3t 4 Vil \fheslon — V3T V34,

16. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt

kanonikus alakban is: v/i =?, v/—1 — /3i =2, ¥/64 =2, /=27 =?

Egységgyokok
1.27. Definicié.
Az ¢ komplex szadmot n-edik egységgydknek nevezziik, ha " = 1.

1.28. Allités.
Az n-edik egységgydkok a kovetkezdk:

2k 2k
sk:cos—n-ﬁ-isin—n (k=0,1,....,n—1).
n n
Ezzel a jeloléssel eg = 1 és e = € minden k € {0,1,...,n— 1} esetén.

1.29. Megjegyzés.

Az n-edik egységgyokok egy szabdlyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon,
amelynek koriilirt kére az origd kdzéppontui egységkdr, és egyik csticsa 1. (Ez a két
informacié egyértelmiien meg is hatdrozza az n-szdget.)

1.30. Kovetkezmény.

Egy nemnulla komplex szdm Gsszes n-edik gyokét megkapjuk, ha egy rogzitett
n-edik gyokét megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel. Tehdt ha
uf =z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyokei:

\'ﬁ=uo£k (k=0,1,‘..,n—1).

Primitiv egységgyokok

1.31. Definicid.

Legyen ¢ egy n-edik egységgyok. Azt mondjuk, hogy € primitiv n-edik egységgyok,
ha nem (-edik egységgydk semmilyen n-nél kisebb ¢ pozitiv egészre. Masképp
fogalmazva, n a legkisebb pozitiv kitevé amelyre emelve e-t a hatvany értéke 1 lesz:

n:min{ZEN:sezl}.

17. feladat. frja és rajzolja fel a 6. egységgyokoket, és mindegyikrdl dllapitsa meg,
hogy hanyadik primitiv egységgyok.

18. feladat. irja és rajzolja fel a 8. és a 12. egységgydkdket, és mindegyikrél
llapitsa meg, hogy hanyadik primitiv egységgyok.

19. feladat. Egységgyckok-e a kovetkezé komplex szamok, és ha igen, akkor
1.

hényadik primitiv egységgyokok? 3 + 3i (nem), 7§ + gi (8.), cis 3% (24.)
20. feladat. Egységgyokok-e a kdvetkezé komplex szamok, és ha igen, akkor

hanyadik primitiv egységgyokok? 7@ + %i, 7% + @i, 7% + ?i, cis 67”, cis%I

Primitiv egységgyokok

1.32. Allitds.
Egy n-edik egységgyck pontosan akkor primitiv n-edik egységgydk, ha
hatvanyaiként megkaphatd az dsszes n-edik egységgyodk.

1.33. Tétel.

Az g = cos QkT” + isin Q"T" egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik
egységgyok, ha k relativ prim n-hez.

1.34. Kovetkezmény.

A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢ (n) (itt ¢ az Euler-féle fiiggvény).
1.35. Tétel.

Ha n > 1, akkor az n-edik egységgyckok Gsszege 0.

Félcsoportok

2.1. Definicié.
Félcsoporton egy asszociativ kétvaltozés miivelettel ellitott nemiires halmazt
értiink. Formdlisan: (A; o) félcsoport, ha A nemiires halmaz, és

(0) o: AXA—= A, (x,y) = xoy;
(1) Ya,b,c € A: (aob)oc=ao(boc).

2.2. Definicié.

Az (A; o) félcsoport e elemét egységelemnek nevezziik, ha minden a € A-ra
aoe=eoa= a teljesiil.

2.3. Definicié.

Ha az (A; o) félcsoportban e egységelem és ao b = boa = e teljesiil az a, b € A
elemekre, akkor azt mondjuk, hogy a és b egymds inverze.

2.4, Allitas.

Félcsoportban az egységelem és az elemek inverzei egyértelmiien meghatarozottak
(ha léteznek egyéltalan).

Csoportok

2.5. Definicié.

Az (A; o) félcsoport csoport, ha van benne egységelem és minden elemnek van
inverze, azaz A nemiires halmaz, és

(0) oc: AXA— A, (x,y) — xoy;

(1) Ya,b,c € A: (aob)oc=ao(boc);
(2) 3e€c AVac Ateca=aoce=ag;
®3)

3) VacAJa* € A:aoca* =a*ca=ce.

2.6. Definicié.
Ha az (A; o) csoport miivelete kommutativ (azaz Va,b € A: ao b = bo a), akkor
kommutativ csoportnak, vagy Abel-csoportnak nevezziik.

Jelolés.
aob e a* boa*
multiplikativ frasméd: ab 1 al b/a
additiv irdsméd: a+b 0 —a b—a




(Ellen)példak additiv csoportokra

Az aldbbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot az 6sszeadasra nézve?

» H = {0}: igen (Abel-csoport)
» H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)
» H=R", QF, N: nem (csak félcsoport)

» H = {péros szdmok}: igen (Abel-csoport)

v

H = {pératlan szdmok}: nem (nem is zrt)
» H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is zart)

> H = {véges tizedestdrtek }: igen (Abel-csoport)

v

H={a+bi:abeZ}: igen (Abel-csoport)

(Ellen)példak multiplikativ csoportokra
Az aldbbi H szdmhalmazok koéziil melyek alkotnak csoportot a szorzasra nézve?

» H = {1}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: nem (csak egységelemes félcsoport)

» H=C\{0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)

» H =Z\{0}: nem (csak egységelemes félcsoport)

» H=TR", Q": igen (Abel-csoport)

» H = IN: nem (csak egységelemes félcsoport)

> H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is zart)

> H = {véges tizedestortek} \ {0}: nem (csak egységelemes félcsoport)

» H={a+bi:a be Z}: nem (csak egységelemes félcsoport)

Tovébbi (ellen)példdk csoportokra

> (R™*";): csak egységelemes félcsoport

> ({MeR™":det(M) # 0} ;-) = GL, (R): (nemkommutativ) csoport
neve: 3ltaldnos linedris csoport

> ({A — A leképezések} ;o) = Ta: csak egységelemes félcsoport
neve: (A feletti) transzformaciéfélcsoport

> ({A — A bijekcidk}; o) = Sa: (nemkommutativ) csoport
neve: (A feletti) szimmetrikus csoport

Gylirlik

2.7. Definicid.

Ha egy nemiires halmazon kett& kétvaltozés miivelet is értelmezve van (nevezziik az
egyiket dsszeaddsnak, a mésikat szorzasnak) gy, hogy az alaphalmaz az dsszeadds
miiveletével kommutativ csoportot, a szorzas miiveletével pedig félcsoportot alkot,
és a szorzas disztributiv az Gsszeaddsra, akkor ezt a kétmiiveletes struktirat
gylirlinek nevezziik. Formilisan: (R;+,-) gylirli, ha R nemiires halmaz, és

(1) (R;+) Abel-csoport;
(2) (R;-) félcsoport;
(3) Va,b,c€ R:a-(b+c)=a-b+a-cés(b+c)-a=b-a+c-a

2.8. Definicié.

Az (R; +) csoportot az (R; +, ) gylirli additiv csoportjanak, nevezziik, és ennek
megfeleléen beszélhetiink additiv egységelemrdl és additiv inverzrél is.

Az (R;-) félcsoportot neve: a gylirli multiplikativ félcsoportja.

(Ellen)példak gyiiriikre

21. feladat. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit a szokdsos
Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: gyiirii

> Z: gyiirii

» R, QT, IN: nem gyiirii (nem zart —-ra)

> {paros szdmok}: gylirii

> {pdratlan szdmok}: nem gyiiri (nem zart +, —-ra)

» {irracionalis szamok}: nem gyiirii (nem zart +, —, --ra)
> {véges tizedestértek}: gylirii

> R™M gyiiri

» Z[i]={a+bi:abe Z}: gyiri

Szamolas gyliriikben

Jelolés.

Korabbi megallapodasunknak megfeleléen tetszéleges gyliriiben 0 jeldli az additiv
egységelemet, az a gylirlielem additiv inverzét pedig —a jeldli, és értelmezhetjiik a
kivonds miiveletét a b — a = b+ (—a) képlettel.

2.9. Allitas.
Ha (R; +, ) gyiirii, akkor minden a € R esetén a-0=0-a =0 teljesiil.

2.10. Megjegyzés.

Sok hasonld, az egész szamokkal végzett miiveleteknél megszokott tulajdonsig
érvényes tetszbleges gyliriiben, példaul

a(b—c)=ab—ac, —(ab) = (—a)b=a(-b).
De vigydzat: a szorzds &ltaldban nem kommutativ, igy példaul
(a+b) (a—b) = a® — b? vagy (a+ b)? = a® + 2ab + b?

mar nem teljesiil minden gyiiriiben!

Integritastartomdnyok

2.11. Definicié.

Ha egy gylirliben nemcsak az 6sszeadds, hanem a szorzds is kommutativ, akkor
kommutativ gydiriinek nevezziik. Ha pedig nemcsak additiv, de multiplikativ
egységelem is létezik (amelyet 3ltaldban 1 jeldl), akkor egységelemes gyiiriird|
beszéliink.

2.12. Definicié.

Ha egy gylirii a, b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor azt
mondjuk, hogy a és b zérusosztck. Ha egy gyiirliben nincsenek zérusosztdk (azaz
nulltdl kiilsnbdzd elemek szorzata sosem nulla), akkor zérusosztomentes gyiiriinek
nevezziik. A kommutativ, egységelemes, zérusosztdmentes gylir(i neve
integritastartomany.

2.13. Allitas.
Integritastartomdnyban lehet nemzéré elemmel egyszeriisiteni, azaz tetszéleges
a, b, c (c #0) elemekre

ac=bc = a=b.

(Ellen)példak integritastartomdnyokra

22. feladat. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak integritastartomanyt a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: integritastartomany

» Z: integritastartomdny

» RT, QF, IN: nem is gyiirii

> {péros szdmok}: csak kommutativ, zérusosztomentes gylirii (nem egységelemes)
> {paratlan szdmok}: nem is gyiir{i

» {irraciondlis szdmok}: nem is gydirii

> {véges tizedestdrtek}: integritdstartomany

» R™": csak egységelemes gyliri (nem kommutativ és nem zérusosztémentes)

v

Z[i)={a+bi:abec Z}: integritistartomany

Egységek

2.14. Definicié.

Legyen R egységelemes gyliri. Az a € R elemet egységnek nevezziik, ha létezik
multiplikativ inverze, azaz létezik olyan a—1 € R elem, amelyre aa~! = a la=1
teljesdil.

2.15. Tétel.
Az egységek barmely egységelemes gyiiriiben csoportot alkotnak a szorzds
miiveletére nézve.

2.16. Definicié.
Az R gylirii egységeinek multiplikativ csoportjat R egységcsoportjdnak nevezziik és
R*-gal jeloljiik.




Testek

2.17. Definicid.
Testnek neveziink egy integritastartomdnyt, ha legaldbb kételem(i, és minden
nemnulla elemének van multiplikativ inverze.

2.18. Definicié.
Ha T test, akkor (T \ {0} ;-) Abel-csoport, amelyet a T test multiplikativ
csoportjanak hivjuk.

2.19. Allités.

Egy legalabb kételemii R kommutativ egységelemes gylirii akkor és csak akkor test,

ha egységcsoportja a nulla kivételével minden elemet tartalmaz, azaz R* = R\ {0}.

Jeldlés.

Mivel gyiiriiben és testben a két miiveletet altaldban + és - jeldli, ezeket nem irjuk
mindig ki, tehat (R;+, ) illetve (T;+,-) helyett egyszeriien csak R gyiiriirél,
illetve T testrdl beszéliink.

(Ellen)példak testekre

23. feladat. Az alabbi halmazok kéziil melyek alkotnak testet a szokasos
Osszeadas és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: csak integritastartomany (egységcsoportja: {1, —1})
» R, QF, IN: nem is gyiirii

> {pdros szamok}: nem is integritastartomany

> {pératlan szédmok}: nem is gyiirii

» {irracionalis szdmok}: nem is gyliri

v

{véges tizedestdrtek}: csak integritdstartomany (mi az egységcsoportja?)

> IR™*": nem is integritdstartomdny (egységcsoportja: GL, (R))

v

Z (i) ={a+bi:a be Z}: integritistartomany (mi az egységcsoportja?)

Gydri-e, integritdstartomany-e, test-e?

24, feladat. Az aldbbi szimhalmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritas-
tartomdnyt, illetve testet a szokdsos Gsszeadds és szorzds miiveletével?

> z[ﬁ]:{a+b\/§:a,bez}

> Q(ﬂ):{a%»bﬂ:a,be@}
»Q()={a+bi:abcQ}

> {a+bi:a b€ Zés apiros}

> {a+bi:a beZés b paros}

> {a+bi:abeZésaisés bis paros}
» {a+bi:abeZéa=b (mod2)}

» {a+bi:abeZé a=b (mod3)}

Ré(s)zgyliriik és altestek

2.20. Definicid.
Legyen R egy gyiirii és S C R. Ha S az R-bdl ,6r6kolt” miiveletekkel maga is

definidlhatd a résztest, részcsoport, részfélcsoport fogalma is.
Példa.

> (Z;+) részesoportja a (C; +) csoportnak

»>

IN; 4) részfélcsoportja a (C; +) csoportnak
. (7

Z; ) részfélcsoportja a (C; -) félcsoportnak

GL, (R);-) részcsoportja az (IR"*"; ) félcsoportnak
Sa; 0) részcsoportja a (Ty; o) félesoportnak

(

(

(

> (QT; ) részcsoportja az (IR*; +) csoportnak

(

(

( ,-) részgylirlije a (C;+, -) testnek

(

Z;+
Q; +, -) részteste a (C;+, -) testnek

Maradékosztaly-gytiriik

2.21. Allitas.

> Minden m > 2 egész szam esetén a modulo m maradékosztalyok egységelemes
kommutativ gyiiriit alkotnak.

> A Zn, gylirii egységei éppen a redukdlt maradékosztélyok (innen a Z}, jelélés).

> Ha m primszdm, akkor Z, test, ha m nem prim, akkor Z, még csak nem is
integritdstartomany.

2.22. Definicié.
A Zp, gyiirii neve modulo m maradékosztaly-gyiiri, illetve prim modulus esetén
maradékosztalytest.

Gauss-egészek

2.23. Definicié.
Gauss-egészeknek nevezziik azokat a komplex szamokat, melyeknek valds és
képzetes része is egész szam.

Jelolés.
A Gauss-egészek halmazat Z [i] jeléli: Z[i] ={a+bi:a, bc Z}.

2.24. Allitas.
A Gauss-egészek a komplex szamok szokdsos 6sszeaddsaval és szorzdsdval
integritdstartomanyt alkotnak.

2.25. Allités.
A Gauss-egészek gyiiriijében az egységek éppen a negyedik egységgydkok:

Z[i)" ={1-1,i,—i}.

A polinom definicidja

2.26. Definicid.

Az R integritdstartomany feletti polinomnak olyan R-beli elemekbd| képezett

(ag, a1, . ..) végtelen sorozatot neveziink, amely csak véges sok nullatdl kiildnbsz8
tagot tartalmaz. Az a; elemeket a polinom egyiitthatdinak nevezziik.

Jelolés.
Az R feletti polinomok halmazat R [x] jeldli.
2.27. Definicid.

> Az f = (ap, a1,...) polinom fokszaman a legnagyobb olyan n nemnegativ
egész szamot értjiik, amelyre a, # 0. Ha nincs ilyen n, azaz ha f = (0,0, ...),
akkor azt mondjuk, hogy f fokszdma —oo.

> Ha f fokszdma kisebb, mint 1 (azaz 0 vagy —co), akkor f-et konstans
polinomnak nevezziik.

» Ha f foka n > 0, akkor az a, € R elemet f féegyiitthatdjanak hivjuk.

» Az olyan polinomot, amelynek féegyiitthatdja 1, fépolinomnak nevezziik.

Jeldlés.
Az f polinom fokszdmat deg f jeldli.

Mdveletek polinomokkal

2.28. Definicid.

Az f = (ap, a1,...) és g = (bo, b1, ...) polinomok Gsszegét és szorzatat az aldbbi
képletekkel értelmezziik:

f+g=/(co,c1,...), ahol ¢, = an + bp;
n
f~g= (do,dl,...), ahol dn = Za,‘*bn,;.
i=0
2.29. Allités.
Tetszbleges f, g € R [x] polinomokra

deg (f +g) < max(degf,degg) és deg(fg)=degf +degg.

2.30. Tétel.
A fent definidlt ésszeaddssal és szorzdssal R [x| integritdstartomany.
25. feladat. Fejezze be a 2.30. Tétel bizonyitasat.

2.31. Definicié.

Az R [x] gyliriit az R feletti egyhatarozatlant polinomok gytiriijének, réviden R
feletti polinomgyiiriinek nevezziik.

De mi az az x?

2.32. Allités.
Minden a, b € R esetén

(3,0,0,...)+ (b,0,0,...) = (a+5,0,0,...);
(3,0,0,...)-(b,0,0,...) = (ab,0,0,...).

Jelolés.

Tetsz8leges a € R esetén az (a,0,0,...) polinom helyett egyszeriien a-t irunk, és
nem is kiildnboztetjiik meg az a gytirtielemtsl. (Ugy tekintjiik, hogy R C R [x].)
A (0,1,0,...) polinomot pedig x jeldli a tovébbiakban.

2.33. Tétel.
Minden nemzérd polinom el63ll ag + aix + - - - + apx" (an # 0) alakban, és ez az
elésllitds egyértelmii. Ha f = (ag, a1, ...) egy n-edfokd polinom, akkor

f=(ap, a1,...,a,,0,0,...) = ag+ arx + - - - + apx".




A polinomgyiirii egységei

Jelolés.

A polinomokat ezentil a,x™ + - - - + a1x + ag vagy Y7o a;x’ alakban irjuk fel.
Egy ilyen felirasnal legtébbszor hallgatélagosan feltessziik, hogy a, # 0 (azaz a
polinom n-edfoki), valamint hogy ap41 = apnt2 = ... =0.

Az x szimbdlum neve: hatdrozatlan. A hatdrozatlant barmilyen mdas betii is
jeldlheti, ilyenkor az R [x] jeldlés is megfeleléen médosul. (Példaul ha a
hatdrozatlan y, akkor a polinomgyiirii R [y].)

2.34. Allitas.
Az R [x] polinomgyiiriiben az egységek pontosan azok a konstans polinomok,
amelyek (mint R-beli elemek) egységek R-ben. Formilisan: R [x]* = R*.

Polinom és polinomfiiggvény

Az f = apx" +---+aix+ag € T [x]| polinomhoz természetes mddon tartozik egy
f:T—T,crapc"+---+aic+ag

fiiggvény (az f-hez tartozé polinomfiiggvény). Ez azonban NEM azonos az f
polinommal!

A polinom egy formélis kifejezés (avagy egyiitthaték sorozata), mig a
polinomfiiggvény egy leképezés a T halmazon.

Példa.

Tekintsiik Z, felett az f = x és g = x?915 polinomokat. Ez nyilvan két kiilonbéz8

polinom (még a fokszamuk is kiildnbézik), de ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik
hozzéjuk:

f: {01} - {0,1}, 0+0, 11

g: {01} » {01}, 0~0°° 17

Oszthatésdg

3.1. Definicié.
Az f € T [x] polinom osztéja a g € T [x] polinomnak (jelélés: f | g),
hadhe T[x]: g=th

3.2. Tétel.

Tetsz8leges f, g, h € T [x] polinomokra érvényesek az aldbbiak:

6)f|1l < feT"

) MO f << fF=0;

) (8)(flgésf|h) = flgxh

4H1|f; 9)flg = flgh

) (10) f | g < fh|gh, ha h#0;
(11) f | g = degf < degg, ha g # 0.

Asszocialtsag

3.3. Definicié.
Az f és g polinomok asszocidltak (jeldlés: f ~ g), ha f|gésg|f.

3.4. Tétel.
Az asszocidltsag ekvivalenciareldcié T [x]-en. A nulla osztdlyst kivéve minden
asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan egy fépolinomot.

3.5. Megjegyzés.

Asszocidlt polinomokat nem érdemes (sét nem is lehet) megkiilonbdztetni, ha csak
az oszthatdsagot vizsgaljuk.

Ha az oszthatdségi reldciét az asszocidltsagi osztdlyok halmazdn értelmezziik, akkor
mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (T [x] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/~= T*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Test feletti polinomgyiirii esetén minden asszocialtsagi osztaly (a nulldét kivéve)
pontosan egy fépolinomot tartalmaz, tehat asszocidltsag erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal.

Maradékos osztas, Inko

3.6. Tétel (a maradékos osztds tétele).
Ha f,g € T [x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott
q ésr € T [x] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg.

3.7. Definicié.
A d € T [x] polinom legnagyobb kézés osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha
teljesiil a kovetkezd két feltétel:

1.d|fésd|g;
2.VkeTx]:(k|fésk|g) = k|d.
Hasonléan definidlhaté polinomok legkisebb kézés tébbszérose is.

3.8. Megjegyzés.

Természetesebbnek tiinhet a legnagyobb kéz6s osztét a legmagasabb fokszamd
kozos osztéként definidlni. Ha d legnagyobb kdz6s osztdja f-nek és g-nek a

3.7. Definicié értelmében és d # 0, akkor h maximalis fokszdmu f és g kdzds osztdi
kdzott. Valdban, ha k egy kézds osztd, akkor k | d és igy deg k < degd (ldsd a
3.2. Tételbeli (11) tulajdonsagot).

Euklideszi algoritmus

3.9. Tétel.

Barmely két f,g € T [x| polinomnak létezik legnagyobb kézés osztdja és legkisebb
koz0s tobbszorose, és ezek asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatdrozottak.

A legnagyobb kozés oszté kiszamithato az euklideszi algoritmussal, és kifejezhetd
f és g Jinedris kombindcidjaként™ Ju,v € T [x]: fu+gv =d.

26. feladat. Hatirozza meg az alabbi két polinom legnagyobb k&zos osztéjat:

F=x*4+23+42+2x+3,  g=x3+x>+x-3.

423 +4x2+2x+3 = (x+1)- (C+x2+x-3) + 2x*+4x+6

BHx?+x=3 = (x—1)- (x*+2x+3) + 0
Tehdt Inko (f,g) ~ x? +2x + 3.
Hab a tortan:
f=(x®+1) (x®+2x+3), gydkei: i, —1+£2i
g = (x—1)(x*+2x+3), gydkei: 1, —1+2i

Relativ primség

3.10. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az f,g € T [x] polinomok relativ primek, ha Inko (f, g) ~ 1.

3.11. Tétel.

Tetszbleges 0 # f, g € T [x] polinomok esetén — -

R S g
Tnko(7,g) © Tk

Tko(F.g) relativ prim.

3.12. Tétel.
Tetszbleges f,g, h € T [x| esetén ha f és g relativ prim, akkor f | gh <> f | h.

3.13. Tétel.
Tetszbleges f, g, h € T [x] polinomok esetén ha Inko (f,g) # 0, akkor

flgh < h.

_f
Inko (f, g)

Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

3.14. Tétel.

Tetszéleges adott nemzérd f, g, h € T [x] polinomok esetén az fu+gv = h
egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u, v € T [x] polinomokra
nézve, ha Inko (f,g) | h.

Ha (ug, vo) egy megoldds, akkor barmely t € T [x] esetén az aldbbi (u, v) par is
megoldds, tovabba minden megoldas el6all ilyen alakban a t polinom alkalmas
megvdlasztdsaval:

Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

27. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet az R [x]
polinomgydiriiben, ahol

F=x*4+23+4x®+2x+3, g=x3+x>+x-3.

f=(kx+1)-¢g
g = (x—1)-(x®*+2x+3) + 0

+ 2x2+4x+6

Tehét Inko (f,g) ~ x% +2x + 3.
Fejezziik ki a legnagyobb kozos osztét f és g segitségével:
1 1 1 1
x*+2x+3= SF—(x+1)-g)=5-f+ <—7x—7> g

Az egyenlet egy megoldasa: up = % Vo = —%x - %




Diofantoszi egyenlet polinomgytiriiben

28. feladat. Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet az Zs [x] polinomgyiiriiben, ahol

f=x>+3x+1, g=x>+2x%+8x +2.

P23 +Ax+2 = (x+4)- (¥ +1I) + x+3
2 +3x+1 = x- ( + ) + 1
x+3 = (x+3)-1 + 0

Fejezziik ki 1-et f és g segitségével:

IT=f-x-(x+3) =f—x-(g— (x+3)-f) = (x®+24x+1) - f—x-g

Az egyenlet egy megolddsa: ug = x2 +4x+1, vp= —x.

Diofantoszi egyenlet polinomgytiriiben

29. feladat. Hatdrozza meg f és g legnagyobb kézés osztéjat, oldja meg az
fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet, és szamitsa ki f és g komplex gydkeit:
F=x*4+2x3—-x2—4x—2, g=X4+x3—x2—2x—2.

30. feladat. Hatdrozza meg f és g legnagyobb kdzds osztdjat, oldja meg az
fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet, és szamitsa ki f és g komplex gydkeit:
F=x*+x34+2x2+3x—3, g=x*"+x3+x2+3x—6.

31. feladat. Oldja meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet Z; [x]-ben:
f=x*+x3+x2+1, g=x>+1

32. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet Z5 [x]-ben:
f=x*4+x34x, g=x*+x*+x.

33. feladat. Oldja meg az fu + gv = T egyenletet Z7 [x]-ben:
f=x*46x3+3x2+2x+4, g =x2+6x+3.

34. feladat. Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet Zs [x]-ben:
f=x344x, g =2x+3x+2.

Kongruenciarelacié

3.15. Definicid.
Tetsz8leges f, g, m € T [x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m
(jelolés f = g (modm)), ham | f—g.

3.16. Allitas.
A mod m kongruencia ekvivalenciarelicié T [x|-en, és két polinom akkor és csak
akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjdk m-mel osztva.

3.17. Tétel.
Tetszbleges f, g, h, fi, g1, f, g2, m € T [x] esetén érvényesek az alibbiak:

fi =g (mod m)}

fr =g (modm)

fAth=g+g (modm)
fi-fh=g1-g (modm)
> Ha h # 0, akkor hf = hg (modm) < f=g (modm).

> Ha Inko (m, h) ~ 1, akkor hf = hg (modm) <= f =g (modm).

Linedris kongruencia

3.18. Tétel.

Tetsz8leges f, g, h € T [x] esetén az f - u = h (mod m) linedris kongruencia akkor
és csak akkor oldhaté meg, ha Inko (f,m) | h. Ha ez teljesiil, akkor a megolddsok
egyetlen modulo W maradékosztalyt alkotnak.

35. feladat. Oldja meg az f - u =T (mod m) konruenciat a Zs [x]
polinomgytiriiben, ahol

f=x>4+3x+1, m=x34+2x>+24x+2.

fru=1(modm) <<= 3JveZslx]: fu=T+mv

= dveZs[x]: fu—mv=1
Egy megoldas: wy = x? +4x +1.

Az &ltaldnos megoldas: u = x?+4x+1 (modm).

Linearis kongruencia

36. feladat. Oldja meg az f - u

=1 (mod m) konruencidt a Z5 [x]
polinomgydiriiben, ahol

f=x>+1, m=x3+x>+1.
A szokdsos médszer:

f-u=1 (modm) <= 3vezZ[x
— dveZx

fu=T1+mv
cfu—mv=1

. tup = x>+ x + 1. Tehat a kongruencia megolddsa:u = x? + x +1 (mod m).

Egy maésik gondolatmenet:

f-u=1 (modm) <= +T)2-u£x3+x2 (mod x3 + x% +1)
= (X+T)~u£x2 (modx3+x2+T)

— (x+ 34T (modx3+x2+1)
— T (modx3+x2+1)

<
Il
x
&}
+
+

Maradékosztaly-gytir(i

3.19. Definicié.

A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztilyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik. Az f € T [x] polinomot tartalmazé modulo m
maradékosztalyt f jeldli, a maradékosztilyok halmazat (vagyis a modulo m
kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig T [x] / (m) jel6li.

Tehdt T [x]/ (m) = {?: fe T[x]}.

3.20. Definicié.

A modulo m maradékosztélyok halmazén értelmezziik az 6sszeadast, az additiv
inverz képzését és a szorzdst a kovetkez8képpen: tetszbleges f, g € T [x] esetén
legyen

f+g=Ff+g -g=-8 =f-

‘h\
o

3.21. Allitas.

A fenti miiveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok 6sszege (additiv inverze,
szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbd! melyik elemet
vdlasztjuk reprezentansnak, és ezekkel a miiveletekkel T [x] / (m) kommutativ
egységelemes gyiiriit alkot (maradékosztaly-gyiirii).

A maradékosztaly-gylirli egységei

3.22. Tétel.
Az f € T [x] / (m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ
inverze, ha f L m. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatarozott.

37. feladat. Hatdrozza meg az f € Zs [x] / (m) maradékosztaly multiplikativ
inverzét, ahol

f=x>+3x+1, m=x34+2x>+4x +2.

Tinverze f-nak <= f-u=1
— f

= u=x*>+34x+1 (modm)

Tehét £ multiplikativ inverze: x2 4+ 4x + 1.

A maradékosztaly-gylrli egységei

38. feladat. Hatdrozza meg az f € Z; [x] / (m) maradékosztdly multiplikativ
inverzét, ahol

f:x2+l m:x3+x2+1.
Tinverze f-nak <= f-T=1
< f-u=1 (modm)
+x+1 (modm)

Tehat £ multiplikativ inverze: x2 + x + 1.

39. feladat. Szdmitsa ki a Zs [x] / (X3 + x + 1) gyliriiben 3x2 + 2 inverzét.

40. feladat. Szamitsa ki a Zs [x] / (x® + x2 + x + 1) gyiirliben 2x2 + 4 inverzét.

41. feladat. Szamitsa ki a Z5 [x] / (x3 +x2 + 1) gyiiriiben x2 inverzét.

42. feladat. Szamitsa ki a Z5 [x] / (x3 + x + 1) gyiiriiben X inverzét.

Polinomfiiggvény

3.23. Definicié.

Az f = apx" +---+a;x+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (c) = apc" +---+ajc+ag € T elemet értjiik.

Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az

f:T—=T,c—f(c)
leképezés.

A polinomot és a hozz3 tartozé polinomfiiggvényt ugyantgy jeldljik; a
sz6vegkdrnyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikr8l van szé. Ha polinomfiiggvényekrd|
van sz6, akkor x-et vdltozonak nevezziik (nem pedig hatarozatlannak).




Polinom vs. polinomfiiggvény

Példa.

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
737300 =01—1=12m2 =2
A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 73,00 1—1, 22

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiildnbsz8 polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!

Polinom vs. polinomfiiggvény

Altaldnosabban, ha T egy g-elemii test, akkor

» a T — T leképezések szdma g9, mig

> T feletti polinombdl végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonbdz8 polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!

Gyokok és oszthatdsag

3.24. Definicié.

Az a € T elem gydke az f € T [x] polinomnak, ha f (a) = 0.
3.25. Tétel (Bézout tétele).
Birmely f € T[x] ésa € T esetén f(a) =0 <= x—a|f.
Bizonyitas.

Osszuk el f-et (x — a)-val maradékosan:

f=q(x—a)+r, ahol g,r € T[x] és degr < deg(x —a) = 1.

Vegyiik észre, hogy itt r konstans polinom. Ertékeljiik ki az x = « helyen a fenti
egyenléség mindkét oldalat:
fa)=q(a)(a—a)+r=r.
Tehat
x—ua|f < r=0 < f(a)=0. O

Kozos gyokok

3.26. Kovetkezmény.

Tetszéleges f,g € T [x] polinomok esetén f és g kézds gybkei ugyanazok, mint
Inko (f, g) gydkei.

Bizonyitas.
Legyen d = Inko (f, g). Tetszéleges « € T esetén

Tobb gyoktényezd kiemelése

3.27. Kovetkezmény.
Haay,...,ax € T paronként kiilénbsz8 elemek és f € T [x], akkor
f(al) =...= f(ﬂck) =0 <= (x—ocl)u‘.‘(x—lxk) ‘ f.

Bizonyitas.

A gyokok szama

3.28. Kovetkezmény.
Ha az 0 # f € T [x| polinom fokszdma n, akkor legfeljebb n kiilénbéz8 gyoke van a
T testben.

Bizonyitas.

Legyenek a1, ..., &, € T az f polinom Gsszes kiilonb6z6 gyokei. Ekkor

Ha a T test véges, akkor taldlhatdk kiilonb6zd T feletti polinomok, amelyekhez

ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (keressiink végtelen sok ilyen példat!). Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!

—a1) e (x—ap) | F = k <degf=n. O
« kozds gydke f-nek és g-nek <= f(a) =0ésg(a) =0 (=) (x =) | =aee g
— x—wa|fésx—ua|g (Bézout) flog) =...=f(u) =0 < x—ay,....x—a|f (Bézout)
2 3.29. Megjegyzés.
“— x—ua|d (Inko def.) = (x—a)c(x—a) | £ (miért?) sJeey S — LAl e .
0o Ha nem test feletti polinomokat tekintiink, akkor a gyokok szama meghaladhatja a
< d(a)=0. (tuozéB) fokszamot! _
O Példaul az x> — T € Z12 [x] polinomnak négy gydke is van!
Polinom vs. polinomfiiggvény Lagrange-interpolacié Lagrange-interpolacié
43. feladat. Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszami f € R [x] polinomot,
3.30. Kovetkezmény. , . . amelyre f(0) =1, f(1)=2, f(2) =4, f(3)=8.
Ha az f,g € T [x] polinomok legfeljebb n-edfokiiak, és n+ 1 kiilénbéz8 helyen 3.33. ”Tetel (Lagrange_l?terp/daciou)' o o
ugyanaz a helyettesitési értékiik, akkor f = g. Tetszbleges ci, . . -1 Cnt1 paronkent'kulonbozo ésdy, ..., dns1 (nen‘7 feltétlentil Dy =(x—1)(x—2)(x—3) ®1(0)=—-6
kiilénb6z8) T-beli elemekhez létezik pontosan egy f € T [x] legfeljebb n-edfokii
3.31. Kovetkezmény. polinom, amelyre f (¢;) = d; (i=1,...,n+1) teljesiil. Dy = x(x—2)(x—3) D2 (1) =2
Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a 3.34. Definicié Pz =x(x—1)(x—3) P3(2) =-2
hozzéjuk tartoz6 polinomfiiggvények megegyeznek. Az el8z6 tételbeli f polinom neve Lagrange-féle interpolicids polinom. Pp=x(x—1)(x—2) P, (3) =6
3.32. Megjegyzés.

3.35. Megjegyzés.

Eléfordulhat, hogy az n+ 1 pontra illesztett Lagrange-féle interpoléciés polinom
foka kisebb, mint n. Pontosan n-edfokd polinom |étezését nem lehet garantalni. Ha
nem kotiink ki semmit a fokszdmra, akkor elveszitjiik az unicitdst: barmely

g € T [x] polinomra f + (x — c1) - - - (x — ¢py1) - g is megfelelé. Nem nehéz
meggondolni (tegyiik meg!), hogy minden olyan polinom, amely a ¢; helyeken a d;
értékeket veszi fel, eléall ilyen alakban.

_ @1 @2 @3 @4 _ 1 3 5 _ X X X X
f—l_6+22+4_2+86—6X+6X+1—0+1+2+3
44. feladat. Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszamii f € R [x] polinomot,
amelyre f (1) =2, f(2) =1, f(3) =4, f(4) =3.

45. feladat. Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszamii f € R [x] polinomot,
amelyre f (—1) =10, £ (0) =5, f(1) =3, f(2) =4.




Horner-elrendezés

3.36. Definicid.
Azt mondjuk, hogy az f € T [x] polinomnak az « € T elem k-szoros gycke, ha
(x— a)k | fde (x— a)k+1 tf. A k szédmot az o gydk multiplicitdsanak nevezziik.

3.37. Megjegyzés.

Megengedjiik a kK = 0 esetet is: a pontosan akkor nullaszoros gydk, ha nem gydk.

Legyen f = apx" + -+ -4+ aix + ag € T [x] egy n-edfokii polinom és c € T. Ha

f (c) értékét szereténk kiszamitani, akkor a szokdsos f (¢) = anc” + -+ + a1c + ag
felirast haszndlva 2n — 1 szorzast és n Gsszeadast kell elvégezniink. Ha viszont a
disztributivitdst kihasznélva f (c)-t a kdvetkezd alakban irjuk fel, akkor csak n
szorzast és n Osszeadast kell elvégezni:

fe)=((--(((an-c+an-1)-c+apn2)-c+ans) --+a)-c+ay) c+ap.

Ezt nevezziik Horner-elrendezésnek. Figyeljiik meg, hogy balrdl jobbra haladva
elvégezve a miiveleteket a kovetkezd részeredmény mindig gy adédik, hogy az
eléz8t megszorozzuk c-vel, és hozzdadjuk f soron kdvetkezd egyiitthatéjat. (Itt
részeredményen az egy zardjelparon beliili kifejezéseket értjiik.)

Horner-médszer
A szamoldst kényelmesebb az aldbbi tablazatban elvégezni.

an ap-1 e O L)
an-Ctap1 |- || dctb| | f(c)

c || an

Amint a kovetkezd tételbdl és kdvetkezményébdl kideriil, a Horner-elrendezés
valéjadban nem csak f (c) kiszdmitdsdra alkalmas.

3.38. Tétel (Horner-médszer).

Legyen f = apx" + - - -+ aix+ap € T [x] egy n-edfoki polinom ésc € T. Ha a
Horner-modszerrel elkészitett tdbldzat alsé soraban all elemek by, ..., by, by, azaz
by =ap és by =bjy1-c+a; (i=n—1,...,0), akkor by nem mds, mint az f-nek
az x — ¢ polinommal vald osztdsakor keletkezd maradék, bnx"~1 4 - - + box + by
pedig ugyanezen osztds hanyadosa:

f=(x—c)-(bax"1+ -+ box + b1) + bo.

46. feladat. Fejezze be a 3.38. Tétel bizonyitasat.

Iteralt Horner-mddszer

3.39. Kdvetkezmény (iterdlt Horner-mddszer).

Alkalmazzuk a Horner-médszert az f = apx" + -+ -+ ajx +ag € T [x] polinomra
ésac € T elemre, majd egészitsiik ki a tablazatot egy ujabb, az el6z6nél eggyel
révidebb sorral a fentebb leirt szamoldsi szabdlyt kévetve. Folytassuk djabb, egyre
révidebb sorokkal, mig végiil egy hdromszég alaku tablazatot kapunk:

an | ana1 |- | a1 | a |
C ‘ do
c &
c dn;l
_c | dn

A tdblazat jobb szélén atlosan elhelyezkeds elemek megadjdk annak a polinomnak
az egylitthatoit, amelyet f-b6l az x — ¢ hatdrozatlanra vald attéréssel kapunk:

apx" 4+ taxta=dy(x—¢)"+--+di(x—c)+do.

Hady=---=dx_1=06ésdx #0, akkor a c € T elem k-szoros gyoke f-nek.

(Iterdlt) Horner-mdédszer

47. feladat. Hanyszoros gydke ¢ = 1 az f = x3 — 4x? + 5x — 2 polinomnak?
Kétszeres: f = (x — 1)2 (x—2).

48. feladat. Hényszoros gydke ¢ = 2 az f = x5 — 5x* 4+ 7x3 — 2x® + 4x — 8
polinomnak?

49. feladat. Hényszoros gydke ¢ = —2 az f = x5 + 7x* + 16x3 + 8x% — 16x — 16
polinomnak?

50. feladat. Szamitsa ki az f = x* + 4ix3 — 7x? — 6ix — 4 polinom komplex
gyokeit az y = x + i hatdrozatlanra vald attérés segitségével.

f~ y* —y? — 6, ennek gyokei =1/3, +1/2i, tehdt f gyokei:

V3—i, —V3—i, (V2-1)i, (=vV2-1)i

51. feladat. Szamitsa ki az f = x* — 4ix3 — 3x? — 2ix — 12 polinom komplex
gyOkeit az y = x — i hatdrozatlanra vald attérés segitségével.

52. feladat. Szamitsa ki az f = x* 4 8ix3 — 26x2 — 40ix + 21 polinom komplex
gyokeit az y = x + 2/ hatdrozatlanra vald attérés segitségével.

Irreducibilitas

3.40. Definicié.
A p € T [x] polinom irreducibilis, ha legaldbb elséfokd, és csak gy bonthatd két
polinom szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocidlt p-hez. (Ekkor a masik tényezd
sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trividlis faktorizciorol beszéliink.)
Formalisan:

Vf,g€ETx:p=1fg = (p~Ffvagyp~g).

3.41. Allitas.
Egy legaldbb elséfoki p € T [x]| polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem
bonthaté deg p-nél kisebb fokszamii polinomok szorzatdra.

Bizonyitas.
> trividlis felbontds: p = f - g, ahol degf = 0,degg = deg p (vagy forditva)

> nemtrividlis felbontds: p = f - g, ahol 1 < degf,degg < degp

Egyértelmii irreducibilis faktorizacié

3.42. Definicié.
A p € T [x] polinom prim, ha legalabb elsfoku, és valahdnyszor osztdja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezéjének. Formalisan:

VigeTIx:plfg = (p|fvagypleg).

3.43. Tétel.

Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsag ekvivalens.

3.44. Tétel.
Minden legaldbb elséfokd polinom felbonthaté irreducibilis polinomok szorzatara.
Ez a felbontds a tényez6k sorrendjétdl és asszocidltsagtdl eltekintve egyértelmiien
meghatdrozott, azaz ha pi-...- pn €S q1 - ... qm ugyanazon polinom két
irreducibilis faktorizdcidja, akkor n = m, és létezik olyan 1t € S, permutdcid, hogy
minden i =1,...,n esetén

Pi ™~ Qr(j)-

Irreducibilitds vs. gyokok

3.45. Allités.

Az elséfokii polinomok barmely test felett irreducibilisek.
Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor deg g +degh =1, és igy
degg =1,degh=0 vagy degg=0,degh=1.
Mindkét esetben trividlis a felbontas. O

3.46. Tétel.
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gyéke.

Bizonyitas.

Ha « gydke f-nek, akkor f = (x —a) (- --) nemtrividlis felbontds. O

Irreducibilitds vs. gyokok

3.47. Tétel.
Haf € T[x] és2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gyéke.

Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor deg g + deg h € {2, 3}, igy a nemtrividlis felbontdsokra a
kovetkezé lehetéségek vannak:

degf degg degh

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van elséfoki osztéja. Egy elséfoku
polinom asszocidltsig erejéig mindig x — a alakban irhaté* , ez pedig akkor és csak

akkor osztja f-et, ha o gyoke f-nek. O

*ax+b=a(x+§>~x+§=x_(_ll>:X_,X

a

Irreducibilitds vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis == nincs gyoke
implikacié igaz a legaldbb masodfoku polinomokra. Elséfokiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa.

Az f = x* +2x% + 1 € R [x] polinomnak nincs valés gySke, mégsem irreducibilis R
felett:
f= (x2 + 1)()(2 +1).




Irreducibilis faktorizacio

53. feladat. Bontsa irreducibilis tényezk szorzatara az aldbbi polinomot:
F=x4+3x* -3+ +x—1€Zs[x].

Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy gydke-e

valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, anndl a Horner-mdédszerrel megéllapitjuk a multiplicitdst, és
levdlasztjuk a gyoktényezdket:

f=(x—1)%(x=3)(x—4) (x®+4x+2).

Az x? + 4x + 2 polinomnak nincs gySke (ha lenne, megtalltuk volna), és csak
masodfokd, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb fokd polinom marad a gyoktényez8k kiemelése utan,
akkor valami triikkre van sziikség ...)

Irreducibilis faktorizacid
54. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatdra az
X%+ x* +2x3 + x% + 1 € Z3 [x] polinomot.

55. feladat. Bontsa irreducibilis tényez6k szorzatdra az
x% + x* +2x3 + 2x + 1 € Z3 [x] polinomot.

56. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatdra az
x5+ x* 4+ 2x3 + 1 € Zs [x] polinomot.

57. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az
x° + x3 + 4x% + 4 € Zs [x] polinomot.

58. feladat. Hatdrozza meg Z felett az 6sszes legfeljebb harmadfoki irreducibilis
polinomot.

59. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az x* 4+ x +1 és x* + x% +1
polinomokat Z, felett.

Irreducibilitds kiilonbozo testek felett

Példa.
Az f = x? +1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mér
felbomlik: x2+1 = (x+ i) (x — i).

Példa.

Az f = x?> — 2 € Q|[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: x2 —2 = (x — V2)(x + V/2).

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, annal ,,tobb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.

Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett z f irreducibilis T felett.

Az algebra alaptétele, irreducibilis polinomok C felett

3.48. Tétel* (az algebra alaptétele).

Minden legalabb elséfoki komplex egyiitthatés polinomnak van gyéke a komplex
szamok testében

3.49. Kovetkezmény.

A komplex szamok teste felett pontosan az elséfokd polinomok irreducibilisek.
Bizonyitas.

Tudjuk, hogy az elséfokiak barmely test felett irreducibilisek.

Ha f € C [x] legaldbb mésodfoku, akkor az algebra alaptétele szerint van valédi
(pl. elséfokd) osztdja.

Irreducibilis faktorizacié a komplex szamtest felett

3.50. Kovetkezmény.

Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinom elséfoki polinomok
szorzatara bomlik.

Haf =apx"+---4+aix+a €C[x] (n>1,a,#0), akkor f-nek
multiplicitdssal szimolva pontosan n gydke van.

Ha ezek a gyokok ay, .
multiplicitdsa), akkor

.., &n (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
f=ap(x—ay) - (x—ap).

Ezt nevezziik a polinom gydktényezds felbontdsanak.

Bizonyitas.

Mivel C test, minden C feletti legaldbb elséfokd polinom irreducibilisek, azaz

elséfokdak szorzatara bomlik. Ezek az elséfokiiak asszocidltsdg erejéig x — a
alaktiak. Tehdt f € C [x] irreducibilis faktorizicidja igy fest:

fr(x—way) - (x—an).

Vildgos, hogy ekkor f gyokei éppen az ay, ..., a, komplex szamok. O

Oszthatésdg vs. gyokok

3.51. Kdvetkezmény.

Bdrmely f, g € C[x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke
egylttal gybke g-nek is, mégpedig legaldabb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

Bizonyitas.
Az f polinom gydkei ,egy az egybe” megfelelnek f primosztdinak, tovabbs az a
gyok multiplicitdsa éppen az x — a primtényezé kitevéje f primfelbontdsiban.

A primfelbontasbdl pedig ugyantigy lehet az oszthatésagot kiolvasni, mint az egész
szamok korében. 0

Valés polinom komplex gyokei

3.52. Tétel.

A valds polinomok nemvalés gydkei komplex konjugdlt parokban lépnek fel:

VFER[x] VzeC:f(z) =0 = f(z) =0.

Bizonyitas.
Legyen f = apx" + - - -+ a;x + ag, ahol a,,...,a1,a € R.
f(z)=apn2"+ - +a-Z+ao

=3 2"+ +3Z+ @

=apz"+---+31z+ 30
=apz"+---+a1z+aog
=f(z)

Tehdt f(z) =0 = f(Z)=F(z) =0=0.

Irreducibilis polinomok a valds szdmtest felett

3.53. Kovetkezmény.

Egy valds egyiitthatés polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste
felett, ha elséfokd, vagy olyan mdsodfokii polinom, melynek nincs valds gydke.
Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezbk:

» ax+b (a,beR,a#0);
» ax?+ bx+c (abcER,a#0b%—4ac<0).
Bizonyitas.

Tudjuk, hogy a legfeljebb masodfoki polinomok kdzétt pontosan a fentiek az
irreducibilisek. Legyen most f € IR [x] legaldbb harmadfoka.

> Ha f-nek van valds gyoke, akkor nem irreducibilis R felett.
» Ha f-nek nincs valds gydke, akkor legyen & € C \ R egy nemvalés komplex
gyok. Ekkor w is gyoke f-nek, és @ # a mert &« ¢ R. Ezért az
(x — &) (x — @) | f oszthatéség teljesiil C [x]-ben. Node
(x—a) (x—&) = x> —2Rex - x + |a]> € R[],
igy f-nek (x —a) (x — @) valddi osztdja R [x]-ben (miért?). O

Irreducibilis faktorizacidé a valds szamtest felett

60. feladat. Hatérozza meg az f = x5 — 27 polinom irreducibilis felbontasat C és
R felett.

A polinom komplex gydkei: v/3, —+/3, &, & B, B, ahol

a:\f3~<1+§i>=\/§+%i, ﬁz\/g-(féJr?i):f?Jrgi

2" 2 2
A C feletti felbontas (azaz a gyoktényezés alak):

F = (x=V3)(x+3) (x—a) (x—7) (x— B) (x—B)..
Az R feletti felbontas:

f= (x—V3)(x+V3)(x* —2Rea-x+|a*) (x2 — 2Re p - x + |B[?)
= (x—=V3)(x+V3) (x> — V3x +3) (x* + V3x +3).

A Q feletti felbontas:
f= (x2 — 3)(><4 +3x2 4+ 9).




Irreducibilis faktorizacid a valds szamtest felett

61. feladat. Hatérozza meg az f = x® + 1 polinom irreducibilis felbontasat C és
R felett.

62. feladat. Hatérozza meg az f = x® — 16 polinom irreducibilis felbontdsat C és
R felett.

63. feladat. Hatdrozza meg az f = x* — x? + 1 polinom irreducibilis felbontdsat
C és R felett.

64. feladat. Hatdrozza meg az f = x% + 7x3 — 8 polinom irreducibilis felbontasat
C és R felett.

65. feladat. Hatdrozza meg az f = x® + x* + x3 + x% + x 4 1 polinom
irreducibilis felbontdsat C és R felett.

Primitiv polinomok

3.54. Definicié.
Az apx" + -+ + a1x + ag € Z [x] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha
egyiitthatdi relativ primek, azaz Inko (ap, ..., an) = 1.

3.55. Allitas.

Minden raciondlis egyiitthatés polinom felbonthatd egy racionalis szam és egy
primitiv polinom szorzatdra: Vf € Q[x] Ire Q IF* € Z[x] : f =r-f*

és * primitiv polinom.

3.56. Megjegyzés.

Az el8z8 §llitasban f ~ * (ha f # 0), tehdt Q [x]-ben asszocidltsig erejéig mindig
lehet primitiv polinomokkal szdmolni.

Példa.
F=PRr Bxt)=8+Bx+ ]
= & (60x2+315x +70) = £ -(12x% +63x + 14)

N—————
£*

A

Primitiv polinomok

Bizonyitas.

n .. .
Legyen f = %~x’, ahol p;, g; € Z, Inko(p;,qi) =1 (i=0,...,n).
=01
n .
f= %-Z%p,ux’, ahol Q = Ikkt (qo, ..., qn)
0=~
bieZ
n
f:%~§% X, ahol d = Inko (by, . .., by)
iz

n
f* = Z% -x € Z[x] primitiv
i=0
polinom. O

Tehst f =r-f* ahol r= & €Q és

Redukcié modulo p

Jelolés.
n

Adott p primszam esetén az f = Za; -x" € Z [x] polinom modulo p redukaltjén az
i=0

n
Fi=Y 3 -x €Zy[x

polinomot értjiik, ahol 3; az a; egész szdmot tartalmazé modulo p maradékosztily.
A maradékosztalyokkal valé szdmolds definiciéjdbdl adédik, hogy

Vf,g€Z[x]: f-g=F 8.
Nyilvan deg f < deg f, tovdbba ha p 1t a,, akkor (és csak akkor!) 3, # 0, és igy
degf = degf = n.

Példa.
Legyen p =5 és f = 10x3 4 7x2 + 25x — 2. Ekkor

F=103+7x*+2Bx+ 2=0+2x>+0x +3=2x>+3 € Zs [x].

Egy triikk

Példa.

Felbonthaté-e az f = x* +2x3 +6x2 +7x+5€ Z [x] polinom kisebb fokszamd
egész egyiitthatés polinomok szorzatara?

Tegyiik fel, hogy igen:

Jdg heZx|:f=g-h és0<degg degh< 4.
Redukaljuk modulo 2: f =g -h, ahol - h € Z5 [x] és 0 < deg g, degh < 4.
Node f = x* + x + 1 irreducibilis Z [x]-ben, mert nincs neki se els- se masodfok

irreducibilis osztdja.

Tehat f nem bonthaté fel kisebb foki egész egyiitthatds polinomok szorzatara.
Nemsokara bebizonyitjuk, hogy ekkor f nem bonthaté fel kisebb foku racionélis
egyiitthatds polinomok szorzatdra sem, tehat irreducibilis Q felett.

Gauss-lemma

3.57. Lemma.

Tetszbleges f € Z [x] polinom akkor és csak akkor primitiv, ha minden p
primszdmra f #0 € Z, [x].

Bizonyitas.

—: Ha f nem primitiv, akkor létezik olyan p prim, ami osztja f minden
egyiitthatdjét, és igy f =0 € Z, [x].

= Ha létezik olyan p prim, amelyre f =0 € Z, [x], akkor p osztja f
minden egyiitthatéjat, és igy f nem primitiv. O

3.58. Tétel (Gauss-lemma).
Primitiv polinomok szorzata is primitiv.
Bizonyitas.
Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.
> fg nem primitiv => létezik olyan p prim, amelyre fg =0 € Z, [x].
> fés goprimitiv => F#0€ Zy[x] ésg #0 € Zp [x].
Tehat Z, [x]-ben f és g zérusosztdk, ez pedig lehetetlen, mivel Z,, test. O

Felbontas Q, illetve Z felett

3.59. Tétel.

Ha egy legalabb elséfokii egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z[x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g.he Z[x]: f =gh é 0<degg,degh<n;
(2) 3g.h€ Q[x]: f =gh és 0 < degg, degh < n.

3.60. Megjegyzés.

A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az elsé viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett.

Tehdt a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszeriien lgy, hogy egy egész
egylitthatds polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q
felett.

Péld3ul a 2 - x faktorizicié Z [x]-ben nemtrividlis, mert 2 ¢ Z [x]* ezért a 2x
polinom nem irreducibilis Z felett (Q felett viszont irreducibilis, hiszen elséfokd).
Meg lehet mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett
irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszéamok (mint konstans polinomok).

Felbontas Q, illetve Z felett

3.59. Tétel.
Vf € Z|x],degf > 1 esetén (1) <= (2)

(1) 3g.h€Z[x]: f=g-h é 0<degg,degh<n;
(2) 3g,heQx]:f=g-h é 0<degg,degh< n.

Bizonyitas.
Az vildgos, hogy (1) = (2).
Tegyiik fel, hogy (2) teljesiil, és legyen
g=r-g", h=s-h* aholr,s € Qésg* h* € Z[x] primitiv polinomok.
Legyen rs = %, ahol Inko (p, g) =1 és g > 0. Ekkor
f=g-h=rg"-sh*=rs - g"h* :§~g*h*.

Meg fogjuk mutatni, hogy g = 1.

Felbontas Q, illetve Z felett
Bizonyitas (folyt.)

f:g-g*h* = q-f=p-g'h*

n
Legyen g*h* = Za,- -x!. A fentiek szerint
i=0

=i

Vie{0,....,n}: q|p-a;

= Vi€ {0,....,n}: q|a (gL p)
= q|Inko(ag,...,an) (Inko def.)
=Y
NS
E q:l 5

Tehat

Fo P g = gt b
~—

€Z|x] €Zlx]

A fenti felbontasban a fokszdmok ugyanazok, mint az eredeti f = gh felbontdsban,
hiszen pg* ~ g és h* ~ h. O




Pontos oszthatésag

3.61. Definicid.

Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthaté
p-vel, de p?-tel mar nem.

Jelolés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aésp®fa.

Példa.

3012 de 2412

Schénemann—Eisenstein

3.62. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).
Legyen f = apx" + -+ 4+ aix + ag € Z [x|. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptanplan-1.....p|a1p| a0,

akkor f irreducibilis a raciondlis szimok teste felett.

3.63. Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szdmra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.
Bizonyitas.

x" 42 [

Erdemes ezt sszehasonlitani a komplex és a valds szdmtest esetével:
» C felett csak az elséfokiiak,
> R felett csak az elséfokiiak és bizonyos masodfokiiak

irreducibilisek.
Még szerencse, hogy a racionalis szdmok testének mar nincs valddi részteste!

VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

3.64. Megjegyzés.

A Schénemann—Eisenstein-tétel megforditsa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p primszdm, ami teljesitené a megfeleld
oszthatdségi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditas helyett kovetkezzék inkdbb a tétel ,tiikorképe”.

3.65. Tétel* (muinativi iestilidioubsni sldt-nistznszid-nnsmsndrod).

Legyen f = apx" + -+ aix + a9 € Z [x|. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
pllanp|an-1...,p| a1, ptao, akkor f irreducibilis a racionalis szimok teste
felett.

Raciondlis gyokok

3.66. Tétel (Rolle tétele).

Legyen f = apx" + - - - + a1x + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom.
Ha % egy egyszeriisithetetlen tért alakjaban felirt raciondlis szim (azaz
p.qEZ, q#0ésinko(p,q) =1), akkor

f(§> =0 = gq|anésp]|ap.
Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom raciondlis gySkei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ag nem garantilja,
hogy g gydke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a jé", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az &sszes
raciondlis gyokot megtaldlhatjuk (ha van egyaltalan raciondlis gydk).

Raciondlis gyokok

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy g gydke f-nek (Inko (p, q) = 1).

n n—1
0= (2) i D al
Szorozzunk be q"-nel:

1

0= a,p" +ap_1p" Yq+ - +a1pg"t + a0q"
N~
pl = p| = plao
Hasonléan:
anp” 4+ ap1p" g+ +a1pg"+aq” =0 _
N~ [
qlan = q| <= ql

Irreducibilis felbontds Q felett

66. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatéra az alabbi
polinomot:

f=2x" +5x% 4 4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.

Racionlis gyok csak £1, £2, +3, +4, 26, £12, £3, +3 lehet.
Ezek koziil —1 és 7% valéban gyok. Horner-mddszerrel levalasztva a
gyoktényezdket azt kapjuk, hogy

F=(xt %) (x + 1) (2" +12x 4+ 28) = (2x 4+ 1) (x + 1) (x* + 6x + 12).
A kék polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 3).

67. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatéra az alabbi

olinomot:
pol £ = 3x1% 105 4 100x — 50.

A polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 2).

Irreducibilis felbontds Q felett

68. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi

olinomot:
P F=dx® — 72— Bx— 1.

Racionalis gyok csak £1, :I:%, :I:% lehet. Ezek koziil —% kétszeres gyok:
f= (X+ %)2(4)(2 —dx—4) = (2x+1)2 (P —x—1).
A kék polinom irreducibilis Q felett: csak masodfokd, és nincs racionélis gydke.
69. feladat. Adja meg 3x® +2x> — 7x* 4+ 2 € Q[x] irr. felbontasat.
70. feladat. Adja meg 2x® — x> + 15x + 12 € Q[x] irr. felbontdsit.
71. feladat. Adja meg x® —2x3 + x% + x — 1 € Q|[x] irr. felbontdsat.
72. feladat. Adja meg x> — x* — x3 + 2x% — 1 € Q|[x] irr. felbontdsat.
73. feladat. Adja meg x6 — x> —2x3 — 3x2 — x — 2 € Q[x] irr. felbontdsit.

74. feladat. Adja meg x5 + x> +2x* + 4x3 —4x? +4x —8 € Q[x] irr.
felbontdsat.

Kronecker mdédszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* —4x3 +7x2 —6x+3 € Q [x] polinom?

AMN
Tfh. f =g-h, ahol g,h € Z[x] és 0 < degg < degh < n.

Ekkor deg g < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul

a:=g(0)|f(0)=3, b:=g(l)|f(1)=1 c:=g(2)|f(2)=3.

Tehdt az (a, b, c) szdmharmasra 32 lehetéség van:
(a,b,c) €{-3,-1,1,3} x {-1,1} x {—3,-1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatdrozni a g polinomot
Lagrange-interpolacidval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrividlis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c) =(1,1,3) ~ g:xzfxqtl s f:(x27><+l)(x273x+3)

Polinomgyliri faktorteste

3.67. Tétel.

A T [x] / (m) maradékosztaly-gyiir(i akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T
felett.

Bizonyitas.
Tudjuk, hogy
1. T [x] / (m) kommutativ egységelemes gyir(i

2. T[x]/ (m) egységcsoportja: {f: f L m}

(3.21. AlL);
(3.22. Tétel);
3. tehdt T [x] / (m) akkor és csak akkor test, ha legaldbb kételemi, és

(*) VfeT[x]:

flm< mtf (2.19. AlL.).

» Ha m irreducibilis, akkor () teljesiil, mert Inko (f, m) csak 1 vagy m lehet.
» Ha m = f - g egy nemtrividlis felbontds, akkor (x)-ra f egy ellenpélda.
> Ha m =0, akkor (*)-ra f = x egy ellenpélda. (Ekkor T [x]/(m) = T [x].)

» Hame T\ {0}, akkor (és csak akkor) T [x] / (m) egyelemii, tehdt nem test.
O




Polinomgylir(i faktorteste

3.68. Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jelélje n az m polinom
fokszamat. Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgyiirii olyan test, amelyben az m
polinomnak van gyske. A K test minden eleme egyértelmiien felirhato

an,1X"71 + -+ aix+ap
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
Bizonyitas.

A maradékos osztds tétele (3.6. Tétel) szerint

(a,,,l,...,ao S T)

VFeETI[x] 3lreT[x]: f=r (modm) és degr < n—1.

Ezért T [x] / (m) minden eleme egyértelmiien felirhaté

ap—1x" 1+ +tax+a (ap-1,...,2€T)

alakban.
Ha T = Z,, akkor p valasztdsi lehetéségiink van minden a;-re ezért Gsszesen
p"-féleképp tudjuk az ap—1,...,a1, ap (n db) egyiitthatékat megvélasztani.

Polinomgylir(i faktorteste

Bizonyitds (folyt.)

Tetszbleges a,b € T esetén 3 = b <= a = b, tovabba

at+b=3+b é a-b=3a-b

Ez azt jelenti, hogy az {@: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magaval T-vel (azaz a-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibdvitése T-nek).

Legyen & =X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap1x" 1+ +ax+ap
= W+aAX+ -+ Tx!
= ata+--+ap1a"t (ag,a1,...,a-1€T).

Hasonlé szamolds mutatja, hogy
m(a) =m(xX) =m(x) =0,

hiszen m =0 (mod m). Tehat « € K valdban gyéke m-nek.

OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibdvitésében.

Haazm=x"4+bp_1x" 14 - 4+ bx+beT [x] irreducibilis f8polinomnak
akarunk ,, gydkét csindlni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

n—1

a+ax+---+ap1a (ao,al,...,an,leT).

Az a szimbSlumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0, azaz
a” + bp_1a" 14 .. 4 by + by = 0. Tehét a szamoldsi szabaly:

n

a" = —bp_qa"t— . — b — by.

(Es ha m nem irreducibilis?)

A komplex szamtest Ujratoltve

Egy véges test

Példa.

A nyolcelem( test miivelettdblazatai

+ 0 1 o« a1 o2 241 o +a @ tatl
3.69. Megiegyzés Szamoljunk a Z3 [x] / (X3 +x+ l) testben! Ennek 8 eleme van: 0 0 1 B a1 2 i1 PEN Zratl
e glegy : 1 1 0 at1 a 2241 a2 24at+l  alta
Haa K testet a T =R és f = x? + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok o = = 5 5 « « w1 0 1 @+a @ratl a2 @41
testét kapjuk. 0,1, % x+1, x% x*+1 x*+x, x*+x+1 at1 a+1 I3 1 0 e+l @+a 2241 2
o a? 41 ot a?ta+l 0 1 « a+l
Most n =2, tehat — . e Jen e e e . NP
K:{30+21X‘ 40, a1 €]R}~ XF1+x24x= x2+22x+1 = x*+41 (Semml vesz) ot a?+a @ tatl  o? a?+1 @ at1 0 1
R — ., 3 aftatl |a?+atrl  a’fa 241 a? a+1 3 1 0
x+1-x2+x =x3+2x24+x=x3+x=1 (redukcié mod x>+ x + 1)
Vegyiik észre, hogy X2 = —1, hiszen x> = —1 (modx2+1). 0 X R w1 2 21 2 .
‘. . v 2 . , , Menjiink le alfaba... A 8 elem: 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Irjunk X helyett i betit, és hagyjuk el a vondsokat a konstansokrdl. ) 1 o 1 B Wil 2 241 e @ ratl
. 2 2 2 2 « « 2 wta « Rratl  a?
Ekkor K egy tipikus eleme: 0 1 a atd, o, a®+1 a%+a, a®+atl o e e en e e T
- . A szamoldsi szabaly: I 0 I at1 @ratl  a4a « @41 1
a+taix=a+ar-x=ap+ay-l. 3 3 a241 0 a2 +1 1 2 a W24atl a1l a?+a
a’+a+1=0 azaz > =a+1. &4 0 a4 a1l 1 241 a1 « 22
Tehat K elemei ag + a1 - i (a0, a1 € R) alakdak, és az i szimbélumra vonatkozd @ratl |0 @ratl 4?41 « ! e « at1
(egyetlen) szadmoldsi szabaly: i = —1. (0+1)+ (W +a) = a®+20+1 =a+1 (s.v.)
(w+1)-(a®+a) =a®+202+a=a+a=(a+1)+a=1 (szsz.
Faktorgytrik Szamolas faktortestekben Egy végtelen faktortest

75. feladat. irja fel a Z [x] / (x* + x + 1) négyelemii test dsszeadé- és
szorz6tablajat.

76. feladat. Hany elemii a Z5 [x] / (x3 +x% + 1) gylirli? Test-e ez a gyiir(i?
Zy[x|/
A faktorgyiirii test, mivel x3 + x? + 1 irreducibilis Z; felett.

77. feladat. Hany elemii a Zs [x] / (x? +1) gyiiri? Test-e ez a gyiirii?

Zs[x]/ (x*+1) = {ax+b: a,b € Zs}, tehat 52 = 25 eleme van.
A faktorgyiirii nem test, mivel x2 + 1 nem irreducibilis Zs felett.

78. feladat. Hany elemii a Z3 [x] / (x? 4+ 1) gylir(i? Test-e ez a gyiirii?
79. feladat. Hany elemii a Z3 [x] / (x3 4+ x2 4 1) gylir(i? Test-e ez a gyiirii?
80. feladat. Hany elemii a Zs [x] / (x +2) gylirii? Test-e ez a gyiir(i?

81. feladat. Hany elemii a Z7 [x] / (x +2) gylirli? Test-e ez a gyiir(i?

(x3+x2+1) = {ax2+ bx+c: a,b,c € Zy}, tehdt 23 = 8 eleme van.

82. feladat. Szamitsa ki a Z3 [x] / (x> — x + 1) testben az aldbbi hanyadosokat:

1/2x24+1=x%, X/x+1=x2—x+1.

83. feladat. Szamitsa ki a Z3 [x] / (x> — x? + x + 1) testben az alabbi
hanyadosokat:

1/x+1=?, X2 /x—1=.

84. feladat. Szamitsa ki a Z3 [x] / (x3 + x? — x + 1) testben az alabbi
hanyadosokat:
1/x =2, X/x— 1.

85. feladat. Hatdrozza mega K = Q x]/ (x3 — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax?+ bx+c (a,b,c € Q) alakuak, ilyen alakban szeretnénk

— -1 . .
azTU=2—x  elemet is megkapni.

2—x =0+ 2—x-1u=1
= (2-x)u=1 (modx®—-7)
= IeQX:2-x)u=1+(3-7)v
= u=x>+2x+4 (modx377)
= T=x2+2x+4
Tehdt 2—x "= X2 1 2x 1 4.




Gyoktelenités

Menjiink le alfdba:
K= {a/x2+brx+c: abceQ},

ahol a gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokst csindlni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy a = V/7cis ig”.) Tehat K tekintheté szédmtestnek is:

K:{ae/@er\aﬁJrc:a,b,ceQ}.

Az elébb kiszdmoltuk, hogy 2 — x =2 + 2x + 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a2 +2a+4, azaz
1
= = V49 +2V7 +4.

2-V7

Ezzel a médszerrel (lényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezOket gydkteleniteni.

Gyoktelenités

86. feladat. Hatdrozza meg a Q[x] / (x> —2) testben az x2 + 3x + 4 elem
multiplikativ inverzét, majd gydktelenitse ennek segitségével a kovetkezd tort
nevezéjét:

1

Va+3Y2+4

87. feladat. Hatdrozza meg a Q x]/ (x3 — 5) testben az x2 + 3x — 2 elem
multiplikativ inverzét, majd gyoktelenitse ennek segitségével a kdvetkezd tort
nevezéjét:

1

/254352

Véges testek

3.70. Tétel*.
Akkor és csak akkor létezik q-elemii test, ha q primhatvany.
Bizonyitds helyett.

Barmely p primszdm és n pozitiv egész szam esetén létezik n-edfoki irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trivialis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy g-elemii test, akkor tartalmaz prim elemszamii résztestet (kozel sem
trividlis!).

Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p". 0

A g-elemli testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jelsli (Galois Field).

Véges testek

Példa.
kételemii test: GF (2) = Z,

v

v

hiromelemii test: GF (3) = Z3

v

négyelemii test: GF (4) = Z [x] / (X2 +x+1)

v

Stelemdi test: GF (5) = Zs

v

hatelemii test: nincs!

v

hételemii test: GF (7) = Z7

v

nyolcelemii test: GF (8) & Z5 [x] / (x3 + x+1)

v

kilencelemii test: GF (9) = Zs [x] / (x*+1) = {a+ bi: a, b € Z3}

tizelem{i test: nincs!

v

Polinom derivaltja

3.71. Definicié.
Az f = apx" + -+ a1x + ag € C [x] polinom derivdltjin az

1

napx""* 4+ 2ax + a1

polinomot értjiik.
Jeldlés.

Az f polinom derivéltjat f/ jeldli, a k-adik derivaltat pedig f(¥), az F(1) =/ és
£(0) = f megallapodassal.

3.72. Tétel.

Minden f, g € C[x] polinomra és k pozitiv egész szdmra érvényesek az alabbi
derivdldsi szabdlyok:

1) (F+g) =f+g"
@) (B) =fg+fg;
(3) (FF) = kFk1f!,

Polinom derivaltja

Bizonyitas.
A fenti definicié alapjén ,egyszerii” szamoldssal ellen8rizhetd (nem kell hozzd

hatdrérték!). Példaul, ha mar (1) megvan, akkor (2)-ben elég monomokkal
foglalkozni.

f=a-xk g =b-x fg = ab-xkt!

fl=ka-xk<1 g =Ib-x1 (fg)

(k+1)ab- xk+I-1
Ezek alapjan
flg +1fg' = kax*=1.bx! 4 axk . |bx!"1
kab - xk=1+1 4 Jap . xk+I=1
= (kab+ lab) - xk*/=1
= (k+1)ab-xk+I=1,

88. feladat. Fejezze be a 3.72. Tétel bizonyitasat.

Derivalt és tobbszoros gyokok

3.73. Tétel.
Ha k > 1 és az « komplex szam k-szoros gyoke az f polinomnak, akkor
k — 1-szeres gyéke f'-nek. (Ha k =1, akkor & nem gyéke f'-nek.)

Bizonyitas.
Ha az a gyok multiplicitdsa k, akkor
f=(x—a)* g ahol g () #0.
Derivéljunk!
fF=k(x—a) " g4+ (x—a) g
= (x—a)* 1 (kg + (x—) &)

Tehat a legaldbb (k — 1)-szeres gydke f'-nak. Hogy pontosan (k — 1)-szeres gydke
legyen, ahhoz az kell, hogy a kék polinomnak mar ne legyen gydke:

kg (@) + (a — o) g’ (a) = kg (a) #0. 0

Derivalt és tobbszoros gyokok

3.74. Megjegyzés.

Az eléz6 tétel megforditdsa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan gydkei is, amelyekért
nem f a ,felelés”.

3.75. Kovetkezmény.

Az f € C[x] polinom v gyékének multiplicitisa nem mds, mint a legkisebb olyan

ha f(a)=f" (&) =...=f*k1(a) =0, de fK) (a) £ 0.
Bizonyitas.
«  k-szoros gyoke f-nek
= & (k—1)-szeres gydke f’-nak
= a (k—2)-sz8rds gydke f"-nak
= a l-szeres gyoke Fk=1)_nak
= a 0-szoros gydke £(K)_nak.

k

nemnegativ egész, amelyre f ) (&) # 0, azaz « akkor és csak akkor k-szoros gyok,

Derivalt és tobbszoros gyokok

3.76. Kovetkezmény.

Az « komplex szam akkor és csak akkor t6bbszéros gyoke az f € C [x| polinomnak,
ha gyéke Inko (f, f')-nak.

Bizonyitas.
o tObbszoros gyoke f-nek <=

—

a kdzds gyoke f-nek és f'-nak

« gydke Inko (f, ') -nak O
3.77. Kovetkezmény.

Badrmely legaldbb elssfoki f € C [x] polinomra az W polinom gyékei
ugyanazok, mint f gyékei, de mindegyik egyszeres gyok.

Bizonyitas.
Tth. a egy k-szoros gydke f-nek (k > 1).
f felbontdsaban
= f felbontasaban
= Inko (f,f) felbontdsaban
= f/Inko(f,f’) felbontdsdban

Hényadik hatvadnyon szerepel (x —a) ...7
k-adik hatvanyon

(k — 1)-edik hatvényon

(k — 1)-edik hatvényon

elsé hatvényon. O




Derivalt és tobbszoros gyokok

89. feladat. A derivalt vizsgalatdval hatdrozza meg az aldbbi f polinom
tobbszoros gydkeit, majd az dsszes gydkét (multiplicitissal egyiitt):

f=x"+x*—5x3—x>+8x—4.

fl = 5x*+4x3 —15x> — 2x + 8
Inko (£, ") = x3 —3x+2 (euklideszi algoritmus)
W = x*+x—-2=(x—1)(x+2) (maradékos osztds)

F= (x—1)%(x+2)? (Horner vagy derivalds)

90. feladat. A derivalt vizsgélatéval hatarozza meg a 3x* — 4x3 + 1 polinom
tobbszoros gydkeit, majd az Gsszes gyokét (multiplicitdssal egyiitt).

91. feladat. A derivalt vizsgdlataval hatdrozza meg az x5 — 10x3 — 20x? — 15x — 4
polinom t8bbszérds gydkeit, majd az dsszes gydkét (multiplicitdssal egyiitt).

Irreducibilis polinomnak nincs tobbszoros gyoke

3.78. Kovetkezmény.

Ha T szdmtest, azaz részteste C-nek, és f € T [x] irreducibilis T felett, akkor
f-nek minden komplex gydke egyszeres.

Bizonyitas.
Mivel Inko (f, f') € T [x] osztéja f-nek és f irreducibilis, csak két lehetéség van:
1. Inko (f, f") ~ f: Ez nem lehet, mert degInko (f, f') < deg f’' < degf.

2. Inko (f, ') ~ 1: Ekkor f-nek nincs tdbbszdrés gydke.

A Cardano-képlet

3.79. Allitas.

Az ay®+ by’ +cy+d =0 (a,b,c,d € C,a+0) harmadfokii egyenletbsl az
X=y+ 3% ij ismeretlenre vald dttéréssel eltiinik a masodfokii tag, tehat a
féegyiitthatdval vald leosztds utin x3+px+q=0 (p.geC)
kapunk.

3.80. Tétel.

Azx3 4+ px+q=0 (p. q € C) harmadfokii egyenlet minden megolddsa
megkaphaté a Cardano-képlet segitségével:

@ O
X\/2+2+3+2 2) T\3)-
A képlet kilenc szamot is adhat, de ezek koziil természetesen legfeljebb harom lehet
megolddsa az egyenletnek, nevezetesen azok, ahol a két kébgydk szorzata 7%.
Ha u és v a két kibgyok egy-egy ilyen értéke, akkor az x3 + px + q polinom hdrom
gybke (multiplicitdssal): u+ v, ue+ ve, ue+ ve, ahol € primitiv harmadik
egységgyok.

alakd egyenletet

Pozitiv szam a gyok alatt

Példa.
Oldjuk meg az x3 + 6x = 20 egyenletet.
Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = 6, g = —20), ezt kapjuk:

J10+6v3 + {1063
[ — [ —

u v

A két kébgydk hirom-harom értéke (figyelni kell a parbaallitdsra: ujv; = — 2):

un=v10+6V3 w=v10+6y3-¢ uz=10+6V3 ¢
=v10-6V3 v=v10-6V3-F vs=+v10—-6V3 ¢

Tehat az egyenlet megoldasai:

0 =v10+6V3 + V10—-6y3 = 2
ay =—143i
a3 =—1-3i

Negativ szam a gyok alatt (casus irreducibilis)

Példa.
Oldjuk meg az x3 = 15x + 4 egyenletet.

Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = —15, g = —4), ezt kapjuk:

{24+ v=11 + {2-voToL

u v

A /2 + 117 kobgyskvonast elvégezni bajos! Vegyiik észre, hogy (2 + i)3 =2+ 11!
Tehdt az egyenlet megoldasai:

ap=0Q2+N+(2-i)=4

w=02+i)e+(2-Ne=-2-3

a3 =(2+NE+2—i)e=-2+3

A valds egyiitthatés harmadfokd egyenlet

3.81. Tétel.
A valds egyiitthatds x3 + px 4 q harmadfokii polinom valds, illetve nemvalds
gyoSkeinek szdma a (§)2 + (%)3 szam eljelétél fiigg az aldbbi médon:

> ha (%)2 + (%)3 > 0, akkor egy valds és két nemvalds konjugalt
komplex gydk van;

> ha ()% + (8)® = 0, akkor minden gy6k valds, és kéziiliik (legalsbb)
kettb egybeesik;

» ha ($)°+ (8)® < 0, akkor hdrom kiilénbozs valds gysk van
(ezt az esetet nevezziik casus irreducibilisnek).

A diszkriminans

3.82. Definicid.

AD= 7108((%)2 + (%)3) szamot nevezziik az x3 + px + g polinom

diszkrimindnsanak.

3.83. Megjegyzés.

Az el6z6 tétel szerint a diszkrimindns pontosan akkor nulla, ha van tébbszorés
gyok. Derivalassal meggyéz6dhetiink réla, hogy ez nem csak a valds esetre
érvényes. A szimmetrikus polinomok alaptételének segitségével (4.17. Tétel)
késdbb igazolni tudjuk majd, hogy a diszkrimindns nem mds, mint

(a1 — a2)? - (a2 — a3)? - (w3 — a1)?,
ahol w1, a2, a3 a polinom komplex gyokei.

Valdjdban ez a diszkriminans definicidja. Ebbdl az alakbdl vildgosan ldtszik, hogy
D akkor és csak akkor nulla, ha legaldbb két gyok egybeesik.

A diszkriminans

3.83. Megjegyzés (folyt.).
Hasonléan lehet definidlni tetszéleges fokszamu polinom diszkrimindnsat is: az
f=ap(x—wy)---(x—wa,) polinom diszkrimindnsa

— 2
a%" 2 H (ﬂt;*ﬁtj) .

1<i<j<n

92. feladat. Mutassa meg a fenti definicié alapjan, hogy az ax? + bx + ¢ polinom
diszkriminansa a2 (a1 — ap)® = b? — 4ac.

TILOS MEGTANULNI!

3.84. Definicié.
Az x* 4 ax3 4 bx? + cx + d = 0 negyedfokd egyenlet kubikus rezolvensének az

(atxfc)274(§+2tx7b> (> ~d)=0

egyenletet nevezziik (ami az « ismeretlenre nézve harmadfoki egyenlet).




Ferrari modszere

3.85. Tétel.

negyedfoku egyenlet kubikus rezolvensének. Ekkor az
22
(I+2a7b> X+ (ae — ¢) x + (a* — d)

mdsodfoku polinom teljes négyzet, azaz valamely h € C [x] legfeljebb elséfoki
polinom négyzete. A g = x>+ 2x +w jelolést hasznalva

f=g’~h=(g+h(g—h),

vagyis f két mdsodfoki polinom szorzatdra bomlik, és igy gydkei a mdsodfoki
egyenlet megoldoképletével meghatdrozhatdk.

Legyen f = x* + ax3 + bx® + cx + d € C[x], és legyen & megolddsa az f (x) = 0

Gyokok és egyiitthatok kozotti dsszefliggés

4.1. Tétel.
Legyenek az n-edfokii f = x" + ap_1x" "1 + - + a1x + ag € C [x] f8polinom
komplex gyékei a1, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a

multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi Gsszefiiggések:

—ap-1 = a1+ a2+ g
ap-2 = W10 + X143 + - - -+ Xp_18p;
—ap—3 = M1A203 + X1&2X4 + -+ Xp_2&p—1&p;

n—1 .
(=1)" a1 = a1 @p_ofn-1 + M1&2 - Kp20p F -+ K2AZ - Ky 10,
(—1)"ap = araoaz - - - p_1ap.

Viete-formuldk

4.2. Megjegyzés.
A fenti képleteket Viéte-formuldaknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (—l)k an—k

4ll, a jobb oldalon pedig az ay, ..., &, betiikbdl képezett 6sszes k-tényezds szorzat
osszege, tehdt egy (;)-tagl dsszeg. Formalisan:
k _
(=1)"an—k = > iy + Wy o

1<iy<ip<--<ix<n

Még formdlisabban: .
(_1) an—k =

Z H o,
IC{1,..,.n} i€l
|[l|=k

Tobbhatarozatland polinomok

4.3. Definicid.

Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezziik az axf1 .. ~x,‘,‘" alaki
formdlis kifejezéseket, ahol 0 # a € T és ki, ..., ky € Ng. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatdrozatland polinomoknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatdrozatland polinomok halmazat T [xi, ..., x,] jeldli.
4.4, Tétel.

A természetes médon definidlt szorzdssal és Gsszeaddssal T [x1, ..., xp)

integritastartomany.

4.5. Megjegyzés.

Az n-hatarozatlanid polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
Txt,....xn] = (T [x1, ..., xn=1]) [Xn] .

azaz a T [x1,..., xp—1] integritdstartomany feletti (egyhatdrozatlanii)
polinomgytir.

Tobbhatarozatlant polinomok

Példa.
f= 7x12><3 — 2)<1><2><3‘.1 + 9x1x0 — 3x12xg)<§ + xlxgx33 — 2X12+
5x1)<22><3 — x12x2><3 — 6x1x3 + 2X§ + x1x32 + 4x22x§ +8  €R[x, x2,x3]
f=x2-(=3xx3 —xox3+7x3—2) +
x1 - (5x3x3 — 2x2x3 + X053 + 92 + X3 — 6x3) +
(4X22x§ + 2x§ + 8) € R [x2, x3] [x1]
. (xz (=32 —x3) + (Tx3 — 2)>+
X1 - (x22 <(5x3) —x2 (234 +x3 +9) + (& — 6X3))+
( 2

x5 - (4x§) + (2><32 + 8)) € R [x3] [x2] [x1]

Lexikografikus rendezés

4.6. Definicié.

Azt mondjuk, hogy az ax{‘1 - xk" monom lexikografikusan megelézi a bx{1 .
monomot, ha

3[6{1,.,.,"}: ki=h,....ki-1 =1li—1 és ki > I;.

(Vagyis megkeressiik az elsd eltérést a ki, ko, ..., kn ésaz Iy, b,..., Iy
kitevésorozatok kozott, és amelyikben nagyobb szam all ezen a helyen, az keriil
el8rébb a lexikografikus sorrendben.)

Jelolés.

Tetszbleges M, N € T [xq,...,xs] monomok esetén M T N jeldli azt, hogy
M lexikografikusan megel6zi N-et, M2 N pedig azt, hogy M T N vagy M ~ N.
A 2 relacidt lexikografikus rendezésnek nevezziik.

Lexikografikus rendezés

Példa.

2,99,23,71 3 2,5
X{ X5~ X537 Xy C X]XoX3 Xy

72x13x2x§‘xf a 14)(13)<2x_%><il

X1X2 x32 X4 | 3)<§1 xg’ xg
12x12><§'><3xf ~ 79x12><23><3xf

Lexikografikus rendezés

4.7. Allités.

A monomok halmazan = reflexiv, tranzitiv és dichotém reldcid, valamint M2N és
MTN akkor és csak akkor dll fenn egyszerre, ha M és N asszocidlt.

4.8. Megjegyzés.

Az el6z6 Allitas szerint a = reldcié teljes rendezés (dichotém részbenrendezés) a
monomok halmazén ,modulo asszocialtsag". Altalban egyszerre csak egy adott
polinomban eléfordulé monomokat vizsgélunk, ezek kozott pedig nincsenek
asszocidltak (azokat ssze lehetne vonni egy taggd), tehat ilyenkor valdjdban
teljesen rendezett halmazzal dolgozhatunk.

4.9. Allitas.

A monomok szorzdsa monoton a lexikografikus rendezésre nézve, azaz tetszéleges
M, M, N, N monomokra ha M2N és M2N, akkor MMZNN, és itt asszocidltsig
csak akkor teljesiil, ha M ~ N és M ~ N.

4.10. Allftas.

Tetsz8leges f,g € T [x1, ..., xn] nemzéré polinomokra fg lexikografikusan elsé
tagja nem mds, mint f és g lexikografikusan elsé tagjanak szorzata.

Lexikografikus rendezés

Példa.

A korabbi példaban szerepld polinom tagjai lexikografikusan csokkend sorrendben:
f= 73x12x2x32 7><12><2>(3 + 7x12>(3 - 2)<12 + 5x1><22)<3 - 2><1x2x§+

+x1x2x33 + 9xyx0 + X1X32 — 6x1x3 + 4x22x32 + 2><32 +8




Szimmetrikus polinomok

4.11. Definicid.

Az f € T [x1,...,Xq] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns a
hatdrozatlanok minden permutacidjara, azaz

Ve Sy f (Ximy e Xom) = F (X1, Xn) -
4.12. Definicid.
A k-adik n-hatarozatlant elemi szimmetrikus polinom az xq, ..., Xp
hatdrozatlanokbdl képezett Gsszes k-tényezés szorzatok dsszege (k =1,...,n).

Jelolés.
A k-adik n-hatdrozatland elemi szimmetrikus polinomot o jeldli (az alaptest és n
értéke altaldban vildgos a szovegkdrnyezetbdl), tehat

C X = Z HX,‘ € Tx1, ..., Xn].

IC{1,..,n} i€l
1=k

CXjy e

Ok = Z X;. A

1<h<iri<ic<n
4.13. Megjegyzés.

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezhet8k ki

Szimmetrikus polinomok

Példa.
Hatérozzuk meg az x3 + 2x2 + 8x + 6 polinom gydkeinek négyzetosszegét.
A Viete-formulak szerint

a1 +ar+az = o1 (a1, 00,a3) = —2,
w10 + w103 + apaz = 02 (ag, a0, 03) = 8,
N1kp3 = 03 (le,D(Q,Dt3) = —6.
zx% +lX% +a§ = (a1 +ap +a3)2 — 2 (a0 + w03 + apn3) =4 — 16 = —12

A megoldds kulcsa az, hogy az x12 +x22 +x32 € Q [x1, x2, x3] polinomot ki lehet
fejezni az elemi szimmetrikus polinomok segitségével:

x12+X22+x32 :17127202.

A szimmetrikus polinomok alaptétele

4.14. Tétel.
A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [xq, ..., Xa] polinomgyiiriiben.
4.15. Lemma.
Ha ax;* - - - xp" egy szimmetrikus polinom lexikografikusan elsé tagja, akkor
ki > > kn.
4.16. Lemma.
Tetszbleges ky > - -+ > kn nemnegativ egészekhez léteznek olyan I, ..., Iy
nemnegativ egészek, hogy (T{l o0l € T[x1,... xa] lexikografikusan els§ tagja

éppen xlk1 e,

4.17. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).

Barmely szimmetrikus polinom felirhatd, mégpedig egyetlen mdédon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formadlisan:

egy komplex egyiitthatés fépolinom egyiitthatdi a polinom gydkeibdl. Tehdt a o , 224 .2 . . VEETx, ... xn]: f szimmetrikus —> 3th € T [x1,...,xa] : f = h(01,....00).
Viste-formulak oy (aq, ..., an) = (_1)k an_x alakban is felirhatdk. Ez pedig azért tehetd meg, mert x{ + x5 + x5 szimmetrikus polinom.
A szimmetrikus polinomok alaptétele SZPAT+Viete SZPAT+Viete

93. feladat. Fejezze ki az f = x} + x5 + 3 € R [xq, x2, x3] polinomot az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként.

f= U'f — 30102 + 303 = h(0'1,0'2,0'3) , ahol h(Xl,Xg,X3) = Xf — 3x3x2 + 3x3.

94. feladat. Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg az
f = x3 — 3x% + x — 8 polinom gydkeinek kébdsszegét, valamint szamtani, mértani
és harmonikus kozepét.

A Viete-formuldk szerint
ay+ o +a3 = o1 (ag, a0, 03) = 3,

a1 +w1a3 +acns = 02 (a1, a2,43)

Il
=

K103 = 03 (0(1,062,063) = 8.
Az el6z6 feladat alapjan
zx% + zx% + rx% =01 (a1, ap, zx3)3 — 307 (a1, a2, 23) 02 (a1, a2, 43) + 303 (a1, a2, a3) =

=3%-3.3.14+3.-8=42

a1 +ap +a3 =

Il
e

01 (a1, 42, 43)

a1 + a1a3 +aon3 = 03 (a1, a2, 43) = 1,

K13 = 03 (061,062,0(3) = 8.
szamtani kozép:
X1+ a2 + a3 :§:1
3 3
mértani kozép:
Yaraonz = V8 =2
harmonikus kézép:
3 _ 3 _ 30(10(20(3 _ ﬂ — o4
Lyl dl avmsion o ogepfaeg a1

ajaa3

95. feladat. Fejezze ki az x{ + x5 + x§ € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként.

96. feladat. Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg az
f = 2x3 + 4x2 — 6x + 2 polinom gydkeinek negyedik hatvényosszegét.

Diszkrimindns

4.18. Kovetkezmény.

Tetsz8leges n-edfokii f € Q [x] polinom esetén ha f komplex gySkei
(multiplicitdssal) a1, ..., an, akkor minden g € Q [x1, ..., xp] szimmetrikus
polinomra g (a1,...,a,) € Q.

Példa.

Haa g =Tli<i<j<n (xi — xj)2 polinomra alkalmazzuk a fenti kdvetkezményt, akkor
azt kapjuk, hogy raciondlis egyiitthatés polinom diszkrimindnsa racionalis szdm
(hiszen kifejezhetd az egyiitthatdk raciondlis polinomjaként).

A harmadfokd polinom diszkriminansa

D= (x — )(2)2 (x1 — X3)2 (%2 — X3)2 = 0%17% — 4(7%{73 - 4(73 + 18010203 — 2717%

Ha (x —a1) (x — a2) (x — a3) = x> -+ px + q, akkor a Viéte-formuldk szerint
(%1 (Dcl,lxz, 0(3) =0,
02 (a1, 02, 43) = p,
o3 (w1, 42,43) = —q,

tehat

D (le, a, IX3> = 740’2 (ﬂ(l, a, t¥3)3 — 27(7'3 ({Xl, a, lX3)2

—4p3 — 2747

- (@ 3))

Algebrai és transzcendens szamok

4.19. Definicié.

Az a komplex szdmot algebrai szamnak nevezziik, ha gyocke valamely nemzéré
raciondlis egyiitthatds polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

4.20. Definicié.

Ha f € Q [x] minimalis fokszdm(i mindazon nemzéré racionalis egyiitthatés
fépolinomok kozott, melyeknek a gydke, akkor f-et az « algebrai szam
minimalpolinomjanak nevezziik.

4.21. Tétel*.

Algebrai szam minimalpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és
irreducibilis a racionalis szamtest felett. Tovdbbd, ha f € Q [x] olyan irreducibilis
fépolinom melynek az « algebrai szam gyéke, akkor f megegyezik a
minimalpolinomjdval.

4.22. Tétel*.

Létezik transzcendens szam.




Algebrai és transzcendens szamok

Példa.
> /2 algebrai szdm, minimélpolinomja: x? — 2 (miért irreducibilis?).
> /2 algebrai szdm, minimalpolinomja: x™ — 2 (miért irreducibilis?).
> i algebrai szam, minimélpolinomja: x2 + 1 (miért irreducibilis?).
> 7T és e transzcendens szamok.
> A Liouville-féle ) ﬁ konstans transzcendens szam.

Gelfond-Schneider-tétel: Ha a # 0,1 és B ¢ Q algebrai szamok,
akkor &P transzcendens szam.

2 " .
Példaul 2\/5, ﬁf és i' = e~ 7/2 transzcendens szdmok.

v

Algebrai szamok és gyokmennyiségek

4.23. Tétel*.

Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

4.24. Tétel*.

Ha a algebrai szdm és n > 2, akkor {/« is algebrai szam (a gySknek mind az n
értékére).

4.25. Definicié.

Az o« komplex szdmot gyskmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionélis

szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (8sszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitev6s gyokvonds véges szamu alkalmazasaval.

4.26. Kovetkezmény.
A gySkmennyiségek algebrai szamok.

Példa.

Ez a szadm algebrai:

V3—/V2+ /L + /323 - 2014

V2+ 3+ 5

Algebrai szimok és gyokmennyiségek

4.27. Tétel*.

Van olyan algebrai szam, ami nem gySkmennyiség.

A fenti drtatlannak ltszé tételbdl kovetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhatd
meg gyokjelek segitségével. Az 6todfoki egyenletnek mar nincs altaldnos
megolddképlete, sét, példaul az x> — 4x + 2 = 0 egyenletnek még ,ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gydkei nem gydkmennyiségek.

4.28. Tétel*.
Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha « € C gyoke a legaldbb elséfokii
f =apx"+ .-+ a1x + ag polinomnak, ahol a, ..., a, algebrai szamok, akkor «

maga is algebrai szam.

Oszthatésag

Mostantdl R mindig tetszbleges integritastartomdnyt jeldl.

5.1. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a € R elem osztdja a b € R elemnek (b tébbszérése a-nak),
ha létezik olyan ¢ € R, amelyre b = ac.

Jelolés.
Az oszthatéségi reldciét | jeldli: a| b <= 3c € R: b= ac. Ha a # 0, akkor
egyetlen ilyen c létezik (mert R zérusosztémentes), ilyenkor haszniljuk a ¢ = b

a
TS b o " . .
jelolést. Ha af b, akkor a 2 tortet (egyel6re) nem értelmezziik.

5.2. Tétel.
Tetszéleges a, b, ¢ € R esetén érvényesek az alabbiak:
(1) ala

Bizz a=a-1

(2) (a|béshb|c) = alc

Biz: (b=auésc=bv) = c=(au)v=a(uv)

Oszthatésag

5.2. Tétel (folyt.).

Tetszbleges a, b, c € R esetén érvényesek az aldbbiak:
(3) (a|bésb|a) < JueR*:b=ua

Bizz (b=auésa=bv) = a=a(uw) D1 = u,veR*
b=ua = a=ulb = (a|bésb|a)

(4)1]a

Bizz a=1-a
(5) al0

Bizz 0=2a-0

(6) al]l <= acR*

Bizz a|l <= Ju€eR:1=au < acR*

Oszthatésag

5.2. Tétel (folyt.).

Tetszbleges a, b, c € R esetén érvényesek az alabbiak:
(7)0|a <= a=0
Bizz 0|a <= JueR:a=0-u < a=0
(8) (a|bésalc) = a|bxtc
Bizz (b=auésc=av) = btc=avtav=a(utv)
(9) al b = a bc
Biz: b=au = bc = a(uc)
(10) a|b <= ac|bc,hac#0
Bizz b=au = bc = (ac)u

0
bc = auc i> b=au

Asszocialtsag

5.3. Megjegyzés.

Amint az elsé két tulajdonsag mutatja, az oszthatdsagi reldcié reflexiv és tranzitiv,
de a (3) tulajdonsag szerint altaldban nem antiszimmetrikus (igy nem is részben-
rendezés). Ezen prébélunk segiteni az asszocijltsagi reldcié bevezetésével.

5.4. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a és b elemek asszocidltak, ha a | b és b | a.

Jelolés.
Az asszocidltsagi reldciét ~ jeldli: a~ b <= a|bésb]|a.

5.5. Tétel.
Az asszocidltsag ekvivalenciarelcié R-en. Két elem akkor és csak akkor asszociilt,
ha egymadstdl csupdn egység tényezbben kiilonbéznek.

5.6. Kovetkezmény.

Az egész szamok gyiirlijében a ~ b akkor és csak akkor teljesiil, ha a = +b.
Két T test feletti polinom pontosan akkor asszocidlt, ha egymastdl csupan egy
nemnulla konstans szorzéban kiilénb6znek.

Asszocialtsag

5.7. Megjegyzés.

Asszocialt elemeket nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilénbdztetni, ha csak az
oszthatdsdgot vizsgaljuk. Ha az oszthatdsagi reldciét az asszocialtsagi osztalyok
halmazan értelmezziik, akkor mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszim-
metrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (R/ ~;|) részbenrendezett
halmaz legkisebb eleme 1/ ~ = R*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Az egész szamok gyiir{ijében minden asszocialtsigi osztaly {a, —a} alakd, tehat
minden osztalyban van egy (és csak egy) nemnegativ szdm. Ha minden
asszocidltsdgi osztalyt a nemnegativ elemével reprezentdlunk, akkor az (INp; |)
részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|)
részbenrendezett halmaz.

Test feletti polinomgyir(i esetén minden asszocidltsigi osztaly (a nulldét kivéve)
pontosan egy fépolinomot tartalmaz, itt tehat asszocidltsag erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal. Egy tetszbleges integritdstartomdnyban azonban
dltaldban nincsenek kitiintetett elemek az asszocialtsagi osztdlyokban.

Kongruencia

5.8. Definicié.
Legyen a,b,m € R. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy
a kongruens b-vel modulo m. Az m elemet a kongruencia modulusinak nevezziik.

Jelolés.
A kongruencidt ugyandgy jeldljiik, mint az egész szamok gyiir(ijében:
a=b (modm) <= m|a—b.

5.9. Allitas.

A mod m kongruencia ekvivalenciareldcié az R halmazon, tovabbd ,szabad”
kongruencidkat dsszeadni, kivonni és Gsszeszorozni: tetszdleges a1, b1, a2, bo € R
elemekre

=b d
zizb; Emgdzg} = ajtap=byEtb (modm), a1-ap = by-by (modm).




Az 5.9. Allitds bizonyitasa

reflexivitds: a=a (modm) <= m|a—a=0

szimmetria: a=b (modm) = m|a—b
= m|(-1)-(a—b)=b—a
= b=a (modm)

tranzitivitds: a=bés b=c (modm) = m|a—bésm|b—c

= m|(a—b)+(b—c)=a—c

= a=c (modm)

Tfh. ap = b1 (modm) és a» = by (mod m). Ekkor m | a; — by és m | a, — by.
?

? ?
21-32§b1~b2 (modm) <~ m\alaszlbg
?
<~ m ‘ ajay — biax + biax — b1 b

?
= ml|(a—b) a+tbh (2-b) O

Maradékosztaly-gytir(i

5.10. Definicié.
A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik.

Jelolés.

Az a € R elemet tartalmazé modulo m maradékosztalyt 3 jeldli (ha a modulus
vildgos a szdvegkdrnyezetbdl), a maradékosztélyok halmazat (vagyis a modulo m
kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig R/ (m) jeldli.

Tehdt R/ (m) ={a:a€ R}.

5.11. Definicié.

A modulo m maradékosztdlyok halmazan értelmezziik az Gsszeadast, az additiv
inverz képzését és a szorzast a kovetkezOképpen: tetszbleges a, b € R esetén legyen
a+b=a+b —b=—-b a-b=a-b

5.12. Allitas.

A fenti miiveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok 6sszege (addditiv inverze,
szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbd! melyik elemet

Az 5.12. Allités bizonyitisa

A miiveletek j6ldefinidltsigét az 5.9. Allités biztositja. Példaul (a tobbi HF):

L=VvViésp =V

= u1 =vi és ux =vp (modm)
= wm+uw=vi+vo (modm)
== u1tuw=vi+w

Az azonossagokat (asszociativitds, kommutativitds, disztributivitds) ,6rokli" az
R/ (m) faktorgylirli az R gyiiriitél. Példaul (a tobbi HF):

T (Vv+w)=u-vitw=u-(v+w)=u-vtu-w=T-v+T-

additiv egységelem: 0

U additiv inverze: —u

multiplikativ egységelem: T

w=u-v+tu-w

T l=u-1=1 O
) 3 ) vdlasztjuk reprezentansnak, és ezekkel a miiveletekkel R/ (m) kommutativ “ . “
97. feladat. Fejezze be az 5.9. Allitds bizonyitasat. egységelemes gyiiriit alkot. 98. feladat. Fejezze be az 5.12. Allitds bizonyftasit.
Legnagyobb kozos osztd Legnagyobb k6zos osztd Osztéhalmazok
Az oszthatdsag és a kongruencia fogalmat és alaptulajdonségait szinte sz szerint Jelolé
lehetett altaldnositani tetszéleges integritastartomdnyra. A legnagyobb kozds osztd Te o els R n | D — (ke R:k
nem mindig létezik, de ha létezik, akkor hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint etsz8leges a € R esetén legyen Dy = {k € R: k| a}.
az egész szamok gyiirlijében, noha a bizonyitdsok kicsit nehezebbek. 3
5.13. Definicié. 514 Megionysd 5.15. Allitas. )
A d € R elemet az a és b elemek legnagyobb kézés osztdjanak nevezziik, ha A4 Viegjegyzes. Minden a,b € R esetén a| b <= Dy C Dj.
kielégiti a kovetkezd két feltételt: Ha az a elem osztdinak halmazat D, jeldli, akkor Inko (a, b) asszocialtsigi osztalya Bi L
, nem mds, mint a (D, N Dp/ ~;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. izonyitas.
(1) d|aésd|b; Tetersleses interits ) L r verinti” rendesés. ceak alb =% D, C Dy T a| b, és legyen k € D,.
(2) Vke R:(k|aésk|b) = k|d. etszo e}ge,s .|nte'gr.|t,astar,tomany esetén nincs ,,na,gys@g szer[ntl 'ren, ez,es, Ccsak az Ekkor k | a | b, tehat az oszthatésdg tranzitivitdsa miatt k € Dp,.
oszthatdsagi reldcidra tdmaszkodhatunk. Itt tehat nincs méd kétféleképpen
At € R elem legkisebb kézds tébbszordse a-nak és b-nek, ha kielégiti a kdvetkezd definidlni a legnagyobb kézés oszté fogalmét (lésd az 1.14. Megjegyzést a D, C D :7> a|b: Tfh. D, C Dy
két feltételt: Bevezetés a szdmelméletbe targy eléaddsvazlatiban). Ekkor a € D, miatt a € Dj teljesiil, ezért a | b. O
(1) altésh|t;
(2) Vke R:(alkésb|k) = t]k. 5.16. Kovetkezmény.
Minden a, b € R esetén a ~ b <= D, = Dy,.

Jelolés. Bi s
Az a és b elemek legnagyobb kézds osztéjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kézos izonyitas.
tobbszorosiiket pedig Ikkt (a, b) vagy [a, b] jeldli. a~b <= albésbla <= DyCDyés D, C D, <= Dy=Dp g

Osztéhalmazok és Inko

5.17. Tétel.
Tetszbleges a, b, d € R esetén d akkor és csak akkor legnagyobb kéz6s osztdja
a-nak és b-nek, ha D, N Dy = Dy.
Bizonyitas.
El8szor tegyiik fel, hogy d legnagyobb k6z6s osztdja a-nak és b-nek.
?
D, N Dp C Dy: Minden k € R esetén
5.13/(2
keD,nDy — k|ab22 1 d — keb,
2
Dy C D, N Dp: Minden k € R esetén

13/(1 .
keDy = k|d22LUE 42 b — ke D,ND,.

Most tegyiik fel, hogy D, N Dp = Dy.
2 ?
(1) d|aésd|b: d€Dyg=D,NDy = d|ab
(2) Yk e R: (k|aésk|b) = k|d: Minden k € R esetén
klaésk|b = keD,NDy=Dy = k|d. !

A legnagyobb kozos osztd egyértelmiisége

5.18. Tétel.
A legnagyobb kéz6s oszté asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatdrozott.
Azaz barmely a, b, di, d> € R esetén
(1) ha di és do is legnagyobb kézés osztdja a-nak és b-nek, akkor di ~ da;
(2) ha di legnagyobb kézés osztdja a-nak és b-nek, és dy ~ do, akkor dy is
legnagyobb kéz6s osztdja a-nak és b-nek.
Hasonlo allitds érvényes a legkisebb kézos tébbszordsre is.
Bizonyitas.
(1) Tfh. dy és dy is legnagyobb koz6s osztdja a-nak és b-nek.
Ekkor Dy, = DN Dy = Dy, = di ~ da.
(2) Tfh. di legnagyobb kézds osztéja a-nak és b-nek, és di ~ dy.
Ekkor Dy, = Dg, = D, N Dy, = d> is Inko-ja a-nak és b-nek. O
5.19. Megjegyzés.
Az eléz6 tétel szerint a Inko (és a lkkt) nem egyértelmii, ezért &ltaldban nem azt
frjuk, hogy d = Inko (a, b), hanem azt, hogy d ~ Inko (a, b).
(Az egész szdmok gylirlijében megdllapodtunk abban, hogy mindig a nemnegativ
legnagyobb kozos osztét vessziik, test feletti polinomgyliriiben pedig mindig
valaszthatunk fépolinomot legnagyobb kézds oszténak.)

A legnagyobb koz0s oszté tulajdonsigai

5.20. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a, b € R elemek relativ primek, ha Inko (a, b) ~ 1.

5.21. Tétel.
Ha az R integritdstartomdnyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kézos
osztdja, akkor minden a, b, c € R esetén teljesiilnek az alabbiak:

(1) Inko (Inko (a, b), ¢) ~ Inko (a, Inko (b, c))
Biz: D(ap) N De = (D51 D) N De = Do N (Dp N Dc) = DM Dy )
= ((ab),c) ~(a (b))
(2) Inko (a, b) ~ Inko (b, a)
Biz: D(,p) = DaNDp = Dy N Da= D5y = (a,b) ~ (b, a)
(3) Inko(a,a) ~ a
Bizz D(,2 =DaNDs=D, = (aa) ~a
(4) Inko (0,a) ~ a
Biz: Dga) =DoNDs=RND, =D, = (0,3) ~a




A legnagyobb kozos oszté tulajdonsdgai

(5)1La

Biz: Dy, =DiND,=R ND,=R =Dy = (La)~1
(6) Inko(a,b) ~a < a|b

Biz: (a,b) ~a < D,NDp,=D, <= D,C D, < alb
(7) Inko (a+ bc, b) ~ Inko (a, b)

Bizz Vk € R: k|a+bc,b < k|ab

= (a+bc, b) ~ (a,b)

(8) Inko (a, b) - ¢ ~ Inko (ac, bc)

Biz: a tablan.

(9) Inko(a,b) 0 = prtay L Inko(ba,b)

Biz: ((%b), (Tbb)) ~(a,b) ~ (a,b) = ((afb), (af’b)) ~1
(10) a L b = Inko(a, bc) ~ Inko (a, c)

Biz: a tablan. O

A legnagyobb kozos oszté tulajdonsdgai

5.22. Kovetkezmény.

Ha az R integritastartomdnyban barmely két elemnek létezik legnagyobb k6zds
osztdja, akkor tetszbleges a, b, c € R,a L b esetén teljesiilnek az alabbiak:

(1) a| bc <= ac
Biz: a| bc <= (a,bc)~a < (ac)~a < alc
(2) (alcésb|c) < ab|c
Bizz a|bf = a|f{ = ab|c O

5.23. Kovetkezmény.

Ha az R integritastartomdnyban barmely két elemnek létezik legnagyobb k6zds
osztdja, akkor tetszbleges a, b, ¢ € R, Inko (a, b) » 0 esetén

| be = .

albe Inko (a, b) <

Bizonyitas.

a|bc < (ab)- (:b) (a, b)~ﬁ-c — (a;"’b) (:b) c — (:b) c O

Legkisebb kozds tobbszoros

5.24. Kovetkezmény.

Ha az R integritdstartomdnyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kézos
osztdja, akkor barmely két elemnek létezik legkisebb kézds tébbszordse is, és
minden a, b € R esetén

Inko (a, b) - Ikkt (a, b) ~ ab.

Bizonyitas.
Ha a = b =0, akkor Inko (a, b) = Ikkt (a, b) = 0.
Ellenkez6 esetben d := Inko (a, b) # 0. Megmutatjuk, hogy t := % eleget tesz a
legkisebb k6zos tobbszords definicidjanak.
? ?
(1) a|tésh|t:
Vildgos, hiszen t = §-b=a- g.

?

(2 VKkER: (alkésbh|k) == t|k
ablk = 25|58 = 2.51k = 20| O

A legnagyobb kozos osztd létezése

5.25. Megjegyzés.

A legnagyobb koz6s oszté fenti tulajdonsagai koziil sokat az egész szamok kérében
ki sem mondtunk, mert a primtényezds felbontdsbdl trividlisan adédik. Némelyik
tulajdonsagot még a szimelmélet alaptétele el6tt lattuk be (hiszen sziikségiink volt
rdjuk az alaptétel bizonyitasdhoz), de ezeket is kdnnyebb volt beldtni, mert
felhaszndlhattuk azt, hogy a legnagyobb kozds oszté mindig eléall a két elem
Jlinedris kombindcidjaként”.

Tetszdleges integritdstartomanyban ez a tulajdonsdg nem teljesiil, és altaldban
egyértelmii primfelbontds sincs. Sét, még a legnagyobb kozds oszté sem mindig
létezik, ezért kezdddik az 5.21. Tétel (és a kdvetkezményei) dgy, hogy

,Ha az R integritdstartomdnyban barmely két elemnek |étezik legnagyobb kozds
osztdja, akkor ...".

A legnagyobb kozos osztd |étezése

Példa.
AZ (V=5 = {a+by/=5:abeZ} = {a+b/si:abe )

integritastartomdnyban nem létezik barmely két elemnek legnagyobb kézés osztéja.
Legyen u =6 és v = 2 +2y/—5.
{#1, £2, 43, + (1+ v=5), £ (1 - V/=5), 6}
D, = {£1,£2, £ (1+V=5), £(2+v=5)}
DyND, = {£1, £2, £ (1++/-5)}

Dy

A (D,N D,/ ~;|) részbenrendezett halmaznak nincs legnagyobb eleme,
ezért Inko (u, v) nem létezik.

Euklideszi gytrik

A kovetkezékben specidlis integritastartomanyokat vizsgdlunk, amelyekben létezik
barmely két elemnek legnagyobb k6z6s osztdja. Az egész szamok korében a
maradékos osztds, illetve az arra épiilé euklideszi algoritmus garantdlta a legnagyobb
kozds osztd létezését. Az euklideszi gyliri fogalma ezt a tulajdonsdgot altaldnositja.

5.26. Definicié.

Az R integritdstartomanyt euklideszi gyliriinek nevezziik, ha létezik olyan
[I-Il : R = No, a+ ||a|| leképezés (tigynevezett euklideszi norma), amire
teljesiilnek az aldbbiak tetszéleges a € R és b € R\ {0} esetén:

(1) [|a]| =0 <= a=0;

(2) alb = [al < bl
(3) 3q.re R:a=bqg+rés|r| <|b].

5.27. Megjegyzés.

A fenti a = bq + r el8éllitast itt is maradékos osztdsnak nevezziik (g a hdnyados,

r a maradék). A maradékos osztds lehetévé teszi az euklideszi algoritmus elvégzését
(innen az euklideszi gyiiri elnevezés).

Nevezetes euklideszi gytiriik

5.28. Tétel.
Az egész szdmok gyiiriijén ||a|| = |a|, test feletti polinomgyiiriin | f|| = 248
(a 27° = 0 megdllapoddssal), a Gauss-egészek gyiiriijén pedig ||z|| = \2\2

euklideszi normat definidl. Ezek tehdt mind euklideszi gyiiriik.

Bizonyitas.
A téblan.

5.29. Megjegyzés.

Az el6z6 tételben furcsdnak tiinhet a test feletti polinomgyiiriikre megadott
euklideszi norma. Az exponenciilis fiiggvényre csak azért volt sziikség, hogy a nulla
polinomnak (de csak annak!) nulla legyen a normdja. Ugyanezt elérhetjiik
masképpen is, példaul legyen

degf+1, haf #0;
1l = 0, haf=0.

Euklideszi algoritmus euklideszi gy(riben

5.30. Tétel.
Euklideszi gyiiriiben barmely két elemnek létezik legnagyobb kéz6s osztdja, és az
elédll a két elem |, linedris kombindcidjaként”. Formdlisan: ha R euklideszi gyiirti,
akkorVa,b € R 3x,y € R: ax + by ~ Inko (a, b).
Bizonyitas.
Szinte sz6rdl széra ugyanaz, mint szimelméletbd| (Iasd ott az 1.18. Tételt).
Ha a = 0, akkor Inko (a, b) ~ b, és a-1+b-1 ~ Inko(a, b). A b =0 eset hasonld.
Most tfh. a, b # 0, és hajtsuk végre az a =: ry és b =: r; elemekre az euklideszi
algoritmust:
n = qntnr
n = qr+rs
= q3rz+n

(0 < Il < Inl]):
(0 < Il < I}
(0 <lrall < irsll):

(0 < [riall < Irill) s

ri-1 = qifi + rig1

Mivel ||r|| > |[r2]| > ||r3]] > - - az eljérds véges szamli |épés utdn véget ér:
|étezik olyan n € IN, hogy rp+1 = 0.

Euklideszi algoritmus euklideszi gy(riiben

Biz. (folyt.)

Konnyii ellendrizni, hogy minden i-re D,,_, N D,, = D, N Dy, (HF). Tehat
D, Dy = Dy N\ Dy =Dy N Dy =+ =Dy, \D,,, =Dy, N Do =D,,

és igy Inko (a, b) ~ rp.

Teljes indukciéval megmutathatd, hogy minden i-re 3x;,y; € R: ax; + by; = r;.
Kezd6lépések: a-1+b-0=ryésa-0+b-1=n.
Tfh. j=0,1,...,i esetén 3x;,y; € R: ax;+ by; = r;. (IH)
Fejezziik ki riyi-et a és b segitségével:
41 = fi1—ri- G W (axi—1 + byi—1) — (ax; + byi) - q;
= a-(xi-1—xq;) + b (yi-1 — yiqi)-
Xit1 Vit
Mivel Inko (a, b) ~ rn, azt kapjuk, hogy axp + by, ~ Inko (a, b). O

99. feladat. Fejezze be az 5.30. Tétel bizonyitasat.




Linedris diofantoszi egyenlet euklideszi gytriiben

5.31. Tétel.
Ha R euklideszi gyiir(i, akkor tetsz8legesen adott a, b, c € R\ {0} elemek esetén az
ax + by = c egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha Inko (a, b) | c.

Ha (x0, o) egy megoldds, akkor barmely t € R esetén az aldbbi (x, y) par is
megoldds, tovabbd minden megoldds el6dll ilyen alakban a t elem alkalmas
megvalasztasdval:

b
Inko (a, b) ’
a .
(

t;

X =X +

t.
Inko (a, b)

Y=Y -

Bizonyitas.
Szinte sz6rdl széra ugyanaz, mint szimelméletbdl (Idsd ott az 1.23. Tételt).
Legyen d ~ Inko (a, b) # 0.

Ha x, y egy megoldas, akkor d | ax + by = c.
Tudjuk, hogy 3x’,y' € R:ax’ + by’ = d.
Ha d | ¢, akkor x = x'§,y = y'S egy megoldds: ax'§ + by'S = c.

Linearis diofantoszi egyenlet euklideszi gytiriiben

Biz. (folyt.)
Tfh. xo, yo egy megoldds, azaz axg + byp = c.
Az vildgos, hogy minden t € R esetén x = xp + gt,y = yo — gt szintén megoldas:

a x+ét +b( 7Et)7ax +b +a—btfa—bt7c
0 d Yo d = axp Yo d PR

Legyen most x, y egy tetszéleges megoldas.
ax+by =c=axg+byy = ax —axp = byy — by
= bla(x—x)
= g | x —xo
= JteR: x—xozgt

Az y-ra vonatkozé képlet ezutdn mdr egyszerli visszahelyettesitéssel kijon:

abd

byo — by = a(x —xp) = ¢ = y = yo— 3t. O

Irreducibilitds és primtulajdonsag

Irreducibilis és primelemek barmely integritastartomanyban definidlhatdk, és a
korabban tanult tulajdonsdgok egy része érvényes ilyen altaldnossagban is.

5.32. Definicié.
Azt mondjuk, hogy a p € R elem irreducibilis, ha nem nulla és nem egység, és csak
ligy bonthaté két elem szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocidlt p-hez. (Ekkor a
masik tényezd sziikségképpen egység; ilyenkor trividlis faktorizacicrdl beszéliink.)
Formilisan:

VYabe R:p=ab = (p~avagyp~b).

5.33. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a p € R elem prim, ha nem nulla és nem egység, és
valahanyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik
tényez6jének. Formilisan:

Va,be R:p|lab = (p|avagyp|b).

Primtulajdonsag

5.34. Allitas.
Ha p € R rendelkezik a primtulajdonsaggal, n € IN, a1, ...,a, € R és
plai-... an akkorp| aj valamely i € {1,..., n}-re.

Bizonyitas.

plai-(a2-...-an)=plarvagypla-...can=ax-(az-...-ap)
= plaivagyp|avagyplas-...-an=az-(as-...- ay)

= p|aivagy p|axvagy p|aszvagy ... vagy p|an

Irreducibilitas vs. primtulajdonsag

5.35. Tétel.

Minden integritdstartomanyban a primelemek irreducibilisek.

Bizonyitas.

Legyen R egy tetszbleges integritastartomdny és p € R egy primtulajdonsagu elem.
Ekkor p o 0, 1, igy csak azt kell belatnunk, hogy p-nek minden felbontésa trividlis.

Tekintsiik p egy tetszbleges felbontasit: p = ab.
Vildgos, hogy ekkor a | p és b | p.

Az is vildgos, hogy p | ab, tehdt p primtulajdonséga miatt p | a vagy p | b.
Az elsé esetben p ~ a, a masodik esetben p ~ b, azaz a felbontas trividlis.

Irreducibilitas vs. primtulajdonsag

A masik irdnyd, ,irreducibilis = prim" implikacié bizonyitasanal mar kihasznaljuk
a legnagyobb kézds osztdk Iétezését (de mast nem).

5.36. Tétel.
Ha az R integritdstartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kbzés
osztdja, akkor R-ben minden irreducibilis elem prim.

Bizonyitas.
Legyen R egy olyan integritdstartomany, amelyben barmely két elemnek létezik

legnagyobb kézés osztdja, és legyen p € R irreducibilis. Ekkor p ¢ R* U {0}, igy
csak azt kell beldtnunk, hogy p rendelkezik a primtulajdonsiggal.

P
Ha p | ab, akkor E)

Az elsé esetben p | b, a masodik esetben p | a. O

| b. Mivel p felbonthatatlan, (p, a) ~ 1 vagy (p,a) ~ p.

Példa.
AZ [\/75 gyliriiben a 2 irreducibilis, de nem prim:

2| (1+V-5)(1—+v=5),de 2t1++v/—5 é 2f{1—+/—5.

Gauss-gyiriik

A végsé cél természetesen a szamelmélet alaptételének &ltaldnositasa integritds-
tartomdnyokra, vagyis egyértelmii irreducibilis faktorizacié létezésének igazolasa.
Kiilén nevet is érdemelnek azok az integritdstartomanyok, amelyekben ez
megtehetd.

5.37. Definicié.

Gauss-gyiir(inek nevezziik az olyan integritdstartomdnyokat, amelyekben minden a
nullatdl és az egységektdl kiilonbozé elem irreducibilis elemek szorzatara bomlik, és
ez a felbontds a tényezék sorrendjétdl és asszocidltsdgtdl eltekintve egyértelmii.

Tehit az R integritastartomdny Gauss-gy(ir(i, ha minden a € R (a #0,a = 1)

esetén |éteznek olyan p1, ..., pp € R irreducibilis elemek, hogy a =p1 ... - pn;
tovabba amennyiben a = g1 -...- gm egy masik irreducibilis faktorizacid, akkor
n = m, és létezik olyan 7 € S, amelyre p; ~ qir (i=1,...,n).

5.38. Tétel.
Minden euklideszi gyirii Gauss-gydirdi.
5.39. Megjegyzés.

Az 5.38 Tétel megforditadsa nem igaz: az egész egyiitthatds polinomok gyiiriije
Gauss-gylirli, de nem euklideszi gyir(i.

Gauss-gytirik

5.40. Kovetkezmény.

Az egész szamok gyiiriije, minden test feletti polinomgyiirii, valamint a
Gauss-egészek gyiiriije Gauss-gydiri.

5.41. Megjegyzés.

Ha megvizsgéljuk az 5.38. Tétel bizonyitdsat, megfigyelhetjiik, hogy az irreducibilis
felbontds Iétezése azon mulik, hogy nem létezik végtelen leszallé lanc az
oszthatdsag szerinti ,rendezésben™

an,al,ag,...eR:a,-H\a,- ésajypwa (i=01,2...). 3

Az irreducibilis faktorizacié unicitdsanak igazoldsdhoz pedig csak arra volt
sziikségiink, hogy az irreducibilis elemek primtulajdonsiguak:

Vp € R : p irreducibilis = p prim. "

Ez a két feltétel teljesiil Gauss-gylirlikben (ldsd a kdvetkezd oldalon), tehat
kimondhatjuk, hogy egy R integritdstartomany akkor és csak akkor Gauss-gylirii,
ha rendelkezik az (3) és (!) tulajdonsdgokkal.

Gauss-gytirik

5.42. Tétel.
Legyen R Gauss-gyiir(i, és legyen a, b € R primfelbontdsa

ar pite. e pin ésb~p11~...»pﬁ".
Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
(1) alb <= a;<B; (i=1,...,n);

(2) Inko (a, b) ~ p;"i"(ﬂlﬁl) L p;"i"(“nvﬁn);

(3) Ikkt (av b) ~ I{"“(“lrﬁl) R pnmax(“mﬁn)_

100. feladat. Fejezze be az 5.42. Tétel bizonyitasat.




