Klasszikus algebra el6adas

Waldhauser Tamas
2016 tavaszi félév (utoljara?)



Tematika

Komplex szamok: kanonikus alak, trigonometrikus alak, Moivre-képlet, gyokvonas,
egységgyokok.

Algebrai struktirdk: a csoport, gyiir(i, integritdstartomany és test fogalma, gy(ri
egységcsoportja, nevezetes példak.

Szémelmélet integritdstartomanyokban: oszthatdsag, legnagyobb kdzds osztd, irre-
ducibilis és prim elemek, egyértelmii irreducibilis faktorizacid, Euklideszi gylriik,
Gauss-gyliriik, a Gauss-egészek gyiiriije.

Test folotti egyhatarozatlanu polinomgylirli: oszthatdsag, kongruencia, maradék-
osztaly-gylrii, maradékos osztas, euklideszi algoritmus, legnagyobb koz6s osztd,
egyértelmii irreducibilis faktorizacié. Polinomfiiggvények: polinomok gyokei, Bézout
tétele, Horner-elrendezés, Lagrange-interpolacié. A klasszikus algebra alaptétele és
kovetkezményei: a komplex egyiitthatds polinomok gyoktényezds alakja,
Viéte-képletek, irreducibilis faktorizacié a valés szdmtest f6l6tt. Polinomok a raci-
onalis szdmtest folott: racionalis gyokok, irreducibilitds, Schénemann—Eisenstein-
tétel. A harmad- és negyedfoki polinomok gyokeinek meghatarozasa. Polinomok
kozos, ill. tobbszoros gyokei, derivalt, iterdlt Horner-mddszer.

Test folotti tobbhatdrozatland polinomgylirii, a szimmetrikus polinomok alaptétele,
algebrai szamok.



Tematika

1. Komplex szdmok

2. Absztrakt algebrai struktdrak

3. Test feletti egyhatarozatland polinomok
4. Viete-formuldk, szimmetrikus polinomok

5. Szdmelmélet integritdstartomanyokban



(Ma)tematika

Erteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,

érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, tudni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, értenil



Kovetelmények

1. Elektronikus tesztek

> http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests

> regisztralni, kiprébalni (hamar!)

> ha baj van: mmaroti@math.u-szeged.hu, twaldha@math.u-szeged.hu
> 4 teszt, tesztenként 3 feladat — 12 pont

> minimum 8 pont kell

2. Hazi feladatok

> rutinfeladatok, el6addson feladva

» gyakorlaton szdban vagy irdsban szamonkérve

> minden feladat 2 pontot ér, mindenki 6-szor sorra keriil — 12 pont
> mimumum 8 pont kell

3. Dolgozatok

> két dolgozat gyakorlaton — 12 + 12 pont
» egy dolgozat az utolsé eléaddson (gondolkodtaté kérdések) — 12 pont
> minimum 4 4 4 + 4 pont kell

Az Gsszesen megszerezhetd 60 pontbdl legalabb 30-at el kell érni.



Vizsga

Ha teljesiilnek a minimumfeltételek, akkor az aldbbi ponthatdrok alapjan
megallapitott ,ideiglenes osztdlyzattal” lehet nekivagni a vizsganak.

30 — 35: 2
36 — 41: 3
42 — 47: 4
48 — 60: 5

Szébeli vizsga
> a fenti ideiglenes osztalyzatot egy jeggyel lehet javitani

» hiaromfokozatu értékelés:
:—( s i)

> bizonyitani kell!



Tartalom

1. Komplex szamok
Kanonikus alak, konjugalt, abszoldt érték, komplex szamsik

2. Absztrakt algebrai struktdrak
3. Test feletti egyhatarozatlani polinomok
4. Viete-formulak, szimmetrikus polinomok

5. Szamelmélet integritastartomanyokban



A komplex szamok definiciéja

1.1. Definicié.

A valds szamokbdl allé szamparokat komplex szamoknak nevezziik.

Jelolés.
A komplex szamok halmazat C jeldli, tehdt C = R x RR.

1.2. Definicié.

Az (a, b) és (c, d) komplex szdmok dsszegét és szorzatat a kdvetkez8képpen
értelmezziik:

(a,b)+ (¢, d) = (a+c,b+d);
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc) .



A miveletek tulajdonsagai

1.3. Tétel.

Barmely u, v, w komplex szamokra teljesiilnek az alabbiak:

(1) (u+v)+w=u+(v+w); (6) u-v=v-u

(2) u+v=v-+uy (7) u-(1,0) =u;

(3) u+(0,0) = (8) u#(0,0) = Fu*e€C:u-u"=(1,0);
(4) I €C:u+d =(0,0; (9 v-(v+w)=uvu-v+u-w;

(5) (u-v)-w=u-(v-w);  (10) u-(0,0)=(0,0).

1. feladat. Fejezze be az 1.3. Tétel bizonyitasat.

1.4. Megjegyzés.

Az el8z8 tételbeli v’ komplex szdmot (ami egyértelmiien meghatdrozott) u additiv
inverzének nevezziik és a tovabbiakban —u-val jeldljiik. Hasonléan u* is
egyértelmiien meghatdrozott, neve u multiplikativ inverze, jeldlése u™1.

Két komplex szdm kiilonbségét a v — u = v + (—u) képlettel definidlhatjuk,

u # (0,0) esetén pedig v és u hanyadosa v/u = v-u~L. A kivonss és osztas
miiveletére is érvényesek a valds szimoknal megszokott tulajdonsagok (példaul a
szorzas disztributiv a kivondsra, stb.).



A valés szdmok bedgyazasa

1.5. Allits.
Minden a, b € IR esetén
(2,0) + (b,0) = (a+ b,0);
(a,0) - (b,0) = (ab,0).

Jelolés.

Tetsz8leges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t frunk, és
nem is kiildnbéztetjik meg az a valds szamtél. (Ugy tekintjiik, hogy R C C.)

A (0,1) komplex szdmot pedig i jeldli a tovabbiakban.



Kanonikus alak

1.6. Tétel.
Minden komplex szam el63ll, mégpedig egyértelmii mddon, x + yi (x,y € R)
alakban. Az (a, b) komplex szam ilyen felirdsdndl x = a és y = b, azaz

(a, b) = a+ bi.

1.7. Definicié.

Az= (a, b) komplex szam a4+ bi alakban valé felirdsat z kanonikus alakjanak, az
a valés szdmot z valds részének, a b valds szamot z képzetes részének nevezziik.
Az | komplex szdm neve képzetes egység.

Jelolés.

A z komplex szdm valds részét Re z, képzetes részét Im z jeloli. Tehdt z = a+ bi
esetén Rez = aésImz = b.

1.8. Allitds.
A képzetes egység négyzete: i = —1.



Szamolas kanonikus alakban

1.9. Megjegyzés.

Ezutdn a komplex szamokat nem valds szamokbdl allé szamparokként, hanem

a+ bi alakd formalis kifejezésekként kezeljiik. Ezekkel ugyanigy lehet szamolni,
ahogyan betiis kifejezésekkel szoktunk, de i helyett szabad (s6t, tobbnyire kell is!)
—1-et irni. Az Gsszeadds és a kivonds elég természetes ebben az alakban, a szorzas
és a reciprokképzés pedig a kovetkezé mddon végezhets el:

(a+ bi) - (c+ di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc) i;
1 1 a—bi a— bi a

atbi  atb a—bi Zib 2+ 21

(ha a+ bi # 0).

1 ] 1 —1
2. feladat. Szédmitsa ki kanonikus alakban: ;__i_\/,gl = \/§2+ + \/§2 i
i

o4 3 .
3. feladat. Szédmitsa ki kanonikus alakban: +3i =?, > 7.I =?

144




Konjugalt

1.10. Definicié.

A z = a+ bi komplex szdm konjugdltjdn az a — bi komplex szdmot értjiik.

Jelolés.

A z komplex szdm konjugdltjat Z jeloli. Tehdt Z=Rez —Imz-i.
1.11. Tétel.

Barmely u, v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) 1=y (5) u/v="1/v, hav #0;
(2) u+v=10+V; (6) T=u <= vER,;

B) u—v=1—-v; (7) u+T7=2Reu;

(4) z-v=1u-v, (8) u-T= (Reu)?®+ (Imu)?

4. feladat. Fejezze be az 1.11. Tétel bizonyitasat.



A komplex szamsik

1.12. Definicid.

Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogli koordinatarendszer, és
feleltessiik meg az a + bi komplex szdmnak az (a, b) koordindtdju pontot.

fgy kapjuk a komplex szamsikot, mds néven Gauss-féle szamsikot.

Az elsé tengelyt (abszcissza) valos tengelynek, a masodik tengelyt (ordinita) pedig
képzetes tengelynek hivjuk. A valds tengelyen taldlhatdk a valds szdmok, a képzetes
tengelyen pedig az Ggynevezett tiszta képzetes szamok.

1.13. Definicié.

A z = a+ bi komplex szdm abszoliit értékén a v/ a2 + b% nemnegativ valés szdmot
értjik.

Jelolés.

A z komplex szim abszolit értékét || jeloli. Tehst |z| = \/(Re2)® + (Imz)2.

1.14. Megjegyzés.

A komplex szdmsikon az abszolit érték az origétdl (nullatdl) vald tévolségot jelenti,
a konjugalas nem mas, mint a valds tengelyre vald tiikrozés, az 6sszeadas pedig
(hely)vektorok Gsszeaddsdval irhaté le geometriailag.



Az abszolut érték tulajdonsdgai

1.15. Tétel.

Bdrmely u, v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:
(1) |ul = vuz; (4) u/v]=Tlul/|v| hav #0;
(2) 1/u=71/|u* hau#0; (5) |a| = |ul;
(3) fu-vl=lul-|v[; (6) u+v]<lul+]v[.

5. feladat. Fejezze be az 1.15. Tétel bizonyitdsat.

6. feladat. Szamitsa ki az uv +uv, £ + £, |uv|, |4| komplex szdmokat, ahol
u=2—-3iésv=141I.

7. feladat. Abrazolja a Gauss-féle szdmsikon azon z komplex szdmok halmazt,
amelyekre 0 < Re (z +3) < 1, illetve |iz —i| = 1.

8. feladat. Abrézolja a Gauss-féle szdmsikon azon z komplex szamok halmazat,
amelyekre Re (iz) =2, Im(z—i) > 1, |z4+2—i| <2, illetve |iz—1—i| > 1.




Tartalom

1. Komplex szamok

Trigonometrikus alak, hatvdanyozds, gyokvonas, egységgyokok
2. Absztrakt algebrai struktdrak
3. Test feletti egyhatarozatlani polinomok
4. Viete-formulak, szimmetrikus polinomok

5. Szamelmélet integritastartomanyokban



Argumentum

1.16. Definicié.

Egy nemnulla z komplex szdm argumentuman olyan szoget értiink, amellyel a valds
tengely pozitiv felét az origd koriil elforgatva atmegy a z-nek megfelelé ponton.

Jelolés.
A z komplex szdm argumentumat arg z jeldli.

1.17. Megjegyzés.

A nulldanak nincs argumentuma, a nulldtdl kiilonbdzé komplex szamok
argumentuma pedig csak ,modulo 271", azaz 27t egész szamdi tSbbszoroseitdl
eltekintve meghatdrozott.



Trigonometrikus alak

1.18. Allitas.

Bdrmely 0 # z € C esetén az r = |z| és ¢ = argz jeloléssel

z = r(cos @ + isin @) = rcis @.

1.19. Definicié.

A nemnulla komplex szdmok fenti (azaz |z| - (cosarg z + isinarg z) alakd) felirdsat
trigonometrikus alaknak nevezziik.

1.20. Megjegyzés.

A nulldnak nincs trigonometrikus alakja, hiszen argumentuma sincs, de r = 0 és
barmely ¢ € R esetén nyilvdn 0 = r (cos ¢ + isin ¢).

1.21. Allitds.
Barmely r,r' € R és ¢, ¢’ € R esetén

r(cosg+ising) =r'(cosg' +ising') < r=r'ésIkeZ: ¢ = ¢+ 2kn.



Szamolas trigonometrikus alakban

1.22. Tétel.

Tetszéleges nulldtdl kiilonbéz8 u = r (cos ¢ + isin @) és v = s (cos + isinp)
komplex szamokra

(1) T=r(cos(—¢)+isin(—¢));

(2) uv =rs(cos(¢+ ) +isin(p+));
(3) 3 = & (cos (—¢p) +isin (—¢));

(4) 5 (cos(@p—9) +isin(p—1v)).
1.23. Megjegyzés.

<lz <[|~

A szorzat trigonometrikus alakjdra vonatkozd képletbdl latszik, hogy rogzitett

v = cosip + isin esetén az u — uv leképezés nem mas, mint az origd koriili i
szogl forgatas a komplex szamsikon.

1 .
9. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban: ;—f/ = ﬁcis%
i

10. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus és kanonikus alakban is:

(3—/3i) (2 - 2i) =2, —\\%11\@ =2



Szamolas trigonometrikus alakban

1.24. Tétel (Moivre-képlet).

Bdrmely nemzéré z = r (cos ¢ + isin @) komplex szdm és n € Z esetén

z" = r" (cos (ng) + isin (ng)) .
11. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt
kanonikus alakban is: (—1 4 i)%*?? = ﬂ2422 cis F = 2121

12. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt
kanonikus alakban is: (v/3 + i)1208 =2, (24 24/3/)605 =2

13. feladat. Abrazolja a Gauss-féle szamsikon azon z komplex szémok halmazat,
amelyekre arg (z + zi) = .

14. feladat. Abrézolja a Gauss-féle szamsikon azon z komplex szdmok halmazat,
amelyekre 0 < arg (zi) < %, illetve & < arg(zZ) < 7.



A komplex szamsik szinezése

Im0-|




f(z) = zi + 1+ i szinképe

ImO-|




f(z) = 2% szinképe

Im0-|




f(z) = 23 szinképe

Im0-|




f(z) = z* szinképe

Im0-|




f(z) = z° szinképe

Im0-|




f(z) = z° szinképe

ImO-{




f(z) = z° szinképe

Im0-|




Gyokvonas

1.25. Definicié.

Tetszbleges n pozitiv egész szdm és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex
szam n-edik gydke z-nek, ha u" = z.

1.26. Tétel.

Minden nemnulla komplex szamnak pontosan n kiilénbézé n-edik gySke van. A
z = r(cos ¢ + isin @) trigonometrikus alakban megadott komplex szam n-edik
gyokei:

\"ﬁzw<cosW+isinw> (k=01,....,n—1).

15. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt

kanonikus alakban is: /=2 +2j =

V2cis F=1+1, ﬂasll”:—‘/g;l—i—\/gz ﬁuslg”:‘@_l——\@;li

16. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt

kanonikus alakban is: /i =2, v/ —1 —/3i =2, $/64 =2, &/—27 =2



Egységgyokok

1.27. Definicié.

Az ¢ komplex szamot n-edik egységgydknek nevezziik, ha " = 1.

1.28. Allitds.
Az n-edik egységgyokok a kévetkezok:

2k 2k
s;(:cos—n—o—isin—?T (k=0,1,...,n—1).
n n
Ezzel a jeloléssel eg = 1 és g = s’{ minden k € {O, 1,....,n— 1} esetén.

1.29. Megjegyzés.

Az n-edik egységgyokok egy szabdlyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon,
amelynek kériilirt kdre az origd kdzéppontd egységkar, és egyik csdcsa 1. (Ez a két
informacié egyértelmilen meg is hatdrozza az n-szdget.)

1.30. Kovetkezmény.

Egy nemnulla komplex szam ésszes n-edik gyokét megkapjuk, ha egy rogzitett
n-edik gybkét megszorozzuk sorra az n-edik egységgydkdkkel. Tehat ha
ug = z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyékei:

Uz = ugey (k=0,1,...,n—1).



f(z) = z2 — 1 szinképe

Im0-|




f(z) = 23 — 1 szinképe

Im0-|




f(z) = z* — 1 szinképe

Im0-|




f(z) = z° — 1 szinképe

ImO-




f(z) = z° — 1 szinképe

Im0-|




Primitiv egységgyokok

1.31. Definicié.

Legyen ¢ egy n-edik egységgyok. Azt mondjuk, hogy & primitiv n-edik egységgydk,
ha nem [-edik egységgyck semmilyen n-nél kisebb ¢ pozitiv egészre. Masképp
fogalmazva, n a legkisebb pozitiv kitevé amelyre emelve e-t a hatvany értéke 1 lesz:

n:min{fGlN:eé:l}.

17. feladat. frja és rajzolja fel a 6. egységgyokoket, és mindegyikrél allapitsa meg,
hogy hanyadik primitiv egységgyok.

18. feladat. irja és rajzolja fel a 8. és a 12. egységgyokoket, és mindegyikrd|
allapitsa meg, hogy hanyadik primitiv egységgydk.

19. feladat. Egységgyckok-e a kdvetkezé komplex szamok, és ha igen akkor

hanyadik primitiv egységgyokok? %—i— %i (nem), —g + @i (8.), cis 12 Z (24))

20. feladat. Egységgyokdk-e a kovetkezd komplex szamok, és ha igen, akkor
hanyadik primitiv egységgyckok? — ‘[ + 2/ —5 + \[I —5 —+ ‘[/ cis 67” cis 7175



Primitiv egységgyokok

1.32. Allitds.
Egy n-edik egységgydk pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha
hatvanyaiként megkaphaté az Gsszes n-edik egységgyok.

1.33. Tétel.

Az g) = cos =4 2"” + isin egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik
egységgyok, ha k relativ pr/m n-hez.

2k7r

1.34. Kovetkezmény.
A primitiv n-edik egységgykok szama ¢ (n) (itt ¢ az Euler-féle fiiggvény).

1.35. Tétel.
Ha n > 1, akkor az n-edik egységgyokok dsszege 0.
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Mi az algebra?
Definicié.
Az algebra az algebrai struktirdk tudomanya.

Definicié.
Algebrai struktirdn egy miveletekkel ,felszerelt” nemiires halmazt értiink.

v

v

v
—~ —~ —~ —~ —~ —~
N
+
~—



algebrai struktarak



algebrai struktarak



algebrai struktarak



algebrai struktarak



algebrai struktarak







Félcsoportok

2.1. Definicié.

Félcsoporton egy asszociativ kétvdltozds miivelettel elldtott nemiires halmazt
értiink. Formalisan: (A; o) félcsoport, ha A nemiires halmaz, és

(0) o: AXA—= A (x,y) = xoy;
(1) Ya,b,c € A: (aob)oc=ao (boc).

2.2. Definicié.

Az (A; o) félcsoport e elemét egységelemnek nevezzilk, ha minden a € A-ra
aoe = eoa= a teljesiil.

2.3. Definicid.

Ha az (A; o) félcsoportban e egységelem és aob = boa = e teljesiil az a, b€ A
elemekre, akkor azt mondjuk, hogy a és b egymas inverze.

2.4. Allits.

Félcsoportban az egységelem és az elemek inverzei egyértelmiien meghatarozottak
(ha léteznek egydltalan).



Csoportok

2.5. Definicid.

Az (A; o) félcsoport csoport, ha van benne egységelem és minden elemnek van
inverze, azaz A nemiires halmaz, és

(0) oc: AXA—= A (x,y) = xoy;

(1) Ya,b,c€ A: (aob)oc=ao (boc);
(2) dJec AVac A:eca=aoce=a;
(3)

3) Vae Ada* € A:ao0a* =a*oca=c¢e.

2.6. Definicio.

Ha az (A; O) csoport miivelete kommutativ (azaz Va, b € A: a0 b = bo a), akkor
kommutativ csoportnak, vagy Abel-csoportnak nevezziik.

Jelolés.
aob e a* bo a*
multiplikativ frdsméd: ab 1 a ! b/a
additiv irdsmad: at+b 0 —a b—a



(Ellen)példak additiv csoportokra

Az aldbbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot az Gsszeaddsra nézve?

» H = {0}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)

v

H=R", QT, IN: nem (csak félcsoport)

v

H = {paros szdmok}: igen (Abel-csoport)

v

H = {paratlan szdmok}: nem (nem is zart)

v

H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is zart)

» H = {véges tizedestortek}: igen (Abel-csoport)

v

H={a+bi:a be Z}: igen (Abel-csoport)



(Ellen)példak multiplikativ csoportokra
Az aldbbi H szamhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szorzésra nézve?

» H = {1}: igen (Abel-csoport)
» H=C, R, Q, Z: nem (csak egységelemes félcsoport)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)

v

v

H = Z\ {0}: nem (csak egységelemes félcsoport)

v

H=R", QT: igen (Abel-csoport)

v

H = IN: nem (csak egységelemes félcsoport)
» H = {irracionalis szimok}: nem (nem is zart)

» H = {véges tizedestortek} \ {0}: nem (csak egységelemes félcsoport)

v

H={a+bi:a b€ Z} nem (csak egységelemes félcsoport)



Tovabbi (ellen)példak csoportokra

v

(R™":.): csak egységelemes félcsoport

v

({M € R™":det(M) #0};-) = GL, (R): (nemkommutativ) csoport

neve: altaldnos linearis csoport

v

({A — A leképezések} ;0) = Tya: csak egységelemes félcsoport
neve: (A feletti) transzformaciéfélcsoport

v

({A — A bijekcidk} ;o) = Sa: (nemkommutativ) csoport

neve: (A feletti) szimmetrikus csoport



Gydlrik

2.7. Definicid.

Ha egy nemiires halmazon ketté kétvaltozés miivelet is értelmezve van (nevezziik az
egyiket Gsszeaddsnak, a masikat szorzasnak) gy, hogy az alaphalmaz az &sszeadds
miiveletével kommutativ csoportot, a szorzds miiveletével pedig félcsoportot alkot,
és a szorzas disztributiv az 6sszeaddsra, akkor ezt a kétmiiveletes struktirat
gyliriinek nevezziik. Formilisan: (R; +, ) gylri, ha R nemiires halmaz, és

(1) (R;+) Abel-csoport;
(2) (R;-) félcsoport;

(3) YVa,b,ce R:a-(b+c)=a-b+a-cés(b+c)-a=b-a+c-a.

2.8. Definicid.

Az (R; +) csoportot az (R; +, -) gylirli additiv csoportjdnak, nevezziik, és ennek
megfeleléen beszélhetiink additiv egységelemrdl és additiv inverzrdl is.
Az (R;-) félcsoportot neve: a gylirli multiplikativ félcsoportja.



(Ellen)példak gytiriikre

21. feladat. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit a szokdsos
Osszeadas és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: gytri

> Z: gyliri

v

R*, Q", IN: nem gyiirii (nem zart —-ra)

v

{péros szdmok}: gyiirli

v

{pératlan szdmok}: nem gyiirli (nem zart +, —-ra)

v

{irraciondlis szdmok}: nem gyiiri (nem zart +, —, --ra)

v

{véges tizedestortek}: gylirii
» R™M: gyiirl

» Z[i]={a+bi:a beZ}: gylri



Szamolas gylirtikben

Jelolés.

Korabbi megallapodasunknak megfelelden tetszbleges gyliriiben 0 jeldli az additiv
egységelemet, az a gylriielem additiv inverzét pedig —a jeldli, és értelmezhetjiik a
kivonds miiveletét a b — a = b+ (—a) képlettel.

2.9. Allitas.
Ha (R; +, ) gylirli, akkor minden a € R esetén a-0 = 0-a = 0 teljesiil.

2.10. Megjegyzés.

Sok hasonld, az egész szdmokkal végzett miiveleteknél megszokott tulajdonsig
érvényes tetszOleges gylirliben, példaul

a(b—c¢)=ab— ac, —(ab) =(—a)b=a(—b).
De vigyazat: a szorzas éltaldban nem kommutativ, igy példaul

(a+b)(a—b) = a2 — b2 vagy (a+ b)? = a® + 2ab + b>
mar nem teljesiil minden gy(riiben!



Integritdstartomanyok

2.11. Definicié.
Ha egy gyliriiben nemcsak az &sszeadds, hanem a szorzas is kommutativ, akkor
kommutativ gyiiriinek nevezziik. Ha pedig nemcsak additiv, de multiplikativ

egységelem is létezik (amelyet altaldban 1 jeldl), akkor egységelemes gyiirir6l
beszéliink.

2.12. Definicié.

Ha egy gylir(i a, b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor azt
mondjuk, hogy a és b zérusosztck. Ha egy gylir{iben nincsenek zérusoszték (azaz
nullatdl kiilonb6zd elemek szorzata sosem nulla), akkor zérusosztémentes gyiiriinek

nevezziik. A kommutativ, egységelemes, zérusosztdmentes gylirii neve
integritastartomany.

2.13. Allitas.

Integritastartomanyban lehet nemzéré elemmel egyszeriisiteni, azaz tetszéleges
a, b, c (c #0) elemekre

ac =bc =— a=nb.



(Ellen)példak integritastartomanyokra

22. feladat. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak integritastartomanyt a
szokdsos Osszeadas és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: integritdstartomdny

> Z: integritdstartomdny

v

R, QF, IN: nem is gyiirii

v

{péaros szdmok}: csak kommutativ, zérusosztémentes gy(irii (nem egységelemes)

v

{pératlan szdmok}: nem is gylirii

v

{irracionalis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}: integritastartomany
» R™": csak egységelemes gyiirli (nem kommutativ és nem zérusosztémentes)

» Z[i] ={a+bi:a bec Z}: integritdstartomdny



Egységek

2.14. Definicid.

Legyen R egységelemes gylirli. Az a € R elemet egységnek nevezziik, ha létezik
multiplikativ inverze, azaz létezik olyan a~! € R elem, amelyre aa™! = a~ta=1
teljesiil.

2.15. Tétel.

Az egységek barmely egységelemes gyliriiben csoportot alkotnak a szorzas
miiveletére nézve.

2.16. Definicié.

Az R gylirli egységeinek multiplikativ csoportjat R egységcsoportjanak nevezziik és
R*-gal jeldljiik.



Testek

2.17. Definicié.

Testnek neveziink egy integritdstartomdnyt, ha legaldbb kételemii, és minden
nemnulla elemének van multiplikativ inverze.

2.18. Definicié.

Ha T test, akkor (T \ {0} ;) Abel-csoport, amelyet a T test multiplikativ
csoportjanak hivjuk.

2.19. Allitas.
Egy legalabb kételemii R kommutativ egységelemes gylirii akkor és csak akkor test,
ha egységcsoportja a nulla kivételével minden elemet tartalmaz, azaz R* = R\ {0}.

Jelolés.

Mivel gyliriiben és testben a két miiveletet altaldban + és - jeldli, ezeket nem irjuk

mindig ki, tehdt (R; 4+, -) illetve (T;+, ) helyett egyszeriien csak R gyliriirél,
illetve T testrdl beszéliink.



(Ellen)példak testekre

23. feladat. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak testet a szokasos
Osszeadas és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

» Z: csak integritdstartomany (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirii

v

{péaros szdmok}: nem is integritastartomany

v

{pératlan szdmok}: nem is gylirii

v

{irracionalis szdmok}: nem is gydirii

v

{véges tizedestdrtek}: csak integritdstartomany (mi az egységcsoportja?)
» R™*™: nem is integritastartomany (egységcsoportja: GL, (IR))

» Z[i] ={a+bi:a b€ Z}: integritdstartomany (mi az egységcsoportja?)



Gylri-e, integritastartomany-e, test-e?

24. feladat. Az alabbi szimhalmazok kéziil melyek alkotnak gyiir(it, integritas-
tartomanyt, illetve testet a szokdsos Gsszeaddas és szorzds miiveletével?

> Z[\@]:{a—kb\@:a,bez}

> Q(\@):{a—l—b\@:a,bEQ}

» Q(i)={a+bi:abeQ}
» {a+bi:a be Zés aparos}

v

{a+bi:a beZés b paros}

v

{a+bi:a,beZésaisés b is piros}

v

{a+bi:abeZé a=b (mod2)}

\4

{a+bi:abeZé a=b (mod3)}



Ré(s)zgyliriik és altestek

2.20. Definicié.

Legyen R egy gylirli és S C R. Ha S az R-bdl ,,6rokolt” miiveletekkel maga is
gylrii, akkor azt mondjuk, hogy S részgyiiriije az R gyiirlinek. Hasonléan
definidlhatd a résztest, részcsoport, részfélcsoport fogalma is.

Példa.
Z;+) részcsoportja a (C; +) csoportnak

v

IN; +) részfélcsoportja a (C; +) csoportnak
-) részfélcsoportja a (C; -) félcsoportnak

QT; ) részcsoportja az (R*;-) csoportnak

Sa; 0) részcsoportja a (Ta; o) félcsoportnak

>
(
(Z;
(
» (GL, (R);-) részcsoportja az (R"*"; -) félcsoportnak
(
( ,+) részgyiiriije a (C; +, -) testnek
(

Z,+
Q; +, ) részteste a (C; +, -) testnek
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Maradékosztaly-gytiriik

2.21. Allitss.

> Minden m > 2 egész szam esetén a modulo m maradékosztalyok egységelemes
kommutativ gyiiriit alkotnak.

> A Zn, gylirii egységei éppen a redukdlt maradékosztalyok (innen a Z%, jelélés).

> Ha m primszam, akkor Z.,, test, ha m nem prim, akkor Z.,, még csak nem is
integritastartomany.

2.22. Definicié.

A Z.,, gylri neve modulo m maradékosztaly-gyiiri, illetve prim modulus esetén
maradékosztalytest.



Gauss-egészek

2.23. Definicié.

Gauss-egészeknek nevezziik azokat a komplex szamokat, melyeknek valés és
képzetes része is egész szam.

Jelolés.
A Gauss-egészek halmazdt Z [i] jeloli: Z[i] ={a+bi:a beZ}.

2.24. Allitas.

A Gauss-egészek a komplex szamok szokdsos 6sszeadasdval és szorzasaval
integritastartomanyt alkotnak.

2.25. Allités.
A Gauss-egészek gyliriijében az egységek éppen a negyedik egységgydkdk:

Z[i]* ={1,-1,i,—i}.



A polinom definiciéja

2.26. Definicié.

Az R integritdstartomdny feletti polinomnak olyan R-beli elemekbdl képezett

(a0, a1, - . .) végtelen sorozatot neveziink, amely csak véges sok nullatdl kiilonbszé
tagot tartalmaz. Az a; elemeket a polinom egyiitthatdinak nevezziik.

Jelolés.
Az R feletti polinomok halmazat R [x] jeldli.

2.27. Definicid.

» Az f = (ap, a1, ...) polinom fokszaméan a legnagyobb olyan n nemnegativ
egész szamot értjitk, amelyre a, # 0. Ha nincs ilyen n, azaz ha f = (0, 0,.. )
akkor azt mondjuk, hogy f fokszama —oo.

» Ha f fokszama kisebb, mint 1 (azaz 0 vagy —o0), akkor f-et konstans
polinomnak nevezziik.

» Ha f foka n > 0, akkor az a, € R elemet f féegyiitthatdjanak hivjuk.

> Az olyan polinomot, amelynek fGegyiitthatéja 1, fépolinomnak nevezziik.

Jelolés.
Az f polinom fokszdmat deg f jeldli.



Miveletek polinomokkal

2.28. Definicié.

Az f = (ag, a1,...) és g = (bo, b1, ...) polinomok &sszegét és szorzatst az aldbbi
képletekkel értelmezziik:

f+g:(covclx~--),ah0| Cn:an+bn;

n
f-g=(do, di,...), ahol d, = Za,--b,,,,-.
i=0
2.29. Allitds.
Tetszbleges f, g € R [x] polinomokra

deg (f +g) < max(degf,degg) és deg(fg)=degf +degg.
2.30. Tétel.
A fent definidlt 6sszeaddssal és szorzdssal R [x| integritdstartomany.
25. feladat. Fejezze be a 2.30. Tétel bizonyitasat.

2.31. Definicié.

Az R [x] gyliriit az R feletti egyhatédrozatland polinomok gyliriijének, roviden R
feletti polinomgyiiriinek nevezziik.



De mi az az x?

2.32. Allités.
Minden a, b € R esetén

(2,0,0,...)+(b,0,0,...) = (a+5,0,0,...);
(2,0,0,...)- (b,0,0,...) = (ab,0,0,...) .

Jelolés.

Tetszbleges a € R esetén az (a,0,0,...) polinom helyett egyszerlien a-t irunk, és
nem is kiilonboztetjiik meg az a gylirlielemtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C R [x].)
A (0,1,0,...) polinomot pedig x jeldli a tovdbbiakban.

2.33. Tétel.

Minden nemzéré polinom eléall ag + aix + - - - + apx" (a, # 0) alakban, és ez az
eléallitds egyértelmd. Ha f = (ap, a1,...) egy n-edfokd polinom, akkor

f=1(ao,a1,..-,an0,0,...) = a3+ arx + - - - + apx".



A polinomgylirii egységei

Jelolés.

A polinomokat ezentdl a,x"” + - -+ 4+ a;x + ag vagy ) /g a;jx" alakban frjuk fel.
Egy ilyen felirasnal legtobbszor hallgatélagosan feltessziik, hogy a, # 0 (azaz a
polinom n-edfokd), valamint hogy ap+1 = apt2 = ... =0.

Az x szimbdlum neve: hatdrozatlan. A hatdrozatlant barmilyen mas beti is
jeldlheti, ilyenkor az R [x] jel6lés is megfeleléen médosul. (Péld4ul ha a
hatdrozatlan y, akkor a polinomgylirii R [y].)

2.34. Allitas.
Az R[x]| polinomgyiiriiben az egységek pontosan azok a konstans polinomok,
amelyek (mint R-beli elemek) egységek R-ben. Formilisan: R [x]* = R*.



Polinom és polinomfiiggvény

Az f = apx" 4+ --- 4+ a1x+ ag € T [x] polinomhoz természetes médon tartozik egy
f:T—T,c—anc"+---+ac+ap
fiiggvény (az f-hez tartozé polinomfiiggvény). Ez azonban NEM azonos az f

polinommall!

A polinom egy formilis kifejezés (avagy egyiitthatdk sorozata), mig a
polinomfiiggvény egy leképezés a T halmazon.

Példa.

Tekintsiik Z felett az f = x és g = x201% polinomokat. Ez nyilvan két kiilonboz6

polinom (még a fokszdmuk is kiildnbozik), de ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik
hozzajuk:

f: {0,1} - {0,1}, 0~0, I—1

g: {01} = {01}, 00" 1T
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Oszthatdsag

3.1. Definicid.
Az f € T [x] polinom osztdja a g € T [x] polinomnak (jeldlés: f | g),
ha3he T[x]: g=fh.

3.2. Tétel.

Tetszbleges f, g, h € T [x] polinomokra érvényesek az aldbbiak:

(1) | f; 6)f|1 < feT
(2)(f|gésg|h) = f|h ()0 | f < f=0;
B)(flgésg|f)<=TdceT :g=cf; 8)(f|gésf|h) = f|gxh;
(4)1]f; 9) fleg = flegh

(5) F10; (10) f | g <= fh| gh, ha h #0;

)
(11) f | g = degf < degg, ha g # 0.



Oszthatésag (tavalyi)

Definicié.
Az a egész szdm osztdja a b egész szdmnak (jeldlés: a | b),
hadceZ: b= ac.

Tétel.
Tetszlleges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) a| a; (6) a|l — a=+£1,

(2)(a|bésb|c) = a]c; (7)0|a <= a=0;

(3) (a|bésb|a) <= b= +a; (8)(a|bésalc) = alb=*g

(4) 1] (9) a| b = a| bc;

(5) a|o0; (10) a| b <= ac| bc, ha c #0;
(11) a| b = |a| < |b|, ha b # 0.




Asszocidltsag

3.3. Definicid.
Az f és g polinomok asszocidltak (jelélés: f ~ g), haf|gésg]|f.

3.4. Tétel.
Az asszocidltsdg ekvivalenciareldcié T [x]-en. A nulla osztalydt kivéve minden
asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan egy fépolinomot.

3.5. Megjegyzés.

Asszociélt polinomokat nem érdemes (sét nem is lehet) megkiilonbdztetni, ha csak
az oszthatdsagot vizsgaljuk.

Ha az oszthatdsagi relaciét az asszocidltsagi osztalyok halmazan értelmezziik, akkor
mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (T [x] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/ ~= T%*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Test feletti polinomgylirii esetén minden asszocidltsagi osztaly (a nulldét kivéve)
pontosan egy fopolinomot tartalmaz, tehdt asszocidltsag erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal.



Maradékos osztas, Inko

3.6. Tétel (a maradékos osztds tétele).
Ha f,g € T[x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott
q és r € T [x] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg.

3.7. Definicid.

A d € T [x] polinom legnagyobb kézés osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha
teljesiil a kovetkezd két feltétel:

1.d|fésd|g;
2.Vke T[x]:(k|fésk|g) = k|d.
Hasonléan definidlhaté polinomok legkisebb kézés tébbszdrise is.

3.8. Megjegyzés.

Természetesebbnek tiinhet a legnagyobb koz0s osztét a legmagasabb fokszam
kdzos osztoként definidlni. Ha d legnagyobb kdzods osztdja f-nek és g-nek a

3.7. Definicié értelmében és d £ 0, akkor h maximdlis fokszdmd f és g kozds osztdi
kdzétt. Valdban, ha k egy kozos osztd, akkor k | d és igy deg k < degd (lasd a
3.2. Tételbeli (11) tulajdonsagot).



Euklideszi algoritmus

3.9. Tétel.

Bdrmely két f, g € T [x] polinomnak létezik legnagyobb k6zés osztdja és legkisebb
kbzbs tébbszordse, és ezek asszocialtsag erejéig egyértelmiien meghatarozottak.

A legnagyobb k6zbs oszto kiszamithaté az euklideszi algoritmussal, és kifejezhet6

f és g Jinedris kombindcidjaként™ Ju,v € T [x] : fu+gv =d.

26. feladat. Hatdrozza meg az alabbi két polinom legnagyobb kézos osztéjat:

f:x4—|—2x3+4x2+2x—|—3, g:X3+x2+x—3.

X423 44 +2x+3 = (x+1)- S+ x2+x—3) + 2x°+4x+6

XB+x2+x-3 = (x—1)- (x*+2x+3) + 0

Tehat Inko (f,g) ~ x? +2x + 3.
Hab a tortan:

f=(x+1) (x*+2x+3), gydkei: =+i, —1%=+?2i
g = (x—-1) (x2—|—2x+3), gyokei: 1, —1++2i



Relativ primség

3.10. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az f,g € T [x] polinomok relativ primek, ha Inko (f,g) ~ 1.
3.11. Tétel.

Tetszbleges 0 # f, g € T [x] polinomok esetén

3.12. Tétel.
Tetsz8leges f, g, h € T [x] esetén ha f és g relativ prim, akkor f | gh <= f | h.

3.13. Tétel.
Tetszéleges f, g, h € T [x] polinomok esetén ha Inko (f, g) # 0, akkor

f p g o
Inko(,g) € Tnko(7.g) relativ prim.

f|lgh — h.

__f
Inko (f, g)



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

3.14. Tétel.
Tetszéleges adott nemzérd f, g, h € T [x] polinomok esetén az fu+ gv = h

egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [x] polinomokra
nézve, ha Inko (f,g) | h.

Ha (uo, vo) egy megoldds, akkor barmely t € T [x] esetén az alabbi (u, v) pdr is
megoldds, tovabba minden megoldds eléall ilyen alakban a t polinom alkalmas
megvalasztasdval:

_ g e

U= ot Inko (, g) L

f t

V—=vy— ——— - t.
0 Inko (f, g)



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

27. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet az R [x]
polinomgyliriiben, ahol

f:x4—|—2x3+4x2+2x—|—3, g:X3+x2+X—3.

f =(x+1)-g + 2x2 +4x+6
g = (x—1)-(x*+2x+3) + 0

Tehat Inko (f,g) ~ x? +2x + 3.
Fejezziik ki a legnagyobb koz0s osztdt f és g segitségével:

1 1 1
Rt =3 (= 1) g =5 f+ (—3x-3) e

N~

NI
x
|
N

Az egyenlet egy megoldasa: ug = % V= —



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

28. feladat. Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet az Zs [x] polinomgyfiriiben, ahol

f=x2+3x+1, g =x>+2x%>+4x+2.

X +224+4x+2 = (x+4)- (*+3x+1) + x+3
x?+3x+1 :X-(x+§) + 1
x+3 = (x+3)-1 + 0

Fejezziik ki 1-et f és g segitségével:
I=f-—x-(x+3) =f—x-(g—(x+4)-f) = (x*+4x+1) - f—x-g

Az egyenlet egy megolddsa: ug = x> +4x+1, v = —x.



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

29. feladat. Hatdrozza meg f és g legnagyobb k&zds osztéjat, oldja meg az
fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet, és szdmitsa ki f és g komplex gyokeit:
F=x*+2x3—x2—4x—2, g:X4+X3—X2—2X—2.

30. feladat. Hatdrozza meg f és g legnagyobb kézos osztéjat, oldja meg az
fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet, és szdmitsa ki f és g komplex gy6keit:
F=x*+x342x24+3x—3, g:X4+X3+X2+3x—6.

31. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet Z5 [x]-ben:
f=x*4+x34+x>+1, g=x3+1.

32. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet Z; [x]-ben:
f=x*4+x34+x, g=x*+x>+x.

33. feladat. OIdJa meg az fu + gv = 1 egyenletet Z7 [x]-ben:
f=x*4+6x3+3x>2+2x+4, g=x>+6x+3.

34. feladat. Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet Zs [x]-ben:
f=x34+4x, g=2x>+3x+2.



Kongruenciarelacio

3.15. Definicid.

Tetszbleges f, g, m € T [x| esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m
(jelolés f = g (modm)), ham|f —g.

3.16. Allitas.

A mod m kongruencia ekvivalenciareldcié T [x]|-en, és két polinom akkor és csak
akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.

3.17. Tétel.
Tetszéleges f, g, h, f1, g1, f, g2, m € T [x| esetén érvényesek az aldbbiak:

i =g (modm) N hAth=g g (modm)
f = go (mod m) fi-fr=g1-g (modm)
» Ha h # 0, akkor hf = hg (modm) <— f=g (modm).

» Ha Inko (m, h) ~ 1, akkor hf = hg (modm) <= f =g (modm).



Linearis kongruencia

3.18. Tétel.

Tetszbleges f, g, h € T [x] esetén az f - u= h (mod m) linedris kongruencia akkor
és csak akkor oldhaté meg, ha Inko (f, m) | h. Ha ez teljesiil, akkor a megolddsok
egyetlen modulo m maradékosztdlyt alkotnak.

35. feladat. Oldja meg az f - u =1 (mod m) konruenciat a Zs [x]
polinomgyliriiben, ahol

f=x24+3x+1, m=x34+2x%+4x+2.
f-u=1 (modm) <= 3veZs[x]: fu=1+mv
— IveZs[x]: fu—mv=1
Egy megoldés: ug = x? + 4x + 1.

Az &ltaldnos megoldds: u= x> +4x +1 (mod m).



Linearis kongruencia

36. feladat. Oldja meg az f - u =1 (mod m) konruenciat a Z; [x]

polinomgylirtiben, ahol B
f=X2+1, m=x3+x2+1.

A szokasos mddszer:

fr-u=1 (modm) <= 3JveZyx]: fu=1+mv
— JveZx]: fu—mv=1

. ugp = x> + x + 1. Tehat a kongruencia megolddsa:u = x?> + x + 1 (mod m).

Egy miasik gondolatmenet:

f-u=1 (modm) < (x+T)2~uEx3+x2 (mod x® + x? + 1)
<~ (x4+1)-u=x% (modx3+x2+41)
< (x+1)-u=x>+T1 (modx®+x?+1)
< u=x>+x+1 (modx®+x?+1)



Maradékosztaly-gytiri

3.19. Definicié.

A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik. Az f € T [x] polinomot tartalmazé modulo m
maradékosztalyt f jeldli, a maradékosztdlyok halmazat (vagyis a modulo m
kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig T [x] / (m) jeldli.

Tehdt T [x]/(m) = {f:fe T[x]}.

3.20. Definicid.

A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az 6sszeadast, az additiv
inverz képzését és a szorzdst a kdvetkezéképpen: tetszéleges f, g € T [x] esetén
legyen

f+g=f+g, —g=-g f-g=f-g

3.21. Allitas.

A fenti miiveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok dsszege (additiv inverze,
szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl melyik elemet
vélasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miiveletekkel T [x] / (m) kommutativ
egységelemes gyiiriit alkot (maradékosztaly-gyiirii).



A maradékosztdly-gylirli egységei

3.22. Tétel.

Az f € T [x] / (m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ
inverze, ha f L m. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatdrozott.

37. feladat. Hatdrozza meg az f € Zs [x| / (m) maradékosztdly multiplikativ
inverzét, ahol

f=x24+3x+1, m=x3+2x%+4x+2.

T inverze f-nak

Tehat f multiplikativ inverze: x2 4+ 4x + 1.



A maradékosztdly-gylirli egységei

38. feladat. Hatdrozza meg az f € Z; [x| / (m) maradékosztdly multiplikativ
inverzét, ahol
f=x+1 m=x34+x2+1.

Tinverze f-nak <«<— f-u=1
<~ f-u=1 (modm)
< u=x’>+x+1 (modm)

Tehat f multiplikativ inverze: x2 4+ x + 1.

39. feladat. Szamitsa ki a Zs [x] / (x3 + x + 1) gytirliben 3x2 + 2 inverzét.
40. feladat. Szamitsa ki a Zs [x] / (x3 + x* + x + 1) gyiiriiben 2x2 + 4 inverzét.
41. feladat. Szamitsa ki a Za [x] / (x® + x? + 1) gyliriiben x2 inverzét.

42. feladat. Szamitsa ki a Z5 [x] / (x> + x + 1) gyiiriiben X inverzét.
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Polinomfliggvény

3.23. Definicid.

Az f = apx" 4+ ---+aix+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (¢) = apc" +---+ajc+ag € T elemet értjiik.
Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az

f:T—>T,c—f(c)
leképezés.

A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyantgy jeloljiik; a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikrdl van szé. Ha polinomfiiggvényekrdl
van szd, akkor x-et vdltozdnak nevezziik (nem pedig hatdrozatlannak).



Polinom vs. polinomfliggvény

Példa.

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 75,00 =01~1=12-2=2
A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 —7Z3,0—0 1—1, 2+—2.

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiilonbdz8 polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Polinom vs. polinomfliggvény

Altaldnosabban, ha T egy g-elemi test, akkor

» a T — T leképezések szdma g9, mig

> T feletti polinombdl végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonb6z6 polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Gyokok és oszthatdsag

3.24. Definicié.
Az v € T elem gycke az f € T [x] polinomnak, ha f («) = 0.

3.25. Tétel (Bézout tétele).

Bdrmely f € T[x] ésa € T esetén f(a) =0 <= x—a|f.
Bizonyitas.

Osszuk el f-et (x — a)-val maradékosan:

f=q(x—a)+r ahol g, r € T[x]| és degr < deg(x —a) =1.

Vegyiik észre, hogy itt r konstans polinom. Ertékelj[jk ki az x = « helyen a fenti
egyenl6ség mindkét oldaldt:
fla)=q(a)(a—a)+r=r.
Tehat
x—a|f <= r=0 < f(a)=0.



Kozos gyokok

3.26. Kovetkezmény.

Tetszéleges f, g € T [x]| polinomok esetén f és g kbz6s gydkei ugyanazok, mint
Inko (f, g) gydkei.

Bizonyitds.
Legyen d = Inko (f, g). Tetszbleges & € T esetén
o« kdzds gydke f-nek és g-nek <= f(a) =0ésg(a) =0
— x—a|fésx—ualg (Bézout)
— x—a|d (Inko def.)

<~ d(a) =0. (tuozéB)



Tobb gyoktényezo kiemelése

3.27. Kovetkezmény.
Ha ai,...,ax € T pdronként kiilonb6z6 elemek és f € T [x|, akkor

fla)=...=f(ay) =0 <= (x—ag)-...-(x—ayg) | f.

Bizonyitas.
flag)=...=f(ag) =0 < x—ay,..., X—wg | f (Bézout)

= (x—a1) ... (x—ag) | £ (miért?)



A gyokok szama

3.28. Kovetkezmény.

Ha az 0 # f € T [x] polinom fokszdma n, akkor legfeljebb n kiilénb6z8 gydke van a
T testben.

Bizonyitas.

Legyenek a7y, ..., x, € T az f polinom &sszes kiilonbdzé gydkei. Ekkor

(x—wa1)-...-(x—ak) | f = k<degf =n.

3.29. Megjegyzés.

Ha nem test feletti polinomokat tekintiink, akkor a gyokok szama meghaladhatja a
fokszamot!

Példdul az x> — 1 € Z12 [x] polinomnak négy gydke is van!



Polinom vs. polinomfliggvény

3.30. Kovetkezmény.

Ha az f, g € T [x] polinomok legfeljebb n-edfokiiak, és n+ 1 kiilénbéz8 helyen
ugyanaz a helyettesitési értékiik, akkor f = g.

3.31. Kovetkezmény.

Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a
hozzdjuk tartozé polinomfiiggvények megegyeznek.

3.32. Megjegyzés.

Ha a T test véges, akkor taldlhatdk kiilonbozé T feletti polinomok, amelyekhez

ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (keressiink végtelen sok ilyen példat!). Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Lagrange-interpolacié

3.33. Tétel (Lagrange-interpolacid).
Tetszlleges cy, . . ., Cn+1 paronként kiilonbézé és dy, .. ., dnt1 (nem feltétleniil

kiilénbz8) T-beli elemekhez létezik pontosan egy f € T [x| legfeljebb n-edfokd
polinom, amelyre f (¢;) =d; (i=1,...,n+ 1) teljesiil.

3.34. Definicié.

Az el6z6 tételbeli f polinom neve Lagrange-féle interpoldcios polinom.

3.35. Megjegyzés.

El6fordulhat, hogy az n+ 1 pontra illesztett Lagrange-féle interpolacids polinom
foka kisebb, mint n. Pontosan n-edfokd polinom |étezését nem lehet garantdlni. Ha
nem kotiink ki semmit a fokszdmra, akkor elveszitjiik az unicitast: barmely

g € T [x] polinomra f + (x —c1) - - (x — cpy1) - & is megfeleld. Nem nehéz
meggondolni (tegyiik meg!), hogy minden olyan polinom, amely a ¢; helyeken a d;
értékeket veszi fel, el6all ilyen alakban.



Lagrange-interpolacié

43. feladat. Hatarozza meg azt a legalacsonyabb fokszdmi f € R [x] polinomot,
amelyre f (0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3)=8.

P =(x—-1)(x—2)(x—3) P1(0)=—-6
Dy =x(x—2)(x—13) DPy(1) =2
P33 =x(x—1)(x—13) D3 (2) = -2
Py =x(x—-1)(x—2) P, (3)=6

44 feladat. Hatarozza meg azt a legalacsonyabb fokszdmi f € R [x] polinomot,
amelyre f (1) =2, f(2) =1, f(3) =4, f(4) =3.

45. feladat. Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszdmi f € R [x] polinomot,
amelyre f (—=1) =10, f(0) =5, f(1) =3, f(2) =4.
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Horner-elrendezés

3.36. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az f € T [x]| polinomnak az & € T elem k-szoros gyéke, ha
(x—a)* | Fde (x—a)*TT{ £, A k szémot az a gydk multiplicitdsanak nevezziik.

3.37. Megjegyzés.

Megengedjitk a k = 0 esetet is: a pontosan akkor nullaszoros gyok, ha nem gyok.

Legyen f = apx™ + - - -+ aix + ag € T [x] egy n-edfokii polinom és ¢ € T. Ha

f (c) értékét szereténk kiszamitani, akkor a szokdsos f (¢) = apc" +--- 4+ ajc+ ap
felirdst haszndlva 2n — 1 szorzast és n Gsszeadast kell elvégezniink. Ha viszont a
disztributivitast kihasznalva f (c¢)-t a kdvetkezé alakban irjuk fel, akkor csak n
szorzast és n Gsszeadast kell elvégezni:

f(c)=((--(((an-c+an-1)-ct+apn2) c+an3) -+a) c+ar) c+ao.

Ezt nevezziik Horner-elrendezésnek. Figyeljiik meg, hogy balrdl jobbra haladva
elvégezve a miiveleteket a kdvetkezd részeredmény mindig tgy adddik, hogy az
eléz8t megszorozzuk c-vel, és hozzdadjuk f soron kdvetkezd egyiitthatdjat. (Itt
részeredményen az egy zardjelpdron beliili kifejezéseket értjiik.)



Horner-mddszer
A szdmolast kényelmesebb az alabbi tablazatban elvégezni.

an a1 PN o | ‘
c an an-C+an_1 & &~C—0—‘ f(c)

Amint a kovetkezo tételbdl és kdvetkezményébdl kideriil, a Horner-elrendezés
valéjdban nem csak f (c¢) kiszdmitdsdra alkalmas.

3.38. Tétel (Horner-mdédszer).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ag € T [x] egy n-edfoki polinom ésc € T. Ha a
Horner-mddszerrel elkészitett tablazat alsé soraban allé elemek by, . .., b1, by, azaz
bp=ap és bj =bjy1-c+a; (i=n—1,...,0), akkor by nem mds, mint az f-nek
az x — ¢ polinommal valé osztdsakor keletkez6 maradék, bpx" 14 o box + by
pedig ugyanezen osztds hanyadosa:

fZ(X—C)'(b,,Xnil—‘r--'—i-bzX—Fbl)—i-bo.

46. feladat. Fejezze be a 3.38. Tétel bizonyitdsat.



[teralt Horner-modszer

3.39. Kovetkezmény (iterdlt Horner-médszer).

Alkalmazzuk a Horner-médszert az f = apx" + -+ -+ aix+ ag € T [x] polinomra
ésac € T elemre, majd egészitsiik ki a tablazatot egy ujabb, az el6z6nél eggyel
révidebb sorral a fentebb leirt szdmoldsi szabdlyt kévetve. Folytassuk tjabb, egyre
révidebb sorokkal, mig véglil egy haromszég alakd tablazatot kapunk:

an | an—1 a1 ‘ 40 ‘
C ‘ do
c d1
C dn.—l
c || dy

A tablazat jobb szélén atlésan elhelyezkedé elemek megadjak annak a polinomnak
az egylitthatdit, amelyet f-bdl az x — ¢ hatdrozatlanra vald attéréssel kapunk:

anx"+---+axt+a=dp(x—c)"+---+di(x—c)+ do.

Hady=---=dk_1 =06 dy #0, akkor a c € T elem k-szoros gydke f-nek.



(Iteralt) Horner-médszer

47. feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 1 az f = x3 — 4x? + 5x — 2 polinomnak?
Kétszeres: f = (x — 1) (x — 2).

48. feladat. Hényszoros gyoke ¢ = 2 az f = x> — 5x* + 7x3 — 2x? + 4x — 8
polinomnak?

49. feladat. Hényszoros gycke ¢ = —2 az f = x° 4+ 7x* + 16x3 4 8x% — 16x — 16
polinomnak?

50. feladat. Szamitsa ki az f = x* + 4ix3 — 7x?> — 6ix — 4 polinom komplex
gyokeit az y = x + i hatarozatlanra vald attérés segitségével.

f ~ y* — y2 — 6, ennek gyokei £1/3, £1/2i, tehat f gyokei:
V3—i, —V3—i, (V2-1)i, (—=V2-1)i.

51. feladat. Szamitsa ki az f = x* — 4ix3 — 3x? — 2ix — 12 polinom komplex
gyokeit az y = x — i hatdrozatlanra valé attérés segitségével.

52. feladat. Szamitsa ki az f = x* + 8ix3 — 26x% — 40ix + 21 polinom komplex
gyokeit az y = x + 2/ hatdrozatlanra vald attérés segitségével.
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[rreducibilitas

3.40. Definicid.

A p € T [x] polinom irreducibilis, ha legaldbb elséfokd, és csak tgy bonthaté két
polinom szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a mésik tényezd

sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trividlis faktorizaciordl beszéliink.)
Formalisan:

Vi,geT[x|:p=fg = (p~fvagyp~g).

3.41. Allitas.

Egy legaldbb elséfoki p € T [x]| polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem
bonthaté deg p-nél kisebb fokszamu polinomok szorzatara.

Bizonyitas.
> trividlis felbontds: p = f - g, ahol degf = 0,degg = degp (vagy forditva)

» nemtrividlis felbontds: p = f - g, ahol 1 < degf,degg < degp



Egyértelmi irreducibilis faktorizacié

3.42. Definicid.

A p € T [x] polinom prim, ha legaldbb elséfokd, és valahdnyszor osztdja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat egyik tényezdjének. Formdlisan:

Vf,gcT[x]:p|fg = (p|fvagypleg).

3.43. Tétel.

Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsag ekvivalens.

3.44. Tétel.

Minden legalabb els6foki polinom felbonthatd irreducibilis polinomok szorzatara.
Ez a felbontds a tényezbk sorrendjétél és asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmiien
meghatarozott, azaz ha py-...-pn ésq1 - ... gm ugyanazon polinom két

irreducibilis faktorizdcidja, akkor n = m, és létezik olyan T € S, permutacid, hogy
minden i =1,...,n esetén

Pi ™~ qr(i)-



Irreducibilitds vs. gyokok

3.45. Allitas.

Az elséfoki polinomok barmely test felett irreducibilisek.
Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor degg +degh =1, és igy

degg =1,degh=0 vagy degg =0,degh=1.
Mindkét esetben trividlis a felbontds.

3.46. Tétel.
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gydke.

Bizonyitas.
Ha o gydke f-nek, akkor f = (x — «) (- - - ) nemtrividlis felbontas.



Irreducibilitds vs. gyokok

3.47. Tétel.
HafeT [x] és2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gydke.
Bizonyitas.

Ha f = g - h, akkor deg g +deg h € {2, 3}, igy a nemtrividlis felbontdsokra a
kovetkezo lehetdségek vannak:

degf degg degh

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van els6foki osztéja. Egy elséfokd

polinom asszocidltsag erejéig mindig x — a alakban irhaté* , ez pedig akkor és csak
akkor osztja f-et, ha a gyoke f-nek. ]

*ax—f—b:a(x—f—g)wx—i—g:x—(—g):x—zx



Irreducibilitds vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis = nincs gyoke
implikacié igaz a legaldbb masodfokd polinomokra. Elséfokiiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikdcid igaz a masod- és harmadfoku polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa.

Az f = x* +2x%2 4+ 1 € R [x] polinomnak nincs valés gydke, mégsem irreducibilis R
felett:

f= (X2+ 1)(x2+ 1).



Irreducibilitds vs. gyokok

Legaldbb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem NEM NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Irreducibilis faktorizacio

53. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az aldbbi polinomot:
f=x043x* —x3+2x3 +x—1€Zs[x].
Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kipréobalhatjuk, hogy gyoke-e

valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, anndl a Horner-mdédszerrel megéllapitjuk a multiplicitdst, és
levalasztjuk a gyoktényezdket:

f=(x—1)%(x—3) (x—4) (x> + 4x +2).

Az x2 + 4x + 2 polinomnak nincs gyoke (ha lenne, megtalaltuk volna), és csak
masodfoku, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb fokd polinom marad a gydktényezék kiemelése utdn,
akkor valami triikkre van sziikség . ..)



Irreducibilis faktorizacio

54. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az
x% 4+ x* +2x3 + x2 + 1 € Z3 [x] polinomot.

55. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az
x° +x* +2x3 + 2x + 1 € Z3[x] polinomot.

56. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az
x® 4+ x* +2x3 + 1 € Zs [x] polinomot.

57. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatdra az
x° + x3 + 4x2 + 4 € Zs [x] polinomot.

58. feladat. Hatdrozza meg Z, felett az 6sszes legfeljebb harmadfoki irreducibilis
polinomot.

59. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az x* + x +1 és x* +x% + 1
polinomokat Z, felett.



Irreducibilitas kiilonbozo testek felett

Példa.
Az f = x> + 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: x? +1 = (x+i) (x — /).

Példa.

Az f = x? — 2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: x? —2 = (x — v/2)(x + v/2).

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, anndl ,,tobb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.

Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett z f irreducibilis T felett.



Az algebra alaptétele

3.48. Tétel* (az algebra alaptétele).

Minden legalabb els6foki komplex egyiitthatds polinomnak van gyéke a komplex
szamok testében.

Elsé nem-bizonyitas.

Vizsgaljuk meg egy tetsz8leges f € C [x] legaldbb elséfokd polinom ,szinképét’™:

im0

2

'

-2 0 2
Re

A szinképnek van legsotétebb pontja, és ez a pont csak fekete lehet.




Az algebra alaptétele

Masodik nem-bizonyitas.
Legyen f = x" +ap,_1x" "1 + -+ a1x + ap € C [x]. Vizsgéljuk meg egy origd

kdzéppontd, r sugart korvonal f melletti képét. Ez egy zart gbrbe lesz, amely

> nagyon kicsi r esetén ag koriil kunkorodik:

> nagyon nagy r esetén n-szer megkeriili az origdt:

A kett6 kozotti folytonos atmenet soran a gdrbe atmegy az origdn:




Irreducibilis polinomok a komplex szamtest felett

3.49. Kovetkezmény.

A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoki polinomok irreducibilisek.
Bizonyitas.

Tudjuk, hogy az elséfokiak barmely test felett irreducibilisek.

Ha f € C [x] legaldbb masodfoki, akkor az algebra alaptétele szerint van valédi
(pl. elséfokd) osztdja.



Irreducibilis faktorizacié a komplex szamtest felett

3.50. Kovetkezmény.

Minden legalabb els6foki komplex egyiitthatds polinom elséfoki polinomok
szorzatdra bomlik.

Haf =apx"+---4+aix+ap € C[x] (n>1,a,#0), akkor f-nek
multiplicitdssal szamolva pontosan n gyéke van.

Ha ezek a gyokdk ay, ..., an (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitdsa), akkor

f=an(x—wa1) - (x—ap).
Ezt nevezziik a polinom gybktényezds felbontasanak.
Bizonyitas.
Mivel C test, minden C feletti legaldbb elséfokd polinom irreducibilisek, azaz

elséfokiak szorzatara bomlik. Ezek az els6fokiiak asszocidltsidg erejéig x — «
alakdak. Tehat f € C [x] irreducibilis faktoriz4cidja igy fest:

f~(x—ag) - (x—ap).

Vilagos, hogy ekkor f gydkei éppen az «1, ..., &, komplex szamok.



Oszthatdsag vs. gyokok

3.51. Kovetkezmény.
Barmely f, g € C [x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke
egyuttal gyéke g-nek is, mégpedig legalabb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

Bizonyitas.

Az f polinom gyokei ,egy az egybe” megfelelnek f primosztdinak, tovabbd az «
gyok multiplicitdsa éppen az x — o primtényezé kitevdje f primfelbontasiban.

A primfelbontdsbdl pedig ugyandgy lehet az oszthatdsdgot kiolvasni, mint az egész
szamok korében. ]



Valés polinom komplex gyokei

3.52. Tétel.

A valés polinomok nemvalds gyckei komplex konjugdlt parokban lépnek fel:

VFeR[x] VzeC:f(z) =0 = f(z) =0.

Bizonyitas.
Legyen f = apx" + - - - 4+ a1x + ag, ahol a,, ..., a1, a0 € R.

f(z)=ap- 2"+ ---4+a1-Z+ag

Tehdt f (z) =0 = f(2) =7 (z) =0=0.



Irreducibilis polinomok a valds szamtest felett

3.53. Kovetkezmény.

Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste
felett, ha els6fokd, vagy olyan masodfokd polinom, melynek nincs valds gyoke.
Tehdt az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezdk:

» ax+b (a,beER,a#0);

» ax?+bx+c (a,bc€R,a#0 b>—4ac<0).
Bizonyitas.
Tudjuk, hogy a legfeljebb masodfoku polinomok kdzott pontosan a fentiek az
irreducibilisek. Legyen most f € R [x] legaldbb harmadfokd.

» Ha f-nek van valds gyoke, akkor nem irreducibilis R felett.

» Ha f-nek nincs valds gydke, akkor legyen & € C \ R egy nemvalds komplex
gyok. Ekkor & is gyoke f-nek, és @ # o mert & ¢ R. Ezért az
(x —a) (x —@) | f oszthat6sag teljesiil C [x]-ben. Node
(x—a) (x—&) =x?> —2Rea-x+|a]* € R[x],
igy f-nek (x —a) (x — &) valddi osztdja R [x]-ben (miért?).



Irreducibilis faktorizacié a valds szamtest felett

60. feladat. Hatarozza meg az f = x5 — 27 polinom irreducibilis felbontasat C és
R felett.

A polinom komplex gydkei: V3, =3, a, &, B. B ahol

zx—\/g-(;—f—\fi)—\vazi, ﬁ-ﬁ-(—;—%?i)——ﬁ—f—;i

A C feletti felbontds (azaz a gyoktényezés alak):
f = (x=V3)(x+V3) (x—a) (x—7) (x— B) (x— B) .
Az R feletti felbontas:

f= (x=V3)(x+V3)(x* —2Rea- x + [a|*) (x* —2Re B - x + |B|?)
= (x=V3)(x+V3)(x* = V3x+3) (x> + V3x +3).

A Q feletti felbontds:
f=(x*>=3)(x*+3x*+9).



Irreducibilis faktorizacié a valds szamtest felett

61. feladat. Hatdrozza meg az f = x® + 1 polinom irreducibilis felbontasat C és
R felett.

62. feladat. Hatarozza meg az f = x8 — 16 polinom irreducibilis felbontasat C és
R felett.

63. feladat. Hatdrozza meg az f = x* — x% + 1 polinom irreducibilis felbontdsat
C és R felett.

64. feladat. Hatdrozza meg az f = x% + 7x3 — 8 polinom irreducibilis felbontdsat
C és R felett.

65. feladat. Hatdrozza meg az f = x> + x* + x3 + x% + x + 1 polinom
irreducibilis felbontasat C és R felett.
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Primitiv polinomok

3.54. Definicid.

Az apx"+ -+ -+ a1x + ag € Z [x] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha
egyutthatdi relativ primek, azaz Inko (ag, ..., an) = 1.

3.55. Allitss.

Minden raciondlis egyiitthatds polinom felbonthaté egy raciondlis szam és egy
primitiv polinom szorzatara: Vf € Q[x] Ire Q If* € Z[x]: f =r-f*
és f* primitiv polinom.

3.56. Megjegyzés.

Az eléz8 dllitasban f ~ * (ha f # 0), tehat Q [x]-ben asszocidltsdg erejéig mindig
lehet primitiv polinomokkal szamolni.

Példa.

_ 15,2 60,2 315 70
f x—i-4x—i-2 58X+ g X+ 55

= & (60x2 4+ 315x + 70) = 5 -(12x° 4 63x + 14)
~ T



Primitiv polinomok

Bizonyitas.
" b )
Legyen f = ) = -x', ahol p;, q; € Z, Inko(pi,qi;) =1 (i=0,...,n).

i=09i

n .

F=5-Y. gp,- -x',ahol Q = Ikkt (qo, ..., an)
=0 ~~

b;eZ

n

f=9- 5.« ahol d = Inko (by, ..., by)
i=0

n
Tehét f=r-f* ahol r=9€Q é =Y %.x'€Z[x| primitiv
i=0

polinom.



Redukcié modulo p

Jelodlés.

n
Adott p primszam esetén az f = Za,-‘x’ € Z [x] polinom modulo p redukaltjin az
i=0

n .
fi=) 3 -x' €Z,[x]
i=0

polinomot értjiik, ahol a; az a; egész szamot tartalmazé modulo p maradékosztily.
A maradékosztalyokkal valé szamolas definicidjabdl adddik, hogy

Vf,g€Z[x|: f-g=f-g.
Nyilvan deg f < degf, tovdbba ha p 1 aj, akkor (és csak akkor!) 3, # 0, és igy
degf = degf = n.

Példa.
Legyen p = 5 és f = 10x3 4 7x? + 25x — 2. Ekkor

F=10x4+7x>+25x+ 2=0x"4+2x>+0x+3=2x*>+3 € Zs [x] .



Egy triikk

Példa.
Felbonthaté-e az f = x* +2x3 + 6x2 + 7x + 5 € Z [x] polinom kisebb fokszdm(i
egész egyliitthatés polinomok szorzatara?

Tegyiik fel, hogy igen:
Jdg.heZ|x]:f=g-h és0<degg,degh < 4.
Redukaljuk modulo 2: f =g-h, ahol g-h € Z3 [x] és 0 < degg,degh < 4.

Node f = x* 4+ x + 1 irreducibilis Z5 [x]-ben, mert nincs neki se elsé- se masodfokii
irreducibilis osztdja. ‘§
Tehat f nem bonthaté fel kisebb foki egész egyiitthatés polinomok szorzatara.

Nemsokara bebizonyitjuk, hogy ekkor f nem bonthaté fel kisebb fokd racionalis
egyiitthatds polinomok szorzatdra sem, tehat irreducibilis Q felett.



Gauss-lemma

3.57. Lemma.

Tetszéleges f € Z [x] polinom akkor és csak akkor primitiv, ha minden p
primszamra f # 0 € Zp [x].

Bizonyitas.

= Ha f nem primitiv, akkor létezik olyan p prim, ami osztja f minden
egyiitthatdjat, és igy f =0 € Z, [x].

= Ha létezik olyan p prim, amelyre f =0 € Zp [x], akkor p osztja f
minden egyiitthatdjat, és igy f nem primitiv.

3.58. Tétel (Gauss-lemma).

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas.

Legyenek f és g primitiv polinomok, és tegyiik fel, hogy fg nem primitiv.
> fg nem primitiv = létezik olyan p prim, amelyre fg =0 € Z, [x].
> f és g primitiv = f #£0€Z,[x] ésg # 0 € Zp [x].

Tehdt Z,, [x]-ben f és g zérusosztdk, ez pedig lehetetlen, mivel Z,, test.



Felbontds Q, illetve Z felett

3.59. Tétel.

Ha egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthatd fel ndla kisebb
fokszamii egész egyiitthatds polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és deg f = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) dg.he Z[x]: f=gh é 0 < degg,degh < n;
(2) 3g.he Q[x]: f=gh é 0<degg,degh < n.

3.60. Megjegyzés.

A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az els6 viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett.

Tehat a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy egy egész
egyiitthatds polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q
felett.

Péld4ul a 2 - x faktorizacié Z [x]-ben nemtrividlis, mert 2 ¢ Z [x]|" ezért a 2x
polinom nem irreducibilis Z felett (Q felett viszont irreducibilis, hiszen elséfoka).
Meg lehet mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett
irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszamok (mint konstans polinomok).



Felbontds Q, illetve Z felett

3.59. Tétel.
Vf € Z[x], degf > 1 esetén (1) <= (2)

(1) 3g,he Z|x]: f=g-h és 0<degg,degh < n;
(2) Jg.heQ[x]:f=g-h é 0<degg,degh < n.

Bizonyitas.
Az vildgos, hogy (1) = (2).
Tegyiik fel, hogy (2) teljesiil, és legyen

g=r-g" h=s-h* ahol r,s € Qés g* h* € Z[x] primitiv polinomok.
Legyen rs = g, ahol Inko (p, q) =1 és g > 0. Ekkor

f:g-h:rg*~sh*:rs~g*h*:§-g*h*.

Meg fogjuk mutatni, hogy g = 1.



Felbontds Q, illetve Z felett
Bizonyités (folyt.)
fF— p * _ * %k

Legyen g*h* = Y "a; - x'. A fentiek szerint

n

i=0
Vie{0,....,n}: q|p-a
= Vie{o,..., n}: qla (g Lp)
= q | Inko(ap, ..., an) (Inko def.)
=N
| LN 28
Tehat p

F=P.g"n = pg* - h .

q g pg ,

€Z]x] €Z[x]

A fenti felbontdsban a fokszamok ugyanazok, mint az eredeti f = gh felbontéasban,
hiszen pg* ~ g és h* ~ h. O



Pontos oszthatdsag

3.61. Definicid.

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthatd
p-vel, de p2-tel mar nem.

Jelolés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aés p?ta.

Példa.

312 de 2}12



Schonemann—Eisenstein

3.62. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitdsi kritérium).
Legyen f = apx" + - - -+ a1x + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptanplani,....p|awpl ao
akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.
3.63. Kovetkezmény.
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.

Bizonyitas.
x"+2 ]

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szdmtest esetével:
» C felett csak az elséfokuak,
> R felett csak az elséfokiiak és bizonyos masodfokiiak

irreducibilisek.
Még szerencse, hogy a racionalis szimok testének mar nincs valddi részteste!



VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

3.64. Megjegyzés.

A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditdsa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem |étezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfeleld
oszthatdsagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditads helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe”.

3.65. Tétel* (muivdtivd iestilidioubomi oldt-nistenszid—nnsmandae).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + a9 € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
pllanp|an-i,....p| a1, ptao, akkor f irreducibilis a raciondlis szimok teste
felett.



Racionalis gyokok

3.66. Tétel (Rolle tétele).

Legyen f = apx" + - - - 4 a1x + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom.
Ha g egy egyszeriisithetetlen tért alakjdban felirt raciondlis szam (azaz
p.gE€Z, q#0éslnko(p,q) = 1), akkor

f(I;):O = qlanésp|ao.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom raciondlis gydkei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ap nem garantilja,
hogy % gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a jé", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
raciondlis gyokdt megtalalhatjuk (ha van egyaltaldn raciondlis gyok).



Racionalis gyokok

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy 5 gyoke f-nek (Inko (p, g) = 1).
n n—1
0= f(p) :anpfn+an71%+--~+alg+ao.
q q q q
Szorozzunk be g"-nel:
0= anp"+ap-1p" g+ - +apg" ! + aq"

N

Hasonléan:

anp” + ap-1p" g+ +a1pg" t+a0g" =0
S~

glan = q| <= q|




Irreducibilis felbontas Q felett

66. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az aldbbi
polinomot:

f = 2x7 +5x® + 4x® + 13x* + 54x> + 84x% + 54x + 12.
Raciondlis gydk csak £1, £2, +3, 4, £6, £12, £3, +3 lehet.

Ezek koziil —1 és —% valéban gydk. Horner-mdédszerrel levdlasztva a
gyoktényezoket azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)2 (2x* + 12x +24) = (2x +1) (x + 1)? (x* + 6x + 12).

A kék polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 3).

67. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi

olinomot:
P f = 3x%09 — 10x%° + 100x — 50.

A polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 2).



Irreducibilis felbontas Q felett

68. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az aldbbi
polinomot:

f=dax*—7x2 —5x—1.

Raciondlis gyok csak £1,£3, £1 lehet. Ezek koziil —3 kétszeres gydk:

f= (X—I— %)2(4x2 —4x—4) = (2x+1)2 (x> —x—1).

A kék polinom irreducibilis Q felett: csak masodfokd, és nincs racionalis gyoke.

09.
70.
71.
72.
73.
74.

feladat.
feladat.
feladat.
feladat.
feladat.
feladat.

felbontdsat.

Adja
Adja
Adja
Adja
Adja
Adja

meg 3x% +2x% — 7x* + 2 € Q|[x] irr. felbontasit.

meg 2x% — x5 + 15x + 12 € Q [x] irr. felbontasit.

meg x°> — 2x3 + x2 + x — 1 € Q|[x] irr. felbontasat.

meg x5 — x* — x3 +2x2 — 1 € Q[x] irr. felbontdsat.

meg x® — x® — 2x3 — 3x%2 — x — 2 € Q[x] irr. felbontdsat.

meg x% + x% 4+ 2x* +4x3 — 4x? + 4x — 8 € Q[x] irr.



Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 4+ 7x? — 6x + 3 € Q [x] polinom?

Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és0 < deggAgN degh < n.
Ekkor deg g < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)|f(0)=3, b:=g(1)|f(1)=1 c:=g((2)|f(2)=3.
Tehat az (a, b, ¢) szdmharmasra 32 lehetéség van:
(a,b,c) € {-3,-1,1,3} x{—1,1} x {-3,-1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatarozni a g polinomot
Lagrange-interpolacidval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrividlis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c) =1(1,1,3) ~ g=x>—x+1 ~ f:(xz—x+1)(x2—3x+3)
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Polinomgytirli faktorteste

3.67. Tétel.

A T [x] / (m) maradékosztaly-gyiirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T
felett.

Bizonyitas.
Tudjuk, hogy

1. T [x]/ (m) kommutativ egységelemes gyiirii (3.21. All);
2. T [x]/ (m) egységcsoportja: {f: f L m} (3.22. Tétel);
3

. tehdt T [x] / (m) akkor és csak akkor test, ha legaldbb kételemdi, és

(%) VFETx]: m{f = fLlm (2.19. AlL).

v

Ha m e T\ {0}, akkor (és csak akkor) T [x] / (m) egyelemii, tehat nem test.
Ha m = 0, akkor (k)-ra f = x egy ellenpélda. (Ekkor T [x]/(m) = T [x].)
Ha m = f - g egy nemtrividlis felbontds, akkor (x)-ra f egy ellenpélda.
Ha m irreducibilis, akkor () teljesiil, mert Inko (f, m) csak 1 vagy m lehet.

[

v



Polinomgytirli faktorteste

3.68. Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jelslje n az m polinom
fokszdmat. Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgyiirii olyan test, amelyben az m
polinomnak van gycke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
Bizonyitas.

A maradékos osztds tétele (3.6. Tétel) szerint

VfeT[x] AreT[x]: f=r (modm) és degr < n—1.

Ezért T [x] / (m) minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)
alakban.

Ha T = Z,, akkor p vdlasztasi lehetéségiink van minden a;-re ezért dsszesen
p"-féleképp tudjuk az a,_1,..., a1, ap (n db) egyiitthatdkat megvélasztani.



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap_1x" 14+ +ax+ag
= ap+tax+ - +arx"!
= a+aa+---+ a,,,ltx”_l (ao, ai, ..., an—1 € T) .

Hasonlé szamolds mutatja, hogy

m(a) =m(x) =m(x) =0,

hiszen m =0 (mod m). Tehdt & € K valdban gycke m-nek.



OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibdvitésében.

Haazm=x"4+by,_1x" 14+ 4+ bhix+b €T [x] irreducibilis fépolinomnak
akarunk , gyokét csindlni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

a+an+-+ap—1a”™ ' (ag,a1,.... a1 €T).

Az o szimbdélumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0, azaz
a" 4 bp_1a" 1 4. 4 by + by = 0. Tehét a szémolasi szabaly:

n 1

a" = —by_1a" " — - — biax — by.

(Es ha m nem irreducibilis?)



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.69. Megjegyzés.

Haa K testeta T = R és f = x? + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K= {ao—|-81X | ao, a1 EIR}.

Vegyiik észre, hogy X° = —1, hiszen x> = —1 (mod x? +1).

irjunk X helyett i betiit, és hagyjuk el a vonasokat a konstansokrdl.

Ekkor K egy tipikus eleme:
atax=a +a-Xx=a+ari.

Tehat K elemei ag + a1 - i (a0, a1 € R) alakdak, és az i szimbSlumra vonatkozd
(egyetlen) szamoldsi szabaly: i> = —1.



Egy véges test

Példa.

Szamoljunk a Z, [x] / (x3 4 x + 1) testben! Ennek 8 eleme van:

0,1, X x+1, x2, x2+1, x2+x, x2+x+ 1.
x+1+x2+x=

x24+2x+1 x2 41

(semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0,1 & a+1, 1x2. 062+1, 042+a, o+ a4 1.
A szdmolasi szabaly:

3

oc3+a—0—1:0, azaz a«” =a+ 1.

(a+1)+ (> +a) = a®?+20+1 =a?+1
(a+1)-(a®+a) =a+22+a=>+a=(a+1)+a=1



A nyolcelemi test miivelettablazatai

+ 0 1 o a+1 a? a?+1 o+ ?+a+1
0 0 1 « a+1 a? a®+1 o +a 2 tat+1
1 1 0 a+1 a a?+1 a? W +a+l a4
o o a+1 0 1 a?+a a2 +a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 t+a+l  a2+a a?+1 2
o? a? a?+1 o+ a+a+1 0 1 13 a+1
a?+1 a?+1 o? 2+a+1  a’ta 1 0 a+1 o
o+ o+ ?+a+l ol a?+1 a a+1 0 1
2 +a+1 2 +a+1 o+ a®+1 o? a+1 ® 1 0

0 1 « a+1 a? a?+1 o +a 2 ta+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 o? a?+1 o+ a2 +a+1
o 0 o o? a®+a a+1 1 ?4a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a®+a a’+1 a?+a+1 a? 1 «
a? 0 ? a+1 ta+l  a?+a « a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? a a?+a+1 a+1 o+
o +a 0 o +a +a+l 1 a®+1 a+1 « a2
+a+l |0 ?+a+1  a?+41 a 1 a?ta 2 a1




Faktorgytirik

75. feladat. irja fel a Z5 [x] / (x? + x + 1) négyelemii test Gsszeads- és
szorz6tablajat.

76. feladat. Hany elemii a Z [x] / (X3 +x2 + 1) gylirli? Test-e ez a gylirii?
Zy[x])/ (X3 +x2 4+ 1) = {ax2 +bx+c:a b ce ZQ}, tehat 23 = 8 eleme van.
A faktorgyliri test, mivel x3 + x2 + 1 irreducibilis Z> felett.

77. feladat. Hany elemii a Zs [x] / (x? + 1) gy(iri? Test-e ez a gyliri?
Zs[x])/ (X2 + 1) = {ax—i— b:a be Z5}, tehat 52 = 25 eleme van.

A faktorgyiirii nem test, mivel x> 4 1 nem irreducibilis Zs felett.

78. feladat. Hany elemii a Z3 [x] / (x> + 1) gylir(i? Test-e ez a gyiir(i?

1/ (2
79. feladat. Hany elemii a Z3 [x] / (x +x2 + 1) gylri? Test-e ez a gytirl?
80. feladat. Hany elemii a Zs [x] / (x> + 2) gyiiri? Test-e ez a gyiiri?
81. feladat. Hany elemii a Z7 [x] / (

x4+ 2) gylir(i? Test-e ez a gylirii?



Szamolas faktortestekben

82. feladat. Szamitsa ki a Z3 [x] / (x3 — x + 1) testben az alabbi hanyadosokat:

1/2x2+1 =X, X/x+1=x2—x+1.

83. feladat. Szamitsa ki a Z3 [x] / (x® — x> 4+ x + 1) testben az albbi
hényadosokat: o
1/x+1=2, x2/x —1="2.

84. feladat. Szamitsa ki a Z3 [x] / (x® 4+ x> — x + 1) testben az albbi
hanyadosokat:
1I/x=?  x/x—1



Egy végtelen faktortest
85. feladat. Hatdrozza meg a K = Q[x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.

2—x = U <+= 2—x-u=1
<~ (2-x)u=1 (modx3—7)
— WeQX:R-x)u=1+(3-T7)v
= u=x?+2x+4 (modx®—7)
PN

1

Tehdt 2—x ~ = x2 4 2x + 4.



Gyoktelenités

Menjiink le alfaba:
K= {aD(2+th+CZ a,bceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokét csinalni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy & = V/7cis ﬁ".) Tehat K tekinthetd szdmtestnek is:

:{af/Eer\aﬁJrc:a,b,ceQ}.

Az el6bb kiszamoltuk, hogy 2 — X71 = x2+2x+ 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a?+20+4, azaz

2_\f—f+2\f+4

Ezzel a médszerrel (lényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezOket gyokteleniteni.



Gyoktelenités

86. feladat. Hatarozza meg a Q [x] / (x® — 2) testben az x2 + 3x + 4 elem
multiplikativ inverzét, majd gyoktelenitse ennek segitségével a kdvetkezd tort

nevezojét:
1

VA+392+4

87. feladat. Hatarozza meg a Q [x] / (x® — 5) testben az x2 + 3x — 2 elem
multiplikativ inverzét, majd gyoktelenitse ennek segitségével a kdvetkezo tort

nevezgjét:
1

V25 +3v/5 -2



Véges testek

3.70. Tétel*.

Akkor és csak akkor létezik g-eleml(i test, ha q primhatvany.

Bizonyitas helyett.

Barmely p primszam és n pozitiv egész szam esetén |étezik n-edfoku irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trividlis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy g-elemii test, akkor tartalmaz prim elemszami résztestet (kdzel sem
trivilis!).
Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p".

A g-elemii testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).



Véges testek

Példa.
> kételemii test: GF (2) = Z,
» haromelem( test: GF (3) & Z3
=7 x|/ (x2+x+l)
» otelemii test: GF (5) = Zs

> négyelemii test: GF (4)

> hatelemii test: nincs!

> hételemii test: GF (7) = Z7

> nyolcelemdi test: GF (8) = Z, [x] / (x3 4+ x+1)

> kilencelemii test: GF (9) = Z3 [x] / (x> +1) = {a+ bi: a, b € Z3}

> tizelem( test: nincs!
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Valés polinomfiliggvény derivaltja

f=x5—15x5 +90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128
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Valés polinomfiliggvény derivaltja

f = x5 — 15x> + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2)* (x — 4)?
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Valés polinomfiliggvény derivaltja

f = x5 — 15x> + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2)* (x — 4)?
f! = 6x5 — 75x* + 360x3 — 828x2 + 912x — 384

A
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Valés polinomfiliggvény derivaltja

f = x5 — 15x> + 90x* — 276x3 + 456x2 — 384x + 128 = (x — 1) (x —2)* (x — 4)?
fl = 6x> — 75x% + 360x3 — 828x2 + 912x — 384
" = 30x* — 300x3 + 1080x2 — 1656x + 912

ERVNA
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Polinom derivaltja

3.71. Definicid.
Az f = apx" + -+ + a1x + ag € C [x] polinom deriviltjan az
napx" L4 2a0x + a1

polinomot értjiik.

Jelodlés.

Az f polinom derivaltjat f’ jeldli, a k-adik derivaltat pedig f(K), az F(1) = £/ és
(0 = f megsllapodassal.

3.72. Tétel.

Minden f, g € C [x| polinomra és k pozitiv egész szimra érvényesek az aldbbi
derivalasi szabalyok:

(1) (F+g) =F +g
(2) (fg)' =f'g + fg;
(3) (FF)' = kFF=1f".



Polinom derivaltja

Bizonyitas.

A fenti definicié alapjan ,egyszerii” szdmoldssal ellenérizhetd (nem kell hozza
hatarérték!). Péld4ul, ha mar (1) megvan, akkor (2)-ben elég monomokkal
foglalkozni.

f=a-xk g =b-x fg = ab-xkt!

(k+1)ab-xk+-1

fl'=ka-xk"1 g/ =Ib-x'"1 (fg)
Ezek alapjan
flg +fg' = kax*=1. bx! 4 axk - Ibx!~1
= kab - xk71H 4 Jap . xkHI-1
= (kab+ lab) - xk+/=1
= (k+1)ab- xk+tI-1,

88. feladat. Fejezze be a 3.72. Tétel bizonyitasat.



Derivalt és tobbszoros gyokok

3.73. Tétel.

Ha k > 1 és az & komplex szam k-szoros gybke az f polinomnak, akkor
k — 1-szeres gyoke f'-nek. (Ha k = 1, akkor & nem gyéke f'-nek.)

Bizonyitas.
Ha az a gyok multiplicitdsa k, akkor
f= (x—oc)k~g, ahol g (a) # 0.
Derivaljunk!
fl = k(x—zx)k_l -g+(x—a)k-g’
= (x—a)" (kg + (x—a) g).

Tehdt a legaldbb (k — 1)-szeres gydke f'-nak. Hogy pontosan (k — 1)-szeres gydke
legyen, ahhoz az kell, hogy a kék polinomnak mar ne legyen gydke:

kg (a) + (« — ) g’ (a) = kg () # 0. O



Derivalt és tobbszoros gyokok

3.74. Megjegyzés.
Az el6z8 tétel megforditdsa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan gydkei is, amelyekért
nem f a ,felelds”.
3.75. Kovetkezmény.
Az f € Cx] polinom a gyskének multiplicitisa nem mds, mint a legkisebb olyan k
nemnegativ egész, amelyre f (k) (w) # 0, azaz o akkor és csak akkor k-szoros gyok,
ha f(a) =f (&) =...=fFkV (x) =0, de F¥) (@) # 0.
Bizonyitas.
«  k-szoros gyoke f-nek

— & (k—1)-szeres gydke f’-nak

= & (k—2)-sz6rés gyoke f"-nak

= & l-szeres gydke fF(k=1)_nak
— «a 0-szoros gycke £(K)_nak.



Derivalt és tobbszoros gyokok

3.76. Kovetkezmény.

Az o komplex szam akkor és csak akkor t6bbszérés gydke az f € C [x| polinomnak,
ha gyéke Inko (f, f')-nak.

Bizonyitas.

« tobbszords gyoke f-nek <= a kdzds gyoke f-nek és f'-nak

<=« gydke Inko (f,f’)-nak
3.77. Kovetkezmény.
Bdrmely legaldbb elséfokd f € C [x] polinomra az W polinom gydkei
ugyanazok, mint f gydkei, de mindegyik egyszeres gydk.
Bizonyitas.

Tth. « egy k-szoros gydke f-nek (k > 1). Héanyadik hatvanyon szerepel (x —a) ...7

f felbontasdban  k-adik hatvanyon
= f felbontdséban  (k — 1)-edik hatvanyon
= Inko(f,f") felbontdséban  (k — 1)-edik hatvanyon

= f/Inko(f,f") felbontdsiban elsd hatvdnyon. O



Derivalt és tobbszoros gyokok

89. feladat. A derivalt vizsgélataval hatdrozza meg az alabbi f polinom
tobbszdrds gydkeit, majd az sszes gyokét (multiplicitdssal egyiitt):

f=x>+x*—5x3—x?+8x—4.

fl= Bbx*+4x3 —15x2 —2x+8

Inko (f, ') = x3—3x+2 (euklideszi algoritmus)
W = x>+x—2=(x—1)(x+2) (maradékos oszts)
f= (x—1)>%(x+2)? (Horner vagy derivélas)

90. feladat. A derivalt vizsgalataval hatdrozza meg a 3x* — 4x3 4 1 polinom
tobbszoros gydkeit, majd az Gsszes gyokét (multiplicitdssal egyiitt).

01. feladat. A derivalt vizsgélataval hatdrozza meg az x> — 10x3 — 20x% — 15x — 4
polinom t8bbszords gyokeit, majd az sszes gyokét (multiplicitdssal egyiitt).



Irreducibilis polinomnak nincs t6bbszorés gyoke

3.78. Kovetkezmény.

Ha T szdmtest, azaz részteste C-nek, és f € T [x| irreducibilis T felett, akkor
f-nek minden komplex gycke egyszeres.

Bizonyitas.

Mivel Inko (f, f") € T [x] osztéja f-nek és f irreducibilis, csak két lehet8ség van:

1. Inko (f, f") ~ f: Ez nem lehet, mert deglnko (f, ") < degf’ < degf.

2. Inko (f, f) ~ 1: Ekkor f-nek nincs t&bbszérés gyodke.
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A masodfoku tag kiejtése

3.79. Allitas.
Azay3+ by’ +cy+d=0 (a,b,c,d € C,a#0) harmadfoki egyenletbsl az
x=y+ 3% dj ismeretlenre vald attéréssel eltiinik a masodfoki tag, tehat a
féegyiitthatéval valo leosztds utan

3+ px+9g=0 (pgeQ)
alakd egyenletet kapunk.



A foszereplok

Scipione del Ferro (1465-1526)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Ferro.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Ferro.html

A foszereplok

Niccolo Fontana Tartaglia (1500-1557)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Tartaglia.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Tartaglia.html

A foszereplok

Girolamo Cardano (1501-1576)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cardan.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cardan.html

A foszereplok

Lodovico Ferrari (1522-1565)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ferrari.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ferrari.html

A sztori

> Del Ferro megoldja a harmadfokd egyenlet bizonyos tipusait, de mddszerét
titokban tartja.

> 1526: haldlos agyan eldrulja a titkot tanitvanydnak, Fiornak, a jegyzetfiizetét
pedig vejére bizza.

> 1535: Fior és Tartaglia versenye.

» 1539: Cardano (nagy nehezen) kiszedi Tartaglidbdl a médszert:

,Eskiiszom Onnek az Ur Szent Evangéliumara, és nem csak egy igaz
ember szavat adom Onnek, hogy soha nem publikdlom az On felfedezését,
ha ram bizza, de igérem azt is, és legyen igaz keresztény lelkiismeretem az
On biztositéka, hogy oly médon titkositom, hogy haldlom utdn senki sem
tudja majd elolvasni a feljegyzetteket. Ha On tgy gondolja, hogy megér-
demlem a bizalmat, akkor tegye meg nekem ezt a szivességet, ha pedig
nem, akkor fejezziik be ezt a beszélgetést.”



A sztori

» 1539: Cardano tovabb vizsgalja a harmadfoki egyenleteket, felfedezi a casus
irreduciblist.

> 1540: Ferrari megoldja a negyedfoku egyenletet, de nem publikdlhatja Cardano
fogadalma miatt.

> 1543: Cardano és Ferrari Bolognaba utazik, és del Ferro veje megmutatja nekik
a jegyzetfiizetet.

» 1545: Cardano kiadja Ars Magna cimii miivét, benne a harmadfoku egyenlet
megoldasdval, hivatkozva del Ferro és Tartaglia munkdjara. Tartaglia kiakad.

(54+/—15) (5—/—15) = 25— (—15) = 40

> 1548: Ferrari és Tartaglia levelezése. Tartaglia nem akar Ferrarival megkiizdeni,
Cardano pedig Tartaglidval nem akar.

> 1548: Tartaglia egy jé allds reményében mégis elfogadja Ferrari kihivasat, de
alulmarad, és az éj leple alatt megszokik.



Tartaglia verse

When the cube and things together

Are equal to some discreet number, ............. .. X
Find two other numbers differing in thisone........................... Uu-Vv-=
Then you will keep this as a habit

That their product should always be equal

Exactly to the cube of a third of the things........................... uv = (%)3
The remainder then as a general rule

Of their cube roots subtracted

Will be equal to your principal thing.............................. x=vU—-vJV
In the second of these acts,

When the cube remains alone, ............... ... ... ... ......... x3=px+gq
You will observe these other agreements:

You will at once divide the number into two parts..................... U+V =g
So that the one times the other produces clearly

The cube of the third of the things exactly............................ uv = (%)3

Then of these two parts, as a habitual rule,
You will take the cube roots added together,
And this sum will be your thought.............. .. ... ... ... ... x=vVU+VV



Tartaglia verse (folyt.)

The third of these calculations of ours...............................
Is solved with the second if you take good care,

As in their nature they are almost matched.

These things | found, and not with sluggish steps,

In the year one thousand five hundred, four and thirty.

With foundations strong and sturdy

In the city girdled by the sea.



A Cardano-képlet

3.80. Tétel.

Azx3 4+ px+q=0 (p. g € C) harmadfokd egyenlet minden megolddsa
megkaphaté a Cardano-képlet segitségével:

A képlet kilenc szamot is adhat, de ezek kéziil természetesen legfeljebb harom lehet

) PN T p
megolddsa az egyenletnek, nevezetesen azok, ahol a két kébgyok szorzata —5.

Ha u és v a két kobgyik egy-egy ilyen értéke, akkor az x3 + px + q polinom harom
gy6ke (multiplicitdssal):

u—+ v, ue—+ ve, ue—+ ve,

ahol € primitiv harmadik egységgydk.



Pozitiv szdm a gyok alatt

Példa.
Oldjuk meg az x3 + 6x = 20 egyenletet.

Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = 6, g = —20), ezt kapjuk:
V10 +6v3 + 1/10-6v53.
u v

A két kdbgyok harom-hdrom értéke (figyelni kell a parbadllitasra: ujv; = — 2):

u=v10+6vV3 w=vV10+6V3-¢ u3=V10+6v3 %
=v10-6V3 w=v10-6V3-F v;=v10—6V3 ¢

Tehat az egyenlet megoldésai:

a1 = vV10+6v3 + vV10—6v/3 =

ar = —143j

N

a3 =—1-—3/



Negativ szam a gyodk alatt (casus irreducibilis)

Példa.
Oldjuk meg az x3 = 15x + 4 egyenletet.

Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = —15, g = —4), ezt kapjuk:

/24 +v/—121 + y/2—+/—121.

u v

A /2 + 11/ kobgydkvonast elvégezni bajos! Vegyiik észre, hogy (2 + i)3 =2+ 11/
Tehat az egyenlet megoldasai:

a1 =02+N+2—-i)=4

wy=(2+i)e+(2—ie=-2-+3

a3 =(2+i)e+(2—ije=-2+3



A valds egyiitthatés harmadfoku egyenlet

3.81. Tétel.
A valds egyiitthatds x> + px + q harmadfokii polinom valds, illetve nemvalds

gybkeinek szima a (%)2 + (%)3 szam eléjelétél fiigg az alabbi mddon:

> ha (g)2 + (%)3 > 0, akkor egy valds és két nemvalds konjugalt

komplex gyok van;

> ha ($)?+ (8)® = 0, akkor minden gysk valds, és kéziiliik (legalébb)
kettS egybeesik;

> ha (%)2 + (%)3 < 0, akkor harom kiilénb6z6 valés gyék van
(ezt az esetet nevezziik casus irreducibilisnek).



A diszkriminans

3.82. Definicid.

AD= —108((%)2 + (%)3) szémot nevezziik az x3 4 px + g polinom

diszkrimindansanak.

3.83. Megjegyzés.

Az el6z6 tétel szerint a diszkrimindns pontosan akkor nulla, ha van tobbszoros
gyok. Derivaladssal meggy6zddhetiink réla, hogy ez nem csak a valds esetre
érvényes. A szimmetrikus polinomok alaptételének segitségével (4.17. Tétel)
késdébb igazolni tudjuk majd, hogy a diszkrimindns nem mas, mint

(r1 — a2)” - (a2 — w3)° - (a3 — 1),
ahol a1, ao, a3 a polinom komplex gydkei.

Valéjaban ez a diszkriminans definiciéja. Ebbdl az alakbdl vildgosan latszik, hogy
D akkor és csak akkor nulla, ha legalabb két gyok egybeesik.



A diszkriminans

3.83. Megjegyzés (folyt.).

Hasonléan lehet definidlni tetszbleges fokszamu polinom diszkrimindnsat is: az
f=ap(x—wa1)- - (x—a,) polinom diszkrimindnsa

_ 2
a%” 2 H (aj —aj)”.
1<i<j<n

02. feladat. Mutassa meg a fenti definicié alapjan, hogy az ax? + bx + ¢ polinom
diszkriminansa a2 (¢1 — ap)? = b2 — 4ac.



TILOS MEGTANULNI!

3.84. Definicié.
Az x* + ax3 4 bx? + cx + d = 0 negyedfoki egyenlet kubikus rezolvensének az

(aa—c)2—4(a42+2zx—b) (a2 —d) =0

egyenletet nevezziik (ami az « ismeretlenre nézve harmadfoku egyenlet).



Ferrari modszere

3.85. Tétel.

Legyen f = x* + ax3 + bx? + cx + d € C[x], és legyen « megolddsa az f (x) = 0
negyedfoki egyenlet kubikus rezolvensének. Ekkor az

2
(2—|—20c—b)x2+(azx—c)x+(zx2—d)

mdsodfoku polinom teljes négyzet, azaz valamely h € C [x| legfeljebb elséfokd
polinom négyzete. A g = x> + 3x + a jelélést hasznalva

f=g"—h =(g+h(g—h),

vagyis f két mdsodfokd polinom szorzatara bomlik, és igy gyokei a mdsodfoku
egyenlet megolddképletével meghatdrozhatdk.



Az altaldanos harmadfokul egyenlet

Az x3 + ax? 4 bx + ¢ = 0 harmadfok egyenlet megoldéképlete:

a 3/ —2a%+9ab—27c+ /(233 —9ab+27c)2 +4(—a% +3b)3
*= 73T 54 *

—2a3 +9ab — 27c — /(223 — 9ab + 27¢)2 + 4(—a2 + 3b)3

3

54

&

Forras: http://planetmath.org/encyclopedia/CubicFormula.html



Az altaldnos negyedfoku egyenlet

Az x* 4 ax3 + bx? 4 cx + d = 0 negyedfoki egyenlet megoldéképlete:

Forrds: http://planetmath.org/encyclopedia/QuarticFormula.html



Tartalom

1. Komplex szdmok
2. Absztrakt algebrai struktdrak
3. Test feletti egyhatarozatland polinomok

4. Viete-formulak, szimmetrikus polinomok
Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés

5. Szamelmélet integritdstartomanyokban



Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés

4.1. Tétel.
Legyenek az n-edfokii f = x" + ap,_1x" "1+ -+ + ayx + ap € C [x] f&polinom
komplex gydkei a1, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a

multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi dsszefiiggések:

—an-1 = &1+ &2+ -+ &y,
ap—2 = Q102 + X1A3 + -+ -+ Ap_1&p;

—ap—3 = w1003 + 10 + -+ Ap_20p—1&n;

n—1
(—1)" a1 = a2 @p2@p-1 + X1 - Rp_2&p -+ A2AF Kp—10n;
(—l)n ap = K123 - - Kp_10&p.



Viete-formulak

4.2. Megjegyzés.

A fenti képleteket Viéte-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (— )k an—k

all, a jobb oldalon pedig az a1, ..., a, betlikbdl képezett Osszes k-tényezds szorzat
Osszege, tehat egy ())-tagl Gsszeg. Formdlisan:

(—l)ka,,,k = 2 Qjy - Wy oo

»
1<ii<ip<--<ix<n
Még formalisabban:

(_1)k3n—k = Z HD‘I

IC{1,...,n} i€l
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Tobbhatarozatland polinomok

4.3. Definicié.

Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezziik az ax{(1 .- 'X,l,(" alaka
formalis kifejezéseket, ahol 0 £ a € T és ki, ..., k, € INg. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatland polinomoknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatdrozatland polinomok halmazdt T [x1, ..., x| jeldli.
4.4. Tétel.

A természetes mddon definidlt szorzdssal és 6sszeaddssal T [Xl, . ,x,,}

integritastartomany.

4.5. Megjegyzés.

Az n-hatarozatlanid polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
T[x1,..., xn] = (T [x1,..., Xn—1]) [Xn] ,

azaz a T [x1,...,Xxp—1] integritdstartomdny feletti (egyhatarozatlanu)
polinomgylirii.



Tobbhatarozatland polinomok
Példa.
f= 7X12X3 — 2x1x2x§l + Ix1x0 — 3x12x2x§ + x1x2x§3 — 2x12+
5x1x22><3 - X12X2X3 — 6x1x3 + 2X32 + X1X32 + 4x22x32 +8 € R[x1,x x3]
f= X12 ( 3X2X3 — XoX3 + Tx3 — 2)
X1 - (5X2X3 — 2X2X3 + X2X3 + 9% + X3 — 6X3) +
(4x3x2 4 2x2 + 8) € R [x2, x3] [x1]
(Xz (—3x3 — x3) + (7x3 — 2))+
X1 - (x (5x3) — x2 (2x§1 + x33 + 9) + (x% — 6X3))+
(4

X5 - (4X32) + (2x32 + 8)) € R [x3] [x2] [x1]



Lexikografikus rendezés

4.6. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az ax{(1 -+ xkn monom lexikografikusan megelézi a bx{1 coexln
monomot, ha

ElI'E{l,...,n}: ki=Hh,....kic1=1i_1és ki > I.

(Vagyis megkeressiik az els6 eltérést a ki, ko, ..., knésaz i, b,..., I,
kitevosorozatok kozott, és amelyikben nagyobb szam all ezen a helyen, az keriil
elérébb a lexikografikus sorrendben.)

Jelolés.

Tetszbleges M, N € T [x1, ..., Xs] monomok esetén M 11 N jeldli azt, hogy

M lexikografikusan megel6zi N-et, M2 N pedig azt, hogy M 1 N vagy M ~ N.
A J relacidt lexikografikus rendezésnek nevezziik.



Lexikografikus rendezés

Példa.

X2X99X§3X71

—2xf’x2x:f;1 X42_

X1X2 X§X4

12x12x§’><3x2

TC

[

[

?N

3 2.5
X X2 X35 X3

l4xf’ X2 x§ X;:’

3x§1 x36 X‘%

— 9X12 XS’ X3 X;?



Lexikografikus rendezés

4.7. Allitas.
A monomok halmazan =2 reflexiv, tranzitiv és dichotém reldcid, valamint M2N és
MEN akkor és csak akkor all fenn egyszerre, ha M és N asszocidlt.

4.8. Megjegyzés.

Az el6z6 Allitas szerint a = reldcid teljes rendezés (dichotdm részbenrendezés) a
monomok halmazan ,modulo asszocidltsag". Altalban egyszerre csak egy adott
polinomban el6fordulé monomokat vizsgalunk, ezek kozott pedig nincsenek
asszocidltak (azokat &ssze lehetne vonni egy taggd), tehat ilyenkor valdjaban
teljesen rendezett halmazzal dolgozhatunk.

4.9. Allitas.

A monomok szorzdsa monoton a lexikografikus rendezésre nézve, azaz tetszbleges
M, M, N, N monomokra ha M2IN és M2N, akkor MMZNN, és itt asszocialtsag
csak akkor teljesiil, ha M ~ N és M~ N.

4.10. Allitas.

Tetszéleges f, g € T [x1,...,Xxn] nemzéré polinomokra fg lexikografikusan elsé
tagja nem mds, mint f és g lexikografikusan elsé tagjanak szorzata.



Lexikografikus rendezés

Példa.

A korabbi példaban szerepl6 polinom tagjai lexikografikusan csékkend sorrendben:
f= —3X12X2X32 —X12X2X3 + 7X12X3 — 2><12 + 5X1X22X3 — 2X1X2X§—|—

—|—x1x2x§ + 9x1x0 + xlxsg — bx1x3 + 4X22X32 + 2x32 + 8
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Szimmetrikus polinomok

4.11. Definicid.

Az feT [Xl, - ,X,,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns a
hatarozatlanok minden permutacidjdra, azaz

Ve e Sy f (X - Xnr) = F (X1, .--, Xn) -
4.12. Definicié.

A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az xi, ..., Xn
hatdrozatlanokbdl képezett Gsszes k-tényezds szorzatok Gsszege (k =1,...,n).
Jelolés.

A k-adik n-hatdrozatland elemi szimmetrikus polinomot oy jeldli (az alaptest és n
értéke altaldban vildgos a szévegkdrnyezetbdl), tehat

0 = Z Xy Xip et Xj, = Z HX,' € T[x1, ..., %n].
1

1<h<ip<--<ik<n /g{ ..... n} i€l
|1

Il
x

4.13. Megjegyzés.

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezheték ki

egy komplex egyiitthatds fépolinom egyiitthatdi a polinom gyokeibdl. Tehdt a
Viete-formuldk oy (a1,

... tp) = (=1)K a,_ alakban is felirhatok.



Szimmetrikus polinomok

Példa.

Hatarozzuk meg az x3 + 2x? 4 8x + 6 polinom gyokeinek négyzetosszegét.
A Viete-formuldk szerint

ay+ax+as = op(ag,a0,a3) = =2,
a1 + a3 + oz = 0o (g, a2, 03) = 8§,
aiaon3 = 03 (ag,ap,43) = —6.

a% —i—oc% + a% = (w1 + a2 +a3)2 — 2 (agap + w003 + apnz) =4 — 16 = —12
A megoldds kulcsa az, hogy az xZ + x5 + x5 € Q [x1, x2, x3] polinomot ki lehet
fejezni az elemi szimmetrikus polinomok segitségével:
x12+x22+x§ = 0'12 — 207.

Ez pedig azért tehet6 meg, mert xl2 + x22 —|—x§ szimmetrikus polinom.



A szimmetrikus polinomok alaptétele

4.14. Tétel.
A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [x1, ..., Xn] polinomgyiiriiben.
4.15. Lemma.
Ha ax{(1 - -x,lf” egy szimmetrikus polinom lexikografikusan elsé tagja, akkor
ky =2 -+ 2> k.
4.16. Lemma.
Tetszbleges k1 > - -+ > kn nemnegativ egészekhez léteznek olyan Iy, ..., I,
nemnegativ egészek, hogy (7{1 b eT [x1,...,xn| lexikografikusan elsé tagja

éppen x{q coxfn,

4.17. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).

Bdrmely szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig egyetlen médon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Ve Txt,....xn|: f szimmetrikus => 3the€ T [x1,...,xp| : f =h(0o1,....00).



A szimmetrikus polinomok alaptétele

03. feladat. Fejezze ki az f = x3 + x3 4+ x3 € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi
] 1TXTX3 P

szimmetrikus polinomok polinomjaként.

f= xl3 + X23 + xg’

f— (Tf’ = — 3X12X2 — 3X12X3 — 3X1X22 — b6x1XpXx3 — 3X1X§ — 3X22X3 — 3X2X32

f— 0'% + 30102 = 3x1x0x3

f—0'13+30'10'2—30'3 =0
Tehat

f= Uf — 30102 4+ 303 = h(01,02,03), ahol h(x1, x2, x3) = x13 — 3x1x2 + 3x3.



SZPAT +Viete

94. feladat. Anélkiil, hogy megkeresné a gydkoket, hatdrozza meg az
f = x3 — 3x? 4+ x — 8 polinom gyokeinek kobdsszegét, valamint szamtani, mértani
és harmonikus kozepét.

A Viete-formuldk szerint
a1 +ar +a3 = 01 (wg, 0, 03) = 3,

a1a + a3 + won3 = 02 (&g, a2,03) = 1,
a1y = 03 (o1, ap,43) = 8.
Az el6z6 feladat alapjan
uc% —I-ocg +a3 =01 (oq,txz,zx3)3 — 301 (a1, a2, a3) 02 (a1, a2, a3) + 303 (a1, wp, a3) =

=33-3.3.14+3-8=42



SZPAT +Viete

a1 +ar+ a3 = o1 (ag,a2,a3) = 3,
a1 + a3 + aonz = 0o (g, ap,03) = 1,

N1lo3 = 03 (Dél,a2,063) = 8.

szamtani kodzép:
aptaztas 3
3 3

mértani kdzép:

Yoz = V8 =2

harmonikus kdzép:

3 3 30(10&20(3 3-8
1 + 1 + 1 = apap a3 +aong = K100 + a1z + aon - =24
a1 2 a3 A1Aa3 142 143 263

05. feladat. Fejezze ki az Xf + X§ + x? € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként.

06. feladat. Anélkiil, hogy megkeresné a gykoket, hatdrozza meg az
f = 2x3 4 4x% — 6x + 2 polinom gydkeinek negyedik hatvanyosszegét.



Diszkriminans

4.18. Kovetkezmény.

Tetszbleges n-edfokd f € Q [x] polinom esetén ha f komplex gydkei
(multiplicitdssal) a1, ..., an, akkor minden g € Q[x1, ..., xn] szimmetrikus
polinomra g (a1, ..., an) € Q.

Példa.

Haa g =TTi<jcj<n (Xi — XJ')2 polinomra alkalmazzuk a fenti kévetkezményt, akkor
azt kapjuk, hogy raciondlis egyiitthatds polinom diszkriminansa raciondlis szam
(hiszen kifejezhetd az egyiitthatdk raciondlis polinomjaként).



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D= (1 — x2)? (1 — )2 (32 — )

01 = X1 + X2 + X3
02 = X1X2 + X1X3 + X2X3

03 = X1X2X3

D= ><f><22 — 2XfX2X3 + xfx32 — 2X13X§’ + 2X13X22X3 + 2XfX2X32 — 2Xfx§’
—}—><12x§1 + 2X12X§’X3 — 6X12x22x§ + 2x12xzx§’ + x12x§1 — 2X1X§X3

+2x1x§x32 + 2x1x22x§ — 2x1x2x§l + xgxsg — 2x§’x§’ + x22x§1



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D — o203 =
—4foQX3 4x1 x2 — 6x1 x2 X3 — 6x1 x2x3 4x1 x3
—6x12X§’X3 21x1 x2 x3 — 6x] x2x3? — 4X1X§X3

—6x1x23x32 — 6x1x22X§’ — 4x1x2x:_‘51 — 4x23x§

D — 0203 + 40303 =
—4x1 x2 + 6x3 x2 X3 + 6x3 ><2><%7 4x3x3 + 6x1 x3 X3 ;
+3x2x5 X2 + 6x3x0X3 + 6x155 X3 + 6x15X3 X3 — A3 x5

D — 0203 + 4c303 + 403 =

18x13x22X3 + 18X13X2x§ + 18X12X23X3 + 27X12x22X32

+18x12x2x§’ + 18x1x23x3? + 18x1x22x33
D — 0202 + 40303 + 403 — 18010203 = —27x7x3%5

D — 0203 + 40303 + 403 — 18010203 + 2703 = 0



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D = 0202 — 40303 — 403 + 18010203 — 270%

Ha (x —a1) (x —a2) (x —a3) = x3 + px + q, akkor a Viéte-formulak szerint
o1 (a1, a2,23) =0,
02 (&1, 02, 3) = p,
o3 (w1, @2, a3) = —q,
tehat
D (a1, a0, 03) = —403 (a1, ap, 03)> — 2703 (a1, ap, a3)?

= —4p® — 274>

~w (9 (9))
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Algebrai és transzcendens szamok

4.19. Definicid.

Az « komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gydke valamely nemzéré
raciondlis egyiitthatds polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

4.20. Definicié.

Ha f € Q[x] minimélis fokszdmi mindazon nemzéré racionlis egyiitthatds
fépolinomok kozott, melyeknek a gyoke, akkor f-et az a algebrai szam
minimalpolinomjanak nevezziik.

4.21. Tétel*.

Algebrai szam minimdlpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és
irreducibilis a raciondlis szamtest felett. Tovabbd, ha f € Q [x] olyan irreducibilis
fépolinom melynek az o algebrai szam gybke, akkor f megegyezik «
minimalpolinomjaval.

4.22. Tétel*.

Létezik transzcendens szam.



Algebrai és transzcendens szamok

Példa.
» /2 algebrai szam, minimélpolinomja: x? — 2 (miért irreducibilis?).

{/2 algebrai szam, minimalpolinomja: x” — 2 (miért irreducibilis?).

v

i algebrai szdm, minimalpolinomja: x? 4+ 1 (miért irreducibilis?).

v

» 7T és e transzcendens szamok.

v

A Liouville-féle Y ﬁ konstans transzcendens szam.

Gelfond—Schneider-tétel: Ha a # 0,1 és B ¢ Q algebrai szamok,
akkor aP transzcendens szam.

o 2, . _ ,
Példaul 2\5, \/ﬁf és i = e /2 transzcendens szdmok.

v






Algebrai szamok és gyokmennyiségek

4.23. Tétel*.

Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

4.24. Tétel*.

Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/w is algebrai szim (a gyéknek mind az n
értékére).

4.25. Definicié.

Az o komplex szdmot gydkmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionalis
szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (Gsszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitevos gyokvonds véges szamu alkalmazasaval.

4.26. Kovetkezmény.
A gy6kmennyiségek algebrai szamok.
Példa.

Ez a szam algebrai:

§/3 —\V2+ /& + V323 - V2014

V2+ 3+ 5




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

4.27. Tétel*.

Van olyan algebrai szam, ami nem gyékmennyiség.

A fenti artatlannak I4tsz6 tételbdl kdvetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté
meg gyokjelek segitségével. Az 6todfoku egyenletnek mar nincs altaldnos
megolddképlete, sot, példaul az x> —4x4+2=0 egyenletnek még ,,ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gydkei nem gyokmennyiségek.

4.28. Tétel*.
Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha « € C gydke a legaldbb elséfokd
f=apx"+--- 4 aix + ag polinomnak, ahol ay, ..., a, algebrai szamok, akkor o

maga is algebrai szam.
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Oszthatdsag

Mostantél R mindig tetszOleges integritastartomanyt jeldl.

5.1. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a € R elem osztdja a b € R elemnek (b t6bbszérdse a-nak),
ha létezik olyan ¢ € R, amelyre b = ac.

Jelolés.
Az oszthatdsagi reldciét | jeldli: a| b <= Jc € R: b= ac. Ha a # 0, akkor
egyetlen ilyen c létezik (mert R zérusosztémentes), ilyenkor haszndljuk a ¢ = g

Y b us " , ..
jelolést. Ha af b, akkor a 2 tortet (egyelére) nem értelmezziik.

5.2. Tétel.
Tetszbleges a, b, ¢ € R esetén érvényesek az aldbbiak:
(1) afa

Bizz a=a-1

(2) (a|bésb|c) = alc

Biz: (b=auésc=bv) = c=(au)v=a(uv)



Oszthatdsag

5.2. Tétel (folyt.).

Tetszbleges a, b, c € R esetén érvényesek az aldbbiak:

(3) (a|béshb|a) < Fue R :b=ua

Bizz (b=auésa=bv) = a=a(uv) Bl = uveR*

b=ua = a=u"'b = (a|bésb]|a)

(4)1]a

Bizz a=1-a
(5) alo

Bizz 0=a-0

(6) a|l < acR*

Bizz a|l <= JueR:1=au <= acR*



Oszthatdsag

5.2. Tétel (folyt.).
Tetszbleges a, b, c € R esetén érvényesek az aldbbiak:
(7)0|a <= a=0
Bizz 0|]a <= JuceR:a=0-u <= a=0
(8) (a|bésalc) = a|bxc
Bizz (b=auésc=av) = btc=auvtav=a(utv)

(9) a|b = a bc
Biz: b=au = bc = a(uc)
(10) a| b <= ac|bc,hac#0
Biz: b=au = bc = (ac)u

0
bc = auc i> b=au



Asszocidltsag

5.3. Megjegyzés.

Amint az els6 két tulajdonsdg mutatja, az oszthatdsagi relacié reflexiv és tranzitiv,
de a (3) tulajdonsag szerint altaldban nem antiszimmetrikus (igy nem is részben-
rendezés). Ezen prébélunk segiteni az asszocidltsagi reldcié bevezetésével.

5.4. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a és b elemek asszocidltak, ha a| b és b | a.

Jelolés.
Az asszocidltsdgi reldcidt ~ jeldli: a~ b <= a|bés b]|a.

5.5. Tétel.
Az asszocialtsag ekvivalenciarelicio R-en. Két elem akkor és csak akkor asszocidlt,
ha egymastdl csupdn egység tényezében kiilénbéznek.

5.6. Kévetkezmény.

Az egész szamok gyliriijében a ~ b akkor és csak akkor teljesiil, ha a = +b.
Két T test feletti polinom pontosan akkor asszocialt, ha egymdstdl csupan egy
nemnulla konstans szorzéban kiilonbéznek.



Asszocidltsag

5.7. Megjegyzés.

Asszocidlt elemeket nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak az
oszthatdsagot vizsgaljuk. Ha az oszthatdsagi relaciét az asszocialtsagi osztalyok
halmazan értelmezziik, akkor mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszim-
metrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (R/ ~;|) részbenrendezett
halmaz legkisebb eleme 1/ ~ = R*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Az egész szamok gylirlijében minden asszocidltsdgi osztaly {a, —a} alakdi, tehat
minden osztalyban van egy (és csak egy) nemnegativ szim. Ha minden
asszocialtsdgi osztalyt a nemnegativ elemével reprezentdlunk, akkor az (INo; |)
részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|)
részbenrendezett halmaz.

Test feletti polinomgylirii esetén minden asszocidltsagi osztély (a nulldét kivéve)
pontosan egy fépolinomot tartalmaz, itt tehat asszocidltsdg erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal. Egy tetszdleges integritdstartomanyban azonban
altaldban nincsenek kitiintetett elemek az asszocidltsagi osztalyokban.



Kongruencia

5.8. Definicid.

Legyen a, b, m € R. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy
a kongruens b-vel modulo m. Az m elemet a kongruencia modulusanak nevezziik.

Jelolés.

A kongruenciat ugyanigy jeldljiik, mint az egész szamok gydriijében:
a=b (modm) < m|a—b.

5.9. Allités.

A mod m kongruencia ekvivalenciareldcié az R halmazon, tovabba ,,szabad”

kongruencidkat 6sszeadni, kivonni és Gsszeszorozni: tetszéleges a1, by, az, by € R
elemekre

a1 = b1 (modm
aizb; Emodmg} = a1ta=byEtby (modm), a1-a» = by by (modm).



Az 5.9. Allités bizonyitésa
reflexivitds: a=a (modm) <= m|a—a=0
szimmetria: a=b (modm) = m|a—b
= m|(-1)-(a—b)=b—a
= b=a (modm)
tranzitivitds: a=bésb=c (modm) = m|a—bésm|b—c
= m|(a—b)+(b—c)=a—c
= a=c (modm)
Tfth. a; = by (mod m) és ap = by (modm). Ekkor m | a1 — by és m | ax — by.
?

? ?
a-ap=by-by (modm) <= m|ajay— biby
?
< m | ajar — byjax + bjap — b1 by
?

<:>m](a1—b1)-a2+b1-(ag—b2) O

97. feladat. Fejezze be az 5.9. Allitss bizonyitasat.



Maradékosztaly-gytiri

5.10. Definicid.

A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik.

Jelolés.
Az a € R elemet tartalmazé modulo m maradékosztélyt 3 jelsli (ha a modulus
vildgos a szévegkornyezetbdl), a maradékosztalyok halmazat (vagyis a modulo m

kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig R/ (m) jeldli.
Tehdt R/ (m) ={3:a € R}.

5.11. Definicid.

A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az 6sszeadast, az additiv
inverz képzését és a szorzdst a kovetkezoképpen: tetszileges a, b € R esetén legyen
atb=a+b —b=—b a-b=a-b.

5.12. Allitas.

A fenti miiveletek jcldefinidltak, azaz maradékosztalyok dsszege (addditiv inverze,
szorzata) nem fligg attdl, hogy az egyes maradékosztdlyokbdl melyik elemet
vélasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miiveletekkel R/ (m) kommutativ
egységelemes gyliriit alkot.



Az 5.12. Allités bizonyitisa

A miiveletek j6ldefinidltsagat az 5.9. Allitds biztositja. Példaul (a tébbi HF):
TM=Vésm="v = up=viésup=v (modm)

= u1t+tuw=vi+w (modm)

= U1+ =vi+w

Az azonossagokat (asszociativitds, kommutativitds, disztributivitas) ,,6rokli” az
R/ (m) faktorgylirli az R gy(ir(it6l. Péld4ul (a tbbi HF):

T (vV+w)=u-v+w=u-(v+w)=u-v+u-w=U-V+U W=T-V+UT W

additiv egységelem: 0

u+0=u+0=1
T additiv inverze: —u
S i e B
multiplikativ egységelem: 1

U-1l=u-1=7 O

08. feladat. Fejezze be az 5.12. Allitas bizonyitasat.
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Legnagyobb kozos osztd

Az oszthatdsag és a kongruencia fogalmat és alaptulajdonsdgait szinte szé szerint
lehetett altalanositani tetszoleges integritdstartomdnyra. A legnagyobb kézds osztd
nem mindig |étezik, de ha |étezik, akkor hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint
az egész szamok gylirijében, noha a bizonyitdsok kicsit nehezebbek.

5.13. Definicid.

A d € R elemet az a és b elemek legnagyobb kézds osztdjanak nevezziik, ha
kielégiti a kovetkez6 két feltételt:

(1) d|aésd]|b;
(2) VkeR: (k|aésk|b) = k|d.

At € R elem legkisebb kbzds tébbszérdse a-nak és b-nek, ha kielégiti a kovetkezd
két feltételt:

(1) altésh|t
(2) Vke R:(alkésb| k) = t]k.

Jelolés.

Az a és b elemek legnagyobb kdz8s osztdjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kozos
tobbszorosiiket pedig Ikkt (a, b) vagy |a, b] jeldli.



Legnagyobb kozos osztd

5.14. Megjegyzés.

Ha az a elem osztéinak halmazat D, jeldli, akkor Inko (a, b) asszocidltsagi osztélya
nem mds, mint a (D, N Dp/ ~;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme.

Tetszlleges integritdstartomany esetén nincs ,,nagysag szerinti” rendezés, csak az
oszthatdsagi reldciéra tdmaszkodhatunk. Itt tehat nincs méd kétféleképpen
definidlni a legnagyobb kézos oszté fogalmat (ldsd az 1.14. Megjegyzést a
Bevezetés a szdmelméletbe targy eléaddsvazlatiban).



Osztéhalmazok

Jelolés.
Tetszbleges a € R esetén legyen D, = {k € R: k| a}.

5.15. Allitas.
Minden a, b € R esetén a| b <= D, C Dy

Bizonyitas.
alb == D,C Dy: Tfh. a| b, és legyen k € D,.
Ekkor k | a | b, tehat az oszthatdsag tranzitivitdsa miatt k € D,

D, C Dy == a|b: Tfh. D, C D,
Ekkor a € D, miatt a € Dy, teljesiil, ezért a | b.

5.16. Kovetkezmény.
Minden a,b € R esetén a~ b <= D, = Dy.

Bizonyitas.
a~b < a|bésb|la < D,CDyés D, C D, < D, =D,



Osztéhalmazok és Inko

5.17. Tétel.

Tetszéleges a, b, d € R esetén d akkor é€s csak akkor legnagyobb k6z6s osztdja
a-nak és b-nek, ha D, N\ Dy = Dy.

Bizonyitas.
El6szor tegyiik fel, hogy d legnagyobb kdzds osztdja a-nak és b-nek.
D, N Dy é Dg: Minden k € R esetén

keDsNDy — k|ab=2C kg — keby
Dy é D, N Dp: Minden k € R esetén

.13/(1 .
keDy — k| d2Z2% 410 b — ke DyN Dy,

Most tegyiik fel, hogy D, N Dy = Dy.
? ?
(1) d|aésd|b:deDy=D,NDp, = d|ab

(2) Vke R:(k|aés k|Db) N k | d: Minden k € R esetén
k|aésk|b:> ke D;NDp =Dy — k|d



A legnagyobb kozos osztd egyértelmiisége

5.18. Tétel.

A legnagyobb kézds oszté asszocialtsag erejéig egyértelmiien meghatarozott.
Azaz barmely a, b, di, d» € R esetén

(1) ha di és dy is legnagyobb k6zds osztdja a-nak és b-nek, akkor di ~ da;

(2) ha di legnagyobb kézds osztdja a-nak és b-nek, és di ~ do, akkor dy is
legnagyobb kézds osztéja a-nak és b-nek.

Hasonlo allitas érvényes a legkisebb k6z6s tobbszorosre is.

Bizonyitas.

(1) Tth. di és dy is legnagyobb k&z6s osztdja a-nak és b-nek.
Ekkor Dy, = D;N Dy = Dy, = di ~ d>.

(2) Tth. dy legnagyobb kdzos osztdja a-nak és b-nek, és di ~ db.
Ekkor Dy, = Dg, = D3N Dy, = da is Inko-ja a-nak és b-nek.

5.19. Megjegyzés.

Az el8z8 tétel szerint a Inko (és a Ikkt) nem egyértelmii, ezért dltaldban nem azt
irjuk, hogy d = Inko (a, b), hanem azt, hogy d ~ Inko (a, b).

(Az egész szamok gyiiriijében megallapodtunk abban, hogy mindig a nemnegativ
legnagyobb koz0s osztét vessziik, test feletti polinomgyiiriiben pedig mindig
valaszthatunk fépolinomot legnagyobb kozds oszténak.)



A legnagyobb ko6z0s oszté tulajdonsagai

5.20. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a, b € R elemek relativ primek, ha Inko (a, b) ~ 1.
5.21. Tétel.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek Iétezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor minden a, b, ¢ € R esetén teljesiilnek az alabbiak:

(1) Inko (Inko (a, b), ¢) ~ Inko (a, Inko (b, ¢))
Biz: D(a,b) N DC = (Da N Db) N DC - Da N (Db N DC) == Da N D(b,c)
= ((a,b),¢) ~ (a (b))
(2) Inko (a, b) ~ Inko (b, a)
Biz: D(a,b) =D,NDp,=DyND, = D(b,a) = (a, b) ~ (b, a)
(3) Inko (a,a) ~ a
Biz: D(,, =DaNDy=Dy = (a,a) ~a
(4) Inko (0,a) ~ a
Biz: Diga) =DoND;=RNDs =D, = (0,a) ~a



A legnagyobb ko6z0s oszté tulajdonsagai

(5) 1 La

Biz: Dy, = D1NDs=R*ND, =R =Dy = (1,a) ~1
(6) Inko(a,b) ~a < a|b

Biz: (a,b) ~a <= DsNDp=D, — D,C Dy « a|b
(7) Inko (a+ bc, b) ~ Inko (a, b)

Bizz: VkeR: k|a+bc,b < klab

= (a+ bc,b) ~ (a,b)

(8) Inko (a, b) - ¢ ~ Inko (ac, bc)

Biz: a tablan.
(9) Inko (a,b) » 0 = fotgy L Inkol()a,b)

Biz: (ﬁ,ﬁ)-(a,b)w(a,b) = (o " )~ 1

(10) a L b = Inko (a, bc) ~ Inko (a, ¢)

Biz: a tablan.




A legnagyobb ko6z0s oszté tulajdonsagai

5.22. Kovetkezmény.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek Iétezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor tetszéleges a, b, c € R, a 1 b esetén teljesiilnek az aldbbiak:
1) a|bc <= alc
Biz: a|bc <= (a,bc) ~a < (a,c)~a < a]lc
(2) (alcésb|c) < ab|c

Bizz a|b-j = a|j = ab|c

5.23. Kovetkezmény.
Ha az R integritdstartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor tetszbleges a, b, ¢ € R, Inko (a, b) ~ (0 esetén

al bc — c.

4
Inko (a, b)
Bizonyitas.

al|bc <= (ab)- b ) (a,b)- (,b) = 2




Legkisebb kozos tobbszoros

5.24. Kovetkezmény.

Ha az R integritdstartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor barmely két elemnek létezik legkisebb kbz6s tébbszérdse is, €s
minden a, b € R esetén

Inko (a, b) - Ikkt (a, b) ~ ab.

Bizonyitas.
Ha a = b =0, akkor Inko (a, b) = Ikkt (a, b) = 0.
Ellenkezd esetben d := Inko (a, b) # 0. Megmutatjuk, hogy t := %b eleget tesz a
legkisebb kozos tobbszords definicidjanak.
? ?
(1) a|téshb|t:
Vildgos, hiszen t = & - b= a- 3.

?

(2) VkeR:(a|késb| k) = t|k
ablk = 35|58 — 2. b1k — 2y



A legnagyobb kozos osztd |étezése

5.25. Megjegyzés.

A legnagyobb k6z6s oszté fenti tulajdonsdgai koziil sokat az egész szamok korében
ki sem mondtunk, mert a primtényez6s felbontasbdl trividlisan adddik. Némelyik
tulajdonsdgot még a szdmelmélet alaptétele elétt attuk be (hiszen sziikségiink volt
rajuk az alaptétel bizonyitdsdahoz), de ezeket is kdnnyebb volt beldtni, mert
felhaszndlhattuk azt, hogy a legnagyobb koz0s oszté mindig el6dll a két elem
»linedris kombindcidjaként”.

Tetszbleges integritdstartomanyban ez a tulajdonsag nem teljesiil, és dltaldban
egyértelmii primfelbontds sincs. S6t, még a legnagyobb kdzos oszté sem mindig
létezik, ezért kezdédik az 5.21. Tétel (és a kdvetkezményei) lgy, hogy

»Ha az R integritdstartomanyban barmely két elemnek Iétezik legnagyobb kdzos
osztdja, akkor ..."






A legnagyobb kozos osztd |étezése

Példa.
AZ[V=5] ={a+b/=B:rabecz}={a+b/siiabez}

integritastartomanyban nem Iétezik barmely két elemnek legnagyobb kbzés osztéja.
Legyen u =6 és v =2 + 2/=5.
D, = {#1, £2, £3, £ (14+v/-5), £ (1 —+/-5), +6}
D, = {1, 42, £ (14++v/=5), £ (2+v-5)}
D,ND, = {£1, £2, £ (14++/-5)}

A (D,N D,/ ~;|) részbenrendezett halmaznak nincs legnagyobb eleme,
ezért Inko (u, v) nem létezik.
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Euklideszi gylrik

A kovetkezokben specidlis integritdstartomdnyokat vizsgalunk, amelyekben [étezik
barmely két elemnek legnagyobb k&zos osztdja. Az egész szamok korében a
maradékos osztds, illetve az arra épiil6 euklideszi algoritmus garantélta a legnagyobb
kozOs osztd |étezését. Az euklideszi gytirli fogalma ezt a tulajdonsagot altaldnositja.

5.26. Definicié.

Az R integritastartomdnyt euklideszi gyiiriinek nevezziik, ha létezik olyan
|-l : R = INo, a — ||a|| leképezés (lgynevezett euklideszi norma), amire
teljesiilnek az aldbbiak tetszbleges a € R és b € R\ {0} esetén:

(1) lal =0 <= a=0;
(2) alb = |la] <|lpll;
(3) 3g.re R:a=bqg+rés|r| <|b|.

5.27. Megjegyzés.

A fenti a = bq + r eléallitast itt is maradékos osztdsnak nevezziik (g a hdnyados,
r a maradék). A maradékos osztds lehet6vé teszi az euklideszi algoritmus elvégzését
(innen az euklideszi gyiirli elnevezés).



Nevezetes euklideszi gytiriik

5.28. Tétel.

Az egész szamok gylirdjén ||a|| = |a

, test feletti polinomgyiirtin ||f|| = 2d&f
(a 27%° = 0 megdllapoddssal), a Gauss-egészek gyiiriijén pedig ||z|| = |z|2
euklideszi normat definidl. Ezek tehat mind euklideszi gyiiriik.

Bizonyitas.
A tablan.

5.29. Megjegyzés.

Az el6z6 tételben furcsanak tiinhet a test feletti polinomgytriikre megadott
euklideszi norma. Az exponencidlis fliggvényre csak azért volt sziikség, hogy a nulla

polinomnak (de csak annak!) nulla legyen a normdja. Ugyanezt elérhetjiik
masképpen is, példaul legyen

degf+1, haf #0;
11l = 0, haf=0.



Euklideszi algoritmus euklideszi gylriiben

5.30. Tétel.

Euklideszi gyliriiben barmely két elemnek létezik legnagyobb k6z6s osztdja, és az
eléall a két elem | linedris kombinacidjaként”. Formdlisan: ha R euklideszi gyiirii,
akkorVa, b € R 3x,y € R: ax+ by ~ Inko (a, b).

Bizonyitas.
Szinte szérdl széra ugyanaz, mint szimelméletbél (1asd ott az 1.18. Tételt).

Ha a = 0, akkor Inko (a,b) ~ b, ésa-1+ b-1 ~ Inko(a, b). A b =0 eset hasonlé.
Most tfh. a, b # 0, és hajtsuk végre az a =: ry és b =: r; elemekre az euklideszi
algoritmust:

rn=aqn+r (0<|r|<|a]):

n=q@nt+tn (0<|n||<|r|):

rn=aqgnt+tn  (0<|nl<lnsl);

ricy = qiri+rivr (0 <|lrigall < [Inill);

Mivel ||ri|| > [[r2|| > ||r3]] > - - -, az eljards véges szdmi |épés utan véget ér:
létezik olyan n € IN, hogy rp4+1 = 0.



Euklideszi algoritmus euklideszi gylriiben

Biz. (folyt.)
Kénnyii ellendrizni, hogy minden i-re Dy, , N Dy, = Dy, N Dy, (HF). Tehat
Dame:DromDrl = DrlmDQ == Dr,,ﬁDr,,Jrl :Dr,,mDOZ Dr,,y

és igy Inko (a, b) ~ ry.
Teljes indukciéval megmutathatd, hogy minden i-re dx;, y; € R: ax; + by; = r;.
Kezdolépések: a-14+b-0=résa-0+b-1=n.
Tfh. j=0,1,... i esetén dx;,y; € R: ax; + by; = r;. (IH)
Fejezziik ki ri11-et a és b segitségével:
fig1= rfic1—1ri-qj @ (axi—1+ byi—1) — (ax; + by;) - gi
= a-(xi-1 *Xiq/;) +b- (E;Lqi)'
Xit1 Yit1
Mivel Inko (a, b) ~ r,, azt kapjuk, hogy ax, + by, ~ Inko (a, b). O
99. feladat. Fejezze be az 5.30. Tétel bizonyitasat.



Linearis diofantoszi egyenlet euklideszi gyliriiben

5.31. Tétel.

Ha R euklideszi gyiirii, akkor tetszélegesen adott a, b,c € R \ {0} elemek esetén az
ax + by = c egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha Inko (a, b) | c.

Ha (xo, y0) egy megoldds, akkor barmely t € R esetén az aldbbi (x,y) par is
megoldds, tovabba minden megoldas elball ilyen alakban a t elem alkalmas
megvalasztasaval:

X=0t o) "
A
Y= ko (a,b) "

Bizonyitas.

Szinte szérdl széra ugyanaz, mint szdmelméletbdl (1asd ott az 1.23. Tételt).
Legyen d ~ Inko (a, b) # 0.

Ha x, y egy megoldés, akkor d | ax + by = c.
Tudjuk, hogy 3x',y' € R:ax' + by’ = d.
Ha d | ¢, akkor x = x"§ Gy = y'! 5 egy megoldés: ax'< +by’c =



Linearis diofantoszi egyenlet euklideszi gyliriiben

Biz. (folyt.)
Tth. xo, yo egy megoldds, azaz axg + byy = c.
Az vildgos, hogy minden t € R esetén x = xg + gt,y =y — gt szintén megoldss:

a x+ét —l—b( —it)*ax +b —l—a—bt—a—bt*c
0+ Yo— 4t) =0T b+ 4 gt=¢

Legyen most x, y egy tetszéleges megoldas.
ax+ by =c=axg+ byy = ax—axgp = byg — by
= b|a(x—xp)
= 3 | x — xo

— JdteR: X—X():gt

Az y-ra vonatkozd képlet ezutdn mar egyszerli visszahelyettesitéssel kijon:

byofby:a(xfxo):#:>y:yof§t. O
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Irreducibilitds és primtulajdonsdg

Irreducibilis és primelemek barmely integritdstartomanyban definidlhatdk, és a
kordbban tanult tulajdonsdgok egy része érvényes ilyen altaldanossagban is.

5.32. Definicié.
Azt mondjuk, hogy a p € R elem irreducibilis, ha nem nulla és nem egység, és csak
dgy bonthaté két elem szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a

mésik tényezé sziikségképpen egység; ilyenkor trividlis faktorizaciordl beszéliink.)
Formdlisan:

Vabe R:p=ab = (p~avagyp~b).

5.33. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a p € R elem prim, ha nem nulla és nem egység, és

valahdnyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik
tényez6jének. Formalisan:

VabeR:p|lab = (p|avagyp|b).



Primtulajdonsag

5.34. Allitas.

Ha p € R rendelkezik a primtulajdonsaggal, n € N, ay, ..., an € R és
plai-...-an akkor p| a;j valamely i € {1,..., n}-re.

Bizonyitas.

plai-(ax-...-an)=plaivagyp|az-...capn=2ax-(az-...-ap)
= playvagyp|axvagyp|as-...can=2a3-(as-...-an)
:...

= p|a1vagy p|axvagy p|azvagy ... vagy p | an



Irreducibilitds vs. primtulajdonsag

5.35. Tétel.

Minden integritastartomanyban a primelemek irreducibilisek.

Bizonyitas.
Legyen R egy tetszlleges integritdstartomany és p € R egy primtulajdonsagl elem.
Ekkor p » 0, 1, igy csak azt kell beldtnunk, hogy p-nek minden felbontdsa trivilis.

Tekintsiik p egy tetszOleges felbontdsat: p = ab.
Vildgos, hogy ekkor a | p és b | p.

Az is vildgos, hogy p | ab, tehdt p primtulajdonsiga miatt p | a vagy p | b.
Az elsd esetben p ~ a, a masodik esetben p ~ b, azaz a felbontas trividlis. O



Irreducibilitds vs. primtulajdonsag

A masik iranyd, ,irreducibilis = prim" implikacié bizonyitasanal mar kihasznaljuk
a legnagyobb koz8s osztdk létezését (de mast nem).

5.36. Tétel.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek Iétezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor R-ben minden irreducibilis elem prim.

Bizonyitas.
Legyen R egy olyan integritastartomany, amelyben barmely két elemnek |étezik

legnagyobb kézds osztdja, és legyen p € R irreducibilis. Ekkor p ¢ R* U {0}, igy
csak azt kell belatnunk, hogy p rendelkezik a primtulajdonsaggal.

Ha p | ab, akkor ﬁ | b. Mivel p felbonthatatlan, (p,a) ~ 1 vagy (p,a) ~ p.
Az elsd esetben p | b, a masodik esetben p | a. O

Példa.
A Z [\/=5] gyliriiben a 2 irreducibilis, de nem prim:

2| (1++v-5)(1—-+v-5),de 241++v/-5 és 2{1—+/-5.



Gauss-gylriik

A végsé cél természetesen a szamelmélet alaptételének altalanositdsa integritas-
tartomanyokra, vagyis egyértelmii irreducibilis faktorizacié létezésének igazolasa.
Kiilon nevet is érdemelnek azok az integritastartomanyok, amelyekben ez
megtehetd.

5.37. Definicié.

Gauss-gyiiriinek nevezziik az olyan integritdstartomanyokat, amelyekben minden a
nulldtdl és az egységektdl kiilonbozé elem irreducibilis elemek szorzatara bomlik, és
ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és asszocidltsagtdl eltekintve egyértelmii.

Tehat az R integritdstartomany Gauss-gyliri, ha minden a € R (a #0,a » 1)

esetén léteznek olyan p1,..., pp € R irreducibilis elemek, hogy a =p;1 - ... pp;
tovabbad amennyiben a = q; ... gm egy masik irreducibilis faktorizacid, akkor
n = m, és létezik olyan 7w € S,, amelyre p; ~ gz (i=1,...,n).

5.38. Tétel.

Minden euklideszi gyiirii Gauss-gyirii.

5.39. Megjegyzés.

Az 5.38 Tétel megforditdsa nem igaz: az egész egyiitthatds polinomok gyliriije
Gauss-gyiirii, de nem euklideszi gy(irii.



Gauss-gyriik

5.40. Kovetkezmény.

Az egész szamok gyiiriije, minden test feletti polinomgyiirii, valamint a
Gauss-egészek gyiiriije Gauss-gyiirii.




Gauss-gylriik

5.41. Megjegyzés.

Ha megvizsgaljuk az 5.38. Tétel bizonyitasat, megfigyelhetjiik, hogy az irreducibilis
felbontas létezése azon mulik, hogy nem létezik végtelen leszallé lanc az
oszthatdsag szerinti ,rendezésben’

Fag, a1, a2, ... € R:ajtq | aj és aj1~a; (i=0,1,2,...). E))

Az irreducibilis faktorizacié unicitdsanak igazoldsdhoz pedig csak arra volt
sziikséglink, hogy az irreducibilis elemek primtulajdonsaguak:

Vp € R : p irreducibilis = p prim. M

Ez a két feltétel teljesiil Gauss-gyliriikben (Idsd a kdvetkezd oldalon), tehat
kimondhatjuk, hogy egy R integritastartomany akkor és csak akkor Gauss-gylirii,
ha rendelkezik az (3) és (!) tulajdonsigokkal.



Gauss-gylriik
5.42. Tétel.
Legyen R Gauss-gyiirii, és legyen a, b € R primfelbontasa
ar pite.phn e’sbwpll-...-pﬁ".
Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
(1) a|b < a; <B; (i=1,....n);
(2) Inko (a, b) ~ p;"in(al’ﬁl) . -p,Ti"(“"’/S”)'

(3) Ikkt (a, b) ~ pM>@hL) . pmax(@nfn),

100. feladat. Fejezze be az 5.42. Tétel bizonyitasat.




	1. Komplex számok
	Kanonikus alak, konjugált, abszolút érték, komplex számsík
	Trigonometrikus alak, hatványozás, gyökvonás, egységgyökök

	2. Absztrakt algebrai struktúrák
	Csoport, gyuru, integritástartomány, test
	Nevezetes gyuruk: maradékosztály-gyuruk, Gauss-egészek, polinomgyuruk

	3. Test feletti egyhatározatlanú polinomok
	A polinomok számelmélete
	Polinomfüggvények, gyökök, interpoláció
	Többszörös gyökök, Horner-módszer
	Irreducibilis polinomok, gyöktényezos alak, irreducibilitás C és R felett
	Irreducibilis polinomok Q felett
	Polinomgyuru faktortestei
	Derivált, többszörös gyökök
	Harmad-és negyedfokú egyenlet

	4. Viète-formulák, szimmetrikus polinomok
	Gyökök és együtthatók közötti összefüggés
	A többhatározatlanú polinomok gyuruje, lexikografikus rendezés
	Szimmetrikus polinomok
	Algebrai számok

	5. Számelmélet integritástartományokban
	Oszthatóság, asszociáltság, kongruencia, maradékosztály-gyuru
	Legnagyobb közös osztó
	Euklideszi gyuruk
	Irreducibilis és prím elemek, irreducibilis faktorizáció, Gauss-gyuruk


