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1. Komplex szamok

Kanonikus alak, konjugalt, abszolut érték, komplex szamsik

1.1. Definicié. A valés szdmokbdl allé szamparokat komplex szdmoknak nevezziik.

Jel6lés. A komplex szdmok halmazat C jeloli, tehat C = R x R.

1.2. Definicié. Az (a,b) és (¢, d) komplex szdmok dsszegét és szorzatat a kovetkez6képpen értelmezziik:
(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d);
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be) .

1.3. Tétel. Bdarmely u,v,w komplex szamokra teljesiilnek az alabbiak:
(1) (u+v)+w=u+ (v+w); (6)u~v=v-u;
(2) u+v=v+u; (7) u-(1,0) = u;
(3) u+(0,0) = u; (8) u#(0,0) = Fu*€C:u-u*=(1,0);
(4) W eC:u+u =(0,0); (9) u-(v+
() (u-v) - w=u-(v w); (10) w- (0,

w)=u-v+u-w;
0) = (0,0).

1.4. Megjegyzés. Az el6zd tételbeli v’ komplex szémot (ami egyértelmiien meghatdrozott) u additiv inverzének ne-
vezziik és a tovabbiakban —u-val jeloljiik. Hasonléan u* is egyértelmiien meghatarozott, neve u multiplikativ inverze,
jelolése u~1. Két komplex szam kiil6nbségét a v — u = v + (—u) képlettel definialhatjuk, u # (0,0) esetén pedig v és
u hdnyadosa v/u = v-u~!. A kivonds és osztds miiveletére is érvényesek a valés szamokndl megszokott tulajdonsagok
(példéul a szorzas disztributiv a kivondsra, stb.).

1.5. Allitdas. Minden a,b € R esetén
(a,O) + (b,O) = (a+b70);
(a,0) - (b,0) = (ab,0).

Jel6lés. Tetszbleges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t {runk, és nem is kiilonboztetjiik meg az
a valds szdmtdél. (Ugy tekintjiik, hogy R C C.) A (0,1) komplex szdmot pedig 7 jeloli a tovdbbiakban.

1.6. Tétel. Minden komplex szdm elddll, mégpedig egyértelmd médon, x +yi (x,y € R) alakban. Az (a,b) komplex szdm
ilyen felirdsindl x = a és y = b, azaz
(a,b) = a + bi.

1.7. Definicié. A z = (a,b) komplex szdm a + bi alakban valé felirdsat z kanonikus alakjinak, az a valés szémot z
valds részének, a b valds szamot z képzetes részének nevezziik. Az i komplex szam neve képzetes egység.

Jeldlés. A z komplex szam valds részét Re z, képzetes részét Im z jeloli. Tehat z = a + bi esetén Rez = a és Im z = b.
1.8. Allitas. A képzetes eqység négyzete: i2 = —1.

1.9. Megjegyzés. Ezutdan a komplex szamokat nem valés szamokbdl all6 szampéarokként, hanem a + bi alakt formaélis ki-
fejezésekként kezeljiik. Ezekkel ugyantigy lehet szdmolni, ahogyan betfis kifejezésekkel szoktunk, de i? helyett szabad (s6t,
tobbnyire kell is!) —1-et frni. Az sszeadds és a kivonds elég természetes ebben az alakban, a szorzds és a reciprokképzés
pedig a kovetkez6 médon végezheto el:
(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be) i;
1 a—bi a—bi a —b

at+bi a+bi a—bi a?+b? aQerQ—i_aZJrVz (ha a +bi # 0)

TA természetes szimok halmazat N, a nemnegativ egész szamok halmazat No jeloli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}. A csillaggal
jelolt tételeket nem bizonyitjuk.
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2 KLASSZIKUS ALGEBRA
1.10. Definicié. A z = a + bi komplex szam kongjugdltjin az a — bi komplex szamot értjiik.

Jel6lés. A z komplex szam konjugaltjat Zz jeloli. Tehat Z = Rez —Imz - 7.

1.11. Tétel. Bdarmely u,v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) u = u; (5) u/v =71/T, ha v #0;

(2) u+v=T1u+T7; 6) u=u <= ueck;
B)u—v=1u-T1; (7) u+7u=2Reu;

(4) v v="1u-7; (8) u 7= (Reu)” + (Imu)®.

1.12. Definicié. Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogii koordindtarendszer, és feleltessiik meg az a + bi
komplex szdmnak az (a,b) koordindtdji pontot. igy kapjuk a komplex szdmsikot, mas néven Gauss-féle szamsikot.
Az els6 tengelyt (abszcissza) valds tengelynek, a mésodik tengelyt (ordindta) pedig képzetes tengelynek hivjuk. A
valds tengelyen talalhatok a valds szamok, a képzetes tengelyen pedig az tigynevezett tiszta képzetes szdmok.

1.13. Definicié. A z = a + bi komplex szam abszolit értékén a v/a? + b% nemnegativ valds szdmot értjiik.

Jeldlés. A z komplex szam abszolit értékét |z| jeloli. Tehat |z| = \/ (Rez)? + (Im 2)°.

1.14. Megjegyzés. A komplex szdmsikon az abszolut érték az origétdl (nullétdl) vald tévolsdgot jelenti, a konjugdlds
nem mds, mint a valés tengelyre valé titkrozés, az 6sszeadds pedig (hely)vektorok dsszeadasdval irhaté le geometriailag.

1.15. Tétel. Barmely u,v komplex szimokra érvényesek az aldbbiak:

(1) Jul = Veri (4) [ufo] = ul /o] ha v # 0;
(2) 1/u=1/lul’ haw#0; (5) [a] = Jul;
(3) Ju- o] = Ju - ol (6) Ju+ o] < [u] +[u].

Trigonometrikus alak, hatvanyozas, gy6kvonas, egységgyokok

1.16. Definicié. Egy nemnulla z komplex szam argumentumaén olyan szoget értiink, amellyel a valds tengely pozitiv
felét az origd koriil elforgatva atmegy a z-nek megfelel6 ponton.
Jelolés. A z komplex szam argumentumét arg z jeloli.

1.17. Megjegyzés. A nullinak nincs argumentuma, a nullatél kiillonboz6 komplex szamok argumentuma pedig csak
,modulo 277 azaz 271 egész szamu tObbszoroseitdl eltekintve meghatarozott.

1.18. Allitas. Bdrmely 0 # z € C esetén azr = |2| és ¢ = arg z jeldléssel
z=r(cosp+ising).
1.19. Definicié. A nemnulla komplex szdmok fenti (azaz |z| - (cosarg z + isinarg z) alaku) felirdsét trigonometrikus
alaknak nevezziik.
1.20. Megjegyzés. A nulldnak nincs trigonometrikus alakja, hiszen argumentuma sincs, de 7 = 0 és barmely ¢ € R
esetén nyilvdn 0 = r (cos ¢ + isin ).
1.21. Allitas. Bdrmely r,7’ € Rt és o, ¢’ € R esetén
r(cosp +ising) =1 (cos¢’ +ising’) <= r=1"ésIk €Z: ¢ = p+ 2kn.

1.22. Tétel. Tetszbleges nulldtdl kilonbozé w = r (cos g + ising) és v = s (cos ) + isiny) komplexr szdmokra

(1) @=r(cos (=) +isin(=¢));

(2) wv = rs(cos(p+1) +isin(p+1h));
(3) 3 = % (cos (=v) +isin (~v));
(4) § =% (cos(p =) +isin(p— ).

1.23. Megjegyzés. A szorzat trigonometrikus alakjara vonatkozd képletbdl latszik, hogy rogzitett v = cosv + isinep
esetén azu — uv leképezés nem mas, mint az origd koriili ¢ szogii forgatas a komplex szdmsikon.

1.24. Tétel (Moivre-képlet). Bdrmely nemzéré z = r (cos ¢ + isin ) komplex szam és n € Z esetén
2" =" (cos (np) + isin (ny)) .

1.25. Definicié. Tetszbleges n pozitiv egész szadm és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex szam n-edik gydke
z-nek, ha u™ = z.



KLASSZIKUS ALGEBRA 3

1.26. Tétel. Minden nemnulla komplex szdmnak pontosan n kiilonbdzdé n-edik gydke van. A z = r (cos ¢ + isin) trigo-
nometrikus alakban megadott komplex szam n-edik gyokei:

2k 2k
%—W(coaw—kisinw) (k=0,1,....,n—1).
n n

1.27. Definicié. Az ¢ komplex szdmot n-edik egységgydknek nevezziik, ha ™ = 1.

1.28. Allitas. Az n-edik eqységgyokik a kovetkezdk:

2k 2k
ekzcos—ﬂ-—i—isin—ﬂ- (k=0,1,....,n—1).
n n
Ezzel a jeloléssel eg = 1 és g, = ¥ minden k € {0,1,...,n — 1} esetén.

1.29. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok egy szabdlyos m-szoget alkotnak a komplex szamsikon, amelynek koriilirt
kore az origd kozéppontu egységkor, és egyik cstcsa 1. (Ez a két informdcié egyértelmiien meg is hatdrozza az n-szoget.)

1.30. Koévetkezmény. FEgy nemnulla komplex szdm dsszes n-edik gyokét megkapjuk, ha eqy rogzitett n-edik gyokét meg-
szorozzuk sorra az n-edik egységgyokiokkel. Tehdt ha uf = z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyokei:

Yz = upey, (k=0,1,...,n—1).

1.31. Definicié. Legyen e egy n-edik egységgyok. Azt mondjuk, hogy € primitiv n-edik egységgydk, ha nem [-edik
egységgyok semmilyen n-nél kisebb [ pozitiv egészre. Masképp fogalmazva, n a legkisebb pozitiv kitevé amelyre emelve
e-t a hatvany értéke 1 lesz:

nzmin{lEstl:I}.

1.32. Allitas. Egy n-edik egységgyok pontosan akkor primitiv n-edik eqységqyok, ha hatvanyaiként megkaphato az 0sszes
n-edik eqységqyok.

1.33. Tétel. Az g, = cos 2E™ 4 jsin 2’“7” eqyséqqyok akkor és csak akkor primitiv n-edik eqységqyok, ha k relativ prim

n-hez.
1.34. Kovetkezmény. A primitiv n-edik eqységgyokok szama ¢ (n) (itt ¢ az Euler-féle figgvény).
1.35. Tétel. Ha n > 1, akkor az n-edik egységgyokok dsszege 0.

2. Absztrakt algebrai struktarak

Csoport, gyiiril, integritastartomany, test

A késébbiekben a szamelmélet alapfogalmait és tételeit altaldnositjuk majd az egész szamok halmaza helyett tetszéleges
halmazokra, amelyek elemeit lehet Gsszeadni, kivonni és szorzni, és ezek a miiveletek elég ,szépen” viselkednek. Eldszor
pontositjuk, hogy mit értiink szép viselkedésen, és nevet adunk a vizsgdlandé struktiurdknak.

2.1. Definicié. Félcsoporton egy asszociativ kétvaltozds miivelettel elldtott nemiires halmazt értiink. Formélisan: (A;o)
félcsoport, ha A nemiires halmaz, és

(0) o: Ax A— A, (z,y) —xoy;

(1) Va,b,ce A:(aob)oc=ao(boc).

2.2. Definicié. Az (A;o) félcsoport e elemét egységelemnek nevezziik, ha minden a € A-ra aoe = eoa = a teljesiil.

2.3. Definicié. Ha az (A;o) félcsoportban e egységelem és a o b = boa = e teljesiil az a,b € A elemekre, akkor azt
mondjuk, hogy a és b egymas inverze.

2.4. Allitas. Félcsoportban az egységelem és az elemek inverzei egyértelmiien meghatdrozottak (ha léteznek egydltaldn).

2.5. Definicié. Az (A;o) félcsoport csoport, ha van benne egységelem és minden elemnek van inverze, azaz A nemiires
halmaz, és
(0) o Ax A— A, (z,y) — zoy;
(1) Ya,b,ce A: (aob)oc=ao(boc);
(2) Je€ AVae A:eca=aoe=a;
3y Vae AJa* € A:aoa*=a*oa=e.

2.6. Definicié. Ha az (A; o) csoport miivelete kommutativ (azaz Va,b € A : aob = boa), akkor kommutativ csoportnak,
vagy Abel-csoportnak nevezziik.
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Jeldlés. Csoportban a o b helyett altaldban ab-t frunk, és ezen multiplikativ irdsmédndl az egységelemet 1, az a elem
inverzét pedig a=! jeloli, tovabba kommutativ esetben szokas a ba~! szorzat helyett b/a-t {rni, még akkor is, ha a csoport
elemei nem szdmok (és a miivelet esetleg nem is szorzds). Abel-csoportok esetén hasznalatos az additiv frasméd is, ekkor
a o b helyett a + b-t {runk, az egységelemet 0, az a elem inverzét —a, a b+ (—a) &sszeget pedig b — a jeloli.

2.7. Definicié. Ha egy nemiires halmazon kett& kétvaltozos miivelet is értelmezve van (nevezziik az egyiket 6sszeaddsnak,
a masikat szorzdsnak) gy, hogy az alaphalmaz az 6sszeadds miiveletével kommutativ csoportot, a szorzds miveletével
pedig félcsoportot alkot, és a szorzds disztributiv az tsszeadasra, akkor ezt a kétmiiveletes strukturat gydiridnek nevezziik.
Formélisan: (R;+,-) gyliri, ha R nemiires halmaz, és

(1) (R;+) Abel-csoport;
(2) (R;-) félcsoport;
(3) Ya,b,ce R:a-(b+c)=a-b+a-cés(b+c)-a=b-a+c-a.

2.8. Definicié. Az (R;+) csoportot az (R; +, -) gyliri additiv csoportjanak, nevezziik, és ennek megfeleléen beszélhetiink
additiv egységelemrél és additiv inverzr6l is. Az (R;-) félcsoportot neve: a gylirli multiplikativ félcsoportja.

Jel6lés. Korabbi megallapodasunknak megfelelGen tetszéleges gytriiben 0 jeloli az additiv egységelemet, az a gytriielem
additiv inverzét pedig —a jeloli, és értelmezhetjiik a kivonds mfiveletét a b —a = b+ (—a) képlettel.

2.9. Allitas. Ha (R;+,-) gyiirt, akkor minden a € R esetén a-0=0-a =0 teljesiil.

2.10. Megjegyzés. Sok hasonld, az egész szamokkal végzett miiveleteknél megszokott tulajdonsag érvényes tetszoleges
gytirtiben, példaul a (b — ¢) = ab — ac, — (ab) = (—a)b = a (=b), stb. De vigyazat: a szorzds dltaldban nem kommutativ,
fgy példaul (a +b) (a — b) = a* — b? vagy (a + b)? = a2 + 2ab + b*> mér nem teljesiil minden gyfirtiben!

2.11. Definicié. Ha egy gytriiben nemcsak az 0sszeadas, hanem a szorzas is kommutativ, akkor kommutativ gytirinek
nevezziik. Ha pedig nemcsak additiv, de multiplikativ egységelem is 1étezik (amelyet dltaldban 1 jelol), akkor egység-

v 1

elemes gytirirol beszéliink.

2.12. Definicié. Ha egy gylirii a, b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor azt mondjuk, hogy a és b zé-
rusosztdk. Ha egy gylirliben nincsenek zérusosztdk (azaz nulldtdl kiilonbozd elemek szorzata sosem nulla), akkor zérus-

v

osztémentes gytlirinek nevezziik. A kommutativ, egységelemes, zérusosztémentes gyliri neve integritdstartomdny.

2.13. Allitas. Integritdastartomdnyban lehet nemzérd elemmel egyszeriisiteni, azaz tetszdleges a,b,c (¢ # 0) elemekre
ac=bc = a=nh.

2.14. Definicid. Legyen R egységelemes gylirti. Az a € R elemet egységnek nevezziik, ha 1étezik multiplikativ inverze,

azaz létezik olyan a~! € R elem, amelyre aa~! = a~'a = 1 teljesiil.

2.15. Tétel. Az egységek barmely egységelemes gytiriiben csoportot alkotnak a szorzas miveletére nézve.
2.16. Definicié. Az R gylirl egységeinek multiplikativ csoportjit R egységcsoportjinak nevezziik és R*-gal jeloljiik.

2.17. Definicié. Testnek neveziink egy integritastartomanyt, ha legalabb kételemii, és minden nemnulla elemének van
multiplikativ inverze.

2.18. Definicié. Ha T test, akkor (T"\ {0};-) Abel-csoport, amelyet a T test multiplikativ csoportjinak hivjuk.
2.19. Megjegyzés. A definicié alapjan vilagos, hogy egy legaldbb kételemti R kommutativ egységelemes gytirii akkor és

csak akkor test, ha egységcesoportja a nulla kivételével minden elemet tartalmaz, azaz R* = R\ {0}.

Jelolés. Mivel gyfiriiben és testben a két miiveletet &ltaldban + és - jeloli, ezeket nem irjuk mindig ki, tehdt (R;+, )
illetve (T';+, ) helyett egyszertien csak R gyfir(irdl, illetve T testrél beszéliink.

2.20. Definicié. Legyen R egy gytrii és S C R. Ha S az R-bdl ,,6rokolt” miiveletekkel maga is gytir(i, akkor azt mondjuk,
hogy S részgyiiriije az R gyurtnek. Hasonléan definidlhato a résztest, részcsoport, részfélcsoport fogalma is.
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Nevezetes gyiiriik: maradékosztaly-gyiiriik, Gauss-egészek, polinomgyiiriik

2.21. Allitas. Minden m > 2 egész szdm esetén a modulo m maradékosztdlyok egységelemes kommutativ gytirit alkotnak.
A L gylird egységei éppen a redukdlt maradékosztalyok (innen a Z7, jelolés). Ha m primszam, akkor Z., test, ha m
nem prim, akkor Z,, még csak nem is integritastartomany.

2.22. Definicié. A Z,, gytirli neve modulo m maradékosztdly-gyiiri, illetve prim modulus esetén maradékosztdly-
test.

2.23. Definicié. Gauss-egészeknek nevezziik azokat a komplex szdmokat, melyeknek valds és képzetes része is egész
Szam.

Jeldlés. A Gauss-cgészek halmazat Z [i] jeloli: Z [i] = {a+ bi : a,b € Z}.

2.24. Allitas. A Gauss-egészek a komplex szamok szokdsos dsszeaddsdval €s szorzasaval integritdstartomanyt alkotnak.
2.25. Allitds. A Gauss-egészek gytirijében az egységek éppen a negyedik egyséqgyokik: Z[i]* = {1, —1,i, —i}.

A kovetkez6kben a polinom fogalméat definidljuk, elsé ranézésre meglehetésen szokatlan médon. Itt R mindig tetszoleges
integritastartomanyt jelol.

2.26. Definicié. Az R integritdstartomany feletti polinomnak olyan R-beli elemekbdl képezett (ag,aq,...) végtelen
sorozatot neveziink, amely csak véges sok nullatél kiilonbozd tagot tartalmaz. Az a; elemeket a polinom egyiitthatdinak
nevezziik.

Jeldlés. Az R feletti polinomok halmazat R [z] jeloli.

2.27. Definicié. Az f = (ag,aq,...) polinom fokszdman a legnagyobb olyan n nemnegativ egész szdmot értjiik, amelyre
an # 0. Ha nincs ilyen n, azaz ha f = (0,0,...), akkor azt mondjuk, hogy f fokszdma —oo. Ha f fokszdma kisebb,
mint 1 (azaz 0 vagy —o0), akkor f-et konstans polinomnak nevezziikk. Ha f foka n > 0, akkor az a, € R elemet f
féegyiitthatdjanak hivjuk. Az olyan polinomot, amelynek féegyiitthatéja 1, fépolinomnak nevezziik.

Jeldlés. Az f polinom fokszamat deg f jeloli.

2.28. Definicié. Az f = (ag,a1,...) és g = (b, b1,...) polinomok dsszegét és szorzatét az aldbbi képletekkel értelmez-
ziik:

f+g:(Co,Cl,...),ah01 Cn = Ay + bp;

f g = (dOadla-") s ahol dn = Zai . bn—i-
=0

2.29. Allitas. Tetszéleges f,g € R [x] polinomokra deg (f + g) < max (deg f,degg) és deg (fg) = deg f + degg.
2.30. Tétel. A fent definidlt dsszeaddssal és szorzdssal R [x] integritdstartomdny.

2.31. Definicié. Az R [x] gylir(it az R feletti egyhatdrozatlani polinomok gytirtijének, réviden R feletti polinomgydirdnek
nevezziik.

2.32. Allitas. Minden a,b € R esetén
(a,0,0,...)+ (b,0,0,...) = (a+b,0,0,...);
(a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (ab,0,0,...).
Jelolés. Tetszbleges a € R esetén az (a,0,0,...) polinom helyett egyszeriien a-t irunk, és nem is kiilonboztetjiikk meg az
a gytiriielemtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C R[z].) A (0,1,0,...) polinomot pedig x jeloli a tovdabbiakban.
2.33. Tétel*. Minden nemzérd polinom elddll ag + arx + - -+ + apx™ (a, # 0) alakban, és ez az elédllitds egyértelmd. Ha
f=1(ap,a1,...) egy n-edfoki polinom, akkor
f=(aog,a1,...,0,,0,0,...) =ag+ a1z + -+ apa”.
Jelélés. A polinomokat ezentil a,z™ + -+ + a1z + ag vagy »_ ., a;z" alakban irjuk fel. Egy ilyen felirdsndl legtobbszor
hallgatélagosan feltessziik, hogy a,, # 0 (azaz a polinom n-edfoku), valamint hogy an+1 = apy2 = ... = 0. Az x

szimbo6lum neve: hatdrozatlan. A hatdrozatlant barmilyen més betii is jelolheti, ilyenkor az R [z] jelolés is megfeleléen
mddosul. (Példdul ha a hatdrozatlan y, akkor a polinomgytiri R [y].)

2.34. Allitas. Az R [] polinomgydlriben az eqységek pontosan azok a konstans polinomok, amelyek (mint R-beli elemek)
eqységek R-ben. Formdlisan: R[z]" = R*.
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3. Test feletti egyhatarozatlani polinomok

A tovébbiakban T mindig egy tetszbleges testet jelol, és — hacsak mast nem mondunk — minden polinomot ezen test
felett tekintiink.

A polinomok szamelmélete

Test feletti polinomokkal sok tekintetben hasonlé médon lehet szamolni, mint egész szamokkal. Most csak nagyon
vazlatosan tekintjiik 4t a legfontosabb szdmelméleti fogalmak és sszefiiggések megfeleléit a T [z] polinomgytiriiben. A
félév végén részletesebben térgyaljuk mindezeket (majdnem) tetszéleges integritastartoményokra (1dsd az 5. fejezetet).

3.1. Definicié. Az f € T [x] polinom osztdja a g € T [z] polinomnak (jeldlés: f | g), ha létezik olyan h € T [x] polinom
amelyre g = fh.

3.2. Definicié. Az f és g polinomok asszocidltak (jelolés: f ~g), ha flgésg]| f.

3.3. Tétel. Tetszdleges f,g € T [x] polinomokra
3) frg < JeeT\{0}:g9g=cf
(11) (f|g ésg#0) = degf < degy.

3.4. Tétel. Az asszocidltsdg ekvivalenciareldcio T [x]-en. A nulla osztdlydt kivéve minden asszocidltsdgi osztdly tartalmaz
pontosan eqy fopolinomot.

3.5. Tétel (a maradékos osztas tétele). Ha f,g € T [x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott q és
r € T [z] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg.

3.6. Definicié. A d € T [z] polinom legnagyobb kézds osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha teljesiil a kovetkezd
két feltétel:
(1) d| fésd]g;
2y VkeT[z]:(k|fésk|g) = k|d
Hasonléan definidlhaté polinomok legkisebb kézds tobbszordse is.

3.7. Tétel. Barmely két f,g € T [x] polinomnak létezik legnagyobd kizds osztdja és legkisebb kozds tobbszordse, és ezek
asszocialtsdg erejéig egyértelmiien meghatdrozottak. A legnagyobb kizos oszto kiszamithato az euklideszi algoritmussal, és
kifejezhetd [ és g linedris kombindcidjaként” Ju,v € T [x] 1 fu+ gv =d.

3.8. Megjegyzés. Természetesebbnek tlinhet a legnagyobb kozos osztét a legmagasabb fokszamu kozos osztdként
definidlni. Ha d legnagyobb kozos osztéja f-nek és g-nek a 3.6 Definicié értelmében és d # 0, akkor h maximélis
fokszamu f és g kozos oszt6i kozott. Valdban, ha k egy kozos oszt6, akkor k | d és igy degk < degd (ldsd a 3.3 Tételbeli
(11) tulajdonsédgot).

3.9. Tétel. Tetszbleges adott nemzérd f, g, h € T [x] polinomok esetén az fu+gv = h egyenlet akkor és csak akkor oldhatd

meg az ismeretlen u,v € T [x] polinomokra nézve, ha lnko (f,g) | h.

3.10. Definicié. Tetszbleges f,g,m € T [z] esetén azt mondjuk, hogy [ kongruens g-vel modulo m (jelolés f =
g (modm)), ham| f—g.

3.11. Allitdas. A mod m kongruencia ekvivalenciareldcid T [z]-en, és két polinom akkor és csak akkor kongruens modulo
m, ha ugyanazt a maradékot adjik m-mel osztva.

3.12. Tétel. Tetszbleges f,g,h € T [x] esetén az fu =h (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhatd meg,
ha lnko (f,m) | h.

3.13. Definicié. A modm kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m maradékosztdlyoknak nevezziik.
Az f € T [z] polinomot tartalmazé modulo m maradékosztalyt f jeldli, a maradékosztalyok halmazdt (vagyis a modulo
m kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig T [z] / (m) jeloli. Tehdt T [x] / (m) = {f : f € T [«]}.

3.14. Definicié. A modulo m maradékosztdlyok halmazén értelmezziik az Osszeadast, az additiv inverz képzését és a
szorzdst a kovetkezOképpen: tetszdleges f,g € T [z] esetén legyen f+g=f+g, —g=—g, f-g=["g.

3.15. Allitdas. A fenti miwveletek joldefinidltak, azaz maradékosztdlyok dsszege (addditiv inverze, szorzata) nem figg
attdl, hogy az egyes maradékosztdlyokbdl melyik elemet vdlasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miuveletekkel T [x] / (m)
kommutativ egységelemes gyiirit alkot (maradékosztaly-gytirii).

3.16. Tétel. Az f € T[x]/(m) maradékosztilynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ inverze, ha lnko (f,m) ~ 1.
Ilyenkor a multiplikativ inverz egyértelmien meghatdrozott.
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Polinomfiiggvények, gyokok, interpolacié

Eddig a polinomokkal mint formalis kifejezésekkel szamoltunk, nem éltiink azzal a lehet6séggel, hogy x helyébe az
alaptest (vagy -gylirti) elemeit be lehet helyettesiteni. Mostantdl viszont a polinomokat fiiggvényeknek (is) tekintjiik,
hiszen a klasszikus algebra kozponti kérdése polinomfiiggvények zérushelyeinek (azaz a polinom gyokeinek) vizsgalata.
3.17. Definicié. Az f = a,a™ + -+ + a1z + ag € T [z] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési értékén az f(c) =
anc” + -+ ajc+ ag € T elemet értjiikk. Az f € T [z] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az
f:T =T, c— f(c)leképezés. A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyantgy jeloljik; a szovegkornyezetbol
kideriil, hogy mikor melyikrél van sz6. Ha polinomfiiggvényekrdl van sz, akkor z-et vdltozdnak nevezziik (nem pedig
hatérozatlannak).

3.18. Definicié. Az o € T elem gydke az f € T [x] polinomnak, ha f («) = 0.

3.19. Tétel (Bézout tétele). Bdrmely f € T [z] és o € T esetén
fla)=0 <= z—al f.

3.20. Kovetkezmény. Tetszdleges f,g € T [x] polinomok esetén [ és g kizds gyikei ugyanazok, mint Inko (f, g) gyikei.
3.21. Kévetkezmény. Ha aq,...,ax € T pdronként kilonbozd elemek és f € T [x], akkor

floa)=...=flon) =0 <= (z—aa)-...-(x—ax) | f- @
3.22. Kévetkezmény. Ha az f € T [x] polinom fokszama n, akkor legfeljebb n kiilonbizé gyike van o T testben.
3.23. Kovetkezmény. Ha az f, g € T [z] polinomok legfeljebb n-edfokiak, és n+1 kilonbozd helyen ugyanaz a helyettesitési
értékik, akkor f = g.
3.24. Kovetkezmény. Ha a T test végtelen, akkor két'T feletti polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a hozzdjuk tartozo
polinomfiigguények megegyeznek.

3.25. Megjegyzés. Ha a T test véges, akkor taldlhatok kiilonbozd T feletti polinomok, amelyekhez ugyanaz a polinom-
fiiggvény tartozik (keressiink ilyen példdkat!).

3.26. Tétel (Lagrange-interpolacid). Tetszbleges cy, ..., cny1 pdronként kilonbozd és dy, ..., dn11 (nem feltétlendl kii-
lonboz8) T-beli elemekhez létezik pontosan eqy [ € T [x] legfeljebb n-edfokd polinom, amelyre f (¢;) =d; (i =1,...,n+1)
teljestil.

3.27. Definicié. Az el6z6 tételbeli f polinom neve Lagrange-féle interpoldcids polinom.

3.28. Megjegyzés. Eléfordulhat, hogy az n+ 1 pontra illesztett Lagrange-féle interpoldcids polinom foka kisebb, mint n.
Pontosan n-edfoku polinom 1étezését nem lehet garantalni. Ha nem kotiink ki semmit a fokszamra, akkor elveszitjiik az
unicitdst: barmely g € T [z] polinomra f+ (x —¢1) -+ (x — ¢py1) - g is megfeleld. Nem nehéz meggondolni (tegyiik meg!),
hogy minden olyan polinom, amely a ¢; helyeken a d; értékeket veszi fel, el6all ilyen alakban.

Tobbszoros gyokok, Horner-maédszer

3.29. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f € T [z] polinomnak az o € T elem k-szoros gydke, ha (xfoz)k | f de
(x — a)k+1 1 f. A k szémot az « gyok multiplicitdsénak nevezziik.

3.30. Megjegyzés. Megengedjiik a k = 0 esetet is: « pontosan akkor nullaszoros gyok, ha nem gyok.

Legyen f = ana™ + -+ a1z +ag € T [z] egy n-edfoki polinom és ¢ € T. Ha f (c) értékét szereténk kiszdmitani, akkor
a szokdsos f (¢) = a, ™ + -+ - + ajc + ap felirdst haszndlva 2n — 1 szorzést és n osszeaddst kell elvégezniink. Ha viszont a
disztributivitast kihasznédlva f (c)-t a kévetkezd alakban irjuk fel, akkor csak n szorzast és n osszeaddst kell elvégezni:

fl@=("((an-ct+an-1)-c+an—2) c+an_3) - +a) c+a)-c+agp.

Ezt nevezzitk Horner-elrendezésnek. Figyeljitk meg, hogy balrdl jobbra haladva elvégezve a miiveleteket a kovetkezo
részeredmény mindig ugy adédik, hogy az eléz6t megszorozzuk c-vel, és hozzdadjuk f soron kévetkezd egyiitthatdjat. (Itt
részeredményen az egy zardjelparon beliili kifejezéseket értjiik.)

A szamolast kényelmesebb az aldbbi tablazatban elvégezni. A kettds vonaltdl balra felirjuk emlékeztetdiil ¢ értékét,
a kettGs vonaltol jobbra a felsé sorba f egyiitthatdi keriilnek, az alsé sort a,-nel kezdjiik, majd balrél jobbra haladva
sorra kitoltjiik a mezdket. A kovetkez6 iires mezébe a téle balra 41l elem c-szeresének és az iires mez6 feletti elemnek az
Osszegét kell frni. Az alséd sor utolsé eleme adja f (¢) értékét.

Qanp, Ap_1 <> ‘ ag ‘
cllan |an-ctan_1| - |d|d-ct+td]| - | f(c)

Amint a kovetkezd tételbél és kovetkezményébél kideriil, a Horner-elrendezés val6jdban nem csak f (c) kiszamitasira
alkalmas.
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3.31. Tétel (Horner-médszer). Legyen f = anz™ + -+ a1z + ag € T [z] egy n-edfokd polinom és ¢ € T. Ha a Horner-
mddszerrel elkészitett tabldzat alsé sordban dllé elemek by, ..., by, by, azaz b, = ap ésb; =bjp1-c+a; (i=n—1,...,0),
akkor by nem mds, mint az f-nek az x — ¢ polinommal vald osztdsakor keletkezd maradék, b,z™ 1 + -+ + box + by pedig
ugyanezen osztds hdnyadosa:

f=(@—c) (bpz™ '+ -+ bz +by) + by.

3.32. Koévetkezmény (iteralt Horner-médszer). Alkalmazzuk o Horner-mddszert az f = anz™ + -+ 4+ a1x + ag € T [x]
polinomra és a ¢ € T elemre, majd egészitsiik ki a tdbldzatot egy ujabb, az eldzémél eggyel rovidebb sorral a fentebb leirt
szdmoldsi szabdlyt kovetve. Folytassuk ujabb, egyre révidebb sorokkal, mig végil eqy hdromszog alaki tdbldzatot kapunk:

Qp | QGp—1 | Gpn—2 | " - az | ai aO‘

c . do
C ... dl
C e d2

c dn—2

c dp—1

cl|l dy,

A tdbldzat jobb szélén dtldsan elhelyezkedd elemek megadjdk annak a polinomnak az egyiitthatoit, amelyet f-bél az x — ¢
hatdrozatlanra vald dttéréssel kapunk (természetesen do = f (c) és d,, = ay,):

anx" + - +ar+ag=dy (x—c)" + - +di (x - ¢) + do.

Kiolvashatd a tabldzatbol az is, hogy ¢ hdnyszoros gydke f-nek: a ¢ gyok multiplicitisa nem mds, mint a legkisebb olyan
k, amelyre di, # 0 (megengedve a k = 0 esetet is).

Irreducibilis polinomok, gyoktényezds alak, irreducibilitas C és R felett

3.33. Definicié. A p € T [z] polinom irreducibilis, ha legaldbb elsdfoki, és csak tigy bonthaté két polinom szorza-
tara, hogy az egyik tényezd asszocidlt p-hez. (Ekkor a mdsik tényezd sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trividlis
faktorizdciordl beszéliink.) Formélisan:

VfgeT[z]:p=fg = (p~ fvagyp~yg).
3.34. Allitas. Egy legaldbb elséfoki p € T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem bonthatd degp-nél kisebb
fokszamai polinomok szorzatdra.

3.35. Definicié. A p € T [z] polinom prim, ha legaldbb elséfokt, és valahdnyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor
osztéja a szorzat egyik tényezGjének. Formélisan:

Vf,geTlz]:plfg = (| fvagyplyg).

3.36. Tétel. Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsdg ekvivalens.

3.37. Tétel. Minden legaldbb elsdfoki polinom felbonthatd irreducibilis polinomok szorzatdra. Ez a felbontds a tényezdk

sorrendjétdl és asszocidltsagtol eltekintve egyértelmiten meghatdrozott, azaz ha pr-... - Pn €S Q1. . .- Q¢m ugyanazon polinom
két irreducibilis faktorizdcidja, akkor n = m, és létezik olyan m € S, permutdcid, hogy p; ~ Gy minden i = 1,...,n
esetén.

3.38. Tétel. A T [z]/(f) maradékosztaly-gyliri akkor és csak akkor test, ha f irreducibilis T felett.

3.39. Tétel. Legyen T test, f € T [x] irreducibilis polinom, és jelolje n az f polinom fokszamdt. FEkkor a K =
T [x])/ (f) faktorgydri olyan test, amelyben az f polinomnak van gyske. A K test minden eleme egyértelmiien felirhatd
p_12" 1+ +ax +ag (ap-1,...,a0 €T) alakban. Ha T = Z,,, akkor |K| = p™.

3.40. Megjegyzés. Ha a K testet a T =R és f = 22 + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok testét kapjuk.
3.41. Tétel*. Akkor és csak akkor létezik q-elemi test, ha q primhatvdny.

3.42. Allitas. Az elséfoki polinomok bdarmely test felett irreducibilisek.

3.43. Tétel. Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gyoke.

3.44. Tétel. Ha f € T [x] és 2 < deg f < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gyoke.
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3.45. Tétel* (az algebra alaptétele). Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatds polinomnak van gydke a komplex
szdmok testében.

3.46. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoki polinomok irreducibilisek.

3.47. Kovetkezmény. Minden legaldbb elséfoku komplex egyiitthatés polinom elséfoki polinomok szorzatdra bomlik. Ha
f=apz™+---+arx+ag € Clz] (n>1,a, #0), akkor f-nek multiplicitdssal szamolva pontosan n gyike van. Ha ezek a
gyokok aq, . .., an (mindegyiket annyiszor feltintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor f = a, (x — 1) -+ (v — ap). Ezt
nevezziik a polinom gydoktényezds felbontdsdnak.

3.48. Kovetkezmény. Bdrmely f,g € Cz] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke egyittal gyike
g-nek is, mégpedig legaldbb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

3.49. Tétel. A valds polinomok nemwalds gyokei komplex konjugdlt parokban lépnek fel:
VfeR[z] VzeC: f(2)=0 = f(2)=0.

3.50. Koévetkezmény. Egy valds egyiitthatos polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szdmok teste felett, ha elséfoka,
vagy olyan mdsodfoki polinom, melynek nincs valés gyoke. Tehdt az R feletti irreducibilis polinomok a kovetkezdk:

e ar+b (a,beR,a#£0);

o ax’+bx+c (a,b,cGIR,a#O,b2 —4dac < 0).

Irreducibilis polinomok Q felett

3.51. Definicié. Az a,z™ + -+ + a1x + a9 € Z [z] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha egyiitthatdi relativ
primek, azaz Inko (ag, ..., a,) = 1.

3.52. Allitds. Minden raciondlis egytitthatos polinom felbonthatd egy raciondlis szdm és egy primitiv polinom szorzatdra:
VieQlz] IreQ3If*€Zlx]: f=rf*és f* primitiv polinom.

3.53. Megjegyzés. Az el6zé allitdsban f ~ f* (ha f # 0), tehat Q [z]-ben asszocidltsdg erejéig mindig lehet primitiv
polinomokkal szamolni.

Jeldlés. Adott p primszdm esetén az f = > a; -z’ € Z[z] polinom modulo p redukaltjan az f:= 7  a; - 2' € Z, []
polinomot értjiik, ahol @; az a; egész szamot tartalmazé modulo p maradékosztaly.

3.54. Lemma. Tetszéleges f € Z[x] polinom akkor és csak akkor primitiv, ha minden p primszimra f # 0 € Z, [].
3.55. Tétel (Gauss-lemma). Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

3.56. Tétel. Ha egy legaldbb elsdfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthatd fel ndla kisebb fokszdmai egész egyiitthatos
polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z[x] és deg f =n > 1, akkor az
alabbi két allitds ekvivalens:

(1) 3g,h € Zx]: f = gh és0 < degg,degh < n;

(2) 3g,h € Q] : f =gh és0 < degg,degh < n.

3.57. Megjegyzés. A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az elsé viszont nem ekvivalens azzal,
hogy f reducibilis Z felett. Tehat a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszertien ugy, hogy egy egész egyiitthatds
polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett. Példdul a 2. faktorizécié Z [x]-ben nemtriviélis,
mert 2 ¢ Z[z]" ezért a 2z polinom nem irreducibilis Z felett (Q felett viszont irreducibilis, hiszen elséfokt). Meg lehet
mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszamok
(mint konstans polinomok).

3.58. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztéja az a egész szamnak, ha a oszthaté p-vel, de p>-tel
mAr nem.
Jelblés. A pontos oszthatésagot || jeldli: p | a <= p|a és p?ta.

3.59. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = a,a2™ 4+ - + a1z + a9 € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszdm amelyre p{ an,p | an_1,...,p0 | a1,p || ao, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

3.60. Kovetkezmény. Minden n > 1 egész szdmra létezik Q felett irreducibilis n-edfokid polinom.

3.61. Megjegyzés. A Schonemann—FEisenstein-tétel megforditdsa nem igaz! Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p prim-
szdm, ami teljesitené a megfelels oszthatésdgi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis (keressiink
ellenpéldét!). A megforditds helyett kovetkezzék inkdbb a tétel ,tiikorképe”.

3.62. Tétel* (muivdtivl iestilidioubavii sldt-nistenseid—nnsmoandrad). Legyen f = apa™ + -+ + a1x + a9 € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszdm amelyre p || an,p | an—1,...,0| a1,01 ag, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.
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3.63. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = anz™ + -+ + a1z + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom. Ha % egy
egyszerisithetetlen tort alakjdgban felirt raciondlis szam (azaz p,q € Z, ¢ # 0 és Inko (p,q) = 1), akkor

f(p):O = q|an ésp]ap.
q

Specidlisan: egész egyiitthatos fépolinom raciondlis gydkei mindig egész szamok.

Derivalt, tobbsz6rés gyokok

3.64. Definicié. Az f = a,2" + -+ + a17 + ap € C[z] polinom derivdltjin az na,z" ! + --- + 2asx + a1 polinomot
értjuk.

Jelolés. Az f polinom derivéltjat f’ jeloli, a k-adik derivéaltat pedig f*), az f1) = f' és f(O = f megallapodassal.

3.65. Tétel. Minden f,g € C x| polinomra és k pozitiv egész szamra érvényesek az aldbbi derivdldsi szabdlyok:

(1) (F+9) =f"+4

(2) (f9) = f'g + fd";

(3) (ff) =kf'f
3.66. Tétel. Ha k > 1 és az a komplex szam k-szoros gydke az f polinomnak, akkor k — 1-szeres gyoke f'-nek. (Ha
k =1, akkor a nem gycke f’-nek.)

3.67. Megjegyzés. Az el6z6 tétel megforditdsa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan gyokei is, amelyekért nem f a ,,felelss”.
3.68. Koévetkezmény. Az f € C[x] polinom a gydkének multiplicitdsa nem mds, mint a legkisebb olyan k nemnegativ
egész, amelyre f) (o) # 0, azaz a akkor és csak akkor k-szoros gyok, ha f(a) = f'(a) = ... = f&D(a) = 0, de
f® (@) #0.

3.69. Kovetkezmény. Az o komplexr szdm akkor és csak akkor tébbszirds gyoke az f € Clx]| polinomnak, ha gyike
Inko (f, f')-nak.

3.70. Kovetkezmény. Bdrmely legalabb elséfoki f € Clz] polinomra az W polinom gyokei ugyanazok, mint f
gyokei, de mindegyik eqyszeres gyok.

3.71. Kovetkezmény. Ha T szdmtest, azaz részteste C-nek, és f € T [x] irreducibilis T felett, akkor f-nek minden
komplex gyoke egyszeres.

Harmadfoku egyenlet

3.72. Allitas. Azay® +by?> +cy+d=0 (a,b,c,d € C,a # 0) harmadfoki egyenletbdl az x =y + % Uj ismeretlenre valo
dttéréssel eltinik a mdsodfoki tag, tehdt a féegyiitthatéval vald leosztds utdn x> + pr +q =0 (p,q € C) alaki egyenletet

kapunk.

3.73. Tétel. Az 23 +pr +q = 0 (p,q € C) harmadfoki egyenlet minden megolddsa megkaphaté a Cardano-képlet

segitségével:
R QAR e

A képlet kilenc szdmot is adhat, de ezek kozil természetesen legfeljebb hdrom lehet megolddsa az egyenletnek, nevezetesen
azok, ahol a két kobgyok szorzata —g, Ha u és v a két kobgyok eqy-eqy ilyen értéke, akkor az x> + px + ¢ polinom hdrom
gyoke (multiplicitdssal): u+ v, ue + Vg, ug + ve, ahol & primitiv harmadik egqységgydk.

3.74. Tétel. A valds egyiitthatds x> + px + ¢ harmadfokd polinom valds, illetve nemvalds gyokeinek szdma a (%)2 + (g)?’
szam. eldjelétdl figg az aldbbi modon:

e ha (%)2 + (%)‘3 > 0, akkor egy valos és két nemwvalos konjugdlt komplex gyok van;

e ha (%)2 + (%)3 =0, akkor minden gyok valds, és kézilik (legaldbb) kettd egybeesik;

e ha (%)2 + (%)3 < 0, akkor hdrom kiilonbézd valds gyok van (ezt az esetet nevezzik casus irreducibilisnek).

3.75. Definicié. A D = —108 ((%)2 + (%)3> szamot nevezziik az x> 4+ px + ¢ polinom diszkrimindnséanak.
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3.76. Megjegyzés. Az el6z6 tétel szerint a diszkrimindns pontosan akkor nulla, ha van tobbszoros gyok. Derivaldssal
meggyézddhetiink réla, hogy ez nem csak a valés esetre érvényes. A szimmetrikus polinomok alaptételének segitségével
(4.17. Tétel) késébb igazolni tudjuk majd, hogy a diszkrimindns nem més, mint (a; — as)” - (a2 — as)® - (as — ap)?, ahol
a1, g, ag a polinom komplex gyokei. Valéjaban ez a diszkrimindns definiciéja. Ebbdl az alakbdl vildgosan latszik, hogy
D akkor és csak akkor nulla, ha legalabb két gyok egybeesik. Hasonléan lehet definialni tetszéleges fokszamu polinom
diszkrimindnsét is. Példaul, ha az az? + bx + ¢ polinom komplex gytkei a; és ap, akkor diszkrimindnsa (a — 042)2, amit
maéar kozépiskolai ismeretek birtokdban is ki lehet szdmolni. Az eredmény: bz;ﬁ“, ami ,majdnem ugyanaz’, mint amit a
masodfoku polinom diszkrimindnsédnak szoktunk nevezni.

Negyedfoki egyenlet

3.77. Definicié. Az 2* + ax® + bax? + cx + d = 0 negyedfoki egyenlet kubikus rezolvensének az

a?

(aac)24<4+2ab> (a®—d) =0

egyenletet nevezziik (ami az a ismeretlenre nézve harmadfoku egyenlet).

3.78. Tétel. Legyen f = a* +ax®+bax®+cx+d € Clzx], és legyen o megolddsa az f (x) = 0 negyedfokii egyenlet kubikus re-
zolvensének. Ekkor az (% + 20 — b) 2?2+ (ac — ¢) x+ (a2 — d) mdsodfoki polinom teljes négyzet, azaz valamely h € C [z]

legfeljebb elsdfoki polinom négyzete. A g = a* + %x + « jeldlést haszndlva f = g* — h? = (g + h) (9 — h), vagyis [ két
masodfoki polinom szorzatdra bomlik, és igy gyokei a masodfoku egyenlet megolddképletével meghatdrozhatdk.

4. Viete-formulak, tobbhatarozatlana polinomok, szimmetrikus polinomok, algebrai szamok

Gyokok és egyiitthatdk kozotti 6sszefiiggés

4.1. Tétel. Legyenek az n-edfoki f = 2" + ap_12" 1 + -+ + a1x + ag € Clx] fépolinom komplex gydkei a, ...,y
(mindegyiket annyiszor feltintetve, amennyi a multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi dsszefiiggések:

—Op-1 = Q1+ Q2+ -+ Qg
Up—2 = Q1Q2 + 103 + -+ + Qp_1Qy;

—Qp—3 = Q103 + Q100 + -+ Qp 20y 100

n—1
(—1)" a1 = oo, F OG0y s Q203 1O
n
(—=1)" ap = a1pasz - - ap_10p.

4.2. Megjegyzés. A fenti képleteket Viéte-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldalan (—1)]’C an—r 4ll, a jobb oldalon
pedig az agq, ..., a, betikbdl képezett Gsszes k-tényezds szorzat Gsszege, tehdt egy (Z)—tagl’l Osszeg. Formalisan:

k
(—1) Qp— — Z Qjy - Oy = oo Ol

1<i1<i2< - <ip<n

(—1)kan_k = Z H ;.

IC{1,...,n} i€l
|I|=k

Még formalisabban:

A tobbhatarozatlanu polinomok gyirije, lexikografikus rendezés

4.3. Definicié. Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezziik az ax]fl -~ xfn alakid formélis kifejezéseket,

ahol 0 #£ a € T és ky,...,k, € Ny. Az ilyen monomok véges Gsszegeit pedig T feletti n-hatdrozatlani polinomoknak
nevezziik.
Jelolés. A T feletti n-hatdrozatlani polinomok halmazdt T [x1, ..., z,] jeloli.

4.4, Tétel. A természetes modon definidlt szorzdssal és dsszeaddssal T [z, . .., x,] integritdstartomdny.
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4.5. Megjegyzés. Az n-hatdrozatlanu polinomok gy(iriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen T [x1,...,2,] =
(T [x1,...,2n-1)) [xn], azaz a T [z1, ..., T,—1] integritdstartomdny feletti (egyhatdrozatlant) polinomgytirii.

. o 1
kn monom lexikografikusan megel8zi a bry' ---zl» monomot, ha van

4.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy az az® ... 2% "
olyan i € {1,...,n}, amelyre ky = l,...,ki—1 = l;_1 és k; > ;. (Vagyis megkeressiik az els§ eltérést a ki, ko, ..., ky és
az li,la, ..., 1, kitevosorozatok kozott, és amelyikben nagyobb szam &ll ezen a helyen, az keriil elérébb a lexikografikus

sorrendben.)

Jelolés. Tetszbleges M, N € T [x1,...,2,] monomok esetén M I N jeloli azt, hogy M lexikografikusan megelézi N-et,
MZN pedig azt, hogy M O N vagy M ~ N. A 2 relaciét lexikografikus rendezésnek nevezziik.

4.7. Allitdés. A monomok halmazdn = reflexiv, tranzitiv és dichotom reldcio, valamint M=2N és MEN akkor és csak
akkor dll fenn egyszerre, ha M és N asszocidlt.

4.8. Megjegyzés. Az el6zé &llitas szerint a =2 reldcid teljes rendezés (dichotém részbenrendezés) a monomok halmazdn
,modulo asszocidltsag”. Altaldban egyszerre csak egy adott polinomban eléfordulé monomokat vizsgalunk, ezek kozott
pedig nincsenek asszocialtak (azokat 6ssze lehetne vonni egy taggd), tehét ilyenkor valdjaban teljesen rendezett halmazzal
dolgozhatunk.

4.9. Allitds. A monomok szorzdsa monoton a lexikografikus rendezésre nézve, azaz tetszoleges M, M N, N monomokra
ha M2N és M3N, akkor MM=2NN, és itt asszocialtsdg csak akkor teljesil, ha M ~ N és M~ N.

4.10. Allitas. Tetszbleges f,g e T [1,...,2n] nemzérd polinomokra fg lexikografikusan elsé tagja nem mds, mint f és g
lezikografikusan elsé tagjanak szorzata.

Szimmetrikus polinomok

4.11. Definicié. Az f € T [x1,...,x,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns a hatdrozatlanok
minden permutaciéjara, azaz

Vo €Syt f(T1my ey Tnm) = [ (21,00 20) .

4.12. Definicié. A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinom az x1,...,x, hatdrozatlanokbdl képezett
Osszes k-tényezds szorzatok osszege (k=1,...,n).

Jel6lés. A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinomot oy jeloli (az alaptest és n értéke dltaldban vildgos a
szovegkornyezetbdl), tehdt

o = Z Ty “Tig * e et Ty Z H:cl €T [x1,...,24].

1<y <ig < <ip<n IC{1,...,n} i€l
[1|=F

4.13. Megjegyzés. Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezheték ki egy komplex

egyiitthatds fépolinom egyiitthatdi a polinom gyokeibdl. Tehdt a Viete-formuldk oy, (aq, ..., q,) = (—1)k a,_y alakban is
felirhatok.
4.14. Tétel. A szimmetrikus polinomok részqyirit alkotnak a T [x1, ..., x,] polinomgydriben.

4.15. Lemma. Ha az®' ... zk

wnegy szimmetrikus polinom lexikografikusan elsd tagja, akkor ki > -+ > ky,.

4.16. Lemma. Tetszbleges k1 > --- > k, nemnegativ egészekhez léteznek olyan ly,...,l, nemnegativ egészek, hogy
0'l11 ol €T xy,. .. 2, lexikografikusan elsé tagja éppen xkl cooghn,

4.17. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele). Bdrmely szimmetrikus polinom felirhatd, mégpedig egyetlen mddon,
az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formdlisan:

VfeT[x,...,xs): f szimmetrikus = Ih € Tx1,...,xn]: f=h(0o1,...,00).

4.18. Kovetkezmény. Tetszdleges n-edfokid f € Q[x] polinom esetén ha f komplex gyidkei (multiplicitdssal) aq,. .., an,
akkor minden g € Q[x1,...,x,] szimmetrikus polinomra g (a1, ..., a,) € Q.
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Algebrai szamok

4.19. Definicié. Az o komplex szamot algebrai szdmnak nevezziik, ha gyoke valamely nemzéré raciondlis egyiitthatds
polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens szdmoknak nevezziik.

4.20. Definicié. Ha f € Q [x] minimdlis fokszdmu mindazon nemzéré racionélis egyiitthatés fépolinomok kézott, melyek-
nek « gyoke, akkor f-et az « algebrai szam minimadlpolinomjanak nevezziik.

4.21. Tétel. Algebrai szam minimdlpolinomgja mindig egyértelmien meghatdrozott, és irreducibilis a raciondlis szamtest
felett. Tovdbbd, ha f € Qz] olyan irreducibilis fépolinom melynek az o algebrai szdm gyioke, akkor f megegyezik «
minimdlpolinomjdval.

4.22. Tétel*. Létezik transzcendens szdm.

4.23. Tétel*. Az algebrai szdmok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

4.24. Tétel. Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/« is algebrai szam (a gydknek mind az n értékére).

4.25. Definicié. Az a komplex szamot gydkmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté raciondlis szamokbdl kiindulva a
négy alapmiivelet (6sszeadds, kivonds, szorzds, osztéds) és egész kitevis gyokvonds véges szamu alkalmazdsaval.

4.26. Kovetkezmény. A gyikmennyiségek algebrai szamok.

4.27. Tétel*. Van olyan algebrai szam, ami nem gyokmennyiség.

4.28. Tétel*. Az algebrai szdmok teste algebrailag zdrt, azaz ha o € C gyoke a legaldbb elséfoki f = anx™+-- - +a1x+ag
polinomnak, ahol ag, ..., a, algebrai szamok, akkor a maga is algebrai szdm.

5. Szamelmélet integritastartomanyokban

Oszthatdsag, asszocialtsag, kongruencia, maradékosztaly-gyiirii

A kovetkez6kben azokat a szamelméleti eredményeket altaldnositjuk, amelyek minden integritdstartomanyban érvény-
ben maradnak. Mostantél R mindig tetszoleges integritastartomanyt jelol.

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a € R elem osztdja a b € R elemnek (b t6bbszdrdse a-nak), ha létezik olyan
c € R, amelyre b = ac.

Jelolés. Az oszthatdsédgi relaciét | jelsli: a | b <= Jec € R: b = ac. Ha a # 0, akkor egyetlen ilyen c létezik (mert R
zérusosztémentes), ilyenkor hasznédljuk a ¢ = 3 jelolést. Ha a1 b, akkor a g tortet (egyelére) nem értelmezziik.

5.2. Tétel. Tetszbleges a,b,c € R esetén érvényesek az aldbbiak:

(1) a|q (6) a|l <= a€ R"

(2) (a]|bésb|c) = alc (1) 0]a < a=0;

(3) (a|bésb|a) < Fue R*:b=uaq; 8) (a|bésalc) = al|bxtg
4) 1] q (9) a|b = a]be

(5) a|0; (10) a | b < ac|be, ha ¢ # 0.

5.3. Megjegyzés. Amint az elsd két tulajdonsdg mutatja, az oszthatdésdgi relacio reflexiv és tranzitiv, de a (3) tulajdonsig
szerint altaldban nem antiszimmetrikus (igy nem is részbenrendezés). Ezen prébalunk segiteni az asszocidltsdgi relacié
bevezetésével.

5.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a és b elemek asszocidltak, haa|bésb]|a.

Jeldlés. Az asszocidltsdgi reldcidt ~ jeloli: a ~b <= a|bésb|a.

5.5. Tétel. Az asszocidltsdg ekvivalenciarelicié R-en. Két elem akkor és csak akkor asszocidlt, ha egymdstdl csupdn
eqység tényezdben kilonboznek.

5.6. Kdvetkezmény. Az egész szamok gyirijében a ~ b akkor és csak akkor teljesiil, ha a = £b. Két T test feletti polinom
pontosan akkor asszocidlt, ha egymdstol csupdn egy nemnulla konstans szorzoban kiilonboznek.
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5.7. Megjegyzés. Asszociélt elemeket nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak az oszthatésdgot vizsgdl-
juk. Ha az oszthatdsagi relaciot az asszocialtsagi osztalyok halmazéan értelmezziik, akkor mar nemcsak reflexiv és tranzitiv,
hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (R/ ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/~= R*, legnagyobb eleme 0/~ = {0}. Az egész szdmok gyliriijében minden asszocidltségi osztély {a, —a} alakdi, tehat
minden osztdlyban van egy (és csak egy) nemnegativ szdm. Ha minden asszocidltsagi osztélyt a nemnegativ elemével repre-
zentdlunk, akkor az (No;|) részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|) részbenrendezett
halmaz. Test feletti polinomgyfirii esetén minden asszocidltsagi osztély (a nulldét kivéve) pontosan egy f6polinomot
tartalmaz, itt tehat asszocidltsag erejéig mindig dolgozhatunk fépolinomokkal. Egy tetszOleges integritastartoméanyban
azonban altaldban nincsenek kitiintetett elemek az asszocialtsagi osztalyokban.

5.8. Definiciéo. Legyen a,b,m € R. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m.
Az m elemet a kongruencia modulusédnak nevezziik.

Jel6lés. A kongruencidt ugyantigy jelsljikk, mint az egész szdmok gyfirijében: a =b (modm) <= m|a —b.

5.9. Allitas. A mod m kongruencia ekvivalenciareldcid az R halmazon, tovdbbd ,szabad” kongruencidkat dsszeadni,
kivonni és dsszeszorozni: tetszdleges ai,by,as,ba € R elemekre

a; =b; (modm)
= a1 +as =b; +by (modm), a; —as =by — by (modm), ay-as = by -by (modm).
as = bs (modm)

5.10. Definicié. A modm kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztilyokat modulo m maradékosztdlyoknak nevezziik.

Jel6lés. Az a € R elemet tartalmazé modulo m maradékosztélyt @ jeloli (ha a modulus vildgos a szévegkdrnyezetbdl),
a maradékosztalyok halmazédt (vagyis a modulo m kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig R/ (m) jeloli. Tehat

R/(m)={a:a€ R}.

5.11. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az &sszeaddst, az additiv inverz képzését és a

szorzast a kovetkezéképpen: tetszéleges a,b € R esetén legyen @ +b=a+b, —b= —b, a-b=a-b.

5.12. Allitas. A fenti miiveletek jéldefinidltak, azaz maradékosztdlyok dsszege (addditiv inverze, szorzata) nem fiigg attdl,
hogy az egyes maradékosztdalyokbdl melyik elemet vdlasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miveletekkel R/ (m) kommutativ

o

egységelemes gytirit alkot.

Legnagyobb kozos oszté

Az oszthatdsag és a kongruencia fogalméat és alaptulajdonsagait szinte sz6 szerint lehetett &ltaldnositani tetszéleges
integritastartomanyra. A legnagyobb ko6z6s oszté nem mindig létezik, de ha létezik, akkor hasonlé tulajdonsagokkal
rendelkezik, mint az egész szamok gytriijében, noha a bizonyitasok kicsit nehezebbek.

5.13. Definicié. A d € R elemet az a és b elemek legnagyobb kdzds osztdjanak nevezziik, ha kielégiti a kovetkezd két
feltételt:

(1) d|aésd]|b;

(2) VkeR:(k|aésk|b) = k|d.

At € R elem legkisebb kdzds tobbszordse a-nak és b-nek, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

(1) a|tésb]t

(2) VkeR:(alkésh|k) = t]|k.

Jel6lés. Az a és b elemek legnagyobb kozos osztdjat Inko (a, b) vagy (a,b), legkisebb kozos tobbszorosiiket pedig lkkt (a, b)
vagy [a, b] jelsli.

5.14. Megjegyzés. Ha az a elem osztéinak halmazét D, jeloli, akkor Inko (a,b) asszocidltsagi osztdlya nem mds, mint a
(Dy N Dy/ ~;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. TetszOleges integritdstartomany esetén nincs ,,nagysag szerin-
ti” rendezés, csak az oszthatdsagi reldciéra tamaszkodhatunk. Itt tehat nincs moéd kétféleképpen definidlni a legnagyobb
kozos oszt6 fogalmét (1dsd az 1.14. Megjegyzést a Bevezetés a szdmelméletbe targy eléaddsvazlatdban).

5.15. Tétel. A legnagyobb kozds o0sztd asszocidltsag erejéig egyértelmien meghatdrozott. Azaz bdarmely a,b,di,ds € R
esetén

(1) ha dy és dy is legnagyobb kozds osztdja a-nak és b-nek, akkor dy ~ da;

(2) ha dy legnagyobb kizds osztdja a-nak és b-nek, és dy ~ da, akkor ds is legnagyobb kizds osztdja a-nak és b-nek.
Hasonlo dllitds érvényes a legkisebb kézos tobbszordsre is.

5.16. Megjegyzés. Az eléz6 tétel szerint a legnagyobb kozos oszté (és a legkisebb kozos tobbszorss) nem egyértelmdi,
ezért dltaldban nem azt {rjuk, hogy d = Inko (a,b), hanem azt, hogy d ~ lnko (a,b), miként az a kovetkezd definiciéban
is lathaté. (Az egész szdmok gytirijében megallapodtunk abban, hogy mindig a nemnegativ legnagyobb kozos osztét
vessziik, test feletti polinomgytiriiben pedig mindig valaszthatunk f6polinomot legnagyobb kozos oszténak.)
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5.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,b € R elemek relativ primek, ha lnko (a,b) ~ 1.

5.18. Tétel. Ha az R integritdstartomdnyban bdrmely két elemnek létezik legnagyobb kizds osztoja, akkor minden a,b,c € R
esetén teljestilnek az alabbiak:

(1) Inko (Inko (a,b) ,¢) ~ Inko (a,Inko (b, c)); (6) Inko (a,b) ~a <> a|b;

(2) Inko (a,b) ~ Inko (b,a); (7) Inko (a + be, b) ~ lnko (a, b) ;

(3) Inko (a,a) ~a (8) Inko (a,b) - ¢ ~ Inko (ac, be) ;

(4) Inko (0,a) ~ a; (9) Inko (a,b) » 0 = Inko (W’ m) ~1;
(5) Inko (1,a) ~ 1; (10) Inko (a,b) ~1 = Inko (a,bc) ~ Inko (a,c).

5.19. Kovetkezmény. Ha az R integritdastartomdnyban bdrmely két elemnek létezik legnagyobb kozds osztdja, akkor tet-
szbleges a,b,c € R,1Inko (a,b) ~ 1 esetén teljesiilnek az aldbbiak:

(1) albe <= al¢

(2) (a|césb|c) < ab|ec.

5.20. Kovetkezmény. Ha az R integritastartomdnyban bdrmely két elemnek létezik legnagyobb kozos osztdja, akkor
tetszéleges a,b,c € R,1nko (a,b) » 0 esetén

| be <~ a
a | be —_
Inko (a, b)
5.21. Kovetkezmény. Ha az R integritdstartomdnyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kiozds osztdja, akkor bdr-
mely két elemnek létezik legkisebb kozos tobbszordse is, és minden a,b € R esetén

Inko (a, b) - Ikkt (a, b) ~ ab.

5.22. Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszt6 fenti tulajdonsagai koziil sokat az egész szamok korében ki sem mondtunk,
mert a primtényezds felbontdsbdl trividlisan adédik. Némelyik tulajdonsdgot még a szamelmélet alaptétele eltt lattuk be
(hiszen sziikségiink volt rdjuk az alaptétel bizonyitasidhoz), de ezeket is konnyebb volt beldtni, mert felhasznalhattuk azt,
hogy a legnagyobb koz6s oszté mindig eléall a két elem ,linedris kombinaciéjaként”. TetszOleges integritastartomanyban
ez a tulajdonsdg nem teljesiil, és altaldban egyértelmil primfelbontas sincs. So6t, még a legnagyobb kozos oszté sem
mindig létezik, ezért kezd6dik a 5.18. Tétel (és a kovetkezményei) tigy, hogy ,Ha az R integritdstartoményban barmely

”

két elemnek létezik legnagyobb kozos osztdja, akkor ...”7.

Euklideszi gyiiriik

A kovetkez6kben specidlis integritdstartomanyokat vizsgalunk, amelyekben létezik barmely két elemnek legnagyobb
kozos osztdja. Az egész szamok korében a maradékos osztds, illetve az arra épiilé euklideszi algoritmus garantalta a
legnagyobb ko6z6s oszt6 1étezését. Az euklideszi gyliri fogalma ezt a tulajdonsagot altalanositja.

5.23. Definicié. Az R integritdstartomanyt euklideszi gydriinek nevezziik, ha létezik olyan ||-|| : R — No, a — ||a]|
leképezés (ligynevezett euklideszi norma), amire teljesiilnek az aldbbiak tetszdleges a € R és b € R\ {0} esetén:

(1) |la]] =0 <= a = 0;

(2) alb = llall <b]l;

(3) dg,r € R:a=0bg+rés|r| <|b].

5.24. Megjegyzés. A fenti a = bg + r el6dllitast itt is maradékos osztdsnak nevezziik (¢ a hdnyados, r a maradék).
A maradékos osztés lehet6vé teszi az euklideszi algoritmus elvégzését (innen az euklideszi gylir(i elnevezés).

5.25. Tétel. Az egész szamok gyiirijén ||a|| = |a|, test feletti polinomgyiirin || f|| = 29°¢F (a 27°° = 0 megdllapoddssal),
a Gauss-egészek gyiirijén pedig ||z| = |2|* euklideszi normdt definidl. Ezek tehdt mind euklideszi qyiirik.

5.26. Megjegyzés. Az eléz6 tételben furcsdnak tlinhet a test feletti polinomgytiriikre megadott euklideszi norma. Az
exponenciélis fiiggvényre csak azért volt sziikség, hogy a nulla polinomnak (de csak annak!) nulla legyen a norméja.
Ugyanezt elérhetjiitk masképpen is, példaul legyen

deg f +1, ha f #0;

IfIl =
0, ha f=0.

5.27. Tétel. Euklideszi gytriben bdrmely két elemnek létezik legnagyobb kozds osztdja, €s az elddll a két elem linedris
kombindcidjaként”. Formdlisan: ha R euklideszi gytrd, akkor Va,b € R Jx,y € R : ax + by ~ lnko (a, b).



16 KLASSZIKUS ALGEBRA

5.28. Tétel. Ha R euklideszi gylird, akkor tetszdlegesen adott a,b,c € R\ {0} elemek esetén az ax+ by = ¢ egyenlet akkor
és csak akkor oldhatd meg, ha lnko (a,b) | . Ha (x0,y0) egy megoldds, akkor bdrmely t € R esetén az aldbbi (x,y) pdr is
megoldds, tovabbd minden megoldds elddll ilyen alakban a t elem alkalmas megvdlasztdsdval:

= _— t'
=T ke (a,b)
—yy—
Y= 7 ko (a,b)

Irreducibilis és primelemek, irreducibilis faktorizacié, Gauss-gyiiritk

Irreducibilis és primelemek barmely integritastartomanyban definidlhatdk, és a korabban tanult tulajdonsdgok egy
része érvényes ilyen altalanossagban is.

5.29. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p € R elem irreducibilis, ha nem nulla és nem egység, és csak gy bonthatd két
elem szorzatdra, hogy az egyik tényez8 asszocidlt p-hez. (Ekkor a mésik tényez6 sziikségképpen egység; ilyenkor trividlis
faktorizdciordl beszéliink.) Formélisan:

Va,be R:p=ab = (p~avagyp~D).

5.30. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p € R elem prim, ha nem nulla és nem egység, és valahanyszor osztdja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezGjének. Formalisan:

Va,b€e R:p|ab = (p|avagyp|b).

5.31. Allitds. Ha p € R rendelkezik a primtulajdonsdggal, n € Nyay,...,a, € R ésp|ay-... an, akkor p | a; valamely
ie{l,...,n}-re.

5.32. Tétel. Minden integritdstartomdnyban a primelemek irreducibilisek.

A masik irdny, ,irreducibilis = prim” implikéacié bizonyitasanal mar kihasznéljuk a legnagyobb kozos osztdk 1étezését
(de méast nem).

5.33. Tétel. Ha az R integritdstartomdnyban bdrmely két elemnek létezik legnagyobb kozds osztdja, akkor R-ben minden
wrreducibilis elem prim.

A végs6 cél természetesen a szamelmélet alaptételének dltalanositdsa integritdstartomanyokra, vagyis egyértelmi ir-
reducibilis faktorizacié létezésének igazolasa. Kiilon nevet is érdemelnek azok az integritdstartomanyok, amelyekben ez
megteheto.

5.34. Definicié. Gauss-gytriinek nevezziik az olyan integritdstartomanyokat, amelyekben minden a nullatél és az
egységektol kiilonbozo elem irreducibilis elemek szorzatara bomlik, és ez a felbontas a tényezok sorrendjétol és asszoci-
altsdgtol eltekintve egyértelmii. Tehdt az R integritdstartomdny Gauss-gy(iri, ha minden @ € R (a # 0,a » 1) esetén
léteznek olyan pq,...,p, € R irreducibilis elemek, amelyekre a = py - ... - p,; tovabbd amennyiben a = ¢q; - ... - ¢, €gy
mésik irreducibilis faktorizdcié, akkor n = m, és létezik olyan 7 € S,,, amelyre p; ~ ¢;r (i =1,...,n).

5.35. Tétel. Minden euklideszi gyiri Gauss-gyiiri.

5.36. Kovetkezmény. Az egész szdmok gyirije, minden test feletti polinomgyird, valamint a Gauss-egészek gyiirije
Gauss-gyiri.

5.37. Megjegyzés. Ha megvizsgaljuk a tétel bizonyitasit, megfigyelhetjiik, hogy az irreducibilis felbontds létezése azon
mulik, hogy nem létezik végtelen leszallé lanc az oszthatdsag szerinti ,rendezésben”:

Bag,a1,az,... € R:aip1 | a; és ajpr ~a; (i=0,1,2,...). &)
Az irreducibilis faktorizdcié unicitdsanak igazolasdhoz pedig csak arra volt sziikségiink, hogy az irreducibilis elemek
primtulajdonsaguak:

Vp € R : p irreducibilis = p prim. 0

Ez a két feltétel teljesiil Gauss-gytlrikben, tehat kimondhatjuk, hogy egy R integritdstartomany akkor és csak akkor
Gauss-gytir(i, ha rendelkezik az (3) és (!) tulajdonsigokkal.

5.38. Megjegyzés. A 5.35. Tétel megforditdsa nem igaz: az egész egyiitthatés polinomok gytiriije Gauss-gytir(i, de nem
euklideszi gytrii.

5.39. Tétel. Legyen R Gauss-gylri, és legyen a,b € R primfelbontdsa a ~ p{* - ... - pin és b ~ pfl < ... pPn. Ekkor
teljestilnek az aldbbiak:
(1) Cllb — a; < G (i:l,...,n)
(2) Inko (a,b) ~ prlnin(al’ﬁl) Cepam ;
(3) Ikt (a,b) ~ py @0 pppax(enin),

Ean 7Bn) .



