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A polinom definiciéja

2.26. Definicié.

Az R integritdstartomdny feletti polinomnak olyan R-beli elemekbdl képezett

(a0, a1, - . .) végtelen sorozatot neveziink, amely csak véges sok nullatdl kiilonbszé
tagot tartalmaz. Az a; elemeket a polinom egyiitthatdinak nevezziik.

Jelolés.
Az R feletti polinomok halmazat R [x] jeldli.

2.27. Definicid.

» Az f = (ap, a1, ...) polinom fokszaméan a legnagyobb olyan n nemnegativ
egész szamot értjitk, amelyre a, # 0. Ha nincs ilyen n, azaz ha f = (0, 0,.. )
akkor azt mondjuk, hogy f fokszama —oo.

» Ha f fokszama kisebb, mint 1 (azaz 0 vagy —o0), akkor f-et konstans
polinomnak nevezziik.

» Ha f foka n > 0, akkor az a, € R elemet f féegyiitthatdjanak hivjuk.
> Az olyan polinomot, amelynek fGegyiitthatéja 1, fépolinomnak nevezziik.

Jelolés.
Az f polinom fokszdmat deg f jeldli.



Miveletek polinomokkal

2.28. Definicié.
Az f = (ag, a1,...) és g = (bo, b1, ...) polinomok dsszegét és szorzatdt az alabbi
képletekkel értelmezziik:

f+g:(covclx'--),ah0| Cn:an+bn;
n

fg: (dOYdl"")’ ahol d, = Zai'bnfl‘-
i=0

2.29. Allités.
Tetszbleges f, g € R[x]| polinomokra

deg (f +g) < max(degf,degg) és deg(fg)=degf +degg.

2.30. Tétel.

A fent definidlt 6sszeaddssal és szorzdssal R x| integritdstartomany.

2.31. Definicié.
Az R [x] gyliriit az R feletti egyhatédrozatland polinomok gyliriijének, roviden R
feletti polinomgyiiriinek nevezziik.



De mi az az x?

2.32. Allités.
Minden a, b € R esetén

(2,0,0,...)+(b,0,0,...) = (a+5,0,0,...);
(2,0,0,...)- (b,0,0,...) = (ab,0,0,...) .

Jelolés.

Tetszbleges a € R esetén az (a,0,0,...) polinom helyett egyszerlien a-t irunk, és
nem is kiilonboztetjiik meg az a gylirlielemtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C R [x].)
A (0,1,0,...) polinomot pedig x jeldli a tovdbbiakban.

2.33. Tétel.
Minden nemzéré polinom eléall ag + aix + - - - + apx" (a, # 0) alakban, és ez az
eléallitds egyértelmd. Ha f = (ap, a1,...) egy n-edfokd polinom, akkor

f=1(ao,a1,..-,an0,0,...) = a3+ arx + - - - + apx".



A polinomgylirii egységei

Jelolés.

A polinomokat ezentdl a,x"” + - -+ 4+ a;x + ag vagy ) /g a;jx" alakban frjuk fel.
Egy ilyen felirasnal legtobbszor hallgatélagosan feltessziik, hogy a, # 0 (azaz a
polinom n-edfokd), valamint hogy ap+1 = apt2 = ... =0.

Az x szimbdlum neve: hatdrozatlan. A hatdrozatlant barmilyen mas beti is
jeldlheti, ilyenkor az R [x] jel6lés is megfeleléen médosul. (Péld4ul ha a
hatdrozatlan y, akkor a polinomgylirii R [y].)

2.34. Allitas.
Az R[x]| polinomgyiiriiben az egységek pontosan azok a konstans polinomok,
amelyek (mint R-beli elemek) egységek R-ben. Formilisan: R [x]* = R*.



Polinom és polinomfiiggvény

Az f=apx"+ -4+ a1x+ap € TP i szetes médon tartozik egy

f2T =T,

fiiggvény (az f-hez tartozé polinom
polinommal!

A polinom egy formilis kifejezés (ava
polinomfiiggvény egy leképezés a T halmazon.

Példa.

Tekintsiik Z felett az f = x és g = x?01* polinomokat. Ez nyilvan két kiilonbézé

polinom (még a fokszdmuk is kiildnbozik), de ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik
hozzajuk:

) az f

orozata), mig a


SZTE
NEM ÖSSZEKEVERNI!
Nem összekeverni a polinomot a polinomfüggvénnyel!


3. Test feletti egyhatdrozatlani polinomok




Oszthatdsag

3.1. Definicié.
Az f € T [x] polinom osztdja a g € T [x] polinomnak (jeldlés: f | g),
ha3he T[x]: g=fh.

3.3. Tétel.

Tetszbleges f, g, h € T [x] polinomokra érvényesek az aldbbiak:

(1) f|f; 6)f|1 < feTH
(2)(f|gésg|h) = f|h ()0 | f < f=0;
B)(flgésg|f)<=dceT :g=cf; 8)(f|gésf|h) = f|gxh;
(4)1]f; ) flg = fleh

(5) 10 (10) f | g <= fh| gh, ha h #0;

(11) f | g = degf < degg, ha g # 0.



Oszthatésag (tavalyi)

Definicié.
Az a egész szdm osztdja a b egész szdmnak (jeldlés: a | b),
hadceZ: b= ac.

Tétel.
Tetszlleges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az alabbiak:

(1) a| a; (6) a|l < a=+£1,
(2)(a|bésb|c) = a]c; (7)0|a < a=0;
(3) (a|bésb|a) <= b= +a; (8)(a|bésalc) = a|b=*g
4) 1] (9) a| b = a| bc;
(5) a|o0; (10) a| b <= ac| bc, ha c #0;

(1) a| b = |



Asszocidltsag

3.2. Definicié.
Az f és g polinomok asszocidltak (jelélés: f ~ g), haf|gésg]|f.

3.4. Tétel.

Az asszocidltsdg ekvivalenciareldcié T [x]-en. A nulla osztalydt kivéve minden
asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan egy fépolinomot.

Megjegyzés.
Asszociélt polinomokat nem érdemes (sét nem is lehet) megkiilonbdztetni, ha csak
az oszthatdsagot vizsgaljuk.

Ha az oszthatdsagi relaciét az asszocidltsagi osztalyok halmazan értelmezziik, akkor
mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (T [x] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/ ~= T%*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Test feletti polinomgylirii esetén minden asszocidltsagi osztaly (a nulldét kivéve)
pontosan egy fopolinomot tartalmaz, tehdt asszocidltsag erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal.



Maradékos osztas, Inko

3.5. Tétel (a maradékos osztds tétele).

Ha f,g € T[x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott
q és r € T [x] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg.

3.6. Definicié.
A d € T [x] polinom legnagyobb kézés osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha
teljesiil a kovetkezd két feltétel:

1.d|fésd|g;

2.Vke T[x]:(k|fésk|g) = k|d.

Hasonléan definidlhaté polinomok legkisebb kézés tébbszdrise is.

3.8. Megjegyzés.

Természetesebbnek tiinhet a legnagyobb koz0s osztét a legmagasabb fokszam
kdzos osztoként definidlni. Ha d legnagyobb kdzods osztdja f-nek és g-nek a

3.6. Definicié értelmében és d £ 0, akkor h maximdlis fokszdmd f és g kozds osztdi
kdzétt. Valdban, ha k egy kozos osztd, akkor k | d és igy deg k < degd (lasd a
3.1. Tételbeli (11) tulajdonsagot).





