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Szamolas trigonometrikus alakban

1.22. Tétel.
Tetszdleges nullatdl kiilénbozé u = r (cos ¢ + isin @) és v = s (cosp + isin )
komplex szdmokra

L = r(cos(—¢)+isin(—¢));

2. uv=rs(cos(p+¢)+isin(p+1));

3. L =1(cos(—y)+isin(—y));

4. s (cos(@—9) +isin(¢—1)).
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1.23. Megjegyzés.

A szorzat trigonometrikus alakjdra vonatkozd képletbdl latszik, hogy rogzitett
v = cosip + isin esetén az u — uv leképezés nem mds, mint az origd koriili i
szogl forgatas a komplex szamsikon.

1.24. Tétel (Moivre-képlet).

Bdrmely nemzéré z = r (cos ¢ + isin ¢) komplex szim és n € Z esetén

n

z" = r" (cos (ng) + isin (ng)) .



A komplex szamsik szinezése
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f(z) = zi + 1+ i szinképe
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f(z) = 2% szinképe
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f(z) = 23 szinképe
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f(z) = z* szinképe
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f(z) = z° szinképe
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f(z) = z° szinképe
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f(z) = z° szinképe
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Gyokvonas

1.25. Definicid.
Tetszbleges n pozitiv egész szdm és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex
szam n-edik gybke z-nek, ha u" = z.

1.26. Tétel.
Minden nemnulla komplex szamnak pontosan n kiilonbéz6 n-edik gydke van. A
z = r(cos ¢ + isin @) trigonometrikus alakban megadott komplex szdm n-edik

gyokei:

{E—\”ﬁ<cos(ﬁnzkn+isinq)—i_nzkn) (k=0,1,..., n—1).

1.27. Definicié.

Az ¢ komplex szamot n-edik egységgydknek nevezziik, ha " = 1.



Egységgyokok

1.28. Allitas.
Az n-edik egységgyckok a kévetkezbk:

2k 2k
ek:cos—n+isin—n (k=0,1,...,n=1).
n n
Ezzel a jelsléssel eg = 1 és ey = X minden k € {0,1,..., n—1} esetén.

1.29. Megjegyzés.

Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon,
amelynek koriilirt kére az origd kdzépponti egységkor, és egyik csticsa 1. (Ez a két
informacié egyértelmiien meg is hatdrozza az n-szdget.)

1.30. Kovetkezmény.

Egy nemnulla komplex szam &sszes n-edik gyckét megkapjuk, ha egy rogzitett
n-edik gydkét megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokdkkel. Tehat ha
ug = z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyékei:

Vz = upeg (k=0,1,..., n—1).



f(z) = z2 — 1 szinképe
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f(z) = 23 — 1 szinképe
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f(z) = z* — 1 szinképe
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f(z) = z° — 1 szinképe
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f(z) = z° — 1 szinképe
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Primitiv egységgyokok

1.31. Definicié.

Legyen ¢ egy n-edik egységgyok. Azt mondjuk, hogy e primitiv n-edik egységgydk,
ha nem [-edik egységgyck semmilyen n-nél kisebb ¢ pozitiv egészre. Masképp
fogalmazva, n a legkisebb pozitiv kitevé amelyre emelve e-t a hatvany értéke 1 lesz:

n:min{fElN € —1}

1.32. Allités.
Egy n-edik egységgydk pontosan akkor primitiv n-edik egységgydk, ha
hatvanyaiként megkaphaté az Gsszes n-edik egységgydk.

1.33. Tétel.
Az g, = cos 2"—” + isin egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik
egységgyok, ha k relativ pr/m n-hez.
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1.34. Kovetkezmény.
A primitiv n-edik egységgyckék szama ¢ (n) (itt ¢ az Euler-féle fiiggvény).

1.35. Tétel.
Ha n > 1, akkor az n-edik egységgyokdk bsszege 0.



2. Absztrakt algebrai struktirdk




Definicié.

Az algebra az algebrai struktirdk tudomanya.

Definicié.

Algebrai struktiran egy miveletekkel ,felszerelt” nemiires halmazt értiink.
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Félcsoportok

2.1. Definicid.

Félcsoporton egy asszociativ kétvdltozds miivelettel elldtott nemiires halmazt
értiink. Formalisan: (A; o) félcsoport, ha A nemiires halmaz, és

(0) o: AXA— A (x,y) — xoy;
(1) Ya,b,c € A: (aob)oc=ao(boc).

2.2. Definicié.

Az (A; o) félcsoport e elemét egységelemnek nevezziik, ha minden a € A-ra
aoe = eoa= a teljesiil.

2.3. Definicié.
Ha az (A; o) félcsoportban e egységelem és aob = boa = e teljesiil az a, b€ A
elemekre, akkor azt mondjuk, hogy a és b egymas inverze.

2 4. Allitas.

Félcsoportban az egységelem és az elemek inverzei egyértelmiien meghatarozottak
(ha léteznek egydltalan).



Csoportok

2.5. Definicid.

Az (A; o) félcsoport csoport, ha van benne egységelem és minden elemnek van
inverze, azaz A nemiires halmaz, és

(0) oc: AXA— A (x,y) — xoy;

(1) Ya,b,c € A: (aob)oc=ao (boc);
(2) dJec AVac A:eca=aoce=a;
(3)

3) Vae Ada* € A:ao0a* =a"oca=c¢e.

2.6. Definicié.

Ha az (A; O) csoport miivelete kommutativ (azaz Va, b € A: a0 b = bo a), akkor
kommutativ csoportnak, vagy Abel-csoportnak nevezziik.

Jelolés.
aob e a* bo a*
multiplikativ frdsméd: ab 1 a~ ! b/a
additiv irdsmad: at+b 0 —a b—a



(Ellen)példak additiv csoportokra

Az aldbbi H szamhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot az 6sszeaddsra nézve?

» H = {0}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)

v

H=R", QF, N: nem (csak félcsoport)

\4

H = {paros szdmok}: igen (Abel-csoport)

v

H = {pératlan szamok}: nem (nem is zart)

» H = {irraciondlis szimok}: nem (nem is zart)

v

H = {véges tizedestdrtek}: igen (Abel-csoport)



(Ellen)példak multiplikativ csoportokra

Az aldbbi H szamhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szorzésra nézve?

» H = {1}: igen (Abel-csoport)
» H=C, R, Q, Z: nem (csak egységelemes félcsoport)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)

v

v

H = Z\ {0}: nem (csak egységelemes félcsoport)

v

H=TR", QT: igen (Abel-csoport)

v

H = IN: nem (csak egységelemes félcsoport)

» H = {irraciondlis szimok}: nem (nem is zart)

v

H = {véges tizedestortek} \ {0}: nem (csak egységelemes félcsoport)



Tovabbi (ellen)példak csoportokra

v

(R™":.): csak egységelemes félcsoport

v

({M € R™":det (M) #0};-) = GL, (R): (nemkommutativ) csoport

neve: altaldnos linearis csoport

v

({A — A leképezések} ; 0) = Tya: csak egységelemes félcsoport
neve: (A feletti) transzformaciéfélcsoport

v

({A — A bijekcidk} ; 0) = Sa: (nemkommutativ) csoport

neve: (A feletti) szimmetrikus csoport



